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les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
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iet  foreei  dont  00  vient  de  parler S54 
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points  dangereux  aux  endroits  du  contour  les  plus 
rapprochés  du  centre.  Explication  des  différences 
avec  la  théorie  ancienne. 278 

23.  Prisme  à  section  triangulaire  équilatérale.  Épure.  .  .      283 
Exemple  de  recherche  des  maxima  absolus  du  carré 

du  glissement  principal 286  à  288 

2A.  Assimilation,  à  Tellipse,  des  sections  allongées  quel- 
conques, quant  à  la  courbure  prise  par  leurs  plans* 
Formule  approchée  de  Cauchy  relative  aux  prismes 
rectangles.  Exacte  pour  un  prisme  très^plat,  elle  est 

fautive  pour  un  prisme  à  base  carrée 289  à  291 

(Voyez  aussi  U*  Appendice,  $  39,  note  p.  621-626.) 
25.  Prisme  à  base  rectangle.  Formules  transcendantes  et 
exactes  de  sa  torsion.  Notations  sih,  coh,  iak  des 
sinus,  cosinus  et  tangentes  hyperboliques 29 
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S  26.  GoBféquenoes.  Moments  de  torsion 295 

Vérification  expérimentale  (en  sons-note).  ....•»      297 
(Voir  table  numérique,  p.  362.) 

87.  Suite  des  conséquences.  Porme  courbe  que  Ta  torsion 
donne  aux  plans  des  sections  des  prismes  carrés  ou 
Rectangles.  Épures 397  à  300 

28.  Plus  grands  glissements.  Points  dangereux.  Éqnatioft 

de  non-rupture  des  prismes  à  base  carrée  et  à  base 

'  rectangle  soumis  &  la  torsion 301 

(Voir  table  numérique,  p.  363.) 

29.  Détermination  élémentaire  et  très-approchée  de  la 

torsion  d'un  prisme  à  base  carrée  rectillgne,  par  Tas- 
similation  de  ses  sections  à  des  carrés  curvilignes  du 
quatrième  degré  quant  à  la  courbure  prise  par  leurs 
plans 302. 

30.  Sections  à  contours  curvilignes  du  &*  degré  symé- 

triques dans  les  deux  sens.  305 

31.  Recherche  des  plus  grands  glissements.  L'absence  de 

maxlma  absolus  prouve  que  les  points  dangereux  se 
trouvent  sur  le  contour 308 

32.  Recherche  de  ces  points  àur  les  contoifrs  du  &*  degré, 

et^  d^abord  sur  ceux  qui  sont  égaux  dans  les  deu:i( 

sensu  et  0. 310 

O&emarque  applicable  aux  maxima  et  minima  des  fonc- 
tions de  deux  variables  liées  entre  elles.  La  méthode 
analytique  ordinaire  souvent  ne  peut  les  fournir). .  .      311 

33.  Suite.  Reeherche  des  mômes  points  dangereux  sur  le» 

contours  du  û*  degré  symétriques  mais  non  égaux 
dans  les  deux  sens,  ils  ne  peuvent  être  trouvés,  dans 
beaucoup  de  cas,  que  numériquement.  »  .  •  .  •  312  à  317 

3/iu  Méthode  générale  (analogue  à  celle  de  fausse  position) 
pour  la  recherche  ^numérique  du  maximum  ou  du 
minimum  d'une  fonction  d'une  variable  dont  la 
forme  plus  ou  moins  compliquée  est  donnée  explfel- 
tement  ou  implicitement. «  .  ,      318 

85.  Calcul  du  moment  de  torsion  et  de  sa  limite  pour  di- 
vers contours  du  &*  degré 823 

i*  et  2*  Sections  carrées  curvilignes 3^3,  32& 

3*  et  à"  Sections  en  double  spatule  analogues  à  celles 
des  rails  de  chemins  de  fer.  Exemples  de  points  dan- 
gereux qui  ne  sont  pas  aux  endroits  du  contour  les 

plus  rapprochés  du  centre 325  à  332 

36.  Observatiou  relative  aux  sections  î-éparécs  en  deux 
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orbes.  Confirmation  dn  principe  du  $  15,  qoe  le  mo- 
ment de  torsion  est  indépendant  de  la  position  de 

Taxe. 882 

(En  sous-note).  Section  en  double  triangle  isocèle.  •  335 
S  37.  Torsion  d'une  pièce  à  côtes,  ailes  ou  nervures  (featbe- 
red  axis).  becUon  en  croix  de  Malte  »  ou  étoile  k 
quatre  pointes,  du  huitième  degré.  Épure,  Les  pièces 
à  côtes  doivent  être  exclues  des  parties  des  con* 
structions  où  les  efforts  tendent  A  tordre 335  à  3à3 

38.  Torsion  des  prismes  à  bases  quelconques. ;{â4 

39.  Inégale  contexture  dans  les  divers  sens  transversaux. 

Formules  d^ élasticité  et  de  cohésion  lorsque  la  con- 
texture inégale  est  symétrique  par  rapport  à  trois 

plans  rectangulaires , 3A5 

(Voir  Z"  Appendice,  p.  609,  pour  le  cas  d*un  seul 

plan  de  symétrie). 

Théorème  de  réciprocité  de  Gaqchy.  L'action  à  travers 

une  face  A  estimée  perpendiculairement  à  une  face  B 

de  môme  superficie,  est  égale  à  Taction  à  travers  B, 

estimée  perpendiculairement  à  A. 3&6 

(Voir  3«  Appendice,  p.  5Zi6,  et,  mieux,  Appendice 
complémentaire,  §  79,  5%  p.  769.) 

Section  elliptique.  Section  rectangle. 351,  352 

Condition  de  non-rupture  des  prismes  dont  la  contex- 
ture est  inégale 353,  35A 

(Voir  aussi  3*  Appendice,  p.  611,  et  Appendice 
complémentaire,  $  79,  6%  p.  770-771.) 
UO.  Récapitulation  des  formules  de  torsion  simple,  c'est- 
à-dire  non  accompagnée  de  flexion,  ni  de  dilatations 
ou  contractions  longitudinales  ou  transversales,  ni 

*de  glissements  étrangers. 856 

Ellipses,  triangles,  carrés  curvilignes,  doubles  spatules 

(comme  un  rail). 859-365 

.  Tables  et  formules  simples  relatives  aux  sections  rec- 
tangles.  362,  363 

Tables  pour  déterminer  approximativement  la  torsion 
de  prismes  à  bases  quelconques. 366 

61.  Prismes  creux.  Courbes  de  glissement  sur  une  section 

pleine  ou  évidée  quelconque 368 

Condition  pour  que  le  moment  de  torsion  soit  exacte- 
ment la  différence  de  ceux  du  prisme  plein  et  du 
prisme  d'évidemeot.  Formule  approchée 369  à  372 

62.  Torsion  et  flexion  simultanées,  avec  (ou  sans)  une 

dilatation    ou   contraction  longitudinale,     et    un 
cisaillement  transversal.  Exemples. 372 
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résistance  à  la  mpture  éloig:née,poar  ces  cas  com- 
plexes       373 

Formule  qui  comprend  les  conditions  de  tous  les  cas 

particuliers. (au  bas)     379 

Idem  sous  une  autre  forme. 382 

(Deux  sôus-notes.  Démonstration  ei  explication  sim- 
ple,  de  M.  Poncelet) 375  et     381 

liti.  Équation  de  cohésion  rendue  immédiatement  appli- 
cable       383 

Observation  sur  la  recherche  des  points  dangereux; 

distinction  des  solutions  étrangères 388 

(Sous-note.  Sur  des  recherches  de  18^3] 387 

liS.  Valeurs  approchées  et  quelquefois  suffisantes  des  glis- 
sements'de  cisaillement  dus  aux  forces  transversales. 

Becherchesde  M.'Jouravski 389 

Raison  de  leur  défaut  de  rigueur. 398 

46.  Valeurs  exactes  des  mêmes  glissements  de  clsallle- 
menty  indépendants  de  la  torsion.  Identité  des  li- 
mites à  imposer  aux  efforts  tangentiels  transversaux 

et  longitudinaux ,     399 

Épures  diverses  donnant  la  topographie  des  surfaces 

courbes  des  sections Ali 

Théorie  exacte  de  la  flexion  avec  glissements. .  399  à     413 
(Voir  aussi  2*  Appendice,  S  13,  p.  634,  et  3%  $  37, 
p.  613.) 
A7.  Applications  diverses  quand  on  peut  négliger  les  glis- 
sements de  cisaillement  g/,  g",.  Cylindre  à  base  cir- 
culaire à  la  fois  fléchi,  tordu  et  étendu  ou  comprimé.      Ai4 

A8.  Même  cylindre  seulement  fléchi  et  tordu.  Tableau  des 
résultats  pour  diverses  valeurs  attribuées  au  rap- 
port 9),  des  résistances  spécifiques  R.,  R'. 416 

A9.  Même  cylindre  éprouvant,  avec  la  flexion  et  la  torsion, 

une  extension  longitudinale. 417 

60.  Même  cylindre  dans  le  cas  plus  compliqué  où  c*est 
une  compression.  Choix  entre  deux  positions  possi- 
bles du  point  dangereux àiS 

51.  Cylindre  elliptique  sollicité  aplat,  et  en  même  temps 

tordu 421 

52.  Même  cylindre  sollicité  de  champ.  Alors  (et  à  plus 

forte  raison  pour  une  sollicitation  oblique)  le  point 
dangereux  peut  se  trouver,  sur  le  périmètre  des 
sections,  ailleurs  qu*à  leurs  sommets U^ 
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champ « /idO  à     /i36 
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66.  Pièce  d^égale  résistance  à  des  forces  qui  font  à  la  fois 

fléchir  et  tordre,  etc id, 

57.  Arbre  de  transmission  de  mouvement  de  rotation  sol- 

licité à  fléchir  et  à  tordre  par  deux  engrenages  ou  ) 

deux  courroies.  —  Arbre  rond.  —  Arbre  carré.  .  .  .      kkl 

Forme  d'égale  résistance.  .  .  .' Aô2 

(Voir  aussi  au  S  65,  p.  /i91  et  Zi93.) 

58.  Récapitulation  des  formules  propres  à  faire  connaître 

les  dimensions  transversales  à  donner  à  une  pièce 
droite  soumise  à  une  torsion  et  à  une  flexion  simul- 
tanées avec  ou  sans  extension  ou  compression  longi- 
tudinale de  Taxe 453  à     459 

59.  Pièces  tordues  encastrées  aux  deux  bouts.  Valeur  W 

donner  au  moment  de  torsion  de  chaque  partie.  •  •      459 

60.  Rupture  immédiate  par  torsion.  Proportionnalité  des 

résistances  aux  cubes  des  dimensions  homologues  de 
sections  semblables 461 

61.  Calcul  approximatif  des  résistances  à  la  rupture  imm^ 

diate  ou  prochaine  par  torsion  quand  les  sections 

sont  ;  1**  circulaires 464 

2**  rectangles  larges  et  minces 466 

62.  Détermination  expérimentale,  pour  les  diverses  ma- 

tières, des  coefficients  numériques  d'élasticité  ou  de 
cohésion  transversale  G,  T.,  G',  G",  T'o,  T",  et  T.  .  .      469 

63.  Torsion  de  cylindres  dont  la  matière  .n*est  pas  de 

même  contextore  dans  retendue  des  sections.  .  .  .      477 
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3*  Exemple.  Cylindre  à  base  elliptique,  d^égale  con- 
texture  transversale. i|lS2 

Gauchissement  imperceptible  et  cependant  très-in- 
fluent  4iS3à     IM 

(Voir  aussi  note  du  T  Appendice,  p.  521, 622.) 

4*  Exemple.  Pièce  rectangulaire  en  bois,  d'jnégale 
contexture  dans  les  seos  transversaux Zi8â 

5*  Exemple.  Pièce  eu  fonte  ayant  pour  base  un  carré 
évidé  par  quatre  quarts  de  cercle^  comme  exemple 
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S  65.  Suite  des  exemples  d^applicaiion  numérique.  Flexion 
et  torsion  simultanées. 

6*  Exemple.  Détermination  de  T,  d'après  une  expé- 
rience où  il  y  a  flexion  et  torsion &89 

7*  Exempla  Arbre  de  transmission  demouvemeot  rond 
et  en  fonte  (de  rayon  constant  et  de  rayon  variable).      /||91 

8*  Exemple.  Arbre  de  transmission  de  mouvement 
carré  et  en  bois A93 

66.  Suite  des  exemples.  Flexion  et  torsion  avec  extension 

ou  compression  longitudinale. i >      A95 

9*  Exemple.  Tirant  horizontal  auquel  est  suspendu  un 
poids  au  bout  d'un  levier  qui  y  est  implanté id. 

10*  Exemple.  Même  pièce.  Son  équarrissage,  le  poids 
qui  la  tord  étant  donné 498 

il*  Exemple.  Poteau  soumis  à  une  pression  verticale 
et  en  même  temps  à  une  torsion  déterminée  par  une 
force  horizontale  agissant  à  son  milieu  au  bout  d*un 
levier. /i99 

N"*  157  à  460.  Suite  de  la  torsion  (numéros  rendus  inu- 
tiles par  ce  qui  précède)  .  , 501 

Note  de  ces  numéros  pour  en  rectifier  quelques  passages.  501  &     50/i 
Note  de  Navler  (1833)  où  se  trouve  pour  la  première  fois  la 

relation  ^  =  f 602 

h     o 

N**  161  à  163.  (Renvoyés). 
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Notes  sur  ces  numéros. td. 

Note  de  Navier  (1833)  où  se  trouve  pour  la  première  foîs  le 

ï      À 
rapport  ~=  ^. 507 

N*"  169  à  172.  (Renvoyés). 
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Sur  Tapplication  suffisamment  approchée  des  for- 
mules pour  d'autres  modes. 520  à     b2U 

(Voir  aussi  pages  ftO,  25â,  521-523,  et  829-830.) 

8.  Observation  sur  la  manière  de  présenter  ces  démons- 

trations.          icU 

9.  Théorie  sjmthétîque  exacte  de  la  résistance  des  so- 

lides. Principes,  définitions  et  lemmes 525 
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contours  en  termes  entiers. 53li 

13.  Flexion.  Lemme  IV  sur  les  déformations  transver- 

sales qui  accompagnent  la  flexion id. 

Théorème  UI.  Sur  la  flexion  en  arc  de  cercle  sans 
glissement 535 

Théorème  IV.  Sur  la  flexion  inégale  ou  avec  glisse- 
ment       537 

ik.  Observation  sur  la  méthode  suivie,  etc bkO 

3*  Appendice.    Formules  et  équations  générales 
de  la  tltéorie  de  C élasticité  des  corps  solides,  .   531 

S  15.  Avant-propos.  Changement  des  notations 560 

16.  Actions  moléculaires.  Pressions  ou  Forces  élastiques 

dans  un  solide.  Théorèmes  (Cauchy)  des  projections 
des  plans  de  pression  et  de  réciprocité  des  compo- 
santes tangentielles 542 

(En  note.  Courbes  des  deux  sortes  de  forces  dont  les 
actions  moléculaires  sont  des  diflTérences) 543 

17.  Formules  des  changements  de  plans  de  pressions. 

Composantes  sur  trois  plans  nouveaux  rectangu- 
laires ou  obliques. 547 

N.  B,    Ajouter,  aux  Ubleaaz  de  synonymie,  les  notations 

Xx  Xy    Xs 

de  M.  Kircbboff  Y<  Yy  Y.. 

Zx    Zy   Zs 

18.  Dilatations  et  glissements.  Leurs  relations  en  divers 

sens. 549 
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S  19.  ForoiQles  qui  les  donnent  dans  les  sens  d'axes  rectan- 

gul^Ires  nouveaux , 552 

I  Voir  une  autre  démonstration,  Appendice  corn- 
pléiDentaire,  $  82,  note,  p.  779.) 

Ea  note.  Ellipsoïde  des  dilatations.  ••.•••«•••      553 

{VaiF  auisi  Appendice  oopiplémenUir®»    S  ^^» 
2*  note,  p.  780.) 

20.  ^Formules  (12)  des  six  composantes  de  pression  en  fonc- 

tion des  dilatatlQns  et  gljssemenu.  •,...,  55Â» .    556 

21.  Nombre  des  coefficients  diffii^rentSr  Leur  réduction 

de  36  à  15  par  21  égalités  entre  eux.  .  ,  ,  ,  .  ^  ,  .      556 
(Voir  le  5"  Appendipe,  surtout  p.  716,  718.) 

22.  Corps  homogènes.  Homogénéités  parallèle,  semi-po- 

laire ou  cylindrique,  polaire  ou  sphérique,  etc. 
Corps  isotropes.  Observation  sur  Tétat  dit  naturel.      560 

(Voir  aussi  Appendice  complémentaire,  $  80, 
p.  771,) 

23.  Cas  (exceptionnel)  où  il  y  avait  des  pressions  antérieu- 

rement aux  déformations  exprimées  par  les  trois  di- 
lations et  les  trois  glissements.  , 562 

En  note.  Démonstration  des  formules  relatives  à  ce 
cas  général.  Théorème  général  de  mécanique  molé- 
culaire. Autre  démonstration  de  la  réduction  de 
36  coefficients  à  15.  Formules  (de  M.  Cauchy)  rela- 
tives à  des  déplacements  très-petit& 565  ii     579 

(Voir  aussi  Appendice  complémentaire»  p.  795.) 
2/i.  Corps  où  il  y  a  un  ou  trois  plans  de  symétrie  de 
contexture.  Réduction  des  formules  à  un  moindre 
pombre  de  terme);  pour  ces  sortes  de  corps,  ,  •  •  .      574 

(Voir  5'  Appendice^  p.  759,  pour  les  formules  avec 
q)ûins  d'accents»  et  Appendice  complémentaire, 
p.  805,  note.) 

25.  Cas  où  il  y  ji  un  axe  de  symétrie  ou  d'élasticité.  .  •  .      579 

(Voir  §*  Appendice,  p.  759,  et  Appendice  complé- 
mentaire, p.  805,  note.) 

26.  Corps  isotropes  ou  d'égale^élastîcité  en  tous  sens.  For- 

mules à  deux  coefficients,  ou  à  un  seul.  .  ^  .  .  .  .  .      581 
(Voir  5*  Appendice.) 

27.  Relations  des  pressions  aux  points  successifs ,  tant 

entre  elles  qu*avec  les  forces  accélératrices.  Équa- 
tions indéfinies  de  Téquilibre  intérieur,  à  satisfaire 
en  tous  les  points  d'un  corps  quelconque,  r  .  .  .  .      583 

28.  Relations  entre  les  pressions  intérieures  et  les  prés- 
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sions  extérieures.  Équations  d^équilibre  définies  &  sa- 
tisfaire aux  points  de  la  surface-limite  de  chaque 
corps  ou  à  la  jonction  de  deux  portions  successive- 
•    ment  considérées  d*un  même  corps 585 

S  39.  Expressions  des  dilatations  et  glissements,  et,  par 
suite,  des  composantes  de  pression,  en  fonction  des 
déplacements  des  divers  points. 587 

Déplacements  de  grandeur  quelconque,  mais  ne  don- 
nant lieu  dans  chaque  petite  portion  d*uo  corps 
qu'à  des  déformations  très-petites  ou  ne  changeant 
que  dans  de  très-faibles  proportions  les  distances 

entre  points  très- proches. .      589 

Déplacements  très-petits  u,v,w '. 591 

(En  note.  Mêmes  déplacements  de  grandeur  quelconque 
exprimés  en  fonctions  de  déplacements  très-petits  et 
de  translations  et  rotations) 592 

30.  Équations  dififérentielles  contenant  les  déplaceipents 

supposés  très-petits, td 

(En  note.  Cas  de  pressions  antérieures  aux  déplace* 
ments.) id. 

31.  Usage  général  des  formules  et  équations  de  cet  Appen- 

dice. Méthode  inverse.  Méthode  mixte.  Essais  et  véri- 
fications. Exemple  (torsion; 595 

(Voir  même  Appendice,  %  35,  p.  604i,  Appendice 
complémentaire,  p.  825  et  8/i0.) 

32.  GonditJioos  de  compatibilité  à  remplir  pour  que  six 

fonctions  de  trois  coordonnés  représentent  des  dila- 
tations et  des  glissements.  —  L'emploi  de  ces  condi- 
tions dispense  souvent  de  chercher  les  déplacements.      597 

33.  VérificatiODS  et  généralisations  diverses;  et,  d'abord, 

contraction  de  volume  d'un  corps  de  forme  quel- 
conque sous  une  pression  normale. 600 

34.  Suite.  Extension  longitudinale  et  contraction  latérale 

d'un  prisme  de  contexture' quelconque. 601 

35.  Suite.  Torsion  d'un  prisme  à  un  seul  plan  de  symétrie 

de  contexture,  et  d'un  cylindre  elliptique  de  contex- 

ture  quelconque.  Équation  de  cohésion »  .  •      603 

(Voir  App.  compL,  $  79,  6%  p.  770,  et  %  96,  pw  845«) 

36.  Soiie.  Flexion  circulaire  d'un  prisme  de  contexture 

quelconque r  •  *  •      612 

37.  Suite.  Flexion  inégale   ou  avec  glissements,  d'un 

prime  à  un  seul  plan  de  symétrie. 613 
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Observation  sur  la  nécessité  d^opérer  d*uDe  manière 
ou  inverse  ou  mixte 616 

&'  Appendice.  Comparaison  de  nos  formules  de 
torsion  à  l'expérience.  Digression  sur  les  vibra- 
tions tournantes 617 

S  38.  Expériences  de  M.  Wertheim  sur  la  torsion  des  prismes 
rectangles,  et  observations  sur  la  comparaison  quMi 
établit  entre  leurs  résultats  et  ceux  de  la  formule 
de  Gauchy léL 

39.  Examen  de  cette  formule  de  torsion,  trouvée  par 

M.  Caucby  en  1829 630 

(En  note.  Réduction  d'un  tiers  quUl  faudrait  opérer 
d'après  son  analyse,  à  laquelle  il  a  renoncé).  .621  à      627 

AO.  Confirmation  par  les  expériences  de  Duleau  et  de  Savart, 
et  aussi  par  celles  de  Wertheim,  de  la  loi  établie  par 
notre  formule  de  torsion  des  prismes  rectangles.  62^     629 

Ui.  Expériences  de  M.  Wertheim  sur  lesi  cylindres  à  base 

d'ellipse 629 

Â2.  Vibrations  tournantes.  Leur  équation  différentielle.  .      631 
A3.  Durée  ou  nombre  des  vibrations  tournantes  donnant  le 

son  le  plus  grave 635 

/i4.  Rapport  du  nombre  des  vibrations  longitudinales  au 

nombre  des  vibrations  tournantes  d'une  même  tige.      635 
A5.  Application  aux  tiges  rectangulaires.  Vérification,  par 

les  vibrations,  de  notre  formule  de  leur  torsion. ...      6/iO 
(Voir  aussi  5*  Appendice,  $  63,  p.  686.) 
(En  note.  Observation  sur  le  résultat  qui  avait  été 

trouvé  par  Gauchy) \ 641 

46.  Amplitude  des  vibrations  de  toute  espèce.  C'est  cette 

amplitude  qui  détermine  le  danger  de  rupture.  Mais 

tout  calcul  dans  lequel  on  ne  suppose  pas  unie  à  la 

pièce  heurtée  la  masse  étrangère  heurtante,  est  sans 

I  utilité ■ 643 

5*  Appendice.  Discussion  théorique  et  expérimen- 
tale détaillée^  relative  au^  rapports  entre  les 
coefficients  des  formules  de  F  élasticité  des  solides, 
et  à  la  réductibiUté  de  leur  nombre.  —  Remar- 
ques sur  les  corps  régulièrement  cristallisés.  .  .    645 

47.  Rappel  de  la  réduction  du  nombre  des  coefficients  : 
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V  pour  une  contexture  quelconque»  2*  pour  des 
contextures  particulières. 6/i5 

$  A8.  GoDséquence  de  cette  rédaction  pour  les  corps  iso- 
tropes. Expérience  confirmative.  Prenaière  contes- 
tation» élevée  par  M.  Oersted,  et  qui  porterait  sur 
toutes  les  formules  quels  que  fussent  leurs  coefficients.      666 

En  note.  Démonstration,  plus  simple  qu'à  la  p.  199» 
de  la  relation  entre  les  deux  coefficients  des  for- 
mules d'isotropie.  Voir  aussi  p.  570,  580,  805  note» 
«U  note.) • GÛ7 

69.  Remarque  de  M.  Hegoault  sur  le  défaut  général  d'iso- 

tropiô  des  solides  employés  dans  les  ^expériences.  .      650 

50.  Interprétation  différente  des  faits  par  M.  Wertheim.  .      651 

51.  Remarque  sur  ce  qui  peut  prêter  h  confusion  à  cet 

égard  dans  les  écrits  de  Gauchy,  et  sur  sa  première 
manière  d^établlr  les  formules  de  pressions. id. 

d2.  Formules  proposées  par  M.  Wertheim.  Conséquences 
diverses  (analytiques)  des  formules  dMsotropie  à 
deux  coefficients  quelconques. 657 

53.  Opinion  sceptique  à  laquelle  leur  proposition  a  donné 
lieu.  Nécessité  de  ne  pas  s'y  retrancher  quand  ou 
sort  de  l'analyse  pure.  L'admission  de  formules  d'iso- 
tropfe  à  deux  coefficients  dont  le  rapport  est  variable 
et  môme  indéterminé  est  quelquefois  sans  inconvé- 
nient* mais  souvent  elle  peut  donner  le  change  et 
empêcher  de  reconnaître  le  défaut  d'isotropie  et 
d'employer  les  vraies  formules  relatives  aux  corps 
dont  on  s'occupe 658 

bà'  Autre  origine  de  l'opinion  signalée.  Formules  à  36  coef- 
ficients données  incidemment  par  Poisson  en  1829 

(et  auxquelles  il  a  renoncé  depuis) 660 

(Voyez  une  autre  origine  aux  SS  69»  72,  p.  708 
et  721.) 

55.  Observation  sur  le  raisonnement  de  M.  Poisson.  Il  se 
fonde  tacitement  sur  la  loi  des  actions  entre  molé- 
cules. Une  fonction  de  quantités  très-petites  n'est 
pas  nécessairement  une  fonction  linéaire.  Exemples.      662 

CG.  Cas  général  de  linéarité.  Vraie  raison  de  la  forme 
linéaire  des  formules  do  pression.  Une  fonction  a 
cette  forme  quand  elle  n'est  que  la  différence  de  deux 
valeurs  d^uiie  autre  fonction  (supposées  continues)» 
et»  8%  vwlilbie,  x^ïi^  UilT^rçacQ  correspondante»  sup« 

I.  c 
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posée  très-petite.  Réduction  inévitable  des  coeffi- 
cients à  quinze.  .  « 663 

S  57.  Accord  de  la  théorie  avec  les  expériences  de  M.  Re- 

gnauld  sur  les  piézomètres  en  cuivre  et  en  laiton.  .      665 
58.  Môme  accord  avec  les  expériences  sur  les  piézomètres 

en  verre i 673 

69.  Expériences  de  Wertheim  et  de  M.  Clapeyron  sur  le 
caoutchouc.  Observation  relative  aux  matières  coa- 
gulées plutôt  que  solidifiées G77 

(Voir  encore  Appendice  complém.,  §  73,  p.  738.) 

60.  Expériences  de  Wertheim  sur  rallongement  des  cylin- 

dres creux.  Remarques  sur  les  dispositions  à  leurs 
extrémités.  Isotropie  improbable 679 

61.  Effets  d^un  défaut  d'isotropie.  U  explique  les  faits  de 

plusieurs  manières 681 

(Voir  aussi  Appendice  complém.,  S  ^^f  P-  ^^^') 

k 

62.  Observation  sur  la  proposition  de  prendre  7p  =  1  con- 

stamment •  •  «  • 68Zi 

63.  Expériences  sur  les  vibrations  tournantes. 686 

%lu  Sur  un  raisonnement  présenté  par  M.  Gauchy  en  1851, 
dans  un  Rapport  II  ne  s'applique  qu*au  cas  d'une 
cristallisation  régulière,  qui  exclut  Tisotropie.  .  .  .      689 

65.  Comment  la  structure  cristalline  ou  périodique  pour- 

rait altérer  les  vingt  et  une  égalités  entre  les  trente- 
six  coefficients.  Elle  ne  les  altère  pas  nécessaire- 
ment        691 

66.  Autre  moyen  de  se  rendre  compte  de  cette  altération 

simplement  possible  et  de  ses  limites 697 

Le  produit  de  deux  fonctions  périodiques,  si  elles  sont 
de  même  période,  peut  avoir  une  moyenne  différente 
de  zéro,  quoique  chacune  ait  zéro  pour  moyenne.  .      703 

67.  L'altération  des  vingt  et  une  égalités  entre  les  trente- 

six  coefficients,  si  elle  a  lieu,  doit  être  insensible. 
Opinion  adoptée  finalement  par  Poisson 70Zi 

68«  Cette  altération  ne  regarde  pas,  en  tous  cas,  les  corps 
amorphes  ou  à  cristallisation  confuse,  comme  sont 
toujours  ceux  qui  sont  employés  comme  matériaux.      705 

69.  Opinion,  sur  ce  sujel,  de  divers  savants  de  l'Angleterre 
et  de  l'Allemagne.  MM.  Charles  Neumann,  Haughton, 
Clebsch.  Première  observation  sur  les  travaux  de 
George  Green 706 
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S  70.  Preave  donnée  par  MM.  Green»  Thomson,  Klrcbhoff, 
de  la  nécessité  de  réduire  les  coefficients  à  vingt  et 
un  au  plus.  Les  six  composantes  de  pression  sont  les 
dérivées  partielles  d'une  môme  fonction  par  rapport 

aux  trois  dilatations  et  aux  trois  glissements 712 

Les  quinze  ^alités  de  Green.  —  Les  six  égalités  com- 
plémentaires.   716  et  718 

71.  Examen  des  raisonnements  par  lesquels  divers  géo- 

mètres étrangers  établissent  les  formules  sans  s*ap- 
poyer  en  i^>parence  sur  la  loi  des  actions  entre 
points  matériels. • «  .       tcL 

72.  Examen  des  motifs  censés  tirés  des  faits  sur  lesquels 

plusieurs  d'entre  eux  appuient  la  conservation  de 
vingt  et  un  coefliciento  pour  le  cas  général  de  con- 
texture.  1*  George  Green i  .      721 

(En  note.)  Propagation  des  ondes  lumineuses  dans 
un  milieu  hétérotrope  où  il  y  avait  des  pressions  an- 
térieurement aux  ébranlements. 722 

(En  note.)  On  peut  obtenir  Tonde  de  Fresnel  avec  des 
conditions  moins  nombreuses  que  celles  de  Green,  et 
probablement  toujours  remplies.  Polaire  réciproque 
de  Tonde  la  plus  générale. 729 

73.  Suite.  2*  MM.  Stokes  et  Maxwell.  Limite  de  Tappiica- 

tiondes  formules  de  la  théorie  de  Télasticité.  •  .  •  .      732 

Ik.  S""  M.  Glausius.  Observations  sar  Velcutische  Nachmr- 

kung. 742 

75.  Résumé  de  la  discussion  du  5*  Appendice.  —  Nécessité 

d'admettre  la  loi  des  actions  entre  points  matériels 

et  ses  conséquences. 7/i6  &  756 

76.  Conclusion  de  cet  Appendice. 757 

Formules  de  pressions  pour  des  corps  à  un  et  à  trois 

plans  de  symétrie  et  à  un  axe  de  symétrie 759 

Relations,  données  par  anticipation  (Voir  TAppendice 
complémentaire,  p.  807),  entre  les  coefficients,  pour 
une  distribution  simple  et  continue  des  élasticités  en 
divers  sens. ^^^ 

Appendice  complémentaire.  Expériences  confirmor- 
triées.  —  Considérations  sur  des  points  précé- 
demment traités.  —  Ellipsoïdes  des  ptessions  et 
des  dilatations.  —  Usage  fia  Potentiel  des  actions 
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moléculaires.  —  Distribution  des  élasticités  en 
divers  sens.  —  Leur  distribution  ellipsoidde 
dans  les  corps  amoiyhes.  —  Travaux  de 
M.  Clebsch.  —  Démonstration  nouvelle ,  par 
M.  Rirclihoff^  des  formules  de  la  torsion  et  de 
la  flexion • 763 

S  77.  Objet  de  cet  Appendice id. 

78.  Expériences  récentes  (de  M.  Morin  surtout)  confir- 

mant les  lois  invoquées  ci-dessus. 76^ 

(En  note.)  Formule  pratique  des  ingénieurs  anglais.  •      7G7 

79.  Observations  diverses  sur  ce  qui  précède  :  1*  Inclinai- 

son des  fibres;  2*  Approximation  plus  grande  de  la 
flèche;  3"  Un  glissement  équivaut  à  une  dilatation 
et  une  contraction;  4*  Sur  les  arêtes  rentrantes; 
5"  Généralisation  et  démonstration  plus  simple  du 
théorème  de  réciprocité  des  composâmes  de  pres- 
sion ;  6<»  Changement  des  coordnnoées  transversales 
quand  la  contexture  est  à  un  seul  plan  de  symétrie.       id. 

80.  SurFétat  dit  naturel  om  primitif  et  sur  sa  condition. 

Il  a  lieu  quand  les  forces  extérieures  son{  nulles.  .  •      771 

81.  Pressions  principales  et  Ellipsoïdes  des  pressions.  •  .      lllx 
(En  note.)  Formules  de  M.  Clebsch  pour  en  déter- 
miner les  directions. 777 

82.  Dilatations  principales  et  ellipsoïdes  des  dilatations.  .      779 
(En  note.)  Démonstration,  autre  que  celle  du  S  19, 

p.  552,  comme  conséquence  d'un  théorème  sur  les 
projections,  des  formules  (11),  p.  55A,  de  changement 
des  directions  suivant  lesquelles  on  prend  les  dila- 
tations et  glissements. c,/. 

(Eu  note.)  Équation  générale  de  cohésion  ou  de  résis- 
tance permanente  pour  un  solide  quelconque.  ...      781 

83.  Potentiel  des  forces  moléculaires  ou  intérieures,  ou 

travail  qu'elles  peuvent  fournir  jusqu'à  détente  ou 
retour  à  l'état  naturel;  et  son  emploi.  Usage,  avec 
un  léger  perfectionnement,  des  méthodes  de  la  Mé- 
canique analytique 783 

%k.  L'expression  du  potentiel,  supposée  établie,  conduit 
aux  équations  différentielles  indéfinie  et  définie  de 
réquilibre. 7»^^ 

Formules  (212)  des  comppsî^otes  do  pression,  cora*' 
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plètes,  c'est-à-dire  avec  les  termes  provenant  des    ' 
pressions  p*  antérieures  aux  déplacements 795 

S  85.  Expression  complète  du  potentiel  des  actions  inté- 
rieures en  les  regardant  comme  fonctions  des  dis- 
tances moléculaires.  Modification  et  généralisation 
des  raisonnements  de  Navier,  de  1821 796 

86.  Formule  symbolique  donnant  les  vingt  et  un  (ou  quinze) 

coefficients  des  équations  de  l'élasticité  pour  un  sys- 
tème quelconque  d*axes  coordonnés  x',  y\^ ^  con- 
naissant ces  coefficients  pour  un  premier  système 
a;,  y,  « 800 

87.  Surface  qui  donne  la  distribution  des  élasticités  di- 

rectes autour  d'un  point  Cas  de  trois  plans  de  symé- 
trie. Conditions  (probablement  toujours  remplies 
dans  la  nature)  pour  que  ces  élasticités  n'aient  que 
trois  maxiroa  et  minima,  et  varient  suivant  une  loi 
simple. 803 

(En  note.)  Démonstrations  plus  simples  qu'aux  $$  2â, 
25  et  k%  (note),  p.  575,  580,  647,  de  la  réduction  du 
nombre  des  coefficients  quand  11  y  ^  des  plans  ou 
un  axe  de  symétrie 804  et  805 

88.  Surface  donnant  la  distribution,  aussi  autour  d'un 

point,  des  coefficients  ou  modules  d'élasticité  E  de 
Toung  et  de  Navier.  Conditions  de  leur  variation 
simple  et  graduelle. 808 

89.  Distribution  eUipsoîdalc  des  élasticités  directes  tixfxtxix-<, 

et,  aussi,  des  modules  E 811 

90.  Ce  mode  de  distribution  doit  avoir  lieu  généralement, 

au  moins  à  très -peu  près,  pour  les  solides  amorphes 
ou  à  cristallisation  confuse,  comme  sont  les  maté- 
riaux de  construction.  Effet  d'une  compression  per- 
manente inégale  d'un  solide  isotrope. 812 

(En  note.)  Formule  générale  (de  Caucby)  de  réduction 
de  certaines  sommes  relatives  à  un  système  isotrope 
à  un  moindre  nombre 81/i 

91 .  Corps  pour  lesquels  on  pourrait  supposer  un  mode  de 

distribution  des  élasticités  un  peu  différent  •  •  .  •      816 

92.  Comparaison  aux  expériences  de  M.  Hagen  sur  les  mo- 

dules d'élasticité  des  bois  en  divers  sens.  Formule  à 
substituer  à  la  sienne. 817 

93»  Conséquences  diverses  de  la  distribution  ellipsoïdale 
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et  des  modifications  qu^on  peut  y  admettre.  Remar- 
ques sur  les  rapports  v],  i)'  entre  les  contractions 
transversales  et  les  dilatations  longitudinales  corres- 

R' 

pondantes,  et  sur  le  rapport  ^i  =  «j  ^^^^  les  limites 

des  dilatations  et  des  contractions  lopgitudinales  non 
dangereuses. jS20 

S  9/ii.  Travaux  de  M*  Glebsch.  Problème  général  de  recherche 
des  divers  modes  de  distribution  à  donner  aux  forces 
s'exerçait  sur  les  bases  d'un  prisme  dont  les  faces 
latérales  sont  libres  pour  que  les  fibres  ou  éléments 
longitudinaux  n'agissent  les  uns  sur  les  autres  que 
dans  le  sens  de  leur  longueur  ;  et  de  la  détermination 
des  déplacements  qui  en  résultent.  Extension,  tor- 
sion et  deux  flexions  avec  glissements.  Application 
suffisamment  approximative  aux  problèmes  de  la 
pratique 825 

95.  Travaux  dé  M.  KirchhoflT:  1*  Expressions  que  doivent 

prendre  les  dérivées  des  déplacements  des  points  des 
tiges  élastiques  par  rapport  à  leur  coordonnée  longi- 
tudinale quand  ces  tiges  ont  des  dimensions  transver- 
sales infiniment  petites. 830 

96.  Suite.  ^  Interprétation  et  conséquences  de  ces  ex- 

pressions ou  équations.  Les  déformations  de  la  tige 
infiniment  mince  se  réduisent  à  des  extensions*  tor- 
sions, flexions.  Les  formules  ci-dessus  sont  vraies 
quel  que  soit  le  mode  d'application  des  forces  aux 
extrémités  d'une  tige,  quand  elle  est  infiniment 
mince.  Conséquences  pratiques. 8/iO 
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NOTICE  BIOGRAPHIQUE  SDR  NWIER, 


Par  M.  le  baron  de  FRONT,  inspectear  général  des  ponts  et  chaussées. 


Le  système  des  connaUsaDcesqui  constituent  la  science  de 
l'ingénieur  (Varchitecture  y  est  censée  comprise)  embrasse,  à 
répoque  actuelle,  dans  leur  presque  universalité,  et  sous  les 
points  de  vue  théorique,  expérimental  et  pratique,  les  diverses 
branches  des  sciences  physico-mathématiques.  Ce  système  n'a 
pas  toujours  été,  à  beaucoup  près^  aussi  étendu;  mais  en  com- 
parant entre  eux  les  monuments  exécutés  à  des  époques  succes- 
sives, et  établissant  la  comparaison  non  sur  la  grandeur  maté- 
rielle de  ces  monuments,  la  quantité  de  travail  qu'ils  ont  exigée, 
mais  sur  le  degré  d'instruction  qui  était  nécessaire  pour  en 
dresser  les  projets  et  en  diriger  l'exécution,  on  voit  une  corres- 
pondance manifeste  entre  la  marche  scientifique  de  l'esprit  hu- 
main et  celle  de  l'art  des  constructions.  Les  connaissances  que 
Vitnive  juge  nécessaires  à  un  architecte,  et  dont  il  donne  Ténu- 
mération,  n'étaient  probablement  pas  toutes  possédées  par  les 
constructeurs  des  pyramides  d'^ypte,  et  cependant  ne  consti- 
tueraient maintenant  qu'une  instruction  médiocre. 

A  des  époques  de  désastreuse  mémoire,  la  marche  de  Tesprit 
humain  fut  arrêtée,  ou,  plus  exactement,  devint  réti'ograde  par 
suite  des  grandes  catastrophes  qui  plongèrent  plusieurs  pays 
policés  dans  l'ignorance  et  la  barbarie;  mais  il  est  à  remar- 
quer qu'une  des  divisions  importantes  de  l'art  de  construire 
se  trouva  assez  fortement  étabUe  pour  résister  aux  causes  de 
destruction  qui  attaquaient  les  autres  branches  des  connaissances 
humaines,  et  continua  d'apparaître,  après  l'extinction  des  der- 
nières clartés  scientifiques,  comme  le  fîlet  lumineux  qui  se  fraye 
un  passage  au  travers  d'une  atmosphère  ténébreuse.  Une  des 
preuves  du  fait  que  je  cite  ici  est  fourme  depuis  bien  des  siècles 
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par  les  monuments  de  cette  architecture  qu'on  appelle  gothique; 
l'examen  analytique  du  sytème  de  coniposition  de  ces  monu- 
ments fait  reconnaître  l'art  avec  lequel  on  a  su  rendre  com- 
patibles,  en  élevant  des  édifices  d'une  immense  grandeur,  Téco- 
nomie  des  matériaux,  les  garanties  assurées  de  stabilité.  A  ces 
avantages  se  réunit,  dans  l'intérieur  des  temples,  celui  d'un 
caractère  éminemment  religieux,  etc. 

On  peut  regarder  le  xvi*  siècle  comme  fournissant  l'époque 
à  laquelle  la  science  de  Tingénieur  a  commencé  à  prendre  les 
grands  développements  qui  ont  préparé  son  état  actuel  de 
transcendance.,  Des  travaux  hydrauliques  importants,  de  diffé- 
rents genres,  ont  été  exécutés  pendant  les  xvi*  et  xvii*  siècles, 
en  Italie ,  d'où  il  me  semble  que  sont  sortis  les  premiers  traités 
sur  le  mouvement  des  eaux. 

Pendant  la  première  moitié  du  xvu*  siècle,  la  France  s'est 
acquis  des  droits  impérissables  à  la  reconnaissance  des  nations 
civilisées  par  la  construction  du  premier  canal  k  point  OMbamn 
de  partage,  celui  qui,  eu  partant  de  Briare,  établit  la  commiv- 
nication  entre  le  bassin  de  la  Loire  et  celui  de  la  Seine. 

Le  xvui*  siècle  a  vu  s'élever,  dans  cette  même  France,  des 
ponts  en  pierre,  dont  la  hardiesse  et  la  beauté  n'avaient  pas 
encore  d'exemples,  et  dont  les  moyens  de  construction  rendent 
manifeste  la  supériorité  de  l'art  moderne  sur  l'art  ancien. 

Enfin  est  arrivée  l'époque  ci-dessus  mentionnée,  à  laquelle  le 
système,  presque  entier,  des  sciences  physico-mathémathiques 
s'est  allié  à  la  science  des  constructions  considérée  dans  toute 
sa  généralité.  On  peut  citer  parmi  les  résultats  récents  de  cette 
heureuse  alliance,  Timmense  perfectionnement  des  moyens  de 
communication  et  de  transport,  tant  par  eau  que  par  terre  ;  les 
procédés  de  substitution  du  fer  à  la  pierre,  les  traversées  qu'on 
pourrait  appeler  aériennes  des  plus  grands  fleuves;  les  nouvelles 
et  puissantes  ressources  tirées  de  l'action  du  feu  comme  force 
applicable  à  la  locomotion,  etc.,  etc.,  et  il  est  juste  d'ajouter  que 
nous  avons,  pour  cette  marche  progressive  de  la  science,  de 
grandes  obligations  à  l'Angleterre.  Si  l'on  veut  se  faire  une  idée 
de  la  vaste  étendue  des  études  auxquelles  les  jeunes  ingénieurs 
sont  maintenant  obligés  de  se  livrer,  il  faut  prendre  connais- 
sance des  programmes  d'enseignement,  tant  de  la  célèbre  École 
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polytechnique  que  des  écoles  d'application^  où  les  élèves  vont 
puiser  le  complément  d'instruction  nécessaire  pour  les  services 
publics. 

Un  des  hommes  bien  distingués  de  cette  dernière  époque,  est 
ringénieur  et  académicien,  dont  la  perte  récente  et  prématurée 
excite  nos  vifs  regrets;  ayant  été  à  portée  de  bien  connaître  et 
apprécier,  dès  son  début  dans  la  carrière  scientifique,  et  ses  ex- 
cellentes qualités  et  le  mérite  de  ses  travaux,  j'ai  cru  devoir 
payer  à  sa  mémoire  un  tribut  d'estime  et  d'amitié  que  j*aurais 
vraisemblablement  reçu  de  lui,  si  Tordre  naturel  des  survivances 
n'eût  pas  été  interverti  entre  nous  deux. 

Louis-Marie-Henri  Navier,  officier  de  la  Légion  d'honneur, 
membre  de  l'Institut  royal  de  France  (Académie  des  sciences), 
et  inspecteur  divisionnaire  du  corps  royal  des  ponts  et  chaussées, 
naquit  à  Dijon,  le  15  février  4785.  Son  père  était  un  avocat 
jouissant  d'une  grande  considération,  et  qui,  après  avoir  été 
membre  de  l'Assemblée  des  notables  et  de  l'Assemblée  législa- 
tive, mourut  dans  un  âge  peu  avancé,  par  suites  des  chagrins 
que  lui  causèrent  les  excès  révolutionnaires. 

Louis  Navier,  resté  orphelin  à  Tâge  de  quatorze  ans,  eut  le 
bonheur  de  trouver  un  second. père  dans  un  oncle,  compté  avec 
raison  parmi  les  notabilités  du  corps  des  ponts  et  chaussées, 
H.  Gauthey,  qui,  d'abord  ingénieur  des  états  de  Bourgogne,  de« 
vint  inspecteur  général  des  ponts  et.chaussées,  par  suite  de  l'or- 
ganisation départementale  de  la  France;  il  est  mort  le  14  juil- 
let 1807,  après  avoir  projeté  et  fait  exécuter  des  travaux  de  la 
plus  haute  importance,  et  composé  des  ouvrages  remarquables, 
dont  il  sera  fait  mention  dans  la  suite  de  celte  notice. 

L'éducation  de  Navier,  dirigée  par  Gauthey,  devait  nécessai- 
rement avoir  pour  objet  principal  la  culture  des  sciences  qu'un 
ingénieur  doit  se  rendre  familière;  les  progrès  du  jeune  élève 
furent  tels  qu'il  se  trouva,  en  1803,  en  état  de  subir  l'examen 
d'admission  à  TËcole  polytechnique,  et  d'être  un  des  premiers 
reçus  à  cette  école  par  ordre  de  mérite  ;  après  de  brillantes 
études,  il  entra  à  l'École  des  ponts  et  chaussées  en  1804,  et  ob- 
tint en  1808  le  grade  d'ingénieur  ordinaire. 

Gauthey,  pendant  les  quatre  ou  cinq  dernières  années  de  sa 
vie,  mettait  k  profit  le  peu  d'instants  de  loisir  dont  pouvait  dis- 
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poser  son  neveu,  en  suivant  les  cours  des  Écoles  polytechnique 
et  des  ponts  et  chaussées,  pour  l'occuper  k  la  partie  de  ses  tra- 
vaux personnels,  à  laquelle  les  études  du  jeune  élève  pouvaient 
être  applicables.  Le  résultat  de  cette  association  a  été  Thabitude, 
la  grande  facilité  acquise  de  bonne  heure  par  Navier,  de  traiter 
les  questions  tbéorico-pratiques,  facilité  qui  a  eu  une  heureuse 
influence  sur  le  mérite  de  ses  travaux  postérieurs.  Avec  de  tols 
antécédents  il  se  trouva  en  état  de  produire  de  son  propre  fonds, 
à  une  époque  de  la  vie  où  la  plupart  des  hommes  voués  aux 
sciences  ont  encore  besoin  d'un  complément  d'instruction.  Ses 
premières  grandes  publications  (je  ne  parle  pas  de  quelques 
notes  et  opuscules  isolés)  furent  des  tributs  de  reconnaissance 
payés  au  digne  parent  qui  l'avait  lancé  dans  la  carrière  scienti- 
fique. Gauthey  avait  rédigé  en  presque  totalité»  mais  non  achevé, 
et  laissé  même  incomplets  à  d^autres  égards,  des  traités  fort 
étendus  sur  les  ponts  et  les  canaux  ;  Navier,  qui  n'était  pas  I1ié- 
ritier  de  son  onde,  fit^  eu  égard  à  sa  médiocre  fortune,  de  grands 
sacrifices  pour  acquérir  la  propriété  de  ces  manuscrits,  afin  de 
les  publier  après  les  avoir  complétés. 

Le  Traité  des  ponts  a  paru  en  i8i3,  et  se  compose  de  deux 
forts  vplumes  in-4<».  Le  premier  volume  a  été  réimprimé  en  i83é, 
avec  des  augmentations  et  améliorations  considérables.  Ce  traité, 
le  plus  complet  de  tous  ceux  qui  ont  été  publiés  sur  la  même 
matière,  doit  surtout  son  utilité  et  l'avantage  d'être  mis  au  ni- 
veau des  connaissances  actuelles,  à  la  grande  quantité  de  notes 
que  Navier  y  a  insérées,  et  dont  la  réunion  pourrait  fournir  un 
ouvrage  séparé  fort  instructif. 

Le  premier  volume  contient  des  détails  historiques  et  descrip- 
tifs sur  les  ponts  anciens  et  modernes,  qui  sont  lus  avec  beau- 
coup d'intérêt,  non-seulement  par  les  ingénieurs,  mais  encore 
par  ceux  qui,  étrangers  aux  connaissances  physico-mathémati- 
ques concernant  les  ponts,  sont  simplement  curieux  de  connaître 
rhistoire  de  l'art.  Navier  a  placé  en  tête  de  ce  volume  une  notice 
biographique  sur  son  oncle. 

J'ai  dit  que  ce  Traité  des  ponts  avait  d'abord  paru  en  1813; 
il  aurait  probablement  paru  plus  tôt,  si  la  rédaction  de  Navier 
n'eût  été  interrompue  par  une  mission  dont  M.  le  comte  MoIé, 
directeur  général  des  ponts  et  chaussées,  lo  chargea  pour  aller 
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à  Rome  s'occuper  de  projets  très-importants  ;  savoir,  la  recon- 
struction du  pont  d'Horatius  Coclès^  plusieurs  quais  dans  la 
traversée  de  Rome^  et  les  moyens  de  préserver  la  ville  étemelle 
des  inondations  du  Tibre. 

J*ai  eu  la  satisfaction  de  me  trouver  à  Rome  lorsque  Navier 
travaillait  à  ces  projets  importants,  qui  sont  restés  en  portefeuille 
par  suite  d'événements  politiques  bien  connus.  * 

Un  troisième  volume  des  œuvres  laissées  en  manuscrit  par 
Gauthey,  et  publiées  par  Navier,  traite  des  canaux  de  navigation  ; 
ce  volume,  mis  au  jour  en  i8i6,  offre  une  collection  de  sept 
mémoires  contenant,  indépendamment  des  considérations  géné- 
rales sur  rétablissement  des  canaux,  des  notes  fort  détaillées 
sur  les  principaux  canaux  de  France^  tant  exécutés  que  projetés^ 
et  particulièrement  sur  le  canal  du  Gharolais,  qui  a  pris  ensuite 
le  nom  plus  caractéristique  de  canal  du  Centre^  et  dontGauthey 
a  rédigé  les  projets  et  dirigé  Texécution. 

Navier,  en  publiant  les  manuscrits  de  son  oncle,  avait  satisfait 
un  besoin  de  son  cœur;  l'amour  seul  de  la  science  lui  fit  entre- 
prendre et  exécuter  la  réimpression  de  deux  ouvrages  recom- 
mandables,  rédigés  et  mis  au  jour,  par  leur  auteur,  pendant  la 
première  moitié  du  siècle  dernier  (1729,  i737),  savoir  :  la  Science 
de  ingénieur,  et  le  premier  volume  de  V Architecture  hydrau- 
lique de  Bélidor.  L'édition  Navier,  de  la  Science  de  l'ingénieur^ 
porte  la  date  de  4813,  et  parmi  les  notes  et  additions  dont  elle 
est  enrichie,  on  distingue  celles  qui  concernent  la  poussée  des 
terres,  la  forme  et  les  dimensions  des  murs  de  revêtement,  la 
théorie  des  voûtes. 

Le  premier  volume  de  V Architecture  hydraulique  de  Bélidor 
est  un  traité  de  mécanique,  dans  lequel  les 'théories  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  des  corps  solides  et  fluides,  sont  présen- 
tées avecleurs applications  au  cas  de  pratique  dont  les  ingénieurs 
ont  à  s'occuper.  Cet  ouvrage  a  joui  d'une  réputation  justement 
méritée,  et  à  l'époque  où  il  a  paru  il  remplissait  complètement 
son  objet;  mais  cette  condition  ne  se  trouvait  plus  satisfaite 
après  un  laps  de  temps  de  plus  de  trois  quarts  de  siècle,  d'après 
la  marche  progressive  des  connaissances.  Navier  a  entrepris  de 
suppléer,  par  des  additions  et  des  notes,  à  l'insuffisance  de  Tan- 
cien  texte,  et  s'est  acquis  en  remplissant  cette  tftche  des  droits 
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à  la  reconnaissance  des  amis  des  sciences  et  des  art«;  ses  addi- 
tions et  notes^  qui  en  somme  doublent  à  peu  près  le  volume 
primitif^  renferment  une  masse  d'instructions  on  ne  peut  pas  plus 
profitables. 

Livré  à  des  travaux  scientifiques  aussi  importants,  et  que  Toq 
verra  suivis  bientôt  de  missions  et  de  publications  non  moins 
remarquables,  Navier  a  pu  encore  s'occuper  de  travaux  pratiques 
du  genre  de  ceux  dont  l'utilité  fait  le  principal  mérite  (on  voit 
qu'il  ne  s'agit  pas  ici  du  pont  des  invalides  dont  il  sera  bientôt 
parlé).  Je  citerai  parmi  ces  travaux  : 

i""  Le  pont  de  Choisy,  construit  en  1810  sur  la  Seine; 

^  La  passerelle  de  la  cité  de  Paris,  reconstruction  nécessitée 
par  des  combinaisons  malheureusement  hasardées  et  qu'il  est 
utile  de  mentionner  comme  leçons  d'expérience  dans  l'histoire 
de  Tart  ; 

3o  Le  pont  d'Asnières  sur  la  Seine; 

A*  Le  pont  d'Ârgenteuil,  encore  sur  le  même  fleuve. 

Les  trois  ponts  de  Choisy,  d'Asnières  et  d'Argeuteuil  sont 
construits  avec  piles  en  pierre^  et  avec  travées  courbées  en  arc 
de  cercle. 

Mais  c'est  surtout  par  ses  missions  en  Angleterre  que  Navier 
était  appelé  à  rendre  de  nouveaux  et  d'importants  services. 

La  grande  utilité  des  ponts  suspendus  et  des  chemins  de  fer 
ayant  été  appréciée  par  le  gouvernement^  la  direction  générale 
des  ponts  et  chaussées  a  voulu  mettre  les  ingénieurs  français  en 
état  de  compléter  les  parties  de  leurs  études  liées  à  ces  nouveaux 
genres  de  construction,  et  Navier  a  été  envoyé  plusieurs  fois  en 
Angleterre  et  en  Ecosse,  chargé  de  recueillir  les  données  et  les 
documents  nécessaires  pour  atteindre  ce  but. 

Le  mémoire  que  rédigea  Navier  sur  les  ponts  suspendus,  et 
qu'il  publia  en  1823  après  ses  deux  premiers  voyages,  a  été  jugé 
un  traité  aussi  nouveau  que  complet  sur  la  matière;  l'approba- 
tion formelle  de  l'Académie  des  sciences  en  constata  le  mérite 
d'après  un  rapport  présenté  par  MM.  deProny,Fourier,  Fresnel, 
Molard  et  Charles  Dupin  ;  l'auteur  y  avait  donné  de  nouvelles 
preuves  de  ses  profondes  connaissances  en  mécanique  théorique 
et  pratique^  de  même  qu'il  y  avait  enregistré  les  précieuses  et 
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nombreuses  observations  qu'il  avait  recueillies  sur  les  ponts 
suspendus  jusque-là  exécutés. 

Dès  ce  moment  Navier  fut  appelé,  et  sa  correspondance  le 
constate,  à  donner  des  avis,  des  conseils  sur  les  constructions 
importantes  de  cette  nature  projetées  en  France  et  à  l'étranger. 

Peu  après,  Navier  fut  nommé  membre  de  l'Académie  des 
sciences,  et  celte  récompense  mit  le  comble  aux  vœux  que,  jeune 
encore,  il  lui  était  possible  de  former. 

Malheureusement  il  était  dans  la  destinée  de  ce  savant  ingé- 
nieur de  fournir  un  nouvel  exemple^de  ces  vicissitudes  qui  ont 
troublé  les  vies  les  plus  brillantes  d'avenir,  et  qui  semblent  ré* 
servées  aux  artistes  mêmes,  à  qui  une  juste  confiance  dans  leurs 
méditations  donne  l'assurance  nécessaire  pour  tenter  des  essais 
nouveaux  ;  Navier  devait,  parvenu  à  cet  apoçrée  de  sa  carrière, 
se  voir  injustement  et  cruellement  blessé  dans  sa  réputation 
d'ingénieur;  on  devine  que  je  vais  parler  du  pont  des  Invalides. 

Ce  pont,  de  155  mètres  d'ouverture,  était  presque  égal  au 
plus  grand  passage  jusqu'alors  franchi  par  M.  Telfprt  au  détroit 
de  Menai. 

Pour  apprécier  le  mérite  des  recl^erches  théoriques  et  expéri- 
mentales qu'a  exigées  l'évaluation  des  forces  agissant  sur  les  di- 
verses parties  du  pont  des  Invalides^  il  suffit  de  rappeler  que  les 
chaînes  de  ce  pont  étaient  exposées  à  recevoir  un  effort  quati'e 
fois  et  demie  plus  considérable  que  le  pont  construit  en  iS^O 
sur  la  Tweed,  par  le  capitaine  Brown,  pont  qui  était  alors  ce* 
pendant  le  plus  grand  modèle  que  l'ont  eût  à  consulter. 

Paris  a  pu  juger  de  TefTet  monumental  de  cette  arche  colossale 
reposant  sur  quatre  colonnes  égyptiennes  ;  les  ingénieurs  se  sont 
alors  aussi  empressés  d'étudier,  et  les  dispositions  neuves  comme 
armatures  des  points  d'appui  ou  d'attache  de  cette  grande  con- 
struction, et  l'appareil  ingénieux  inventé  par  Navier  pour  sou- 
mettre à  un  effort  de  67^000  kilogrammes  (poids  presque  d'un 
millier  d'hommes),  avec  quatre  ouvriers  seulement,  les  cinq  mille 
pièces  composant  le  système  de  suspension. 

Le  pont  était  termine  lorsqu'un  léger  mouvement  se  manifesta 
dans  les  puits  et  contre-forts  de  retenue  ;  ce  mouvement  fut  ag- 
gravé du  côté  des  Champs-Elysées  par  la  rupture,  dans  la  nuit 
du  6  au  7  septembre  1826,  d'une  conduite  maîtresse  des  eaux 
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de  la  ville  de  Paris  de  Q'»,3â  de  diamètre;  l'irruption  torrentielle 
de  ces  eaux  sous  une  charge  de  près  de  30  mètres  des  réservoirs 
alimentaires  de  Ghaillot  (irruption  que  la  nuit  prolongea  néces- 
sairement], forma  un  lac  au  droit  des  fouilles  non  comblées^  et 
s'étendit  au  loin  par  infiltration  dans  les  remblais  déjà  effectués. 

11  fallut  dès  lors  remettre  la  construction  sur  ses  échafaudages; 
la  saison  était  avancée^  on  craignit  que  les  ponts  de  services  ne 
pussent  être  démontés  avant  les  hautes  hautes  eaux  et  les  glaces 
de  rhiver;  une  misérable  question  d'argent  empêcha  d'ailleurs 
de  commencer  immédiatement  les  travaux  additionnels  néces- 
saires pour  consolider  les  points  d'attache  de  la  suspension^  et 
l'on  décida  d'ajourner  ces  réparations  à  la  campagne  suivante,  et 
de  démonter  le  plancher  et  les  chaînes. 

Malheureusement;  et  pour  la  science  et  pour  les  moyens  de 
justification  de  l'ingénieur,  je  dirai  même  pour  l'honneur  na- 
tional, solidairement  lié  à  celui  des  hommes  que  chaque  pays 
présente  avec  orgueil  comme  donnant  la  mesure  de  l'avancement 
des  diverses  branches  de  connaissances,  les  travaux  du  pont  des 
Invalides  n'ont  point  été  repris,  et  au  contraire  on  a  vu  démolir 
les  ouvrages  exécutés,  et  effacer  jusqu'aux  ti*acesde  cette  grande 
et  belle  entreprise. 

Navier  vit  ainsi  s'anéantir  subitement  un  des  plus  beaux  titres 
qu'il  pût  avoir  à  l'estime  des  hommes  instruits^  la  plus  noble  ré- 
compense de  ses  honorables  travaux. 

D'autres  considérations  ont  dû  aggraver  ses  douloureux  re- 
grets. Lorsqu'un  grand  monument,  qui  excite  vivement  l'intérêt 
général,  vient  ainsi  à  disparaître  tout  à  coup,  au  moment  où  il 
est  prêt  à  remplir  sa  très-utile  destination,  comme  le  nombre 
de  ceux  qui  peuvent  connaître  et  apprécier  les  véritables  causes 
de  cette  disparition  est  toujours  infiniment  petit  par  rapport  au 
nombre  dç  ceux  dont  les  croyances,  quoique  fondées  sur  des 
apparences  trompeuses  n'en  constituent  pas  moins  ce  qu'on  ap- 
pelle Vopinion  publique^  il  en  résulte  nécessairement,  dans  cette 
opinion,  une  défaveur  qui,  accréditée  par  des  causes  que  je  me 
dispenserai  de  signaler,  exerce  une  bien  fatale  influence  sur  l'état 
moral  et  même  physique  de  celui  qui  en  est  l'objet. 

C'est  aux  hommes  spéciaux  et  consciencieux  qu'il  appartient 
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de  réformer,  autant 'qu'il  est  en  eux^  ces  grandes  et  affligeantes 
injustices. 

Je  remplis  donc  un  devoir  sacré  en  déclarant  à  cette  occasion  : 

Que  l'événement  du  pont  des  Invalides  devait  être  considéré 
seulement  comme  un  de  ces  accidents  plus  ou  moins  graves 
que  les  ingénieurs  rencontrent  souvent  dans  les  grands  travaux  ; 

Que  le  remède  était  aussi  facile  que  peu  dispendieux,  puis- 
qu'il s'agissait  seulement  d'augmenter  la  résistance  des  contre- 
forts; 

Qu'il  est  intiniment  à  regretter  que^  par  l'exécution  de  ces 
travaux  complémentaires  et  par  Tachèvementdu  pont^  on  n'ait 
point  donné  au  public  la  preuve  évidente  des  deux  précédentes 
propositions,  et  acquis  à  la  France  une  nouvelle  manifestation 
monumentale  de  ce  que  pouvaient  la  science  et  le  talent  de  Tin- 
génieur  qui  avait  le  premier,  et  avec  tant  de  sagacité  et  de  pro- 
fondeur^ raisonné  les  importantes  questions  que  soulève  la  con- 
struction des  ponts  suspendus  (1). 

Dès  son  premier  voyage  en  Angleterre,  Navier  fixa  aussi  son 
attention  sur  les  routes  excellentes  de  ce  pays,  et  remit  à  ce  sujet 
à  l'administration,  en  1822,  la  première  note  qui  ait  été  rédigée 
sur  les  procédés  de  Mac- Adam,  et  qui  est  publiée  dans  les 
Annales  des  ponts  et  chaussées  (!*'  semestre  1832). 

Cette  notice  constatait  moins  un  procédé  nouveau  pour  la 
construction  des  chaussées  que  les  résultats  remarquables  à 
attendre  : 


(*)  La  déoiolitioo  du  pont  des  Invalides  a  ea  pour  motifs  exclusifs  : 

\*  L'opposition  de  la  Tille  de  Paris  à  l'établissement  d'une  route  â  travers  les 
Champs-fil jtées  pour  arriver  i  ce  pont  ; 

9**  Le4  contestations  entre  U  compagnie  et  l'administration,  au  sujet  du  paye- 
ment des  travaux  de  consolidation  des  conlre-forls  ; 

3*  La  transaction  survenue  lur  ees  difficultés,  et  par  laquelle  la  compagnie 
s'est  obligée  à  renoncer  au  pont  des  Invalides,  moyennant  la  concession  qui  lui  a 
été  faite  de  trois  ponts  sur  la  Seine,  à  l'allée  d'Anlin,  i  la  place  de  Grève,  et 
près  de  rArcbevêchè. 

Tons  c«s  détails  sur  le  pont  des  Invalides,  dont  nous  gar.in lissons  l'exactitude, 
ont  été  publiés  dans  le  temps  par  ordre  de  radministralion  (Moniteur^  S9  février 
48i8),  et  reproduits  avec  des  développements  d'uu  grand  intérêt  pur  Kavier, 
dans  rédition  de  4830,  de  son  mémoire  sur  les  ponts  suspendus,  sous  le  titre 
de  noiiee  sur  U  pont  des  Invalides, 
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1*  D*un  soin  éclairé  de  tous  les  jours  pour  l'entretien  des  em* 
pierrements,  pour  le  parfait  écoulement  des  eaux,  pourTenlève- 
ment  des  boues  et  de  la  poussière  ; 

S""  De  la  suppression  mdicale  des  accotements  de  terre^  qui 
sont  en  France  une  cause  si  funeste  de  la  malpropreté  et  du 
mauvais  état  des  routes. 

Plus  tard^  les  relations  de-  Navier  avec  les  ingénieurs  anglais 
les  plus  marquants,  et  ses  recherches  multipliées  sur  ce  qui 
avait  rapport  aux  routes  anglaises,  aux  usages  et  à  la  législation 
qui  régissait  ces  communications,  lui  permirent  de  publier  son 
mémoire  sur  la  police  du  roulage.  Les  opinions  qui  y  sont  émises 
peuvent  être  controversées,  mais  Tamour  du  bien  public  et  le 
désintéressement  qui  ont  dicté  cet  ouvrage,  comme  le  mérite 
de  la  discussion  et  des  faits  qui  y  sont  présentés,  seront  toujours 
pour  Navier  un  titre  de  plus  à  Testime  des  ingénieurs. 

Un  nouvel  hommage  fut  rendu  aux  études  spéciales  de  Navier 
sur  toutes  ces  questions;  une  commission  avait  été  nommée  par 
M.  le  directeur  général  des  ponts  et  chaussées,  avec  mission  de 
se  livrer  à  tous  les  travaux  et  expériences  préparatoires  pour 
les  nouvelles  dispositions  réglementaires  à  adopter  comme  po- 
lice de  roulage.  Navier  fut  appelé  par  Tadministration  à  &ire 
partie  de  cette  commission,  et  fut  élu  à  Tunanimité,  par  ses  col- 
lègues, le  secrétaire  rapporteur  des  travaux  considérables  que 
cette  commission  a  eu  pendant  plusieurs  année  à  élaborer. 

Navier  fut  aussi  du  nombre  des  ingénieurs  envoyés  en  Angle- 
terre pour  étudier  les  chemins  de  fer,  et  c'est  à  ses  connaissances 
pratiques,  comme  aussi  à  ses  recherches  théoriques  sur  cette 
nouvelle  branche  d'explorations  scientifiques,  que  les  ingénieurs 
doivent  les  articles  remarquables  insérés  dans  les  Annales  des 
ponts  et  chaussées^  et  que  l'administration  a  été  redevable  des 
rapports  nombreux,  lumineux,  qui  ont  signalés,  et  les  études 
qu'il  avait  personnellement  faites  de  la  grande  ligne  de  Paris  à 
Strasbourg,  et  sa  courte  apparition  comme  inspecteur  division- 
naire au  conseil  général  des  ponts  et  chaussées. 

Lorsque  Navier  entra  au  conseil,  il  venait  de  recevoir,  quelques 
mois  auparavant,  comme  récompense  de  ses  infatigables  services, 
la  croix  d'officier  de  la  Légion  d'honneur. 
Et  cependant  Navier  pouvait  faire  marcher  de  front,  avec  ces 
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services  ri  étendus,  comme  ingénieur,  des  travaux  non  moins 
remarquables,  comme  professeur,  comme  académicien. 

Nommé,  en  1849,  professeur  suppléant  de  mécanique  appli-  \ 
qaée  à  l'École  royale  des  ponts  et  chaussées,  et  professeur  titu- 
laire en  4831 ,  il  a  exercé  cette  fonction  avec  beaucoup  de  profit^ 
et  pour  les  élèves  et  pour  la  science  ;  ses  leçons,  tant  lithogra- 
phiées  qu'imprimées,  distribuées  abx  élèves  qui  ont  suivi  ses 
cours,  et,  en  général,  répandues  parmi  les  ingénieurs,  offrent 
des  corps  de  doctrine  qui  deviennent  de  plus  en  plus  nécessaires 
à  mesure  que  Tapplication  de  la  théorie  à  la  pratique  des  con- 
strucUons  exige  une  étude  plus  approfondie  des  sciences  phy- 
sico-mathématiques. 

Une  des  places  de  professeur  d'analyse  et  de  mécanique  à 
rÉoole  royale  polytechnique,  étant  devenue  vacante  à  la  fin  de 
1830,  Navier  fut  nommé  pour  la  remplir,  et  en  a  exercé  les  fonc- 
tions pendant  les  six  dernières  années  de  sa  vie  ^  il  s*est  fait  re- 
marquer, dans  cette  célèbre  école,  par  la  méthode  et  la  clarté 
de  son  enseignement,  et  a  rendu  un  grand  service  à  rinstruction 
en  faisant  lithographier  ses  leçons,  dont  la  collection  forme  quatre 
cahiers;  savoir,  deux  pour  la  première  année,  et  deux  pour  la 
seconde;  un  des  cahiers  de  chaque  couple  contenant  l'analyse, 
et  l'autre  la  mécanique. 

Navier,  avant  d'être  reçu  à  l'Académie  royale  des  sciences, 
s'était  foit  connaître  avantageusement  de  cette  compagnie  sa- 
vante, par  plusieurs  mémoires  et  ouvrages  importants;  ses  ad- 
ditions au  premier  volume  de  V Architecture  hydraulique  de 
Bélidor,  ci-dessus  mentionnées,  ont  été  approuvées  par  l'Aca- 
démie, sur  le  rapport  de  MM.  Poisson,  Girard,  Fourier  et  de 
Prony,  rapporteur;  j'ai  dit,  plus  haut,  que  son  Traité  des  ponts 
suspendus  avait  obtenu  la  même  distinction.  Parmi  les  mémoires 
présentés  et  lus  en  séances  académiques,  je  citerai  :  1*  Mémoire 
sur  les  roues  à  élever  Peau,  jugé  digne  d'être  imprimé  dans  les 
Savants  étrangers,  sur  le  rapport  de  MM.  de  Prony,  Fourier  et 
Dupin,  rapporteur,  du  2  novembre  1818;  â""  Mémoire  sur  la 
flexion  des  lames  élastiques^  jugé  comme  le  premier,  digne  d'être 
imprimé,  sur  le  rapport  de  MM.  Poinsot,  Dupin  et  de  Prony, 
rapporteur,  du  4  septembre  1820;  39  Mémoire  sur  la  flexion  des 
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plans  éloitiquei,  lu  la  44  août  1610;  4*  MémiritiB  Mif  hs  l&b  de 
r équilibre  ei  du  mouvemeni  des  corps  éhstiques^  la  le  1 4  mai  f  831 J 
5*  Mémoire  sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides  j  en  ayant  égard 
à  l'adhésion  des  molécules,  lu  le  18  man  1813;  6«  Continuation 
des  recherches  sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides^  en  ayant 
égard  à  l'adhésion  des  molécules^  lu  le  16  déranbre  1813. 

Nommée  oomnae  je  l'ai  déjà  dit^  membre  de  l'Académie  royale 
des  scienoesi  le  16  janvier  1814|  Navier  a  contribué  fort  utile' 
ment  aux  travaux  intérieurs  de  cette  compagnie  savante,  par  les 
nombreux  rapports  qu'il  lui  a  faits  sur  des  mémoires  et  ouvrages 
soumis  à  son  jugement,  et  dont  l'énumération  serait  trop  longue 
pour  être  placée  dans  la  présente  notice.  Les  mémoifes  de  sa 
composition^  imprimés  dans  les  recueils  de  l'Académie,  sont  : 

1"*  Dans  le  tome  6,  Mémoire  sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides; 
^  dans  le  tome  1,  Mémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement  des  corps  solides  élastiques;  3*  dans  le  tome  9^  Mémoire 
sur  les  lois  du  mouvement  des  fluides  élastiques. 

Les  théories  exposées  dans  ces  derniers  mémoires  sont  fondées 
sur  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  mécanique  moléculaire,  celle  qui 
fait  entrer  en  considération  la  composition  intime  des  corps,  les 
actions  réciproques  des  molécules  qui  les  composent.  La  science 
de  l'équilibre  et  du  mouvement  a  pris  ainsi  une  extension  qui 
dépasse  les  limites  posées  par  les  Ealer,  d'Alembert,  Lagrafige,  et 
prépare  l'époque  à  laquelle  diverses  branches  importantes  des 
sciences  naturelles  seront  ramenées  h  n'être  plus  que  les  divisions 
d'un  même  système»  bien  liées  entre  elles,  et  régies  par  l'analyse 
mathématique.  On  a^  relativement  à  ces  nouvelles  théories  et 
à  leurs  applications,  de  bien  grande^  obligations  à  notre  célèbre 
géomètre,  M.  Poisson,  qui  a  fiiit  parattre  ei  contmue  à  publier 
des  ouvragés,  lesquels  feront  époque  dans  les  annales  scienti- 
fiques. 

Ce  fût  le  13  août  1 836  qu'une  mort  fatale  et  inattendue  enleva 
Navier  aux  sciences  et  à  ses  nombreux  amis;  je  dis  ses  nombreux 
amiSy  car  il  potivait  compter  comme  tels,  tous  ceux  avec  qui  il 
avait  des  relations  habituelles;  quoique  d'un  caractère  naturelle* 
ment  un  peu  flegmatique,  il  n'en  était  pas  moins  susceptible  d'un 
attachement  aussi  durable  que  sincère,  et  cette  disposition  corn- 
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pio(Hëd%tlti«sQiiâlit8s  doili  il  ëtSii  émmëihmëht  iîoûé;  les  détails 
de  sa  vie  priv^  feraiëiit  adUàt  dîidiifaëur  à  son  caractère  que 
ceût  de  sa  Vie  {)dbli(iuè  en  bht  faii  &  ^  science  et  k  son  talent. 
Un  cortège  â'iûgëfaîedts  èi  d'élèves  accompagnait  le  convoi  dé 
Navier  :  trois  des  ingénieurs,  MM.  Ëmmery,  Coriolis  et  llaucourt 
otit  pris  là  pâi^olé  au  moment  de  rinhùihàtion^  et  leurs  discoure 
brefs,  mab  {ftëifas  de  sënsibllitéi  oni  été  écoutés  avec  un  vif  in- 
térêt. 

{jHfuOes  4e*  PonU  fi  Ckam$i^  4831, 4«*  fefnettrai  p.  4.) 
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kVL  momeiit  oh  titlè  si  UoDofablë  ëoùrôiiné  est  déderriée  à  la 
mémoire  de  Natier  dans  ces  Aniialeâ  qu'il  appelait  ùd  bëscitn  de 
notre  époque,  et  qu'il  avait  déjà  enrichies  de  séd  travauk,  qu'il 
nous  uÀi  permis  d'y  enregisiter  vlû  derillèir  adieu  :  hélas  1  les 
tombes  se  refroidissent  Â  vite. 

Les  hommes  de  eœur  ne  sauraient  asset  fèdire  que  Navier 
a  succombé  avant  le  temps;  parce  qu'il  à  reftlsé  de  cdnsulter  sèâ 
forces^  parce  qu'il  s'est  plu  en  quelque  sorte  à  jouer  sa  santé^  sa 
vie,  contre  cetie  tftche  presque  sans  exemple,  de  se  distinguer  à 
la  fois  au  plus  haut  degré  comme  ingénieur,  conune  professeur, 
comme  savant. 

L'École  polytechnique,  si  bien  représentée  par  ces  deux  cents 
braves  jeunes  gens  qui,  au  plus  fort  de  leurs  examens,  surent 
tout  quitter  pour  accompagner  et  porter  la  dépouille  de  Navier 
à  sa  dernière  demeure,  cette  École  se  rappellera  toujours  le 
culte  de  dévouement  que  lui  portait  notre  ami,  lorsqu'à  l'instar 
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de  l'immortel  Monge^il  mettait  son  titre  de  professeur  au-dessus 
de  tous  les  honneurs  auxquels  il  pût  aspirer. 

Les  ingénieurs  n'oublieront  jamais  ni  cet  esprit  juste  et  positif 
qui  constituait  le  caractère  distinctif  des  ouvrages  de  Navier, 
et  qui  lui  foisait  faire  de  la  théorie  presque  exclusivement  au 
profit  de  la  pratique,  ni  ce  double  don  de  dessiner  et  d'écrire 
avec  une  merveilleuse  facilité,  avantage  qui  lui  permettait 
de  mettre ,  presque  sans  effort,  en  circulation ,  les  notions 
avancées  qu'il  puisait  pour  lui-même  dans  ses  infatigables  tra- 
vaux. Car  la  réunion  si  rare  de  tant  de  qualités  avait  fait  de  Na- 
vier  un  ingénieur,  un  savant  à  part,  qui  avait  sa  voie  à  lui  per- 
sonnelle toute  tracée,  et  qui  était  appelé,  par  ses  études  en 
économie  politique,  par  ses  voyages,  à  jeter  de  vives  lumières 
sur  les  plus  importantes  questions. 

Nous  nous  répéterons  souvent  encore  qu'il  n'était  pas  d'homme 
chez  lequel  les  témoignages  d'amitié,  les  souvenirs  de  reconnais- 
sance laissassent  de  plus  profondes  traces;  que  lorsqu'on  était 
malheureux  surtout,  on  voyait  venir  Navier,  si  froid  dans  ses 
rapports  officiels,  vous  serrer  la  main  avec  cette  expression  que 
connaissaient  ses  amis,  et  vous  prodiguer  alors  et  son  temps  et 
toutes  les  consolations  que  peut  seule  dicter  une  âme  qui  sent 
fortement. 

Aussi  Navier  fut  l'ami  de  Fourier  ;  il  mérita  d'être  le  digne 
successeur  de  Gauthey;  il  était  un  des  ingénieurs  qu'estimait  le 
plus  M.  Bruyère. 

Ces  trois  noms  diront  plus  haut  que  notre  voix,  qui  n'a  pour 
elle  que  l'accent  de  la  conviction,  tout  ce  que  Navier  avait  de 
générosité  et  de  probité  dans  le  cœur,  de  vues  élevées  dans  l'es- 
prit, de  hautes  capacités  et  de  zèle  pour  servir  son  pays. 

(Annaleê  âe$  PonU  et  Chauuéet,  4837,  S*  seoMStre,  p.  t79.) 


J 


DISCOOHS 


an  aoB  de  Plnstitnt,  pu  M.  OmAltD,  ingénieur  en  chef, 
mmbn  4e  l'Académie  det  seieocea. 


Une  perte  douloureuse,  à  laquelle  nous  étions  loin  de  nous 
attendre,  nous  réunit  encore  aujourd'hui  pour  remplir  un  triste 
et  pénible  devoir.  Celui  de  nos  confrères  auquel  nous  venons 
de  dire  le  dernier  adieu,  semblait  être  appelé^  par  les  lois  ordi- 
naires de  la  nature,  à  parcourir  une  plus  longue  carrière;  mais 
la  mort  exen^e  sur  npus  un  despotisme  sans  pitié,  et  ne  tient 
compte  ni  de  l'ftge,  ni  du  savoir,  ni  des  vertus  de  ceux  qu^elle 
moissonne. 

Louis-Marie-Henri  Navier  naquit  à  IMjon,  le  15  février  1785. 
U  n'était  pas  encore  sorti  de  l'enfance  quand  il  eut  le  malheur 
de  perdre  son  père.  M.  Gauthey,  son  grand-oncle,  Tun  des  plus 
célèbres  ingénieurs  dont  la  France  puisse  s'honorer,  l'adopta 
pour  fils,  et  se  chargea  du  soin  de  son  éducation.  Laborieux, 
infatigable,  persévérant  à  toute  épreuve,  il  donna  de  bonne 
heure  à  son  jeune  pupille  l'habitude  et  le  goût  du  travail;  les 
dispositions  de  celui-ci  pour  les  études  sérieuses  et  positives 
se  fortifièrent  par  les  exemples  journaliers  qu'il  recevait  de  son 
bienfaiteur,  dont  la  maison  était  devenue  pour  lui  la  maison 
paternelle.  Bientôt,  l'ftge  arriva  d'entrer  à  l'École  polytechnique, 
Navier  y  fut  admis,  et  en  sortit  avec  distinction;  il  justifia,  à 
celle  d^  Ponts  et  chaussées ,  les  espérances  qu'on  avait  conçues 
de  sa  capacité  et  de  ses  talents;  enfin,  il  obtint  en  1808  le  grade 
d'ingénieur,  qui  avait  été,  jusqu'alors,  l'objet  de  son  ambition. 

D  s'occupa,  aussitôt  après,  de  rassembler,  pour  être  livrés  à 
l'impression,  les  nombreux  mémoires  où  M.  Gauthey  avait  dé- 
posé les  résultats  de  sa  longue  expérience.  Ainsi,  la  première 
publication  de  Navier  fut  un  hommage  de  reconnaissance  et, 
j'oserais  dire,  de  piété  filiale,  qu'il  rendit  à  la  mémoire  de  ce- 
loi  auquel  il  devait  le  bienfait  de  son  éducation. 


li?  ROnCBS  SUB  NATIEB. 

Il  entreprit  ensuite  de  commenter  V Architecture  hydraulique 
de  Bélidor  ;  travail  de  longue  H^lrâ^i  6t  non  moins  utile  que  le 
Traité  des  ponts  et  des  canauoi.  Cependant  sa  réputation  de  géo- 
mètre et  de  mécanicien  s'étendait  de  plu^  en  plus.  Avantage^r 
sèment  connu  de  l'Académie  des  sciences^  il  fut  élu  par  elle,  au 
mois  de  janvier' 18M>  en  remplacement  de  M.  Bieguet. 
.  Cet  honneur,  qu'il  avait  vivement  désiré,  lui  imposa  de  nou- 
/  velles  obligations  :  nous  savons  tous  qu'il  les  a  constamment 
remplies  avec  lezèleleplusconsciencieux,  soiten  rendant  compte 
des  mépioires  renvoyés  à  ao^  exaipen ,  soit  ei^  enrichissant  (es 
nôtres  de  ses  propres  travfifix. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  ^  n^essieurs^  à  les  ^npmérer  ;  cette  ho- 
norable tftche  est  réservée  à  Vnn  ()e  nos  collègues  qqi  ^ur^  lf( 
remplir  en  meilleur  (ieu  et  en  temps  plus  opportup.  Je  me 
bornerai  à  rappeler  <]ue^  depuis  son  admission  à  l'Acadéipie, 
Navier  fit  marcher  de  front  ses  études  scientifiques,  et  la  pra- 
tique  de  l'art  qu'il  exerçait;  enfin^  ce  qui  était'  peut-être  plus 
difficile^  il  su\  trouver  le  teipps  et  les  moyens  de  rendr^  proàtf - 
blés  les  leçons  aull  a  donnée,  cqmme  professeur,  à  l'École 
des  poqts  et  chaussées  |  et  plus  tard  à  l'Écple  pplyteduiique. 

Le  pep  de  mptq  que  je  viens  de  prononcer  suffira  pour  vçi^s 
faire  apprécier  l'excellent  confrère  dppt  nous  ftvons  à  dénlprer 
la  perte  prématurée.  Ajoutons  cepep4ant  que^  si  la  vie  se  ^}^r 
sure  par  le  nombre  et  l'importance  de§  travaux  dont  elle  a  ^i^ 
remplie^  Navier  devra  toujours  être  compté  parmi  les  l^oipmes 

3ui  auront  le  plus  longtemps  vécu.  Dévoué  sf^ns  réserve  i^  çepx 
ont  il  avait  reçu  des  tém'qigpages  d'estime  et  d'amjtié,  ^v- 
sonne  ne  fut  pju^  sensible  qqe  lui  à  ces  g^péfeHçeç  affectiojBS, 
ni  plus  digne  ^e  les  inspirer. 

.  Que  le  souvenir  de  cet  homn^e  de  bien  soit  dono  à  jttm^is 
conservé  (l^ps  l'Acf^çlémie^  PQmme  il  sç  perpétuera  4an§  s§ 
propre  famille  I  [Les  tendres  soins  dont  elle  l*a  epto^ré ,  mal- 
heureusement impuissants  pour  le  sauver,  ont  contribué,  du 
moinSf  h  adoHçir  les  çlerniers  mp(nents  d/pne  vie  que  )e  travail 
avait  épHisée» 


NOTICE 


SUR   LES  OUVRAQES   DE   NAVIER. 


I809«  QEuvrei  de  GatUheyt  inspecteur  général  des  ponta  et 
diausflëet,  publiées  par  M;  Navler,  ingénieur  ordinaire  {'). 

Traité  de  la  construction  des  Pont^^  t-  I.  Ptîncipes,  Ponts 
en  pierre. 

4813.  Mêmes  œuvres,  tome  II.  Cintres,  Ponts  en  bois  et  en 
fer.  Ponts  mobiles,  Détails  de  eonstroelion,  Estimation  des 
prix. 

1810.  Mêmes  œuvres ^  t.  Ttl,  Des  canaux  de  navigation. 
Canal  do  CkMitre. 

(183&)  Seconde  édition  du  tome  T. 

Les  notes  mises  par  Navier  au  tome  I  sont  relatives  à  la  ré* 
sistance  des  pierres,  à  la  théorie  des  voûtes,  à  celle  de  la  poussée 
des  terres  et  des  murs  de  revêtement,  ai  à  celle  du  mouvement 
des  eaux^  envisagée  quant  à  la  détermination  de  la  largeur  du 
débauché  des  ponts. 

Les  notes  du  tome  II  ont  rapport  surtout  à  la  résistance  des 
pièces  de  bois  et  k  celle  des  constructions  en  charpente.  Il  y  eût 
bit  de  profondes  modifications  si  ce  tome  avait  été  réédité. 


(^  Aipirapt  le  4|  Botembra  ISOS^  —  ingéDiew  or<Un«ire  en  4  SOS.  à  P«ri«, 
(uDtdetiiDftlioe),— 4S40à  4847,  fttuehé  au  pont  de  Choisy,  —  4849,  professeur 
sepplént  de  snéeinlqoe  «pfliqaée  4  rSoole  des  ronie  el  ChnoMèec,  --  48SO,  In- 
géoieor  de  prenUére  classe.  —  48Si,  professeur  titulaire,  —  4  893^  ingénieur  en 
çliei;  —  iW%  mentale  de  rintUtut»— 48aa,  profeaNi)çd'«a»)liae  el  de  méeaulqn« 
à  nteole  p<rtyleehBiqiie«  —  4834,  insf^teur  dlTisionnaim, 


Ivj  NOTICE  SUB  LES  OUVRAGES 

comme  on  peut  voir  à  son  cours  de  1824  (Voir  ci-après^  n*  76^ 
p.  28,  et  notre  Historique,  n-  IX  et  X)  (*). 

Nul  doute  que  le  texte  lui-môme,  dans  sa  partie  mathémati- 
que, ne  soit  de  Navier,  comme  on  voit  aux  p.  92  et  suivantes  du 
tome  II,  et,  aussi  aux  changements  qu'il  a  app(Mrtés  en  1832  au 
tome  I. 

184  i.  Projet  d'une  gare  le  long  de  la  Seine  à  Ghoisy.  In-i"* 
avec  4  belles  planches. 


(*)  Il  eût  MDs  ;  doule  cbangé  fta«ti  uoe  Bole  de  U  page  91 ,  od  il  peosait  prooTer 
que  malgré  la  perte  anDoelle  que  la  pourriture  îAi  éprouver  aux  dimensions  ré» 
sislantes  des  bois  des  ponts,  on  ne  doit  leur  donner  qu'un  équarrissage extrême- 
ment peu  au-dessus  de  celui  qui  contient  aeluellement  à  l'équilibre;  car  cette 
noie  est  affectée  d'une  erreur  de  calcul.  En  appelant  a  leur  équarrissage  d'équilibre 
initial,  k  Tépaisseur  qui  pourrit  annuellement,  n  le  nombre  d'années  de  durée 
qu'on  tout  leur  assigner,  il  faudra  porter  leur  équarrissage  i  a  +  n*;  d'où,  an* 

nuellement,  une  dépense  proportionnelle  à  —^ — -  .  En  différentiant  par  rap* 

n 

port  à  »  et  égalant  à  léro  pour  rendre  cette  dépense  un  minimum,  on  trouve, 
non  pas  »  ^0  comme  le  dit  la  Note,  maisii=:  —  ,  ce  qui  n'a  rien  d'absurde,  et 

K 

ce  qui  porterait  à  doubler  Véquarrinage  de  juste  équilibre  primitif  quelle  que  flit 
la  proportion  peu  connue  A  :  a  de  l'osé  annuel. 
On  oorrige  l'exagération  qu'offre  ce  résolut  en  tenant  compte  de  l'intérêt 
.  de  l'argent.  Soit r  son  taux  annuel.  La  somme  i  placer  pour  construire  le  pontet 
le  renoufeler  tobs  les  n  ans,  ou  la  quantité  à  rendre  un  minimum,  est  pro- 
portionnelle i 

dont  la  différentielle  par  rapport  i  »,  égale  à  léro,  donne  pour  déterminer  cette 
Tariable,  l'équation 

#   loghyp(l+r)  k 


%[(\  +r)»—  4]  — «log  hyp(4  +r)      a 
qui  est  saUsfaite  par  n  =-■  pour  r  =  0,  et  qui,  si  l'on  prend  r  =s0,05,  donne 
Durée  en  années  «=    54,9;     54,0;       46,8;   39,5;  29,3  ;  20,6  ;46,6'î44,0  ;  42,3  ; 

JU 

si  l'on  «  pour  l'ut* -=0,00S;  0,00)5;  0,00333;  0,006;  0,04   ;0,OS  ;0,03  ;0,0t  :0,05  ; 
'tféïïrti'.'ÏÏÏ*' ";=«."«5  0>"8  J  «.<8*     :  0.<«5  0.M3;  0,413;  0,497;  0.660; 0,6«5. 


DE  NAVIBR.  Ivlj 

4813.  La  Science  des  ingénieurs  y  de  Belîdor.  Nouv.  édit. 
avec  des  notes  par  M.  Navier. 

Ces  notes  sontrelatives  principalement  à  la  poussée  des  terres, 
à  la  résistance  de  leurs  murs  de  soutènement^  aux  voûtes^  aux 
calculs  de  terrasse,  et  à  la  résistance  des  pièces  de  l)ois,  que 
Navier  présente  de  la  même  manière  qu'au  tome  II  de  Gauthey 
(Historique  ci-après,  n**  IX  et  X),  enfin  sur  les  principes  de  Du- 
rand relatifs  au  beau  en  architecture. 

1813.  Sur  la  manière  d'exprimer  le  moment  d'élasticité  des 
corps;  mémoire  (inédit)  présenté  à  TÀcadémie  le  25  janvier; 
contenait  probablement  les  cousidérations  reproduites  par  Navier 
dans  les  notes  sur  Gauthey,  et  auxquelles  il  a  renoncé  en  1819 
et  18%* 

1813.  StiT  les  constructions  en  pierre  perdue,  Mémoire  pré- 
senté. Ce  même  sujet  se  trouve  au  tome  Ù  de  Gauthey,  p.  S7â. 

1816.  Note  sur  la  vis  d'Archimède  (Correspondance  de 
l'École  polytechnique,  t.  m,  p.  45). 

1816.  Sur  les  cas  où  Péquation  déduite  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles  a  lieu  entre  des  espaces  finis  (Jd.  t.  III,  p.  49}. 

1818.  Détails  historiques  sur  l'emploi  du  principe  des  forces 
vives  pour  les  machines,  etc.  (Annales  de  chimie  et  de  physi- 
que, t.  IX,  p.  146). 

Petit  venait,  aux  mêmes  Annales  (septembre  1818),  de  faire 
revivre  en  quelque  sorte  cet  emploi  ;  Navier,  en  le  citant,  rap- 
pelle que  le  principe  des  forces  vives,  découvert  par  Huygens, 
généralisé  par  Jean  Bemouilli  (OEuvres,  t.  III,  p.  36),  et  si  ha- 
bilement appliqué  à  l'écoulement  de  Teau  par  Daniel  Bernouilli, 
avait  été,  depuis  V Hydrodynamica^  entièrement  négligé  par  les 
auteurs  d'ouvrages  de  mécanique  pratique,  et  même  longtemps 
par  les  savants  eux-mêmes.  On  sait  en  effet  que  d'AIembert  re- 
prochait à  D.  Bemouilli  d'en  avoir  fait  usage,  le  regardant 
comme  peu  exact;  qu'Euler  ne  Ta  pas  employé,  ce  qui  rend 
très-compliqués  ses  calculs  sur  les  roues  à  réaction  ;  et  que  La- 
grange,  dans  sa  Mécanique  analytique,  ne  lui  a  donné  qu'un 


IvliJ  NOTICE  SUR  US  OUYR4GES 

énoâcé  vastrictif  et  |ieu  propre  à  en  faire  timp  parti,  bien  que 
Jean  Bernoulli  (t.  III,  239)  eût  entendu  dans  un  sens  plut 
large  la  arnserv^tian  des  foreei  vitwt  puisqu'il  ajoutait  eonstam- 
ment,  à  celles  qui  isont  aetueiiement  possédées,  celles  qui  sont 
en  quelque  sorte  en  puisianoe  et  qui  s'évaluent  (par  exemple 
pour  un  ressort  tendu)  par  des  sommes  de  produits  de  forces 
et  d'espaces  susceptibles  d'ôtre  parcourus  suivant  leurs  diree^ 
tions  jusqu'à  ce  que  ces  forces  s'annulent  (*)• 

Naviér  moqtre  le  haut  degré  de  simplicité  et  de  clarté  que 
l'emploi  du  principe  des  forces  vives  apporte  au  contraire  aux 
solutions  du  plus  grand  nombre  des  problèmes  de  mécanique  \ 
et  comment  on  évalue,  avec  Borda,  la  force  vive  employée  à 
produire  ce  mouvement  intestin  signalé  par  D.  Bernouilli  et  qui 
est  perdue  pour  le  mouvement  progressif  lorsque  la  vitesse  d'un 
fluide  diminue  brMsquepi^qt;  évaluation  confirmée  psr  des 
expériences,  et  Adoptée  par  Ck>ulomb,  Carnots  Lagrange,  au  lieu 
de  celle  de  D.  Bernoulli  et  de  Bossut. 

Et  il  a,  l'année  suivante  (voy .  ci-après),  rendu  tout  à  fait  usuel 
l'emploi  de  ce  principe  en  transformant  son  énoncé,  au  moyen 
de  l'introduction  de  la  quantité  d*action^  expression  de  Coulomb 
à  laquelle  Coriolis  a  substitué  celle  de  travail. 

Grâce  à  cet  éminent  service,  et  à  ce  qu'on  met  aujourd'hui 
les  actions  moléculaires  au  nombre  de  celles  dont  ou  fait  entrer 
le  travail  en  considération^  le  principe  des  forces  vives  ou  de  la 
transmission  du  travail  s'énonce  clairement,  sans  restrictions 
relatives  aux  liaisons,  etc.,  et  s'enseigne  aujourd'hui  dans  tout^ 
les  écoles  industrielles. 

1818.  Sur  les  roues  à  élever  Veau.,  Mémoire  présepté  te  %  no- 
vembre et  resté  inédit,  bieq  qu'un  rapport  de  M.  Girard  (Institut^ 
partie  historique)  en  ait  fait  voter  l'insertion  aux  Savants  étran-- 
gers.  Ses  diverses  parties  ont  été  reproduites  dans  les  notes  sur 
l'architecture  hydraulique  de  Belidor,  et  daps  le  3*  partie  du 
Cours  fait  à  l'École  des  ponts  et  chaussées. 


(1)  Vojei  App9ii4io«  eompléiaeauirç  «t*«pré««  p.  7S6, 


AE  KAVIKR,  lif 


1818.  iVole  MT  i^MlfOfi  mé»mifiia  ifes  cpn^ialfAte  (Abb. 
4e  eh«  et  de  pb.,  i  XVU^  iSil,  p.  857).  Gensidérations  repro- 
duites à  la  S' uavlie  du  Ctoura. 


duite^  à  la  S' partie  dt^  Oeura. 


1819.  Eapax^  de  fa  tot^ine  p^pétuel(ê  mAons&e  \^  10  lUfti 

1819  (bw^prfi  în-8*  ^e  *0  pag^). 

Nayler  prouve  jiyec  b^^cp^p  de  clarté  que  c^t  ^labliss^ment 
serait  saj^  aux  inconvénients  les  plus  graves.  Seii  ^vaptages 
pour  lea  ^ptlopnaires  spnt  îl)usQire$  (l>illeurs  ooiD^ie  le  démop- 
t^  W  calçvii  fondé  §w*  le^  méthc|(lfl$  4^  |a  tliéorie  0nalytiqi)e 
des  probabilités  pfiur  VéYf^luation  des  roriç^iops  composées  éie 
produits  dont  les  facteurs  sont  de  très-grands  nombres^ 

1819.  Arc/ufecitire  hydrauliqtie  de  Belidqr;  nouvelle  édition 
avec  des  notes  et  additions. 

On  a  reproché  à  Navier  cette  publication  d'un  véritable  trait^ 
de  mécanique,  sous  la  forme  de  notes  et  corrections  à  ui)  ou- 
vrage ancien  et  volun^ineyx, 

Mais^  ainsi  que  Texprime  le  rapport  f^^it  &  PÂcadémie  par 
Poisson,  Girard ,  Fourier  et  de  Prony,  Belidor^  estimé  et  re- 
cherché par  les  ingénieurs,  devait  être  réimprimé,  et  rien  ne 
sent  moins  Tesprit  de  spéciilation  que  ces  notes  si  parfaites  et 
si  consciencieuses  qui,  partout,  révèlent  tjil  ardent  désir  d'être 
utile  à  la  science  et  à  l'art. 

Plusieurs  de  ces  notes  sont,  des  çhefs-d'œuvrCj  et  leur  publi- 
cation a  sijjnalé  rapparitiqn  d'une  ère  nouvelle  où  la  mécanique 
pratique  se  fopde  désormais  sur  des  principes  certains.  Et  cett^ 
heureuse  révolution  deyaH  être  prompte,  çfir,  avec  f^avier^  elt^ 
a  eu  pour  promoteurs  Coriolis  et  H.  Pbncelet. 

CBlons  surtout  ¥  Addition  (liv.  l,  p.  376)  Sur  les  principes  du 
calcul  eê  de  FétobKuemerU  des  machinée  et  sur  les  moteurs.  C'est 
là  qu'après  avoir  (ait  voir  que  leur  travail  peut  toujours  être 
évalué  en  kxmè,  ott  en  produits  d'un  poids  par  une  hauteur, 
«nie  de  monnaie  mécanique f  Nfivier  remarque  que  les  produits 
de  ce  genre  ne  sont  autre  chose  que  ceux  qu'il  a  introduits 
(p.  10£D  SDua  le  ao»  de  quantité  exaction  dans  Ténoneé  du  prin- 
cipe des  forces  vives  (voy.  d-rdessus))  et  ee  principe  est  ainsi 
reado^  4'«W0.  piaqi^  inçoiqpaf^bleni^l^  plU3  claire  qu'on 
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n'avait  encore  fait^  le  véritable  instrament  des  calculs  relatifs 
aux  machines.  La  masse  de  celles-ci  est  sans  influence  quand 
leur  mouvement.se  règle  par  runiformifé,  mais  non  pas  quand 
il  se  règle  par  la  périodicité;  d'où  l'emploi  des  volants^  dont 
Navier  apprend  pour  la  première  fois  à  calculer  les  dimensions, 
et  qui^  comme  il  le  remarque^  ne  dispensent  pas  d'employer^ 
dans  certains  cas,  des  régulateurs  ou  modérateurs  dont  il  donne 
aussi  la  théorie. 

Un  peu  plus  loin,  une  discussion  judicieuse  lui  fournit,  pour 
les  moteurs  animés,  une  table  des  quantités  moyennes  d'action 
ou  de  travail,  que  tous  les  auteurs  reproduisent  encore  au- 
jourd'hui. 

Puis  il  donne,  du  calcul  des  roues  hydrauliques  et  dès  ma- 
chines à  moudre,  à  forer,  à  scier,  à  épuiser  ou  élever  l'eau,  de 
nombreux  exemples  qui  ont  servi  de  modèles.  Il  y  fait  aussi  la 
première  distinction  nette  des  orifices  évasés  et  non  évasés 
quant  à  la  dépense  de  l'eau. 

On  y  trouve  aussi  (note  de  la  page  76)  la  première  théorie  à 
peu  près  exacte  du  choc,  fondée  sur  ce  que  les  corps  se  com- 
posent (comme  il  dit  dèsYavertmement,  p.  xi)  de  parties  qui  ne 
se  touchent  pas,  etc.,  bien  que,  dans  toutes  ses  autres  notes,  la 
mécanique  soit  présentée  dans  l'esprit  ancien  qui  substituait  des 
abstractions  aux  réalités  physiques. 

i8i9.  Sur  la  flexion  des  lames  élastiques  ;  mémoire  présenté 
le  29  novembre,  et  inédit,  bien  qu'approuvé  pour  être  inséré 
aux  Savants  étrangers^  sur  le  rapport  de  Prony  (Ânn.  de  ch.  et 
de  ph.,  1820,  et  partie  historique  du  tome  IV  de  Tlnstitut). 

Dans  ce  mémoire,  Navier  part  de  l'hypothèse,  depuis  con- 
firmée, de  Jacques  Bemouilli,  consistant  à  faire  le  moment  de  la 
résistance  à  la  flexion  proportionnel  à  l'inverse  du  rayon  de  la 
courbure  supposée  très-petite  prise  par  la  lame. 

Voyez  le  n""  X  de  notre  historique  ci-après. 

4819-1820.  Sommaire  (lithographie)  des  premières  Leçons  de 
mécanique  appliquée  données  à  l'École  des  ponts  et  chaussées. 

1**  partie.  Applications  qui  dépendent  de  la  considération 
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des  corps  dans  Tétai  d'équilibre.  Résistance  des  solides.  Massifs. 
Revêtements.  Voûtes.  Charpentes. 

Objets  accessoires.  De  l'usage  des  instruments  géodésiques  et 
autres,  considérés  sous  le  rapport  de  la  précision  des  résultats. 
Expression  de  la  probabilité  d'une  erreur  sur  le  résultat  moyen. 
De  la  meilleure  méthode  pour  le  corriger. 

2«  partie.  Applications  qui  dépendent  de  la  considération  des 
corps  dans  Tétat  de  mouvement.  Hydrodynamique.  Vases. 
Tuyaux.  Canaux.  Choc  des  solides.  Résistance  des  fluides. 

Sur  la  théorie  de  la  chaleur. 

3*  partie.  Des  machines. 

Déjà  il  disait  :  leur  théorie  emprunte  ses  éléments^  i*  à  la 
Géométrie;  2*  à  la  Physique;  3*  à  la  Mécanique.  Ainsi  il  sépa- 
rait déjà  ce  que,  depuis^  Ampère  a  appelé  la  cinématique. 

Sous  le  titre  :  De  la  manière  de  disposer  les  roues,  pignons, 
cames,  etc.,  pour  que  les  axes  supportent  le^  moindres  effort^ 
qu*il  est  possible,  il  donne  des  conseils  nouveaux  dont  Tobser- 
vation  peut  avoir  une  grande  influence  sur  le  succès  des  méca- 
nismes. 

Objets  accessoires.  De  l'éclairage,  appliqué  aux  phares 
surtout. 

1820.  Sur  la  variation  de  la  température  qui  accompagne  les 
changements  de  volume  des  gaz  (BuHetin  de  la  Société  philo- 
mathique,  1820,  p.  97). 

1820.  Mémoire  sur  la  flexion  des  plans  élastiques,  présenté 
à  l'Académie  le  14  août,  et  note  explicative  remise  quelques 
mois  après  aux  commissaires  MM.  de  Prony,  Poisson,  Fourier, 
Gauchy.  Il  en  a  été  tiré  quelques  copies  lithographiées. 

1823.  Extrait  des  recherches  sur  la  flexion  des  plans 
élastiques  (Soc.  philom.,  juin  et  juillet  1823,  p.  92).  —  Ob- 
servations à  l'occasion  d'un  mémoire  de  M.  Cauchy  (Soc. 
philom.,  juin  et  juillet  1823,  p.  36}. 

Ce  mémoire  du  14  août  1820,  connu  seulement  par  l'extrait 
de  1823,  intéresse  fortement  Thistoire  de  la  théorie  générale  de 
l'élasticité  des  solides,  parce  qu'il  a  été  l'occasion  des  impor- 
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tàiltd  travaux  pat  lesquels  fVdvier  et  Caùchy  eii  ôht  pddé  Ms 
bases;  et  il  contient^  à  la  fin,  des  résultats  pratiques  imporUtits. 

(Voir  notre  Historique  ci-après,  n*'  XÎU,  XXtî  et  LtX.) 

i821.  Note  sur  le  nivellement  barométrique  (Anri.  de  ch.  et 
de  ph.,  t.  XIX,  p.  60).  Navier  obséhre  que  lorsque  la  valeur  d'un 
résultat  se  déduit  d'une  expression  U  contenant  plusieurs  élé- 
ments  Xt^^...  fournis  par  l'observation  avec  dés  erreurs  i^x, 

Ay,,..,  son  erreur  relative  totale  est  =1  [-T-A«-f  y'  ^"I"—- )• 

Il  en  déduit  plusieurs  conséquences  en  considérant  la  lampéra- 
ture^  Tobservation  du  baromètre^  etc. 

182i.  itimoire  (dii  \i  rtiai)  iuf-  Us  lois  de  Péquilibré  éi  du 
mouverhent  des  corps  solides  élastiques, 

Henvoyé  à  MM.  dé  Prony^  Poisson  et  Fourier,  il  n'a  pas  été 
I^objèt  d'un  rapport.  Màis^  après  l'admission  de  Navier  à  l'Aca- 
démie (18S4},  0  a  été  imprimé  au  t.  Vit  dés  Mémoires  de 
llflstitut. 

Un  extrait  avait  paru  aux  Annales  de  chimie  et  de  physique; 
ùii  ëtitre  extrait,  plus  étendu,  au  Butlétib  de  la  Société  philo- 
mathique,  1823^  p.  i77. 

Ce  beau  mémoire  fait  époquci  car  U  n  feadé  la  mécanique 
moléculaire  ou  la  théorie  générale  de  l'élaalidlé,  développée 
presque  immédiatement  après  parCauchy^  PoîssoB  et  MM.  Lfôné 
et  Clapeyron. 

Voyeï  l'Historique  ci-après,  n^  XXltt. 

482^.  Mémoire  (du  18  décembre)  sui^  le  Moutfemeni  dëÊ 
fluides  en  ayant  égai*d  à  l'adhésion  deé  liioléeules;  Impi^faiié  au 
t.  VI  (4826)  des  Mémoires  de  l'Institut. 

Un  extrait  en  avait  paru  aux  Ânn.  de  ch.  et  de  ph.^  t.  XIX^ 
i82i,  p.  24i,  et  deux  autres,  plus  étendus,  au  Bulletin  de  la 
Soc.  philom.,  iSiâ,  p.  75,  et  18%,  p.  49 ,  et  un^utre  au  Bul- 
letin Ferussac,  t.  V,  n*  214. 

Déjà,  le  18  riiars  1821,  ou  avant  la  ptésentaiion  du  mémoire 
sur  les  solides  élastiques,  Raviei'  avait  fait  à  l'Acadéttlé  utfe 
cofmnuAfcatiôil  Sù^  te  6ûjet.  Il  y  donnait  tes  trois  équation^ 
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d'équiUbre  inééfMe$  ou  applicalites  h  lotis  les  points  dé  la 
masse  fluide;  les  cinq  termes  difléreniiels  du  second  ordre  qui 
aont  affectés  de  la  constante  qu'on  peut  appeler  le  cbefficle&i  dii 
firottement  du  fluide^  sont  exactement  les  mêmes  que  les 
termes  du  même  ordre  entrant  dans  les  équations  de  Téqui- 
libre  des  solides^  sauf  les«  trois  projeetiens  des  vitesses  des 
points  du  fluide  au  lieu  des  trois  projections  des  déplacements 
des  points  du  solide  sur  les  axes  coordonnés  ;  mais  l'équation 
de  continuité,  exprimant  la  permanence  du  volume  de  chaque 
élément  dû  liquide,  réduit  ces  cinq  termes  à  trois. 

Le  beau  mémoire  de  l'année  suivante  (16  décembre  182â)  ne 
fait  qu'ajouter,  avec  diverses  applications  autrement  traitées« 
rétablissement^  par  la  méthode  de  la  Mécanique  analytique  de 
Lagrange^  des  trois  équations  définies  ou  à  la  paroi.  Les  valeurs 
des  pressions  non  normales  qui  en  ressorteut  sont  aussi  de 
même  forme  que  celles  qui  sont  relatives  aux  solides,  sauf  les 
vitesses- au  lieu  des  petits  déplacements. 

Navier  base  eli  effet  l'établissement  de  ces  diverses  équations 
sur  une  supposition  analogue  à  celle  quil  a  faite  pour  les  so- 
lides, et  consistant  en  ce  que  les  répulsions  et  attractions  oui 
s'exercent  à  des  dislances  insensibles  soit  entre  les  molécules 
du  fluide  soit  avec  celles  des  parois  solides  qui  les  contiennent, 
sont  augmentées,  datis  l'état  de  mouvement,  de  quantités  pro- 
portionnelles aux  vitesses  relatives  avec  lesquelles  elles  s'apprd- 
chent  ou  s'éloignent  les  ixnes  deë  autres;  car,  dit-il,  deux  molé^ 
cnles  voisines  sont  dans  lé  même  cas  que  s'il  existait  entre  elles 
un  ressort  tendu;  si  elles  se  rapprochent  ou  s'éloignent,  le 
ressort  se  coiutracte  davantage  dans  le  preidier  cas  et  moins 
dans  le  second;  et,  comnde  les  molécules  très^volsines  n'au-^ 
ront  jamais  que  dès  vitesses  extrêmement  petites  relativement 
l'une  à  l'autre,  on  peut,  quelle  que  Soit  la  fonction,  la  suppose^ 
ptopoHionnelle  à  cette  vitesse. 

Poisson  (Journal  derËcoie  poljrtedfanlqtie,  fO^cahiéi',  p,  I9S), 
Caucby  (Exerdees  3*  année,  mouvement  intérieur  des  corps  dé- 
nués d'élasticité)  et  H.  Stokes  (Voy.  ci-après  S^  appendice, 
p.  733)  sont  arrivés,  depuis,  aux  mêmes  équations  par  des 
ODOsidératkma  qui  he  diffèrent  pas  quant  an  fond  de  telles  de 
Navier. 
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Ety  probablement,  toute  théorie  qui  suppos^a  des  mouve* 
ments  variant  graduellement  et  régulièrement  d'un  point  à 
Tautre  d'un  fluide ,  conduira  aux  mêmes  équations  [voyez 
note  (6)  p.  734j  même  §  73  du  5*  Appendice]. 

Elles  ne  supposent,  au  reste,  aucune  adhésion  entre  les  mo- 
lécules du  fluide^  ou  aucune  viscosité.  Les  gaz  ont  un  frottement 
tout  aussi  fort  que  celui  des  liquides. 

De  l'hypothèse  qui  y  conduit,  il  doit  en  effet  résulter  néces- 
sairement un  frottement  des  couches  fluides  soit  contre  d'autres 
couches,  soit  contre  les  parois,  proportionnel  à  la  première 
puissance  de  leurs  vitesses  relatives,  ainsi  que  l'avait  supposé 
Newton  pour  le  fluide  des  tourbillons  (Principes,  livre  S%  sec- 
tion 9*  et  dernière,  hypothèse  et  proposition  LI).  C'est  en  effet 
ce  qui  a  lieu  dans  des  mouvements  très-lents,  comme  l'a  re- 
connu Coulomb  (t.  Yldes  Mém.  de  l'Ac.  des  se.  de  l'Institut), 
et  dans  des  écoulements  très-réguliers  et  linéaires  comme  a  dit 
Girard,  c'est-à-dire  où  les  molécules  voisines  décrivent  des 
lignes  sensiblement  parallèles  entre  elles,  ainsi  qu'elles  font 
dans  ses  expériences  sur  l'écoulement  des  liquides  à  travers  des 
tubes  capillaires  à  paroi  très-polie,  dont  l'entrée  était  <(M)nve- 
nablement  évasée* 

Il  n'en  est  plus  de  même  dès  que  les  parois  offrent  des  rugo- 
sites,  ou  seulement  dès  qu'il  y  a,  à  Feutrée  des  tubes,  une 
contraction  produisant  des  tourbillonnements  qui  se  propagent 
d'un  bout  à  l'autre  comme  l'a  remarqué  le  même  expérimen- 
tateur. Aussi  Navier  reconnaît  que  ses  équations,  qui  font  si 
bien  ressortit*  l'existence  nécessaire  d'un  frottement  et  de  pres- 
sions inégales  en  divers  sens  quand  le  fluide  se  meut,  ne  sont 
point  applicables  aux  mouvements,  le  plus  souvent  considérés, 
de  l'eau  dans  les  tuyaux  non  capillaires  ou  dans  les  canaux 
naturels  ou  artificiels,  où  se  forment  une  foule  de  mouvements 
obliques  ou  de  tournoiements,  etc.,  produisant  des  pertes  de 
force  vive  translatoire  et  dont  on  ne  peut  tenir  compte  que  par 
des  termes  proportionnels  aux  carrés  des  vitesses,  évalués  em- 
piriquement jusqu'ici,  et  dont  les  coefficients  croissent  avec  les 
rugosités  comme  le  prouvent  les  expériences- récentes  de  Darcy 
et  de  M.  Bazin. 
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18SS,  Deuxième  partie  (hydraulique)  des  leçons  faites  à  F  École 
des  jMmis  ei  ehamsées.  — Autographiée. 

4830.  Même  partie ^  corrigée  et  augmentée. 
(Voir  1838,  son  impression  posthume  avec  la  troisième 
partie.) 

1823.  Noies  sur  les  effets  des  secousses  imprimées  à  un  poids 
SDspendu  à  des  fib  on  à  des  verges  élastiques  (Bulletin  delà 
Société  philomatique,  mai  1823,  p.  73). 

n  suppose  négligeable,  dans  cette  note,  la  masse  du  fil  ou  de 
la  verge,  dont  il  tient  très-bien  compté  à  Touvrage  suivant. 

1823.  Rapport  (18  septembre)  et  Mémoire  sur  les  ponts  sus^ 
pendus,  In-4^  Imprimerie  royale. 

182nf.  De  l'entreprise  du  pont  des  lnvalides<  In- 8% 
28  pages. 

1830.  Rapport  et  Mémoire,  etc. ,  2*  édition;  augmenté 
de  cet  opuscule  De  l'entreprise,  etc.,  de  1827  ;  d'une  Notice 
sur  le  pont  des  Invalides,  et  du  détail  des  épreuves  de  simple 
traction,  et  aussi  de  percussion  longitudinale  auxquelles 
les  fers  ont  été  soumis. 

L'ouvrage  dont  nous  parlons,  composé  à  la  suite  d'une  mis- 
sion en  Angleterre  donnée  en  1821  par  M.  Becquey,  directeur 
général  des  ponts  et  chaussées,  était  peut-être,  de  tous  ceux  de 
Navier,  le  plus  capable  de  lui  &ire  honneur.  Mais  il  en  a  re- 
cueilli d'amers  chagrins  qui,  saus  doute,  ont  abrégé  sa  vie. 

Il  était  impossible  de  traiter  plus  complètement  un  sujet  dif- 
ficile, de  mettre  avec  plus  de  sagacité,  de  dévouement,  de  bon 
esprit,  la  plus  haute  science  et  des  notions  plus  saines  et  plus 
complètes  au  service  de  la  pratique  et  -de  l'utilité  générale. 
€  Grâces  aux  recherches  de  M.  Naviers  (dit  M.  Ch.  Dupin  à  la  fin 
dtt  rapport  fait  à  l'Académie  le  29  septembre  1823),  «  la  France, 
c  entrée  la  dernière  dans  un  nouveau  genre  de  construction,  se 
€  placera  tout  à  coup  au  premier  rang,  o 

Mais,  au  lieu  de  se  borner  à  conseiller  les  autres,  à  leur  dicter 
des  règles  rationnelles  et  des  principes  certains  qu'ils  n'eussent 
plus  qu'à  appliquer  en  les  combinant  au  besoin  avec  quelques 
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él^toenti  pouteaux  que  le»  ci3  pwrUculiefft  révàleoW  ek  i|il#  le 
sentiment  évalue  à  défaut  4u  calcul,  Navier  vwlut  jcindre 
l'exemple  au  précepte  et  oflfirir  un  spécimen  des  plus  apparents, 
dont  le  succès  eût  Torcé  toutes  les  convictions,  et  eftt  été  pour 
M  ou  plutôt  pour  les  études  théorioo-pratiqtfes  auxquelles  il 
s'était  voué,  le  plus  beau  des  triomphes. 

n  choisit  pour  théâtre  une  looalité  od  les  considérstiaos  ad- 
wnistraihFea,  les  convenancea  étrangères  à  Pari ,  Topiak»  ca« 
pricieuse,  les  influences  diverses,  dispuleni  inévitid>lement  ft 
Putilité  pid>liqu6la  décision  des  Boesures,  et  où  uneadinÛMstra- 
tioA  éolaifée  et  bien  inteokiomiée  atoutes  las  pdnas  du  meadei 
faire  prévaloir  ce  qu'il  y  a  de  mieux. 

Le  beau  projet  du  pont  des  Invalides,  à  Paris,  avait  été  ap- 
prouvé, malgré  les  oppositions  suscitées  par  le  choix  de  son 
enq^acMMal.  Le  système  d'exéculioB  par  compagnie  d'action- 
naires, nouvellement  préconisé  en  principe,  avait  été  adopté 
malgré  les  raisons  exceptionnelles  qui  eussent  milité  pour 
l'exécution  par  TÉtat.  Tout,  dans  lea  diverses  parties  de  ce 

projet,  avait  été  prévu,  pesé,  rigoureusement  calculé,  tout 

excepté  (disoms-le)  un  seul  point  peut-être,  la  résistance,  dans 
le  sens  horizontal ,  des  massifs  sur  lesquels  les  chaînes  de  re- 
tenue, après  avoir  passé  sur  les  colonnes,  venaient  s'appuyer  et 
se  courib«r  cireulairement  pour  changer  une  seconde  fois  de  di- 
rection et  se  plongar  verticalement  dans  des  puits,  au  fond  des- 
quels elles  étaient  sqfldement  amarrées. 

il  suffit  en  effet  de  jeter  les  yeux  sur  les  figures  I ,  planche  XII 
(pont  des  Invalides),  et  S,  planche  XI,  pour  soupçonner  un 
oubli,  celui  de  Tinfluence  du  frottement  des  chaînes  sur  la  Jt- 
reeiton  que  doit  prendre  la  rémltante  de  leurs  deux  tensions  avant 
et  après  ce  changement  de  direction  ;  car  il  semble  que  Navier 
sopposiA  que  cette  résultante  diviserait  en  deux  parties  égales 
f  angle  des  deux  directions  antérieure  et  finale  comme  si  ces 
tensions  eussent  été  d'^^aie  intensité.  Or  elles  devaient  différer 
entre  elles  de  tout  le  frottement  qui  a  Heu  sur  les  pièces  cylin- 
driques de  fonte  le  long  desquelles  la  chaîne  s'applique  avant 
de  se  termber  verticalement. 

C'est  ce  que  Navier  avait  très-bien  remarqué  à  rarticle  161, 
qui  renvoie  à  Tartiele  430  de  son  même  Mémoire  pour  le  calcul 
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du  frottement»  exprimé^  comnie  on  sait,  par  une  expoaeoiieUe, 
et  d'une  iDienstté  considérable  pour  toute  chaîne  ou  corde  plus 
ou  moins  enroulée  sur  un  corps  immobile.  Il  conseille  sage^ 
ment  et  prudemment  de  ne  pas  compter  sur  ce  frottement  pour 
diminuer  la  force  de  Tamarre  finale.  Mais  la  môme  prudence  de* 
vait  engager  à  le  compter  au  contraire,  et  au  maximum,  pour 
déterminer  la  direction  de  la  résultante,  car  il  la  rapproche  de 
rhorizontalCy  et  c'était,  ainsi,  dans  une  direction  peu  inclinée 
sur  rhorizon  qu'il  fallait  faire  opposer  par  le  massif  unegfinde 

résistance.  f    ' 

•  « 

Ce  point  trop  faible  fléchit  donc,  et  un  léger  mouvement  s'y 
manifesta  au  moment  où  Ton  démdit  le  pont  de  service  et 
réchafaudage. 

L'histoire  des  constructions  offre  une  foule  d'exemples  de  pa- 
reils accidents ,  car,  sans  parler  du  dôme  de  Saint-Pieiu^  de 
Rome,  des  supports  de  Sainte--Geneviève  à  Paria,  de  la  digue  de 
Cherboiurg,  etc.,  il  y  en  a  miUerdont  on  entend  à  peine  parler  et 
qui  (comme  dit  Navier  dans  sa  brochure  de  4837),  loin  d'en- 
tainer  la  renonciation  au  projet,  son  t  aussitôt  réparés  qu'aperçus. 
Celui  des  mas^fe  du  pont  des  Invalides  était  des  plus  facilement 
réparables;  il  suffisait  de  cent  ou  deux  cents  mètres  cubes  de 
maçonnerie  de  moellons,  c'est-à-dire  d'une  augmaitation  d'un 
à  deux  pour  cent  sur  la  dépense  totale,  pour  fiûre  cesser  tout 
mouvement. 

Mais  on  était  à  Paris  dans  le  quartier  de  prédilection  des  cu- 
rieux. Un  apitoiement  indiscret  sur  l'anxiété  de  Navier  avait 
été  exprimé,  le  jour  même,  dans  les  conversations  de  l'Institut 
par  un  imprudent  ami.  Les  intérêts  d'une  compagnie  fiuandère 
se  trouvaient  en  jeu.  La  saison  avançait  et  il  fallait  débarrasser 
la  rivière  de  tout  édiafaudage,  ce  qui  entraînait  le  démontage 
complet  du  pont  que  l'échafaudage  soutenait.  L'administration 
municipale  de  Paris  n'avait  accepté  que  comme  contrainte  un 
emplacement  qu'elle  avait  toujours  désapprouvé. 

On  renonça  donc  à  cet  emplacement  ainsi  qu'au  projet^spé- 
cimen  et  grandiose  d'une  seule  travée  de  460  mètres.  Navier, 
par  un  sentiment  de  délicatesse,  ne  le  défendit  que  tardivement, 
de  peur  de  déterminer  une  décision  trop  contraire  aux  intérêts 
de  la  compagnie,  à  qui  l'on  voulait  refuser  d'abord  tout  dédom- 
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magement,  et  qu'il  avait  été  question  de  rendre  responsable  de 
rincidenty  et  du  retard  d'une  année  qui  en  était  h  suite.  Il  fut 
donc  décidé,  malgré  sa  réclamation,  que  le  pont  serait  reporté 
à  200  mètres  plus  en  aval,  au  débouché  de  Tallée  d'Antin  ;  qu'au 
lieu  d'avoir  un  caractère  monumental,  il  se  composerait  de  trois 
travées,  suivant  le  projet  d'autres  ingénieurs;  que  la  compa- 
gnie,  en  indemnité  de  ses  maçonneries  perdues,  etc.,  aurait 
aussi,  avec  une  somme  en  argent,  la  concession  de  deux  autres 
ponts  sans  concurrence  ni  rabais  (ceux  de  la  Grève  et  de  TAr- 
-chevéché). 

A  cette  époque  surgissait  déjà  Tesprit  de  dénigrement,  non 
pas  seulement  des  savants,  mais  de  la  science,  flétrie  sous  le  nom 
de  pure  théorie  opposée  à  la  pratique  dès  lors  exclusivement 
exaltée  dans  ce  qu'elle  a  de  plus  matériel,  et  à  laquelle  on  pré- 
tendait que  les  hautes  mathématiques  ne  pouvaient  servir  en  rien, 
comme  si,  en  fait  de  résultats  de  calculs ,  il  y  avait  lieu  de  faire 
une  distinction  entre  les  procédés  plus  ou  moins  élémentaires  ou 
transcendants  qui  y  ont  conduit  d'une  manière  également  lo- 
gique. Des  savants  se  faisaient  les  complices  ou  les  échos  de 
ces  critiques  de  l'ignorance.  Navier,  académicien  des  plus  émi- 
nents  et  des  plus  utiles,  sans  cesse  mis  à  contribution,  et  au- 
teur de  nombreux  rapports  frappés  au  coin  de  la  sagacité  et  du 
bon  sens,  fut  néanmoins,  dès  lors,  à  peine  compris  de  la  plu- 
part de  ses  confrères.  Il  en  fut,  heureusement,  dédommagé  et 
distrait,  en  i830,  par  la  chaire  d'Analyse  et  de  Mécanique  de 
l'École  polytechnique,  qui  l'occupa  beaucoup,  et  dont  les  élèves 
l'apprécièrent  et  l'admirèrent  avec  une  sorte  de  passion. 

Dans  sa  défense  (brochure  de  1827),  il  prononça  ces  nobles 
paroles  :  a  On  me  dira  sans  doute  :  puisque  vous  ne  pouviez 
apprécier  avec  une  certitude  absolue  la  résistance  d'une  certaine 
partie  de  votre  construction,  vous  auriez  dû  en  i^ugmenter  la 
masse  de  manière  à  vous  mettre  à  l'abri  de  toute  crainte.  —  Je 
réponds  qu'en  agir  ainsi  c'eût  été  suivre  un  système  d'après  le- 
quel l'artiste,  sacrifiant  toute  idée  d'économie  à  sa  réputation, 
outre  aveuglément  toutes  les  dimensions  de  son  ouvrage.  Ce 
système  peut  avoir  des  avantages,  surtout  pour  ceux  qui  l'em- 
ploient, mais  il  a  donné  lieu  souvent  à  bien  des  dépenses  exces- 
sives et  inutiles,  il  a  excité  les  plaintes  et  les  réclamations  du  pu- 
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bHC;  et  QQ  véritable  ingénieur  n'en  fera  jamais  la  règle  de  sa  con- 
duite  n  pourra  errer ;  mais,  en  général,  il  en  coûtera 

moins  pour  réparer  son  erreur  que  pour  procurer  à  tout  Tou- 
vrage  une  force  superflue.  » 

Le  mémoire  de  Na?ier  sur  les  ponts  suspendus  n'en  demeure 
pas  moins,  sauf  l'omission  signalée  portant  sur  un  point  dé- 
licat, mais  essentiel,  un  Traité  complet  et  classique  pour  son 
époque,  et  qui,  devançant  même  Tavenir  par  la  profondeur  des 
recherches,  sera  probablement  toujours  consulté. 

Pour  ne  parler  que  de  ce  qui  se  rattache  le  plus  à  notre  sujet, 
le  calcul  des  oscillations  imprimées  par  la  chute  d'un  corps  pe- 
sant, soit  à  une  tige  verticale  frappée  à  son  extrémité  inférieure, 
s<Ht  à  une  chaîne  dont  cette  secousse  déforme  la  courbé  et 
change  en  même  temps  la  longueur  par  une  extension  qui  se 
propage  d'un  bout  à  l'autre,  seront  toujours  cités  comme  des 
modèles  de  l'application  de  la  haute  analyse  à  une  branche  im- 
portante et  encore  peu  étudiée  de  la  résistance  des  constructions, 
considérées  presque  exclusivement  jusqu'à  nos  jours  dans  l'état 
statique. 

(Voyez  notre  Historique  ci -après,  n'LV.) 

* 

I82A.  Trcisième  partie  {Machines)  des  leçons  faites  à  l'École 
des  ponts  et  chaussées.  Âutographiée. 

1830.  Même  partie,  refondue  et  augmentée.  (Voy.  1838, 
son  impression  posthume  avec  la  deuxième  partie.) 

4825.  Note  sur  les  qtiestions  de  statique  dans  lesquelles  on 
considère  un  corps  supporté  par  un  nombre  de  points  d'appui 
dépoêsani  lnN>  (Société  philomatique  1825,  p.  35,  et  Bulletin 
Férussac,  t.  V,  n*  100).  —  Pour  la  première  fois  (voir  Yffis^ 
torique^  fin  du  n*  XI)  Navier  a  donné  la  vraie  solution  de  ces 
sortes  de  problèmes,  dont  l'indétermination  apparente,  qui  en 
disait  des  énigmes  sans  mot,  tient  aux  principes  de  la  statique 
des  corps  supposés  rigides,  et  cesse  en  remarquant  que,  dans 
la  réalité,  ces  corps,  et  même  leurs  appuis,  sont  élastiques. 

1825.  Sur  le  calcul  des  conditions  d'inégalité,  (Même  Bulletin, 
p.  66  et  81.)  Navier  développe  les  principes  de  ce  genre  de  cal- 
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cul,  dû  à  Fourîer,  et  dont  l'emploi,  par  son  illustre  inventeur, 
au  problème  dont  nous  venons  de  parler  (d'un  corps  porté  par 
plus  de  trois  appuis),  a  constitué  la  dernière  tentative  des  géo- 
mètres pour  en  donner  une  solution  sans  sortir  de  la  statique 
élémentaire  qui  raisonne  sur  des  abstractions.  Cette  solution 
fournit  le  plus  grand  poids  dont  on  puisse  charger  le  corps 
rigide,  en  un  point  donné,  sans  qu'aucun  des  appuis  supporte 
une  charge  plus  grande  que  celle  sous  laquelle  chacun  rom- 
prait, et  qui  est  supposée  connue.  Navier  montre  qu'elle  ne 
donne  qu't^n  maximum  qu'on  ne  doit,  point  dépasser. 

1825.  Flexion  des  terges  courbes.  (Idem,  p.  98  et  114;  et  Bul- 
letin Férussac,  t.  V  n*  24.)  Cet  article  en  deux  parties  «st  ex- 
trait du  Mémoire  sur  les  lames  élastiques,  présenté  le  29  no- 
vembre 1819. 

1825.  Solution  de  diverses  questions  relatives  au  mouvement 
de  vibration  des  corps  solides  (Société  philom.  1825,  p.  178). 
1*  Mouvement  de  deux  corps  unis  par  une  verge  élastique  sans 
masse.  2^  Choc,  contre  un  point  fixe,  d'une  verge  élastique 
qui  se  meut  longitudinalement,  et  dont  on  œnnaît  la  masse. 
é*  Vibrations  de  cette  verge  rectiligne  pour  un  état  initial  donné. 
4"*  Idem  si  la  longueur  de  la  verge  est  infinie.  Application  au 
cas  où  il  n'y  a  de  déplacement  initial  que  sur  une  étendue  très- 
petite. 

Les  trois  dernières  solutions,  où  l'inertie  de  la  verge  est  prise 
en  considération  ainsi  que  la  succession  de  l'entrée  en  mouve- 
ment de  ses  diverses  tranches,  sont  d'accord  avec  ce  qu'on 
trouve  à  la  2*  édition  de  la  Mécanique  de  Poisson  >  éditée 
seulement  en  1833  (^). 

1825.  Appareil  pour  essayer  la  force  des  chaînes  du  pont  des 


(^)  00  trouTe  au  Bulletin  de  la  Société  philomatique  de  4826,  page  480,  une 
Note  de  Caucby,  du  19  février  4827,  sur  le  choc  longitudinal  de  deux  barres  ôlat- 
liques,  ayant' des  longueurs  inégales,  et  où  ce  Géomètre  énonce,  sans  indiquer 
ion  mode  de  oaloal,  des  résultats  remarquables ,  qui  ont  été  cités  par  Gorfolis 
A.  son  «uvrage  Du  Calcul  des  effets  des  machines,  mais  qui  paraissent  iTOir 
besoin  d*élre  confirmés. 
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IiWÉlitks^CtfM^  p.  iB3,  â!VM  pl&lMAiè).  Cet  at)^dt!«il«t  m  im^ 
horizontal.  Pnof  é?iM  hnclikUiisoti  qu'il  prendtrÀit  pal*  ëttité  Ûé 
ralloDgemetit  du  ohainou  en  esébi,  et  lé  frottemeul  qui  ée^aii 
considérable  sur  un  axe  de  rotation  fixe^  Navier  donne  à  ce  le- 
vier de  deuxième  espèce  un  point  d^appui  mobile^  portant  de 
bits  en  haut^  par  l'intermédiaire  d'une  courte  tige  verticale,  sur 
un  second  levier,  qui  est  de  troisième  espèce,  et  qu^on  maintient 
à  peu  près  horizontal  au  moyen  d'une  charge  suffisante  placée 
à  l'extrémité  opposée. 

1826.  Résumé  des  leçons  données  à  F  École  royûh  dth  p&Ms 
et  chaussées  sur  l'application  de  la  mécanique  à  rétablissement 
des  constructions  et  des  machines.  pRrainkRE  partii,  sur  la  ré- 
sistance des  matériaux  et  sur  l'établissement  des  constructions 
en  terre,  en  maçonnerie  et  en  charpente. 

1833.  Deuxième  édition.  (Elle  ^  été  thiduite  ëti  italien 
par  M.  d'Andréa,  professeur  à  TËéule  militaire  de  ffàplè^,, 
avec  diverses  additions.) 

C'est  Touvrage  dont  nous  rééditons  la  première  section. 

Il  s'y  trouvait,  à  l'époque  où  il  a  paru  (18^  pour  la  distri- 
bution en  feuilles  aux  élèves,  et  1826  pour  la  misé  en  vente),  un 
ghiDd  nombre  d«  dioses  dues  à  Navier.  Nous  mentionnonsi  aux 
n«*  X|  XI|  XV  et  XVU  de  notre  Historique  cî-aprèSf  celte»  qui 
sont  relàiivei  eux  pièces  solides  et  à  leurs  assemblages. 

On  y  trouve  aussi,  avec  la  citation  de  toutes  les  expérienoea 
connues,  un  choix  judicieux  (article  VU,  intitulé  :  Des  plus 
grands  effortSy  etc.)  des  coefficients  titiihéHques  de  Cohésion 
pertnanente,  uUiquels  les  professeurs  et  lès  auteuris  de  traités 
n*6nt  presque  rien  changé  depuis.  —  D^lmpdrtantii  perfeaion- 
néolents  à  la  théorie  des  voûtes.— Là  détermination  dé  iii  stabi- 
lité des  murs  de  soutènement  et  des  pieds-droits  des  voûtes,  en 
Ayant  ég«rd  à  lu  possibilité,  non  encore  remarquée»  de  diajonc- 
iiôM  dans  ces  massif^  de  âia(^nn^e>  qu'on  regardait  aiipara*' 
vAnt  eomaie  des  corps  d'une  seule  pièce.  «^  La  prise  en  cmit!' 
démtionde  la  possibilité  de  leur  écrasement,  quand  la  résultante 
des  efforts,  Mnà  tendre  au  renversement  ^  passe  trop  près  de 
l'axe  de  rotation.  -^  Celle  de  l'inégale  répstftitiôn  de*  efl&rtèstir 


IXXÎj  NOTICE  SUB  LES  OUTRAGES 

la  surface  des  joiats. — Quelques  considérations  dignes  d'atten- 
tien,  mais  sujettes  à  discussion,  sur  la  résistance  des  vases. 
Aussi  ces  Leçons  constituaient  un  progrès  considérable. 

18^6.  De  Pétablissement  d'un  chemin  de  fer  de  Paris  au 
Havre  (lu  àl'Acad.  5mai^  br.  in-S*"  de  56  pages).  —  Navier  pro- 
posait remploi  de  chevaux  pour  la  traction  dans  les  diverses  par- 
ties tracées  sur  les  plateaux  en  pente  de  moins  de  0,005.  et  réu- 
nis par  des  plans  inclinés;  et  il  prouvait  que  le  commerce 
préférerait  ce  chemin  de  fer  à  la  rivière»  et  même  au  grand  canal 
maritime  alors  à  Tétude. 

18i6.  Recherches  expérimentales  sur  la  résistance  que  diverses 
substances  opposent  à  la  rupture  déterminée  par  un  effort  de  trac- 
^ton.  (Lu  le  21  août  4896.  Ann.  de  ch.  et  de  ph.,t.  XXXIU,  p.i40. 
Société  philom.^  4826^  p.  151.)  Ces  expériences  avaient  pour 
objet  principal  de  calculer  la  résistance  des  tuyaux  et  des  vases 
oii  se  trouve  un  fluide  soumis  à  de  fortes -pressions.  Les  matières 
essayées  étaient  la  tôle  de  fer»  le  cuivre  et  le  plomb  laminés»  les 
tubes  et  les  tiges  de  verre.  Navier  a  rompu  comparativement  une 
sphère  en  tôle»  et  s*est  assuré  que  l'existence  simultanée  de  ten- 
sions en  divers  sens  n'affaiblissait  pas  la  matière. 

1827.  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  élastique  qui' s'écoule 
hors  d'un  réservoir  ou  d'un  gazomètre.  (Ânn.  de  ch.  et  de  ph.» 
février  et  avril  1827»  t.  34»  p.  400.  Journal  du  génie  civil,  1827. 
Bulletin  Férussac  t.  VIU»  n«  151.) 

1829.  Mémoire  sur  l'écoulement  des  fluides  élastiques  dans 
les  vases  et  dans  les  tut/aux  de  conduite;  lu  à  T Académie 
le  1**  juin*  (Mémoires  de  llnstitut»  t.  IX»  1830.  Journal  du 
génie  civil»  1829.  Extrait  au .  Bulletin  Férussac»  t.  XIII, 
n*  47.) 

Daniel  Bernoulli  avait  calculé  cet  écoulement  en  supposant 
que  Tair  traverse  rorilice  avec  la  densité  qu'il  possède  dans 
l'espace  d'amont,  c'est-à-dire  dans  Je  vase  d'ob  il  sort,  quoique 
avec  la  pression  de  l'espace  d'aval  où  il  se  rend.  Navier»  en  sup- 
posant comme  Bernoulli  le  mouvement  par  tranches  parallèles, 
tient  compte  de  la  détente,  ou  d'une  diminution  progressive  de 
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la  pression^  et  suppose  une  diminution  proportionnelle  de  la 
densité  de  l'amont  à  l'aval.  Il  obtient  ainsi^  pour  la  quantité 
écoulée  par  seconde,  une  formule  contenant  sous  un  radical  le 
logarithme  népérien  du  rapport  des  pressions  d'amont  et  d*aval^ 
et  qui  ne  se  réduit  à  celle  de  Bernoulli  que  lorsque,  ces  deux  pres- 
sions étant  très- peu  différentes^  on  peut  remplacer  lelogarithme 
par  le  premier  terme  de  son  développement  (^).  Navier  ajoute^ 
à  réqaation,  un  terme  pour  tenir  compte  de  ce  que  Toritice 
peut  n'être  pas  très-petit  par  rapport  à  la  section  du  vase 
d'amont,  et  d'autres  termes  pour  tenir  compte  des  pertes  de 
force  vive  aux  augmentations  brusques  de  la  section,  etc.;  et, 
quand  le  fluide  traverse  un  tuyau  avant  d'arriver  en  aval,  il 
ajoute  un  travail  retardateur  dû  à  un  frottement  proportionnel 
au  carré  de  la  vitesse.  Gomme  celle-ci  est  croissante,  on  peut 
supposer  approximativement  que  son  carré  varie  uniformément 
d'un  bout  à  l'autre  (ce  qui  est  plus  simple  que  de  supposer 
avec  l'auteur  que  c'est  le  carré  de  la  pression  qui  varie  ainsi)  ('). 

liais  en  attribuant,  comme  fait  Navier,  la  densité  d'aval  à  la 
veine  qui  traversé  l'orifice  séparant  les  deux  espaces,  la  for- 
mule  donne,  passé  un  certain  rapport  entre  les  deux  pressions, 
un  écoulement  d^ autant  moindre  que  la  pression  d*aval  est  plus 
petite,  celle  d'amont  restant  la  même,  et,  finalement,  un  écoule- 
ment  nul  dans  le  mde,  ce  qui  ne  saurait  être. 

Le  paradoxe  disparaît  en  attribuant  à  la  veine  d'écoulement 
une  densité  intermédiaire  entre  celles  d'ëmont  et  d'aval.  Et, 
faute  d'en  connaître  la  grandeur,  on  peut,  comme  diverses  ex- 
périences le  prouvent,  se  servir  empiriquement,  au  moins 
quand  il  n'y  a  pas  une  différence  considérable  entre  les  deux 


(*}  On  peal  tenir  compte  de  rabftiHemeBt  de  température  qoi  aocompagne  la 
dilatation  eo  Caliant  la  presaion  proportioDoelle  à  une  puissance  de  la  densité  un 
peu  an  deaaua  do  4,  comaM  on  a  fait  au  n*  4  d'un  Mémoire  mr  VécouUnuni  de 
f9ir  présenié  le  9S  féfrier  4S39  et  inséré  an  f7*  cahier  du  Journal  de  l'École 
polytechnique  (et  par  eitralt  aux  Comptes  rendus,  t.  VUI,  p.  296)  ;  et,  aussi,  i 
me  Kote  lue  à  la  Soc.  philom.  le  30  août  4S45  (n*  611  du  Journal  VïntOtui), 
C^est  ce  qu'a  fait  aussi,  rècemiMni,  M.  Beau  de  Rochas  dans  une  note  du  30  no- 
vembre 4863  (comptes  rendus,  t.  LVII,  p.  940)  oik  11  calcule  les  effeU  des  liJuUgefl 
divergents  en  y  supposant poaatbie  une  détente  tranquille  sans  tourbUlonnemenis. 

(>)  «otocHée  du  30  aoAl  4846  (Soc.  pbil.,  etn*  644  de  I7jis/tfii0. 
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pressions^  d'une  formule  b&âée  sut  Ift  suppoAitiou  qoto  la  den- 
sité est  celle  d'amont  et  la  pression  celle  d'aval  comme  pour  un 
liquide  ou  comme  dans  la  formule  de  Bemoulli,  en  corrigeant 
les  résultats  par  un  coefficient  un  peu  variable. 

1828;  Rapport  (du  S9  septembre)  mir  un  mémoire  de 
MM.  Lamé  et  Clap^yron  eonoemant  réquillbre  Intérieur  des 
solides  homogènes.  (Journal  de  mathématiques  d^  Grelle^  U  VII, 
p.  145.  Voit  l'Historique^  or  XXK.) 

1829.  Rapport  verbal  d  r Académie  sur  Ih  étudeê  relatives  d 
Vart  des  constructions  de  M.  Tinspecteur  général  Bruyère. 
(Journal  du  génie  civil,  t.  III,  p»  60S.) 

Ce  rapport,  élégamment  écrit,  et  où  Navier  faisait  ressortir 
réminent  mérite  des  œuvres  de  l'ingénieur  pour  lequel  il  avait 
le  plus  d'admiration,  contient  ce  passage  dont  peuvent  profiter 
tous  ceux  qui  s'occupent  de  constructions  i 

«  Combiner  la  disposition  d'un  éditice,  ne  fut»ce  que  la  mai- 
son d'un  simple  particulier  est  une  occupation  intéressante. 
Les  recherches  qu'elle  exige  ne  comportant  point  les  déduo-* 
tions  rigoureuses  qui  appartiennent  peut^^étre  exclusivement 
aux  sciences  mathématiques  et  dans  lesquelles  il  s'agit  toujours 
do  parvenir  à  une  vérité  unique  et  subsistante  quoique  inconnue* 
La  multiplicité  des  solution^^,  les  nombreux  essais  auxquels  il  faut 
se  livrer  pour  remplir  de  mieux  en  mieux  des  conditions  recon- 
nues et  fixées  d'avance  forment  une  sorte  de  jeu  piquant  qui 
éveille  et  soutient  Tattention.  Varchitecte  procède  toujours  par 
une  méthode  d  laquelle  on  est  également  obligé  de  recourir 
quelquefois  dans  les  sciences  exactes ,  la  méthode  de  fausse 
posmoR  (*).  11  essaie  successivement  diverses  combinaisons  et 
ne  se  lasse  point  jusqu'à  ce  qu'il  arrive  au  terme  où  l'esprit 
et  le  goût  sont  satisfaits,  et  ils  le  seront  presque  toujours 
en  même  temps  s41  est  vrai  que  la  beauté  dans  son  art  con- 
siste surtout  dans  l'exact  accomplissement  des  convenances  de 
toute  espèce.  • 


(^}  Voyei  ci-aprèi  %  Si  de  U  DOiedu  o*  4SS^  y.  84S-St9. 
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18^.  Rapport  sur  un  nouveau  syititne  de  barrage,  présenté  par 
M.  Sartoris  pour  faciliter*  la  navigation  des  rivières.  (Jouma 
du  génie  civile  t.  II;  p.  147.)  Ce  système  consiste  en  un  bateau 
servant  de  vanne  et  s'appuyant  au  moyen  de  roulettes  contre 
les  bajoyers.  Plus  Teau  s'élève  en  amont  plus  le  bateau  est 
soulevé  et  l'orifice  est  agrandi. 

Ce  rapport  est  très-lumineux  comme  tous  ceux  de  Navier^  et 
les  conclusions  en  sont  sages. 

1829.  Rapport  sur  la  pompe  à  comprimer  Pair^  de  M.  Thilo- 
rier^  fait  à  l'Académie  au  nom  d'une  commission  chargée  de 
décerner  le  prix  Monthyon.  (Journal  du  génie  civil,  t.  lY, 
p.  424.)  —  L'air,  à  mesure  qu'il  se  comprime^  passe  succes- 
sivement sous  trois  pistons  dont  les  diamètres  décroissent  pro- 
gressivement, ce  qui  diminue  lés  mouvements  inutiles  ou  sans 
travail  opéré.  Lorsque  des  travaux  sont  opérés  par  Tbomme  ou 
les  animaux,  c'est  (dit  judicieusement  le  rapport)  à  proprement 
parler  leur  temps  et  surtout  leur  fatigue  qu'il  faut  payer,  et  il 
est  aujourd'hui  bien  démontré,  contrairement  à  une  hypothèse 
ingénieuse  de  D.  BernouUi,  que  la  production  d'une  même 
quantité  d'action  peut  causer  des  degrés  de  fatigue  très-diffé- 
rents :  on  le  concevra  sur  le  champ  en  se  représentant  un 
homme  qui  emploierait  sa  journée  à  agiter  ses  bras,  etc. 

On  sait  que  des  réflexions  semblables  ont  conduit,  quelques 
années  après,  H.  l'inspecteur  général  Favier  à  une  méthode  à 
peu  près  rationnelle  d'opérer  le  tracé  des  routes. 

4829.  Rapport  verbal  fait  le  2  février,  à  l'Académie,  sur 
rouurage  de  MM.  Tourasse  et  Mellet,  intitulé  :  a  Essai  sur  les 
bateaux  à  vapeur,...  sur  les  bateaux  aquamoteurs,  etc.  s  (Jour* 
nal  du  génie  civil,  t.  II,  p.  571.) 

i829.  Rapport  sur  Pouvrage  Du  Calcol  dx  l'bffbt  »bs  hachiiiis 
deConoiis.  (Journal  du  génie  civil,  t.  IV,  p.  564;  et,  aussi,  en 
télé  de  l'ouvrage  lui-même.)  Toujours  prêt  à  laisser  aux  autres 
une  large  part  de  mérite,  Navicr  reconnaît  que  Coriolis  avait 
rédigé  déjà  en  grande  partie  son  ouvrage  dix  ans  avant  sa  pu- 
blication,  c'est-à-dire  dans  le  temps  où  il  écrivait  luinnAne  les 
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Notes  sur  Belidor  qui  ont  appris  à  faire  usage  de  la  même  ma* 
nièrc  du  principe  des  forces  vives  et.du  travail. 

1829.  Note  relative  à  V emploi  du  fer  dans  les  constructions 
en  maçonnerie.  (Journal  du  Génie  civil,  t.  III.)  Navier  prouve 
clairement  que  les  dilatations  de  ce  métal  par  la  chaleur  sont 
sans  danger,  vu  la  faculté  qu'il  possède  de  s'étendre  et  de  se  con- 
tracter par  la  traction  et  la  pression. 

18^.  Considérations  sur  les  travaux  des  routes  en  Angleterre 
et  les  procédés  de  Mac- Adam,  (Ann.  des  Ponts  et  Chaussées^ 
1831;  2*  semestre,  p.  132;  Journal  du  Génie  civil,  1829,  t.  U, 
p.  1.)  Cet  écrit  avait  été  présenté  à  M.  le  Directeur  général  des 
Ponts  et  Chaussées  en  1822.  Navier,  après  avoir  montré  la  su- 
périorité de  nos  routes  au  point  de  vue  de  l'intelligence  et  de 
l'exactitude  du  tracé  et  de  la  régularité  de  la  construction,  fait 
ressortir  celle  des  routes  anglaises  sous  le  rapport  de  l'entretien, 
et  l'efficacité  des  procédés  auxquels  Mac- Adam  a  attaché  sonnoni^ 
et  dont  aucune  publication  française  n'avait  encore  parlé  alors. 

Dans  sa  conclusion  il  proposé,  pour  les  routes  de  France,  les 
mesures  qui  ont  été  adoptées  généralement  quinze  ans  plus  tard. 

1829.  De  V exécution  des  travaux  publics  et  particulièrement 
des  concessions.  (Journal  du  Génie  civil,  t.  VllI.  1830,  p.  327; 
Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1832,  i"  semestre,  p.  \ .] 

Dans  cet  écrit  remarquable,  Navier,  loin  de  se  laisser  entraî- 
ner par  l'opinion  alors  régnante,  ne  craint  pas  d'exprimer  que 
les  péages  (hors  ceux  d'entretien)  sont  bien  plus  injustes  que 
ne  pouvait  l'être  l'ancienne  corvée;  qu'ils  entravent  le  dévelop- 
pement de  la  richesse  publique,  en  restreignant  singulièrement 
Y  étendue  du  marché^  c'est-à-dire  l'espace  dans  lequel  chaque 
producteur  peut  acheter  les  matières  brutes  et  vendre  les  pro- 
duits fabriqués,  et  qu'ils  rendent  ainsi  les  canaux  à  peu  près  inu* 
tilesy  en  faisant  préférer  souvent  le  roulage,  en  sorte  que  leur 
construction  a  été  une  sorte  decercievicieux.il  se  résume  ainsi  : 
r  Futilité  consiste  surtout  à  diminuer  la  partie  des  frais  de  trans- 
port à  la  charge  du  commerce.  2«  11  serait  à  désirerquela  dépense 
fut  imputée  sur  les  impôts  publics.  3''  Les  concessions  ne  doi- 
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vent  cependant  pas  être  exclues  ;  mais,  en  les  accoinlant,  le  gou- 
vernement doit  vérifier'J'utilité,  le  taux  des  péages;  on  ne  peut 
y  satisfaire  que  par  des  projets  détaillés  et  une  discussion  ap- 
profondie; on  n'y  satisfait  nullement  en  mettant  les  entreprises 
au  rabais  par  une  adjudication  publique.  . 

Navier  était  trop  en  avance  sur  les  autres  pour  avoir  la  satis- 
faction de  voir  ses  vues  adoptées  de  son  vivant. 

4830.  Comidéraiions  sur  les  principes  de  la  police  du  rou" 
loge  (br.  in-8«,  et  Journal  du  Génie  civil,  t.  IX.  )  Rédigé  rapide- 
ment à  la  demande  de  M.  J.  Baude,  commissaire  du  gouverne- 
ment provisoire  près  l'Administration. — Il  conclut  que  le  tirage, 
ainsi  que  la  dégradation  de  routes^  augmente  dans  un  bien  plus 
grand  rapport  que  la  charge. 

1835.  Considérations  suriAem  et  sur  les  travaux  d'entre» 
tien  des  routes;  suivies  d'un  Appendice  contenant  un  extrait 
d'enquêtes  anglaises. 

Cet  écrit  reproduit,  avec  des  développements,  un  Rapport  fait 
en  1832  par  Navier,  au  nom  d'une  commission  nommée  le 
31  juillet.  De  nouveaux  éléments  acquis  depuis,  et  fondés  sur 
des  expériences  importantes,  ont  porté,  en  1841,  une  nouvelle 
commission  à  proposer  des.  mesures  moins  restrictives;  et  le 
perfectionnement  du  mode  d'entretien  des  routes  a  permis 
d'aller  encore  plus  loin. 

• 

1830.  Rapport  sur  la  Caisse  d'épargne  et  de  prévoyance 
fondée  par  ordonnance  royale  du  35  juillet  1818;  lu  à  la 
séance  publique  annuelle  des  quatre  Académies,  le  24  avril  1830. 
(Journal  du  Génie  civil,  t.  VIII,  p.  257.)  —  Ce  rapport,  très- 
remarquable  pour  le  style  comme  pour  le  fond,  donne  l'histo- 
rique de  cette  institution  en  France,  et  aussi  en  Angleterre,  où 
elle  a  contribué  avec  les  associations  de  secours  mutuels  (con- 
naeschez  nous  depuis  longtemps]  également  à  arrêter  l'effrayant 
progrès  annuel  de  la  taxe  des  pauvres,  dans  laquelle  s'est 
transformée  par  la  force  des  choses  la  loi  de  travail  d'Elisabeth, 
et  qui,  chez  nos  voisins,  a  détruit  entièrement,  par  une  contri- 
bution forcée,  le  sentiment  de  la  pitié  chez  les  uns,  celui  de  la 
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gratitude  chez  les  autres,  et  rompt  ainsi  les  seuls  liens  qui 
puissent  unir  les  classes  extrêmes  de  la  société,  »  Après  une 
foule  de  considérations  aussi  sages  qu'élevées^  on  s'étonne  de 
trouver,  vers  la  fin,  quelques  phrases  concédées  à  Tesprit  de 
l'époque,  et  hors  du  sujet  à  traiter. 

4831  «  Note  sur  la  flexion  d'une  pièce  enurbe  dont  la  figure 
naturelle  est  circulaire.  (Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1831, 
l'' semestre,  p.  428.)  Cette  solution,  donnant  d'une  manière 
exacte  des  résultats  un  peu  difiërents  de  ceuv  qui  avaient  été 
obtenus  en  supposant  la  figure  parabolique,  est  reproduite  à 
la  r  édition  (1833)  des  Leçons,  iT  i68  à|482. 

1831.  Analyse  des  Mémoires  de  M.  Girard  sur  le  canal  de 
VOurcqy  la  distribution  de  ses  eaux,  et  Tassainissement  de  Paris. 
(Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1831,  ^  semestre,  p.  67.) 

1831.  Note  relative  au  projet  dun  mur  de  revêtement  de 
Pawmt^pari  de  Dieppe.  (Idem^  3*  semestre  p.  349.) 

1831  •  Note  sur  le  calcul  d'une  machine  à  vapeur.  (Idem  p.  420.) 

1832.  Rapport  fiiit  à  l'Académie  sur  un  mémoire  de  M,  Rau- 
court  (de  Charleville)  relatif  à  la  mesure  de  la  vitesse  des  eaux 
delà  Neva.  (Annales  des  Ponts  el  Cbausséer,  1832, 2*  semestre, 
p.  4  ;  etJonmal  du  Génie  civil,  t.  X,  p.  284.) 

Dans  ce  rapport  appfobatif,  Navier  fait  ressortir  l'utilité  de  la 
mesure  des  vitesses  en  dilE$rents  points  des  sections  d'eau.  Il 
montre  que  le  résultat  des  mesurages  faits  dans  la  Neva,  soit 
quand  sa  surface  est  couverte^ d'une  couche  de  glace,  soit  quand 
die  est  découverte  et  soumise  à  Faction  du  vent,  soufDant  tantôt 
dans  la  direction  du  courant,  tantôt  dans  une  direction  contraire, 
sont  d'accord  avec  la  théorie,  et  mettent  en  évidence  Pexistence 
d'une  sorte  de  frottement  des 'filets  fluides  les  uns  sur  les  autres, 
et,  aussi,  de  la  part  de  Taîr,  d'un  frottement  considérable,  tantôt 
retardateur,  tantôt  accélérateur  du  courant;  et  il  conclut  qu'on 
ne  peut  se  dispenser  de  tenir  compte  de  la  direction  et  de  la 
vitesse  du  vent  dans  un  calcul  de  débit  d'un  canal  à  eau  cou- 
rante. 

1832.  Rapport  sur  un  mémoire  concernant  de  nouvelles  expe- 
rtisées iur  le  frottement  f  présenté  à  l'Académie  le  12  dé- 
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oeaibre483t  par  M«  Morin.  (  Apnales  de3  Poots  et  Chaussées, 
1834, 4«  semestre»  p.  77,) 

4833«'  Rapport  sur  de  nouvelles  expériences.  Çldem^  1833, 
1**  seiqestre,  p.  234.) 

I83Î.  Bapport  sur  un  mémoire  de  M.  Chabrier^  concernant 
les  moyens  de  voyager  dans  Pair  et  de  s'y  diriger ,  et  contenant 
une  nouvelle  théorie  des  mouvements  progressifs. (Mémoires  de 
rinstitut,  t.  XI,  {NirUe  historique,  p.  Ixj.) 

Ce  Rapport,  très^létaillé,  suivi  d\ine  note  et  de  oalcols,  oon- 
llentune  théorie  du  vcl  des  oiseaux  ('}  et  de  la  natation  des 
poisaons,  et  des  considérations  sur  les  moyens  de  diriger  les 
aéroatcls.  Navier  détermine  quel  multiple  la  vitesse  de  progfsa- 
aioB  doit  être  de  la  vitesse  de  l'abaissement  de  Faile,  et  il  trouve 
trois  fois  dans  un  cas  particulier.  La  fiitigue  de  Poisean  pour  se 
soutenir  est  faible  en  comparaison  de  sa  fatigue  pour  avancer, 
n  dépense  par  seconde^  lorsqu'il  plane,  la  qugmtité  dl" action  (ou 
de  travail)  nécessaire  pour  élever  son  poids  à  8  mètres  de  hau- 
teur. L'homme,  d'après  son  travail  continu  habituel,  s'élô* 
vendt  de  0*,066,  ou  quatre-vingt  douze  fois  nurina  qoil  ne 
faudrait. 

Dea  hommes  dana  un  ballon  muni  de  roues  à  ailes  obliques 
ne  pourraient  lutter  que  contre  un  vent  de  2",33*  par  seconde 
pour  tenir  le  ballon  immobile.  On  ne  pourrait  remplacer 
l'homme  par  la  vapeur,  car  l'homme  est  encore  aujourd'hui 
l'agent  mécanique  qui,  à  poids  égal,  est  capable  de  produire  le 
plus  grand  travail  continu.  La  création  d'un  art  de  la  navigation 
aérienne  est  donc  subordonné  à  la  découverte  d'un  nouveau 
moteur. 

1833.  Notice  nécrologique  sur  M.  Bruyère,  inspecteur  gêné' 
rai  des  ponts  et  chaussées. 

(Annales  deapontset  chaussées»  1833, 2*  semestre^  p.  382). 


t.  m. 
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1834.  Sur  le  mouvement  uniforme  des  wagons  dans  les  par- 
ties des  chemins  de  fer  qui  sont  tracées  en  ligne  coiUrbe* 
(Ann.  des  ponts  et  chaussées,  1834,  2*  semestre,  p.  357-370.) 

Navier  calcule  le  frottement  dans  plusieurs  suppositions. 

4835.  Noie  sur  la  comparaison  des  avantages  respectifs  de 
deux  lignes  de  chemin  de  fer,  et  sur  l'emploi  des  machines  loco^ 
motives. 

(Ânn.  des  ponts  et  ch.  4835^  4^  semestre,  p.  429-479.) 

Addition  (idem,  p.  384-385.) 

Navier  donne  P(0,005  A  =h  H  4*  (^  A)  pour  l'expression  du 
travail  moteur  capable  de  faire  parcourir  la  distance  A  et  de 
faire  monter  ou  descendre  la  hauteur  H  à  un  convoi  d'un  poids 
P,  le  dernier  terme  entre  parenthèses  étant  relatif  aux  montées 
non  utilisées  pour  la  descente.  Puis  il  examine  le  mouvement 
uniforme  du  convoi  sur  les  diverses  pentes,  le  mouvement  va- 
rié lors  du  passage  de  Fune  à  l'autre,  et,  en  se  servant  des 
seules  données  alors  «possédées  sur  Teffet  des  locomotives,  et 
qui  étaient  tirées  de  Touvrage  de  Wood  et  Tredgold,  il  ramène 
l'appréciation  comparative  du  prix  de  transport  des  4000  kilo- 
grammes à  la  fixation  d'un  très-petit  nombre  d'éléments. 

4836.  Nouvelles  considérations  sur  l'emploi  des  machines  lo- 
comotives dans  les  chemins  de  fer  et  sur  l'influence  des  pentes 
diversement  inclinées,  relativement  à  la  dépense  du  transport. 
(Ann.  des  p.  etch.,  4836,  4**  semestre,  p.  4  à  43.) 

Aucun  savant  n'a  eu,  plus  que  Navier,  le  bon  esprit  de  recti- 
fier ses  calculs  quand  on  y  a  signalé  quelque  erreur,  ou  quand 
de  nouveaux  documents  lui  ont  appris  qu'il  les  avait  basés  sur 
des  documents  incomplets. 

Aussi,  à  l'apparition  du  Traité  théorique  et  pratique  des  ma- 
chines locomotives,  où  M.  de  Pambour  montrait  que  la  pression 
dans  leurs  cylindres  est  très-sensiblement  au-dessous  de  la  pres- 
sion dans  leurs  chaudières,  et  indiquait  de  nouveaux  procédés 
de  calcul,  Navier  s'empressa  de  refaire  les  siens,  de  tenir  compte 
de  l'excès  de  pression  nécessaire  aussi  pour  faire  écouler  la  va- 
peur par  la  cheminée,  et,  encore,  d'un  élément  qu'il  reconnaît 
avoir  omis  dans  son  Mémoire  de  4835,  savoir  la  résistance  de 
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Peir  qui  s'exerce  avec  d'autant  plus  d'intensité  sur  le  convoi 
que  la  vitesse  de  celui-ci  est  plus  considérable. 

Ce  Mémoire  a  obtenu  en  1837,  après  la  mort  de  Navier,  la 
jNremière  grande  médaille  d'or  donnée  par  les  suffrages  des 
ingénieurs  au  meilleur  article  envoyé  aux  Annales  (en  4835). 

1835.  Statistique  appliquée  à  la  médecine.  Remarques  à  l'oo^ 
casion  du  Rapport  faite  F  Académie,  le  5  octobre  1835;  sur  les 
recherches  statistiques  du  docteur  Civiale.  (Comptes  rendus  des 
séances,  t.  I«%p.  247.) 

c  Le  calcul,  »  dit  Mavier,  «  est  employé  seulement  à*  détermi- 
ner la  probabilité  des  conséquences  auxquelles  les  observations 
ont  immédiatement  conduit,  et  à  donner  de  cette  probabilité 
une  évaluation  plus  précise  que  le  raisonnement  seul  n'aurait 
pu  faire.  L'étendue  et  la  diflSculté  de  cette  tâche  ne  doit  point 
effrayer  si  la  vérité  en  est  le  jmx » 

4836.  Rapport  sur  une  machine  à  élever  l'eau,  de  M.  ia-* 
pelli.  (Comptes  rjendus  de  TAcadémie,  41  janvier  4836,  t.  II, 
p.  37,  et  Annales  des  ponls  et  chaussées,  4836,  2^  semestre, 
p.  442.) 

4838.  Résumé  (posthume)  des  Leçons  données  à  TÉcole  des 
ponts  et  chaussées. 

Deuxième  partie^  contenant  les  Leçons  sur  le  mouvement  et 
la  résistance  des  fluides,  et  sur  la  conduite  et  la  distribution  des 
eaux. 

Troisième  partie,  contenant  les  Leçons  sur  rétablissement  des 
machines. 

C'est  la  reproduction  de  feuilles  lithographiées  vers  4830, 
que  Navier  n'a  point  revues,  et  dont  il  aurait  sans  doute,  k  l'im- 
pression, changé  plusieurs  parties. 

Ainsi,  au  n*  62,  pour  ^écoulement  par  un  déversoir^  en  expri- 
mant, conformément  à  la  manière  dont  il  envisageait  le  principe 
de  la  moindre  action  (invoqué  par  lui  à  l'édition  autographiée  en 
4822),  que  la  dépression  de  l'eau  au-dessus  de  la  crête  doit  être 
telle  que  la  force  vive  de  la  quantité  qui  y  passe  dans  l'unité  de 
temps  soit  la  plus  grande  possible,  Navier  prend  pour  cette  force 
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vive  ^llê  qtri  eH  dW6  à  ta  tiMse  mo^ta  dn  fttHt^  évaittée  Au 
n*35  en  regardant  leurs  vitesses  iDdividuélles  comme  dues  aiil 
hauteurs  du  tiiveau  du  réservoii*  Au-dessus  de  chacun.  Eh  éga- 
laht  la  diffiBrentielle  à  zéro^  il  trouve  que  cette  dépression  doit 

être  l®s(V/Tr"~M   =  0,2753  de  la  hauteur  du  même  ni- 

veau  au-dessus  de  la  crête  du  déversoir. 

Mais  Coriolis,  M.  Bélanger ,  et  récemment  M.  Brashmanii 
(Comptes  rendue  16  décembre  l86l,p.  1 H 3),  ont  remarqué  quHl 
aurait  fallu  plutôt,  à  ce  point  de  vue,  prendre  la  somme  des 
forces  vives  des  divers  filets.  Or  on  trouve  qii'elle  est  à  son 
maximum  quand  la  dépression  est  nultt,  ce  qu'il  était  facile  de 
prévoir.  La  manière  de  déterminer  théoriquement  cette  dépres- 
sion et  la  dépense  par  un  déversoir  est  donc  encofê  à  trouver; 
le  frottement  des  filets  j  a  peut-être  une  grande  part,  et  il  ne 
paraît  pas  que  l'emploi  du  principe  de  la  moindre  action  y  soit 
propre. 

On  peut  faire  sur  les  n*"  52,  IS7, 121,  d'autres  remarques. 

L'évaluation,  au  n»  ll9,  de  i'eBet  des  coudes  plus  ou  moins 
aiTondis  des  tuyaux,  peut  être  remplacée  avantageusement  par 
une  autre  plus  rapprochée  de  celle  de  du  Buat.  (Voy.  Comptes 
tendus,  6  janvier  1862,  t.  LIV,  p.  38.) 

Le  raisonnement  du  n""  163,  relatif  à  l'impulsion  des  fluides 
sur  les  corps  plongés,  est  inexact,  vu  que  les  filets»  en  se 
recourbant  à  la  partie  postérieure,  exerceraient  une  action 
détruisant  celle  des  filets  antérieurs,  si  l'on  ne  tenait  pas 
compte  des  firpttements  et  tournoiements,  qui  jouent  ici  le  rôle 
capital. 

Cette  deuxième  partie  n'en  renferme  pas  moins  Un  grand 
nombre  de  choses  utiles  et  dors  neuves,  entre  autres  l'évaluation 
des  pertes  de  force  vive  à  la  manière  de  Borda,  substituée  avec 
raison  à  celle  de  Bernoulli  et  de  Bossut,  etc. 

La  troisième  partie,  concernant  l'établissement  des  machines, 
est  conforme  en  partie  à  ce  qui  se  trouve  sur  le  même  sujet 
dans  les  Notet  surBelidor  (ci-dessus,  1819),  mais  augmentée  de 
nombreux  calculs,  s'étendant  à  peu  près  à  toutes  les  machines 
connues^  celles  surtout  qui  servent  à  élever  l'eau,  entre  les* 
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quelles  on  peut  distinguer  la  pompe  spirale,  utile  appareil  qu'il 
a  tiré  d'un  injuste  oubli. 

18^0.  Résumé  (posthume)  des  Lepons  d'analyse   données  à 
r École  polytechnique f  suivi  de  notes  par  M.  Liouville. 

Ces  Leçons,  à  la  préparation  desquelles  Navier  consacra  de 
longues  veilles,  furent  singulièrement  goûtées  des  élèves,  à  cause 
de  leur  lucidité^  de  leur  élégante  simplicité,  et  de  l'esprit  pra- 
tique dont  elles  sont  empreintes.  Aussi  ont-elles  été  rééditées 
en  4861,  malgré  la  publication  d^ouvrages  analogues  d^un  haut 
mérite,  de  MM^  Duhamel  et  Sturm. 

Pour  lui,  par  exemple,  comme  pour  Newton,  le  coeflScieni 
différentiel  est  le  degré  de  rapidité  avec  lequel  la  fonction  varie 
quand  sa  variable  vient  à  varier,  ou  laLperUCj  en  chaque  point,  de 
la  courbe  qu'elle  représente,  etc.  Il  rend  visibles  les  résultats  de 
l'analyse  au  moyen  de  considérations  géométriques.  Il  a,  le 
premier,  introduit  résolument  dans  les  éléments  les  procédés  in- 
dispensables d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles, 
avec  des  côhditions  aux  limites,  par  séries  trigonométriques^ 
quoique  cela  ne  figuirftt  pas  sur  le  programme,  en  cela  iticolti- 
plet« 

18-41.  A^^time  (posthume)  des  Leçons  de  mécanique  données 
à  l'École  polytechnique. 

Cet  ouvrage,  comme  le  précédent,  est  la  reproduction  de 
feuilles  lilhographiées  qu'il  n'a  pu  revoir.  Bien  que  cette  science 
y  soit  encore  traitée,  en  bieii  des  parties,  à  un  point  de  vue  dont 
ses  travaux  ont,  plus  que  tous  autres,  contribué  à  amener  la  ré- 
forme (comme  nous  avons  dit  à  propos  des  notes  sur  l'archi- 
tecture hydraulique  de  Belidor),  il  se  Irouve  dans  ce  livre,  ré- 
digé avec  simplicité  et  clarté,  beaucoup  de  choses  utiles  à 
consulter  et  à  prendre. 
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Oa  doit  à  Galilé6  les  premières  tentatives  qui  aient  été  faites 
pour  soumettre  au  calcul  la  résistance  des  corps  aux  efforts 
qui  tendent  à  les  rompre.  Jacques  BemouUi^  Leibnitz^  Euler, 
la  Grange,  ont  traité  diverses  questions  de  ce  genre.  On  a  fait 
sur  la  force  des  matériaux  un  grand  nombre  d'expériences^ 
parmi  lesquelles  on  doit  distinguer  celles  de  Buffon.  Coulomb  a 
donné  les  principes  de  l'équilibre  des  voûtes  et  des  murs  ex- 
posés à  la  poussée  des  terres. 

Ces  recberches  ont  été  jusqu'à  présent  plus  utiles  aux  pro- 
grès des  mathématiques  qu'au  perfectionnement  de  Part  des 
constructions.  La  plupart  des  constructeurs  déterminent  les 
dimensions  des  parties  des  édifices  ou  des  machines  d'après 
les  usages  établis  et  Texcmple  des  ouvrages  existants;  ils  se 
rendent  compte  rarement  des  efforts  que  ces  parties  suppor- 
tent et  des  résistances  qu'elles  opposent.  Cela  présente  peu 
d'inconvénients  lorsque  les  ouvrages  que  Ton  exécute  ressem- 
blent à  ceux  que  l'on  a  faits  de  tout  temps,  et  ne  s'écartent  pas, 
dans  les  dimensions  et  dans  les  poids,  des  limites  accoutu- 
mées. Mais  on  ne  peut  plus  en  user  de  la  même  manière 
lorsque  les  circonstances  obligent  à  sortir  de  ces  limites,  ou 

lorsqu'il  s'agit  d'édifices  d'un  genre  nouveau,  et  sur  lesquels 
l'expérience  n'a  rien  appris. 

L'objet  de  ces  Résumés  est  d'exposer  les  conditions  de  l'éta- 
blissement des  constructions  que  les  ingénieurs  dirigent,  et  de 
mettre  à  même  de  vérifier  le  degré  de  résistance  de  chacune 
(le  leurs  parties.  On  s'est  occupé  principalement  des  construc- 
tions en  charpente,  sur  lesquelles  on  trouve  peu  de  détails  dans 
les  ouvrages  destinés  à  l'instruction,  et  l'on  croit  devoir  indi- 
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quer  succinctement  les  principes  d'après  lesquels  les  questions 
les  plus  importantes  ont  été  traitées. 

Nous  considérons  dans  les  matériaux  deux  qualités  princi- 
palesy  la  force  d'élasticité  et  la  résistance  à  la  rupture.  Par 
force  d^élastidiêy  on  entend  la  résistance  que  le  corps  oppose 
quand  on  veut  l'allonger  ou  raccourcir  d'une  très-petite  quan- 
tité. Le  rapport  entre  le  poids  qui  allonge  ou  comprime  un 
corps  prismatique  dont  la  section  transversale  est  égale  à  Tunité 
de  surface,  et  la  fraction  qui  exprime  la  variation  de  la  lon- 
gueur naturelle  du  corps  causée  par  ce  poids,  est  la  mesure  de 
la  force  d'élasticité  :  c'est  la  quantité  désignée  par  E  dans  le 
n*  77.  Par  résistance  à  la  rupture,  on  entend  l'effort  qu'il  faut 
faire  pour  séparer  les  parties  des  corps,  en  agissant  par  exten- 
sion, ou  l'effort  qu'il  faut  faire  pour  écraser  ces  parties  en 
agissant  par  compression.  Le  poids  qui  opère  l'un  ou  l'autre 
effet,  en  agissant  sur  une  section  transversale  égale  à  l'unité 
de  surface^  est  la  mesure  de  celte  résistance  :  c'est  la  quantité 
désignée  par  R  dans  le  n*  ii3. 

La  force  d'élasticité  et  la  résistance  à  la  rupture  doivent  être 
déterminées  par  l'expérience  pour  les  diverses  substances^  et 
l'on  s'est  efforcé  de  rassembler  tous  les  résultats  de  ce  genre 
qui  paraissent  être  de  quelque  utilité. 

La  connaissance  de  la  force  d'élasticité  donne  les  moyens 
de  calculer  la  quantité  dont  une  pièce  de  charpente  peut  se 
comprimer,  s'allonger  ou  fléchir  sous  une  charge  donnée.  La 
connaissance  de  la  résistance  à  la  rupture  permet  de  détermi- 
ner la  limite  du  poids  qu'une  pièce  peut  supporter.  Mais  cela 
ne  8u£Bt  pas  pour  l'établissement  des  constructions,  parce  qu'il 
s'agit  de  connaître,  non  pas  le  poids  qui  rompt  une  pièce,  mais 
le  poids  dont  on  peut  la  chai^er^  sans  que  l'altération  qu'elle 
subit  augmente  avec  le  temps.  La  recherche  de  cette  dernière 
limite,  qui  est  de  la  plus  grande  importance,  peut  être  rare- 
ment l'objet  d'expériences  directes;  mais  on  peut  ici  se  servir 
avec  avantage  des  exemples  fournis  par  les  constructions 
eustantes. 
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Nous  lemarquQiis  qu'ea  cédapt  aux  efforts  auxquels  elles 
sont  exposées,  les  parties  des  pièces  s'aecourcissent  ou  s^allou- 
genty  et  nous  prenons  la  proportion  de  cette  variation  de  lon- 
gueur poiir  la  mesure  du  degré  d'altération  de  ces  p^pties. 
Connaissant  dono  quel  est^  dans  les  construetions  dont  l'expér 
rience  constate  la  solidité,  la  quantité  dont  les  fibres  qui  subis-r 
sent  les  plus  grandes  variations  de  longueur  sont  plongées  ou 
acoourcies,  nous  regardons  ces  variations  comme  des  limites 
que  l'on  peut  atteindre,  et  qui  ne  peuvent  être  dépassées  sans 
danger.  A  ces  variations  de  longueur  correspondent  des  efforts 
qui  seraient  capables  de  les  produire  en  agissant  directe? 
ment  paf  tension  ou  par  compression.  Ces  efforts  sont  re- 
gardés comme  étant  les  plus  grands  que  les  fibres  puissent 
supporter;  et  la  pièce,  popr  rétablissement  d'une  nouvelle 
construction,  est  oensée  prête  à  rompre  quand  ces  efforts  ont 
lieu.  C*est  aipsi  qu'en  attribuant  à  la  quantité  R  une  valeur 
beaucoup  moindre  R'  (voyez  le  il*  I8i),  les  formules  relatives 
au  cas  de  la  rupture  peuvent  servir  à  calculer  les  dimensions  « 
qui  doivent  être  aMbuées  aux  pièces  dans  les  constructipps. 

Pour  doaner  un  exemple  de  pes  évfilqatiûps,  pn  4irA  que  la 
fopce  d'élasticité  du  fer  forgé  est  p;  =  20  000  ÛOQ  000  ki}.^ 
c'est-à-dire  que  ce  poids,  agissant  sur  pne  bgrre  dont  la  sectjon 
transversal^  serait  un  mètre  carréi  a]|ongerftjt  ou  accourcirait 
eette  b^re  d'une  quantité  égale  k  )^a  longueur  pripiitive,  les 
variations  de  longueur  ét^nt  toujours  supposées  prQpprtiop- 
nelles  wx  ppids  qm  ^e^  produisent,  f^a  résistance  de  la  mente 
substance  k  la  niptpre  est  R  =  40  QOO  OQO  kil.^  p^rce  que  ce 
poids  romprait  une  berre  semblable  en  la  tirant  suivant  sa  lon- 
gueur. Enfin,  qn  admet  que  le  fer  serait  ^Itéré  s|  les  fibres 
étuiqpt  JiUopgées  ou  ^ccoprcies  de  plus  des  O^OQOg  de  leiir 
longu0i|r  naturelle;  et  comme  c^\\b  variation  de  longueur  se- 
rait prodMÎt^  p^r  un  poids  de  iO  000  000  ki|.  agjss^Rtsur  |^ 
même  barre,  on  attribue  cette  derrière  valeur  ^  la  cppstanteR', 
@|  l'on  regarderait  d^ps  upe  constructipr)  une  ^arre  de  f^v  forgé 
comme  étant  trop  chargée,  si  les  fibres  les  plus  tendues  ou  les 
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plateemprimées  supportaient  un  effort  de  plus  de  10  ÛOO  000  kil. 
sur  un  mètn  œnré  (voyez  les  n''  I8i  et  183)» 

Ces  notions  edn^ises,  tout  se  rMuit  à  rechercher,  dans  chaque 
constructioQ^  l'efliEit  des  efforts  auxquels  elle  est  exposée  pour 
allonger  ou  accourcir  les  parties  des  pièces,  soit  par  une  ac- 
tion dirigée  dans  le  sens  de  leur  longueur,  soit  par  une  action 
oblique  ou  transversale  qui  oblige  la  pièce  à  fléchir,  et  par  con- 
séquent allonge  les  fibres  placées  à  la  face  convexe,  et  aecour- 
oit  celles  qui  sont  placées  à  la  face  concave.  Les  résultats  qui 
avaient  été  donnés  jqsqu'à  présent  sur  Téquilibre  des  solides 
élastiques  ne  s'appliquaient  qu'à  un  très-petit  nombre  de  cas. 
Mais  au  moyen  des  nouvelles  questions  qui  ont  été  résolues,  on 
peut  aujourd'hui  se  rendre  compte  de  la  force  de^  principales 
pièces,  dans  les  constructions  en  charpente  que  les  ingénieurs 
dirigent,  avec  la  même  facilité  et  la  môme  exactitude  que  Ton 
se  rend  compte  de  la  force  des  chaînes  dans  un  pont  sus- 
pendu. 

L'élément  principal  des  calculs  est  l'évaluation  des  limites 
des  efforts  que  l'on  peut  faire  supporter  aux  parties  des  divers 
matériaux.  Cett^  évaI|iatioi|^  ^blicf  d'après  l'expérience  des 
constructions  existantes,  ne  peut  présenter  une  exactitude  ri- 
goureuse. Il  poufT^  Aqnq  exister  quelques  différences  dans  les 
nombres  qui  seront  adoptés  par  diverses  personnes.  Le  temps 
et  la  réunion  d'un  grand  nombre  d'observations  peuvent  seuls 
fixer  les  idées  sur  ce  sujet. 

Les  règles  relatives  à  l'équilibre  des  murs  de  revêtement  des 
têneu  on  des  vofttes  avaient  ^H  ei^posé^  d^P9  d'aiitr^s  ouvrages  ; 
mais  il  était  nécessaire  4'evpi|r  égard,  coroa^e  q^  l'a  fajt  ici,  à 
la  possibilité  des  disjonctipns  f}ao§  les  iDurs  ou  daQs  les  pjeds- 
droits,  que  l'on  oonsidéfsit  ordinairei^ept  cpmme  des  corps 
d'une  $0ule  pièce. 

Les  ingénieurs,  en  préparant  les  projets  des  travaux  qu'ils 
dirigent,  suivent  ordii|airem<»it  une  marche  analogue  à  ce  qu'on 

pomme  dans  les  mmx»  la  péttiode  de  faussé  position,  Q'est^ 
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à-dire  qu'après  avoir  conçu  et  décrit  par  le  dessin  la  disposition 
d'un  ouvrage,  ib  examinent  s'ils  ont  satisfiait  à  toutes  les  condi- 
tions nécessaires,  et  rectifient  leur  projet  jusqu'à  ce  qu'ils  y 
soient  parvenus.  Parmi  ces  conditions,  l'une  des  plus  essen- 
tielles  est  l'économie;  la  solidité  et  la  durée  ne  sont  pas  moins 
importantes.  Au  moyen  des  règles  exposées  dans  ces  Résumés, 
on  pourra  connaître  dans  diaque  cas  les  limites  que  l'on  ne 
pourrait  dépasser  sans  exposer  Touvrage  à  manquer  de  soli- 
dité. Il  ne  faudrait  pas  conclure  d'ailleurs  que  l'on  doit  tou- 
jours, pour  avoiriégard  à  l'économie,  se  placer  tout  près  d^  ces 
limites.^  Les  différences  que  l'on  trouve  dans  les  qualités  des 
matériaux,  et  plusieurs  autres  motifs,  s'y  opposent  ;  l'art  con- 
siste principalement  à  juger  jusqu'à  quel  point  il  est  permis  de 
s'en  approcher. 
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La  première  édition  de  ce  Résumé,  qui  a  paru  en  1896,  étant 
épuisée  depuis  longtemps,  on  a  dû  le  réimprimer,  et  Ton  s'est 
efforcé  de  le  rendre  moins  imparfait. 

Nous  avons  rapporté  les  résultats  des  expériences  sur  la  ré- 
sistance des  matériaux  publiés  depuis  i826,  et  plusieurs  résul- 
tats inédits  que  M.  Minard,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et 
chaussées,  a  bien  voulu  nous  communiquer. 

Les  inexactitudes  ou  erreurs  qui  avaient  été  reconnues,  et 


DE  NATIER.  lUXXÏX 

dont  plusieurs  nous  ont  été  signalées  par  M.  CorioKs^  ont  été 
rectifiées,  et  Ton  a  complété  la  solution  de  quelques  questions. 

On  a  évité  toutefois  d'augmenter  beaucoup  l'étendue  de  l'ou- 
vrage (ce  qu'il  eût  été  facile  de  faire  sans  sortir  du  sujet),  n  a 
paru  conyenaUe  de  se  borner  aux  questions  les  plus  impor- 
tantes, et  dont  la  solution  pouvait  servir  d'exemple  dans  les 
nouveaux  cas  qui  viendraient  à  se  présenter.  Comme  il  existe 
d'ailleurs  un  écrit  dans  lequel  la  théorie  mécanique  des  ponts 
en  chaînes  de  fer  est  exposée  avec  détail^  il  eût  été  superflu  de 
s'en  occuper  ici. 

Nous  avons  indiqué  les  auteurs  des  résultats  les  plus  remar- 
quables qui  ont  été  donnés  dans  ces  derniers  temps.  Les  per- 
sonnes qui  voudraient  connaître  en  détail  l'histoire  des  travaux 
dont  cette  partie  de  la  mécanique  a  été  le  sujet,  pourront  re- 
courir à  divers  ouvrages,  parmi  lesquels  nous  citerons  principa- 
lement le  Traité  analytique  de  la  résistance  des  solides  et  des 
solides  d'égale  résistance,  par  M.  Girard^  membre  de  l'Institut; 
le  recueil  des  articles  de  Robison,  publié  après  sa  mort  sous  le 
titre  de  A  System  ofmechanicalPhilosophy;  l'ouvrage  anglais  de 
M.  Barlow,  intitulé  :  An  Essay  on  the  Strength  and  Stress  of 
Timber;  le  Traité  de  la  poussée  des  terres  y  par  M.  Mayniel;  les 
Mémoires  sur  la  poussée  des  terres  et  sur  les  voûtes,  donnés  par 
MM.  Français  et  Audoy,  dans  le  n*  4  du  Mémorial  du  génie. 
On  pourra  juger^  en  consultant  les  ouvrages  dont  il  s*agit,  du 
point  auquel  ce  genre  de  recherches  avait  été  portée  et  des  ef- 
forts qui  ont  été  faits  pour  les  étendre  et  les  perfectionner. 

On  reconnaîtra  principalement  que  les  conditions  d'équilibre 
d'un  massif  de  terres^  qui  forment  le  sujet  de  l'article  i*'  de  la 
II*  section^  n'avaient  point  été  données^  et  qu'il  en  est  de  môme 
à  l'égard  des  résultats  présentés  dans  l'article  3  de  la  même 
section,  et  des  notions  relatives  à  l'usage  des  tirants  ou  des 
ceintures  de  fer  destinées  à  consolider  les  constructions  en  ma- 
çonnerie. 

Quant  aux  questions  relatives  à  la  résistance  des  corps  so- 
lides et  à  l'établissement  des  constructions  en  charpente,  on 
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n'avait  traité  que  les  cas  les  plus  simples  de  Téquilibre  d^ne 
pièce  droite,  c'est-à-dire  les  questions  élémentaires  exposées 
dans  la  première  section  de  cet  ouvrage,  et  le  premier  des  cas 
d'équilibre  d'une  pièce  chargée  verticalement,  qui  forment  le 
sujet  de  l'article  2  delà  W  section.  Toutes  les  autres  questions 
relatives  à  l'équilibre  d'une  pièce  droite  ou  courbe,  chargée  ho- 
rizontalement, verticalement  ou  dans  une  direction  oblique,  ont 
été  considérées  et  résolues  pour  la  première  fois  par  l'auteur. 
Il  en  est  de  même  des  questions  relatives  à  la  flexion  et  à  la 
rupture  des  plans.  Les  applications  qui  ont  été  faites  de  ces 
diverses  solutions  à  rétablissement  des  principales  constructions 
en  charpente  semblent  mériter  Tattention  des  ingénieurs. 


N.  B.  Gomme  eette  préface  et  cet  avertissement  de  Navier  offrent 
h  peu  près  les  seuls  passages  (le  son  (iyr^  où  il  parle  des  re- 
pherches  antérieures  sur  la  matière  qu'il  doit  traiter,  nous  pen- 
dus qu'on  noifs  saura  gré  de  dqpner,  sur  ce  ^ujet  intéressant» 
f)es  détails  en  grandis  partie  peu  connus,  et  que  nous  étendrons 
à  peu  près  jusqu'à  l'époque  où  nous  sommes. 


HISTORIQUE  ABRÉGÉ  DES  RECHERCHES  SUR  LA  RÉSISTANCE 
ET  SUR  L'ÉLASTICITÉ  DES  CORPS  SOLIDES. 

• 

I.  Moyen  Ag^e.  —  Les  architectes  de  cette  remarquable 
période  ne  nous  ont  initiés  par  aucun  écrit  dans  le  secret  de  la 
manière  dont  ils  déterminaient  les  proportions  de  leurs  con- 
structions si  légères  et  si  hardies  (^).  «  Us  cherchaient  sans 


(*)  on  De  troure  à  peu  près  rien  lur  ce  sujet  dans  VJlJbum  ou  le  Calepin  de 
Villard  de  HooD«eouri,  arcblteele  du  iiii*  siècle,  publié  en  ISISS»  avec  l|ixe,  k 
rimprimerle  i|Bpéria)e,  ç»  siil|^  d«  Dot«s  f^o  f^fi  If.  UfSMf , 
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cesse,  »  ditM.  Viollet-Leduc(*),  «et  la  routine  n^avaitpas  de 
prise  sur  eux;  en  cherchant,  ils  trouvaient;  ils  allaient  toujours 

en  avant,  et   ne  disaient  jamais  :  Nous  sommes  arrivés 

Tous  leurs  eiForts  tendaient  à  équilibrer  les  forces  et  à  ne  plus 
considérer  les  points  d'appui  que  comme  des  quilles  main- 
tenues dans  la  verticale,  non  pap  leur  propre  assiette,  mais 
par  la  neutralisation  de  toutes  les  actions  obliques.....  Ils 
connaissaient  le  principe  du  levier  droit  ou  coudé^  et  probable- 
ment  n'ignoraient  pas  celui  de  la  composition  des  forces  con* 
courantes,  qui  peut  s'en  déduire  si  naturellement  quand  les 
forces  sont  rectangulaires,  bien  qu'on  en  attribue  la  découverte 
à  Stevin,  qui  le  premier  Va,  formulé  dans  sa  Statique  en  1586.  » 
Ik  avaient  une  sorte  de  passion  pour  la  diminution  du  cube 
des  appuis  ;  ils  se  livraient  probablement  à  quelques  essais  com- 
paratifs, à  l'aide  de  leviers,  avant  d'employer  quelque  pierre  non 
encore  connue. 

Quant  aux  charpentes,  ils  en  connaissaient  et  raisonnaient 
les  assemblages  (');  mais  le  bas  prix  des  bois  .permettait  de 
donner  de  fortes  dimensions  aux  pièces.  On  peut  cependant  pré- 
sumer qu'ils  savaient  qu'une  piôce4>rismatique  chargée  transver- 
salement résiste  en  proportion  bien  plus  forte  par  son  épais<- 
seur  que  par  sa  largeur,  car  Galilée  semble  avoir  pour  but  prin- 
cipal, en  cherchant  le  premier  la  loi  théorique  de  cette  résis- 
tance, de  déterminer  au  juste  la  proportion  en  question,  ainsi 
que  le  rapport  entre  la  résistance  dite  absolue  qui  s'exerce  quand 
on  tire  une  pièce  dans  le  sens  de  sa  longueur,  et  sa  résistance 
dite  respective  ou  relative,  qui  entre  en  jeu  quand  on  veut  la 
rompre  par  un  eflRort  dirigé  perpendiculairement.  Il  y  avait  été 
amené,  après  une  visite  à  l'Arsenal  de  Venise,  en  réfléchissant 
8ur  les  causes  de  la  non-réussite  eâ  grand  des  machines  qui  ont 
réussi  en  petit  ('). 


(1)  DfctiooDalre  raitonné  de  rArchlIeetare  française  du  xi^   au  xri*  li^eU, 
t.  IV^  article  Construction. 

(*)  On  trouve  dans  Villard  de  Honoecourt  la  description  du  plancher  Tormè  par 
qnatre  pièces  d'une  portée  moindre  que  le  côl6  de  la  salle  carrée  qu'il  est  destiné 
à  recooTrir,  celle  d'une  roue  hydraulique  dont  les  quatre  rail  principaux  eni- 
brataent  Faiiire  mm  ranianaer,  etc. 

(*)  Acadénledei  tcienceii,  4702,  partie  biffloriqiM,  p,  40^, 
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II.  Chaînée.  —  L'auteur  des  immortels  Dialogubs,  considé- 
rant donc  d'abord  un  parallélipipède  ou  un  cylindre  horizontal 
encastré  dans  un  mur  (^)  à  une  de  ses  extrémités,  et  sollicité 
à  l'autre  par  un  poids,  et  supposant  égales  toutes  les  résistances 
à  la  disjonction  aux  divers  points  de  la  base  ou  section  située 
dans  le  plan  du  mur,  en  sgrte  que  leur  résultante  horizontale 
passe  au  centre  de  cette  base,  met  en  équilibre  cette  résultante 
avec  le  poids  en  les  faisant  agir  aux  deux  extrémités  d'un  levier 
coudé  à  angle  droit,  dont  il  place  le  point  d'appui  ou  Taxe  de 
rotation  à  la  partie  inférieure  de  la  même  base  ou  section  de 
rupture.  Lés  forces  étant  réciproques  à  leurs  bras  de  levier,  il 
conclut  que  la  résistance  absolue  est  à  la  résistance  relative 
comme  le  bras  horizontal,  qui  est  la  longueur  ou  la  saillie  du 
solide^  est  au  bras  vertical,  qui  est  sa  demi-épaisseur  ou 
hauteur. 

De  là  Galilée  déduit  facilement  qu'une  pièce  rectangulaire- 
sollicitée  de  champ  résiste  plus  que  la  même  pièce  sollicitée  à 
plat  dans  le  rapport  de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  dimension 
transversale  ;  que  les  poids  capables  d'être  supportés  par  des 
pièces  soit  encastrées  à  un  bout,  soit  posées  sur  deux  appuis, 
sont  comme  leurs  laideurs,  comme  les  carrés  de  leurs  épais- 
seurs, et  en  raison  inverse  de  leurs  longueurs;  que  les  cylindres 
creux,  tels  que  les  os,  les  plumes,  les  cannes  ou  tiges  de  gra- 
minées, etc.,  résistent  bien  plus  aux  efforts  transversaux,  à  égal 
volume,  que  les  cylindres  pleins,  dans  une  proportion  qu'il 
détermine  ;  ce  qui  lui  donne  lieu  de  se  livrer,  sur  les  œuvres  de 
la  création,  à  des  considérations  d'un  ordre  élevé.  Enfin,  fon- 
dant du  même  jet  la  théorie  des  solides  d'égale  résistance  dont 
l'application  procure  la  plus  grande  économie  de  matière,  Ga- 
lilée montre  qu'une  pièce  encastrée,  de  largeur  constante,  et 
dont  la  face  inférieure  est  un  plan  horizontal,  remplira  la  con* 
dition  de  résister  autant  partout  d'un  bout  à  l'autre  si  la  face 
supérieure  a  pour  coupe  verticale  longitudinale  une  para- 


(1)  Dialogo  Mcundo,  GioniiU  tant,  4638.  —Opéra  di  GalHeo  GtlUei,  t.  lU» 
p.  63,  article  656  de  l^ilion  de  4744. 
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bole  dont  le  sommet  est  à  l'extrémité  où  le  poids  se  trouve  sus- 
pendu. 

ni.  Suite  de  CMUlée.  Blondcl.  MarebcOl.  —  Tous 
ces  théorèmes  de  Galilée  sont  justes  et  ont  été  confirmés  par  les 
recherches  faites  ultérieurement,  sauf  toutefois  celui  qui  donne 
le  rapport  entre  les  résistances  à  la* rupture  par  eifort  longitudi- 
nal et  par  effort  transversal,  car  c*est  le  seul  point  sur  lequel  in- 
flue Terreur  de  sa  double  hypothèse  consistant  à  faire  toutes 
égales  les  tractions  aux  divers  points  de  la  section  de  rupture, 

et  à  placer  au  bas  de  cette  section  l'appui  du  levier  fictif. 

On  lui  a  bien  plus  reproché,  pendant  quelque  temps,  la  con- 
séquence suivante  qu'il  tire  de  son  théorème  de  la  forme  pa- 
rabolique d'^ale  résistance  d'une  pièce  encastrée  :  a  D'où  l'on 
voit,  9  dît-il  (p.  8i),  a  comment  avec  une  diminution  de  plus 
de  33  p.  400  on  pourra  faire  des  poutres  sans  rien  diminuer  de 
leur  force,  ce  qui  en  particulier  dans  les  grands  navires  peut  être 
très-utile  pour  régler  leurs  couvertures;  car  dans  de  pareils 
édifices  la  légèreté  importe  infiniment.  »  Cette  assertion  a 
fourni  l'occasion  de  contestations  très-vives  sar  la  priorité  de  la 
découverte  et  de  la  rectification  de  l'erreur  qu'on  y  croyait  ren- 
fermée. Cependant  le  principe,  posé  par  lui,  de  l'économie  d'un 
tiers  sur  la  matière,  est  par&itement  j  uste  et  applicable  aux  pièces 
posées  sur  deux  appuis  tout  comme  aux  pièces  encastrées,  si  ces 
pièces  ne  sont  chargées  qu'en  un  seul  point,  car  leur  section  longi- 
tudinale d'égale  résistance  doit  offrir  alors  deux  paraboles  ayant 
leurs  sommets  sur  les  appuis  et  se  rencontrant  en  ce  point  (^). 
On  ne  doit  prendre  une  coupe  elliptique^  comme  l'ont  conseillé 
le  célèbre  aôrchitecte  François  Blondel  dans  sa  deuxième  lettre 
au  physicien  suédois  P.  Wurtius  ('),  et  ensuite  Alexandre  Mar- 


(1)  Sout-noted«  la  p.  30  du  t.  II  du  Traité  de  U  Goatlruction  des  ponts  de 
Cauibey;  et,  aussi,  n*  3S3  (p.  503)  de  rèJilion  1833  des  préseoles  Leçons. 

(*)  F.  B.  Sphiola  ad  P.  W.  in  qud  famosa  GalHœ't  proposUio  dl*euWur  circà 
naiurum  Uneœ  qud  Iniftci  êeeari  debeant  ut  sint  œqualU  ubiquè  ruisUnUœy  et  in 
qud  lineam  tilam  non  quidem  parabolicam  ut  ipse  GulilœuM  arbUratuê  est,  stsd 
eUiptkamesu  demonsirtUur.  {Data  ParisUt,  1661.)  Dans  celle  lettre,  Blondel 
dit  qu'il  afait  composé,  dès  1649,  un  opascule  sur  la  RèsisUoce  des  solides,  inti- 
lal«  GalUseuê  promoiui.  Si  première  teliro,  d«  1 667,  èult  relallTe  aux  espèrieneei 
entrepriseï  par  le  iiièdoii  Wurtiut  sor  le  même  sujet. 
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chettiy  professeur  à  Pise  (')i  que  lorsque  la  pièce  doit  résister  à 
une  charge  qpel  que  soit  le  point  où  celle-ci  agisse  (ce  qui  peut 
être  en  effet  le  cas  des  poutres  des  ponts  des  vaisseaux)  ;  et 
alors,  conltîle  Ta  remarcjiié  Navier  (■),  la  poutre  n'est  d'égale 
résistance  pour  aucune  position  de  la  chal*ge^  car  elle  a  un 
excédent  d'épaisseur  partout  excepté  en  un  seul  endroit;  la 
coupe  en  demi-ellipse  ne  lui  donne  cette  propriété  que  lorsque 
la  charge  est  également  répartie  sur  toute  la  longueur^  comme 
Pa  remarqué  également  Navier  (');  itiais  il  y  a  toujours  une 
économie  de  matière  en  Tadoptant  dans  Tauire  cas  (*)• 

IV.  Hooke  et  Mfàrlotte.  Éîtabllsseineiit  dn  prin- 
cipe tondamental.  —  Pendant  que  les  principes  de  Galilée 
étaient  commentés  aussi  et  appliqués  par  le  P.  Fabri  (lYaité 
de  physique,  Lyon,  1669)^  par  Vincent  Viviani,  et  surtout  par 
son  c<>ntinuateur  le  P.  Grandi  (Guido),  camaldule^  dont  le  traité, 
très-remarquable  au  point  de  vue  géométrique  ['),  a  été  inséré 
à  l'édition  de  1744  des  OEuvres  complètes  de  Galilée,  deux  des 
plus  illustres  physiciens  dont  s'honorent  l'Angleterre  et  la  France 
posaient  les  bases  de  la  vraie  théorie  de  la  rupture  des  solides, 
ou  plutôt,  et  ce  qui  iniporte  plus  comme  on  va  voir,  des  modi- 
fications qu*ils  subissent  longtemps  avant  qu'elle  se  déclare,  et 
qui  sont  susceptibles  de  l'amener. 

En  1678,  Robert  Hooke,  à  la  suite  d'une  étude  des  ressorU 
d'acier  (^)  (surtout  de  montre} ,  donnait  son  fameux  principe 
ut  tensio  sic  vis^  trouvé  par  lui,  dit-il,  dès  1660,  mais  annoncé 
seulement  en  1676  sous  l'anagramme  ceiiinosssttuuC),  et 


(^)  De  RetUtentid  solidorum fin-A",  Florence^  4669.— Ad  leclorem.  —  Propoii- 
llo  39.  —  Appendix.  —  Et,  auBsi,  Lettera  nella  qttaU  êi  ribaWmo  Vingiuite 
accuse  date  dal  P.  D.  G,  G.,  4714 ,  pages  48  et  27. 

(>)  Page  3â3  (n»  503)  de  Téditloa  de  4833  des  présentes  Leçons. 

(S)  Idem,  n»  334,  p.  504. 

4  — ic 
(^)  SeuleBoentelle  n'est  alors  que  des  ^—r —  =  0,346  au  lieu  des  0,333. 

4 

(■]  Geometrica  demontiraiio  Fivianorum  proUematum,  in-4*>,  4^99. 
(B)  LeçiureêDe  potentiâ  restitulirâor  of  Springs,  explaining  the Power ofspriûg» 
ingsBodies  ;  inséré  A  ses  Philatophical  TracU  ana  Collections, 
(^  A  la  suite  de  sa  description  of  Heliotcopes  and  some  other  instruments. 
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éûonçflttl  comme  basé  delà  théorie  de  Vélasticiié,  la  proporiim* 
nûiiié  dek  extensions  ou  contractions  aux  efforts  qui  les  amènent 
où  qu'elles  développent.  Il  explique  par  là  les  mouvanents 
vibratoires  des  corps;  et  s*il  ne  tire  du  même  principe  aucun 
calcul  de  résistance  à  la  flexion,  il  fait  déjà  cette  remarque 
iéeonde^  que  la  matière  des  barres  élastiques  fléchies  oppose  une 
réaction  (springing)  de  traction  du  côté  qui  devient  convexe  et 
«ne  réaction  égale  de  pression  du  côté  qui  devient  concave. 

Vers  le  même  temps  (en  1680)  notre  Mariotte,  ayant  aperçu 
par  plusfeitrs  expériences  sur  des  tiges  de  bois  et  de  verre  que 
le  rapport  entre  les  poids  qui  produisent  la  rupture  par  traction 
longitudinale  et  par  efibrt  transversal  était  plus  grand  que  celui 
qui  résulte  du  calcul  de  Galilée,  constatait  aussi  (^)que  les  parties 
des  corps  ntème  les  plus  durs  (tels  que  le  verre,  Tâcier)  a  s'éten- 
dent plus  ou  moins  sous  Faction  de  différents  poids»  »  à  peu 
près  proportionnellement  à  ces  poids,  «  et  retournent  ensuite 
d'elles-mêmes  à  leur  première  étendue^  d  et  qu'elles  se  com* 
priment  aussi,  en  sorte  a  qu'un  bâton  qu'on  plie  se  resserre  vers 
la  concavité  de  la  courbure  et  s'étend  vers  la  convexité  avant  que 
de  rompre^  d  et  il  ajoutait  a  qu'il  est  très-vraisemblable  que  ces 
prtssemenis  résistent  autant  que  les  extensions,  et  qu'il  faut  une 
même  force  pour  les  faire  ;  »  enfin,  que  les  parties  étendues  ne 
rompent  que  parce  que  leur  extension  vient  à  dépasser  une 
certaine  proportion  qu'elles  ne  peuvent  plus  souffrir. 

Il  montre  donc  d'abord  que  si  l'on  met,  comme  Galilée,  Taxe 
fixe  de  rotation  au  bas  de  la  section,  en  sorte  que  les  fibres  lon- 
gitudinales dans  lesquelles  on  peut  concevoir  le  solide  divisé  ne 
soient  qu'étendues,  l'inégalité  de  leurs  tensions  diverses  qui  va* 
rient  uniformément  depuis  zéro  pour  la  fibre  inférieure  jusqu'à 
celle  qui  est  capable  de  rompre  la  fibre  supérieure,  place  leur 


(*)  Traité  du  mooTeiDMii  dei  eiux  (qui  ne  Tut  publié  qu'en  1786  par  les  soinft  de 
Pb.  de  la  Uire  après  la  mort  de  Mariotte,  arrivée  le 42  mai  1784),  1  volume in-43, 
et  eniuite  bEuvres  comj^lèteê,  6*  partie,  deuxième  dlicoara,  od  il  eherclilB  la 
force  i  donner  aux  tu^ux  de  conduite  et  à  leurs  plaUtoes,  relâtiteoieat  à  11 
hauteur  d'eau  qu'ils  supportent. 
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résultante  aux  deux  tiers  de  la  hauteur  (^);  et  comme  cette  ré^ 
sultante,à  Tinstant  de  la  rupture  de  la  fibre  la  plus  tendue^  n'est 
que  la  moitié  de  la  force  qu'il  faudrait  pour  les'  rompre  toutes  à 
la  fois  par  traction  longitudinale^  on  a  entre  cette  dernière  force 
(résistance  absolue)  et  celle  qui  fait  rompre  par  flexion  (résis- 
tance  dite  relative)  le  même  rapport  qu'entre  la  longueur  du 
solide  et  le  tiers  de  son  épaisseur  (au  lieu  de  la  moitié  qu'avait 
trouvée  Galilée  en  supposant  tacitement  toutes  les  tensions 
égales). 

Et,  ensuite^  vu  les  compressions  d'une  paHie  des  libres,  dont 
ce  premier  calcul  ne  tenait  pas  compte,  Mariette  place  définiti- 
vement au  milieu  de  la  hauteur  du  solide  Taxe  d'équilibre  sur 
lequel  elles  ne  sont  ni  étendues  ni  comprimées  (  c'est-à-dire  cette 
ligne  que  M.  Gh.  Dupin  a  appelée  des  fibres  invariables,  et 
M.  Tredgoid  ligne  neutre  ),  et  il  considère  à  la  fois  les  résis- 
tances développées  par  les  compressions  en  dessous  et  par  les 
extensions  en  dessus. 

^  Il  se  trompe,  il  est  vrai,  par  une  singulière  inadvertance,  du 
simple  au  double  dans  la  supputaition  du  résultat  (') ,  ce  qui  lui  fait 
trouver  la  même  chose  que  «si  toutes  les  parties  s'étendaient,  • 
ou  que  si  la  rotation  se  faisait  autour  du  bas  de  la  section  et  non 
pas  autour  du  milieu,  et  lui  donne  le  rapport  de  la  longueur  du 
solide  au  tiers  de  son  épaisseur  pour  celui  des  résistances  absolue 
et  relative,  ou  les  deux  tiers  du  résultat  de  Galilée,  quand  il  aurait 
dû  n'en  trouver  que  le  tiers  d'après  son  point  de  départ.  On  ne 
doit  pas  moins  considérer  Mariette  comme  ayant  posé  d'une 
manière  à  peu  près  complète,  au  moins  pour  les  prismes  ayant 
des  sections  de  forme  symétrique  dans  deux  sens  rectangulaires 
dont  Tun  est  celui  de  la  force'sollicitante,  les  principes  sur  les- 
quels on  se  base  encore  aujourd'hui  pour  calculer  les  flexions, 
et  aussi  la  résistance  des  solides  dans  les  limites  en  deçà  des- 
quelles on  se  tient  toujours,  et  où  les  extensions  et  compressions 


(*)  FoDienelle  obserre,  dans  les  .Mémoires  de  rAcadémie  pour  470S,  que  c'est 
tttbsUlaer,  pour  le  poiol  d'application  de  la  résultante,  \9  centre  de  percussion 
ou  d'oscillation  au  centre  do  grariié  de  la  section, 

P)  Idem,  43*  alinéa  du  Discours, 
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des  fibres  restent  sensiblement  proportionnelles  aux  efforts  qui 

les  sollicitent. 

• 

V.  Jacques  Bcmoiilll.  *-  C'est  donc  à  tort  C)  qu'on  a 
à  peu  près   généralement  regardé  Jacques  BemoulU  comme 
ayant  le  premier,  ainsi  qu'il  le  prétend,  tenu  compte  des  com- 
pressions, et  comme  ayant  donné,  conformément  au  titre  de 
son  écrit  de  1705  (*),  la  véritable  hypothèse  à  adopter  pour 
calculer  ce  genre  de  résistance  des  solides.  L'illustre  géomètre 
de  Basle  n'avait  aucunement  parié  de  compressions  dans  son 
précédent  écrite  contenant  la  découverte  de  la  courbe  élasti- 
que (')  (vojf.  n^'XU)  et  qui  est  d'ailleurs  postérieur  de  neuf 
ans  à  la  publication  du  Traité  du  mouvement  des  eaux.  Il  ne  fait 
même,  à  la  théorie  de  Mariotte,  qu'un  seul  changement  peu 
heureux,  consistant  à  regarder  les  extensions  et  contractions 
comme  augmentant  dans  un  rapport  moindre  que  les  forces  qui 
les  produisent  ;  il  prétend  le  démontrer  d'une  manière  mathé- 
matique en  disant  que  si  les  compressions  étaient  proportion- 
nelles aux  poids  qui  les  causent,  la  fibre  finirait  par  «  se  compri- 
mer de  plus  que  toute  sa  longueur;  »  il  ajoute  qu'il  en  doit  être 
de  même  des  extensions,  a  parce  qu'elles  ne  sont  que  des  com- 
pressions négatives,  i>  et  il  croit  le  confirmer,  en  ce  qui  regarde 
les  pièces  solides,  par  des  expériences  sur  des  cordes  à  hoyauxj 
qui  en  effet  suivent  cette  loi  (^),  toute  contraire  à  ce  qu'on  a 
récemment  trouvé  pour  le  fer  et  pour  les  bois  étendus  au  delà 


(1)  Kavier  en  fait  déji  la  remarque  k  une  note  du  Traita  de  la  constniciioa  dei 
pools  de  Gaulhey, i.  H  (4813),  chap.  1*%  p.  30. 

(^  Véritable  hypothèse  de  la  résistance  des  solides  aYec  la  démonstration  de  là 
conrbare  des  corps  qui  font  ressort;  lettre  du  12  mars  4705^  insérée  aux  Mé-^ 
moires  de  TAcadémie  pour  la  même  année  ;  ou  Jacobi  BemoulUi  opéra  omnta, 
U  n,  p.  976. 

(*)  Jacobi  fiemooUiiCarTatura lamine  elaslics.  AciaerudiiorumLipsi«JuDii469é 
p.  S63,  ou  Opéra  omnia,  p.  576. 

(*)  Uoe  corde i  bojau  de  3  pieds,  chargée  successif ement  de  9,  4,  6,  8  livres, 
sMleodil  de  9^  47,  23,  27  lignes,  tandis  qu'elle  se  serait  étendue  de  9,  48,  27 
et  36  lignes  si  elle  arait  suÎTi  la  loi  de  proportionnalité. 

L'historien  de  l'Académie  pour  4705  i^ouie  cette  raison  peu  concluante  :  «  que 
ai  les  extensions  étaient  proportionnelles  aux  forces,  comme  les  forces  peuvent 
aagiMoter  à  rinflni,  il  faudrait  que  les  fibres  pussent  s'étendre  aussi  à  rinfloif 
ee  qui  est  absurde.* 


T'* 
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de  la  Hmite  de  eonservation  de  leor  ooniexturo.  De  plus  Bei^ 
noulli,  se  trompant  du  simple  au  double  comme  Marioile,  dans 
son  lemiQe  IV,  affirme  que  a  la  force  transversale  capable  de 
rompre,  Qst  la  même  que  si  les  fibres  étaient  ou  toutesî  étendues 
ou  toutes  comprimées^  d  et  avance  que  la  position  qu'on  adopte 
ppur  l'axe  fixe  autour  duquel  se  font  les  rotations  est  tout  à  fait 
indifférente^  soit  qu'on  le  mette  en  bas  de  la  section  ou  en  haut 
ou  en  tout  endroit  intermédiaire.  Cest  que,  n'apercevant  pas  le 
principe  de  l'égalité  nécessaire  des  deux  sommes  des  forces 
tendant  à  accourcir  les  fibres  et  des  forces  tendant  à  les  allonger 
(voy.  n""  Vil),  principe  qui  est  seul  propre  à  fixer  la  position 
de  cet  axe^  il  cherche  à  échapper^  par  un  raisonnement  singu- 
lier,  à  la  nécessité  de  déterminer  cette  position  préalablement. 
La  compensation  partielle  de  cette  seconde  erreur  par  la  |pre- 

■ 

mière  est  cause  de  la  conformité  approchée  de  ses  résultats 
avec  ceux  de  quelques  expériences  de  rupture  faites  précédem- 
ment par  Mariotte.  * 

C'est  ce  qu'observe  très-bien,  en  citant  Parent  et  Bflfin^er 
(voy.  n^  VI),  l'auteur  d'une  note  mise  au  bas  du  Lemme  IV 
à  l'édition  complète  des  œuvres  de  Jacques  BemouUi. 

Mais  voyons  d'abord  ce  qui  avait  été  dit  auparavant  tou* 
ehani  la  loi  des  allongements  des  fibres  sous  diverses  tractions. 

Vi.  liOiliiiito,  Vartsnon^  IParent.  —  Leibniz,  en 
uillel  1684,  c'es^-à-dire  deux  mois  après  la  mort  de  Ma- 
riotte (^),  dont  il  cite  les  recherches,  mais  comme  ne  con- 
inaissaut  que  par  ouï-dire  ses  seuls  résultats  expérimentaux, 
admettait  comme  Mariotte  et  comme  Hooke  la  loi  de  propor- 
tionAalité  des  tractions  aux  allongements^  en  plaçant,  du  veste, 
eomme  Galilée,  l'axe  de  rotation  au  bas  de  la  section. 

Varignon^  considérant  que  cette  hypothèse  de  proportionnalité 
de  Mariotte,  quoique  très- vraisemblable,  «pouvait  n'être  pas  au 
gré  de  tout  le  monde  »,  présentait,  en  i702,  un  Mémoire  9ur  la 
résistance  des  solides  pour  tout  ce  qu'on  peut  faire  d'hypoihèses 


(>)  Deiiions4raUeoe§  dot»  de  resislenliâ  soHiïorum.  (Acia  eraditoram,  Ltpiiae, 
Julii  4  684,  p.  319.) 
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touchant laforeeoula ténacitédes  fiàres dueorp9â rompre (^);danfl  . 
leqnel  (en  plaçant  toujours  Taxe  fixe  au  bas  de  la  sc^ption  on  en 
ne  tenant  pas  compte  des  compressions)  il  donnait  nne  formule 
générale  où  la  résistance  opposée  pnr  les  fibres  restait  une  fonc- 
tion indéterminée  de  leur  extension ,  fonction  sur  laquelte  on 
peut  faire  beaucoup  d'hypothèses  sans  que  le  rapport  des 
résistances  pour  diverses  sections  soit  antre,  an  moins  pour 
celles  qui  sont  rectangulaires,  elliptiques  etc.,que  cequ^a  trouvé 
Galilée,  à  savoir  le  rapport  des  largeurs  multipliées  par  les  car- 
rés des  épaisseurs.  Il  but,  on  le  conçoit,  supposer  une  autre  loi 
que  celle  de  proportionnalité  aux  premières  puissances  des  exten* 
sions,  si  Ton  veut  que  les  formules  donnent  bien  les  cbaiffes  ea^ 
pables  de  produire  la  rupture  immédiate^  au  lieu  de  ne  donner, 
comme  les  formules  dont  on  fait  aujourd'hui  usage,  que  les 
charges  au  delà  desquelles  la  contexture  commence  à  s'altérer, 
carcetteloi  simple  ne  s'observe  pas  jusqu'à  ce  que  la  rupture  s'o- 
père(*).  C'est  pour  appliquer  cette  idée  de  Varignon  que  Jacques 
Bernootti  fit  sa  tentative,  peu  heureuse  disons-nous,  de  1705. 

Mais  les  erreurs  de  supputation  de  Bemoulli  et  de  Mariotte 
furent  très-bien  remarquées  et  rectifiées  par  un  autre  géomètre, 
trop  peu  cité,  l'académicien  Parent,  qui,  après  avoir  publié  di- 
vers mémoires  relatifs  à  la  théorie  géométrique  de  la  résistance 
des  solides  et  à  la  détermination  «  d'autant  qu'on  veut  de  figures 
d'égale  résistance  »  pour  des  modes  quelconques  d'application 
des  forces  ('),  où  il  mettait  encore,  comme  ses  devanciers,  l'axe 
de  rotation  au  bord  inférieur  de  la  section,  remarqua  enfin 
très-joiUdeusement ,  dans  un  dernier  travail  (*)  (comme  fit  Cou- 
lomb aussi  quelque  temps  après)  q^ttn  point  ou  une  ligne  indi- 
visible, comme  est  ce  bord  j  ne  saurait  avoir  assez  de  résistance 


■•■•*■ 


(t>  ifémif«i  éê  Tâcadteie  pov  470S. 

(^  V0ir  el-api4t  Mlie  aolo  en  ■•  I54«  p.  I7S  à  485. 

(»)  9tfril  4704y  iJilB  4707  «1  ...«.  4708,  ei  n  rérrier  4740,  ao  recueil  dei 
■taMiref  i»  fâeitiÉMie.  G*eet  4mn  eelai  de  470S  gue  Parent  donne  le  moyen  de 
iher  #m  troM  d'arkre  ta  posire  qui  offre  ta  plua  grande  réiitUnoe.  (Voy.  ci- 
iprtf,a«490,p.  4M.) 

(*}  Esialf  et  aeeherehee  de  BatUiMtiqiiee  et  de  phyilqae,3*Toluoie,  XIV*  md* 
BOfra  :  D»  to  wérUtMê  Méeumquê  dei  rénttmmeeê  rHatmet  dt§  êfUétê,  ti  ré' 
figxhM  mtr  U  ê^êUme  de  M.  BemotOU  de  BàU,  4743. 
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pour  servir  d'appui,  en  sorte  qu'il  faut  une  portion  finie  de  la 
pai-tie  inférieure  de  la  section  du  solide  pour  résister  aux  com- 
pressions. Il  prouva  que  la  somme  des  résistances  des  fibres 
comprimées  doit  être  égale  à  la  somme  des  résistances  de^  fibres 
étendues,  ce  qui  est,  dit- il ,  une  propriété  dont  on  n'avait  pas 
encore  parlé.  Cette  propriété  fournit ,  comme  on  sait  actuelle- 
ment, réquation  servant  à  déterminer  la  position  de  Taxe  de 
rotation,  appelé  maintenant  ligne  neutre  ou  des  fibres  invaria- 
bles (^  j.  En  ajoutant  les  moments,  autour  de  cette  ligne,  des  deux 
espèces  de  résistance;  pour  en  égaler  la  somme  au  moment  du 
poids  qui  tend  à  rompre  par  flexion,  il  trouve  facilement  que 
les  résultats  de  Mariotte  et  de  BernouUi  sont  deux  fois  trop  con- 
sidérables; et  le  même  raisonnement  lui  sert  à  montrer  que 
leurs  transformations  en  quelque  sorte  graphiques  des  deux 
moments  en  un  seul  étaient  illégitimes  et  affectées  d'un  double 
emploi,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  Tomission  d'une  défal- 
cation qu'il  fallait  opérer. 

Bilfinger,  peu  d'années  après  ('),  fit  la  même  remarque  cri- 
tique, et,  en  restituant  à  Mariotte  l'idée  première  de  prendre  en 
considération  les  compressions ,  aussi  nécessaires  pour  Téqui- 
libre  que  les  extensions ,  rectifia  comme  Parent  la  conclusion 
qu'il  en  tirait  mal. 

VIL  Coalomb.  —  Occupés  bientôt  des  q.uestions  mathé- 
matiques relatives  à  la  flexion  des  tiges  ou  aux  courbes  élastiques 


(^)  Le  raisonnement  de  Parent  est  remarquable.  Si  P  est  le  poids  suspendu  A 
une  cxirémité  de  la  pièce  horizontale  encastrée  OM,  et  si  L,  l,  sur  la  section  d'en- 
castrement, sont  les  points  d'application  des  ré- 

^ ,  _       sultaotes  des  tractions  desflbres  i  travers  la  partie 

supérieure  et  de  leurs  pressions  à  travers  la  partie 
inférieure,  ce  raisonnement  revient  i  observer 
qu'en  représentant  la  première  résultante  par  la 
longueur  LN  de  la  pièce,  il  faut  que  le  poids  P 
le  soit  par  Nn  =  L2,  afin  que  ces  deui  forces,  en 
se  composant  ensemble,  en  produisent  une  Kl  qui 
^  passe  par 2,  condition  pour  que  la  somme  des  mo- 
ments de  P  et  des  deux  résuluntes  horizontales 
soit  nulle  autour  de  ce  point  l.  Or  il  faut  pour  cela  que  la  deuzième  résultante 
soii  représentée  par  ;n=:LK  ;  elle  est  donc  égale  à  celle  des  tractions. 

(')  Académie  de   Saint-Pétersbourg,  47S9,  t.   IV,   p.  478.  De  tolidorum  re-- 
tistentiâ  specmen. 
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qu'elles  aSectent  {voy.  n*  Xlïl  ),  les  savants  cessèrent  de  s'occu- 
per de  leur  résistance  à  la  rupture  jusqu'en  1773^  époque  où 
Coulomb  présenta  son  célèbre  Mémoire  composé,  dit-il^  pour 
son  usage  particulier  dans  ses  travaux  d'ingénieur  militaire  à  la 
Martinique»  et  où  se  trouvent  posées  presque  toutes  les  bases 
de  la  théorie  de  la  stabilité  des  constructions  (^]  ;  mémoire  où 
il  montre  que  les  questions  d'équilibre  y  relatives  peuvent  se 
traiter  comme  des  questions  de  maximum  ou  de  mininmm,  ce 
qui  préludait»  en  même  temps  que  les  recherches  théoriques 
d'Euler  et  de  Lagrange»  à  cette  méthode  de  l'emploi  du  poten-- 
tiel  ou  du  travail  mécanique  qui  est  suivie  aujourd'hui  avec 
succès  par  des  géomètres  éminents  (')  [voy,  n»  XLÏI). 

Sans  avoir  eu  probablement  connaissance  du  Mémoire  de  Pa- 
rent» de  1713,  Coulomb  se  place  de  suite  au  vrai  point  de  vue. 
D'un  lemme  de  statique  générale,  encore  peu  connu  alors  mal- 
gré son  évidence»  et  consistant  en  ce  que  l'équilibre  d*un  sys- 
tème sollicité  par  des  forces  quelconques  exige  la  nullité  de  la 
somme  algébrique  de  leurs  composantes  suivant  trois  directions 
rectangulaires»  il  déduit  que  dans  la  pièce  horizontale  sollicitée 
verticalement,  il  doit  y  avoir»  à  travers  toute  section  transver- 
sale» égalité  entre  la  somme  des  tractions  horizontales  des  fibres 
étendues»  et  la  somme  des  pressions  aussi  horizontales  des  fibres 
contractées,  ce  qui  lui  donne,  sur  la  section  d'encastrement  par 
exemple»  la  position  de  la  ligne  de  séparation,  ou  des  fibres  qui 
ne  varient  pas  de  longueur.  En  égalant  le  moment  du  poids  sus- 
pendu» c'est-à-dire  son  produit  par  la  longueur  du  prisme  ou 
par  la  distance  entre  l'encastrement  et  la  suspension»  à  la 
somme  du  moment  des  tractions  et  du  moment  des  pressions  des 
fibres^  il  obtient  immédiatement  le  rapport»  à  ce  poids»  de  la 


(>)  Ss$ai  nir  tiii«  application  des  règle»  de  MaximU  et  Minimit  à  quelques 
proÙémeê  de  statique  relatif%à  f  Architecture.  (SavanlB  étrangers,  aocée  4773, 
t.  TII,  publié  en  4776.) 

Ce  mémoire  a  été  réimprimé  dans  notre  siécte  arec  celui  de  4784  sur  la  tor- 
stoo  dei  filt  et  celui  que  le  même  Coulomb  a  publié  lur  les  macbines. 

(*)  Aucuoe  cause  naturelle,  dit  Euler  (développant  une  idi^de  D.  Bernoulli),  ne 
prodolt  d'effet,  qui,  enviiagée  souiun  certain  rapport^  ne  soit  an  maximunf  ou 
un  minimum. 
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force  de  iractian  qui  tendrait  'toutes  les  fibres  autant  que  la 
plus  tendue  de  toutes. 

Ce  rapport^  quand  la  section  a  une  forme  rectangulaire  à 
côtés  boriKontaux  et  verticaux,  est  celui  de  la  longueur  de  la 
pièce  au  sixième  de  sa  hauteur,  ce  qui  fait  deux  fois  plus  que 
suivant  le  calcul  de  Mariotte^  moins  exact  que  ses  principes^  et 
trois  fois  plus  que  suivant  le  calcul  de  Galilée. 

Coulomb;  au  reste,  tout  en  rejetant  la  roideur  parfaite  suppo- 
sée parGftliléei  ou  la  rupture  simultanée  de  toutes  les  fibres  sans 
extension  préalable,  remarque  très-bien  que  si  la  matière  du 
prisme  ne  suit  pas  jusqu'au  dernier  instant  la  loi  de  proportion- 
nalité des  efforts  aux  dilatations  et  compressions',  l'axe  final  de 
rotation  pourra  se  trouver  ailleurs  qu'au  milieu  de  la  section, 
et  que  le  rapport  en  question  pourra  être  moindre  (^).  Mais  il 
repousse  l'opinion  que  cet  axe  puisse  être  au  bais,  par  cette  rai- 
son péremptoire,  déjà  aperçue  par  Parent,  qu'une  ligne  sans 
épaisseur  ne  saurait  supporter  à  elle  seule  une  pression  finie. 

YIII.  diriird,  Barlow^  TreAgoU.  —  Le  Mémoire  de 
Coulomb  comprend  tant  de  choses  dans  peu  de  pages,  que,  pen- 
dant plus  de  quarante  ans,  Tattention  des  ingénieurs  et  des 
savants  ne  s'était  fixée  sur  aucune,  ainsi  que  M.  Poncelet  l'a 
remarqué  pour  ce  qui  est  relatif  à  la  théorie  des  voûtes  (*). 

Ainsi  Girard,  en  1798,  tout  en  le  citant,  n'en  avait  tenu  nul 
compte;  et  croyant,  sur  l'assertion  de  BernouUi,  que  la  position 
attribuée  à  l'axe  des  fibres  invariables  est  indifférente,  plaçait  cet 
axe  au  bas  de  la  section  comme  Leibnitz  (').  Les  principes  si 


(1)  On  peat  Yoir  à  ce  sujet  la  note  que  nous  avons  mise  au  §  454  ci-après, 
p.  473  i  485.  » 

(*]  Examen  critique  et  hUiorique  des  principales  ihéaries  ou  tolutions  concer^ 
nant  Véquilibre  des  voûtes»  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie, 
t.  XXXV.  486i,  p. 497,  634,  B77.) 

(S)  Trallé  analytique  de  la  résistance  des  solides^  et  dis  solides  tfégale  ré- 
nstance.  Cet  ouvrage  est  écrit  avec  une  clarté  élégante,  et  les  nombreux  cakuls  y 
iont  asseï  bien  faits.  Mais  leurs  bases,  et  les  conclusions,  sont  souvent  fausses; 
par  exemple,  pour  les  solides  encastré»  aux  deux  bouts»  quand  la  charge  n'est  pas 
à  égale  distance  des  encastrements  eto.  Aussi,  son  utilité  se  réduit-elle  A  celle  des 
résultats  des  expériences  de  la  section  9*  sur  la  force  et  Vélasticiti  spécifique  du 
chêne  et  du  sapin. 
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siuiplei  poftés  par  (fOiilomb  ne  furent  étudiée  «i  compris  que  dans 
Botre  siècle.  Encore  ne  le  furent- ils  que  peu  à  peu,  car»  tout  en 
donnant  une  expression  exacte  du  moment  total  des  forces  qu  i 
s'exercent  à  travers  toute  section  symétrique^  buleau  (*),  sans 
faire  attention  à  la  3^  firopoêiiicn  préliminaire  de  Coulomb  et  à 
oe  que  signi§ent  deux  petits  triangles  dont  il  égale  les  aires 
entre  elles  pour  exprimer  l'équilibre  des  forces  horizontales  ou 
régalité  de  la  somme  des  tensions  à  la  somme  des  pressions  des 
fibres^  croyait  voir  que,  d'après  ce  savant  9  la  ligne  de  passage 
des  tensions  aux  pressions  devait  se  déterminer  en  égalant  la 
^mme  des  moments  des  premières  à  la  somme  des  moments  des 
secM>ndes(  principe  bux  qui  assignerait  à  cette  ligne  ou  axe  des 
fibres  invariables  une  situation  très-différente  de  la  véritable^ 
pour  les  sections  qu'elle  ne  partagerait  pas  en  deux  portions 
symétriques. 

Plusieurs  autres  auteurs  éminents^  entre  autres  M.  Barlovi^  ('), 
faisaient  la  méitie  confusion,  avouée  ingénument  et  rectifiée 
par  cet  illustre  correspondant  de  linstitut  dans  son  dernier 
ouvrage  sur  la  force  des  matériaux  ('),  en  citant  M.  Eaton 
Hodgkinson  comme  la  lui  ayant  judicieusement  signalée  (*). 
Leur  habile  et  savant  compatriote,  M.  Tredgold,  en  mettant 
comme  eux,  et  comme  Coulomb  et  Young,  l'axe  neutre  à  sa 
vraie  place  pour  les  sections  rectangulaires,  imaginait  un  principe 
siaguliar  (*)  pour  en  déterminer  la  position  dans  les  sections 
d'une  autre  forme,  sans  comprendre  encore  le  principe  si  simple 
et  si  rationnel  de  Parent  et  de  Coulomb. 


«nti   ,  ■ 


{})  Stiai  théorique  et  expérimental  twr  la  réiistance  du  fer  forgé;  ménoire 
préfeniè  an  4S43,  et  imprimé  en  4S20;  pages  2  et  3. 

(>)  Jn Eêêa^  OH  ihe  Strenfth and  Stress  of  Timber,  4S47,  art.  490. 

(*)  A  Treatise  on  the  Strength  of  7tm6er,  cast  Iron,  malléable  Iron^  etc.  k  837 , 
arUlO. 

(*)  an  TnlnoM  n  des  Mémolrei  4e  Mancbester,  noaTelle  lérie. 

(>)  Sssay  on  the  Strength  of  cast  Jron,  art.  86*;  et  Elementary  Prmciples  of 
Catpêntrgw  Ce  principe  qa'il  lubftilue,  dit-il,  i  plutieure  reflet  faunes  données 
ptr  Idi  anciens  aniaars,  était  qu^en  doublant  ebacune  des  deux  parties  dans  les- 
quelles raxe  neutre  divise  la  section  donnée,  les  deux  sections  de  forme  sjmé- 
irlqaa  q«i  aft  rétnlteni  soient  celles  de  deux  pièces  de  même  résistance  l'une 
qna  l'antra;  Il  raflent  A  la  condition  que,  pour  les  deux  parties,  le  moment 
#lMnle  antonr  de  ott  axa  cberché,  divisé  par  la  hanteur  ou  plus  grande  ordon- 
née, donne  le  même  quotient;  ce  qui  n'atteint  point  le  but  réel  et  véritable. 
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IX  IVaTter.  Premiers  emtukim,  etleor  recttflcMtoM. 

—  Navier  aussi,  dans  les  premiers  écrits  de  sa  jeunesse^  se 
laissa  tromper  par  Tassertion  de  Jacques  Bernoulli  et  de  Ma- 
riotte,  relative  à  l'indifférence  prétendue  de  la  situation  adoptée 
pour  la  ligne  des  fibres  invariables;  il  chercha  même  à  l'ap- 
puyer d'un  raisonnement  (^],  qui  prouve  seulement  que^  soit 
qu'on  la  place  au  bas  ou  au  milieu  d'une  section  rectangle,  le 
moment  des  résistances  est  comme  le  cube  de  l'épaisseur  pour 
une  flexion  déterminée  (et  non  comme  le  carrée  ainsi  que  l'a- 
vaient cru  Girard  et  beaucoup  d'autres)  {•).  De  plus,  quelques 
résultats  d'expériences  lui  faisant  soupçonner  a  un  vice  caché 
dans  la  composition  des  formules ,  »  il  entreprit  d'en  donner 
de  nouvelles  :  il  supposait  pour  cela  que  chaque  fibre,  bien 
qu'infiniment  mince,  opposait  à  la  flexion  (comme  les  lames 
envisagées  par  Bernoulli  et  qui  venaient  de  faire  l'objet  de  son 
étude),  une  certaine  résistance  proportionnelle  à  sa  courbure,  et 
que,  vu  sa  liaison  avec  les  autres,  elle  opposait  à  l'extension  une 
seconde  résistance,  supposée  à  la  fois  proportionnelle  au  degré  de 
son  allongement,  et  à  sa  longueur  absolue  (');  ce  qui  lui  donnait 
pour  la  somme  des  moments  des  résistances  des  fibres  une  ex- 
pression composée  de  deux  termes  {*). 

Mais  Navier  ne  pouvait  rester  dans  cette  singulière  erreur^ 
que  nous  avons  dû  mentionner  parce  qu'elle  se  trouve  dans  un 
volume  non  réédité  d'un  grand  ouvrage.  11  la  rectifia  dans  son 
premier  cours  de  l'école  des  ponts  et  chaussées  en  i  819.  On  y  voit 
qu'il  donna  alors  ("),  pour  le  moment  total  des  résistances  des 
fibres,  une  expression  exacte,  la  ligne  des  fibres  invariables  étant 


(^)Tome  n  (1813)  du  Traiié  de  la  constraciioii  des  ponts  de  GauUiey,  note 
après  le  chapitre  1*',  page  30. 

0  Et  lai-mâme  i  ce  qu'il  paraît,  avant  d'ayoir  été  détrompé  i  ce  sujet  par  M.  Ber- 
nard, aujourd'hui  correspondant  de  l'Institut,  alors  élève  hors  de  concours  (4813). 

(*)  Idem,  sous-note,  page  33. 

(^)  Jdemy  page  34.  Il  est  évident  qu'en  écrivant  la  sous-note  de  cette  page,  il 
oubliait  de  tenir  compte,  en  déduction,  des  actions  et  réactions  mutuelles  des 
parties  dans  lesquelles  il  divise  une  tige  ou  une  fibre  qu'on  étend. 

(*)  Sommaire  (lithographie)  des  leçons   de   mécanique  appliquée  données  à 
l'École  des  ponu  et  chaussées»   18i9-1820.  Première   partie,   n"  60  (De  la  ré 
sistance  à  la  fleiion  des  cerps  prismatiques  suivant  la  âgure  de  leur  section 
transversale). 
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supposée  connue;  maisque^  comme  Duleau,  il  déterminait  en- 
core cette  ligne  en  posant  une  équation  fausse  entre  le 
moment  total  des  résistances  des  fibres  allongées  et  le  mo- 
ment total  des  fibres  accourcies,  moments  qui  sont  bien  loin 
d'être  égaux  dans  les  pièces  à  base  de  triangle,  de  trapèze,  de 
T  simple^  etc. 

Ce  n'est  que  dans  son  cours  de  4824,  imprimé  et  distribué 
par  feuilles  la  même  année,  et  publié  en  1826,  c'est-à-dire  dans 
la  première  édition  de  l'ouvrage  que  nous  rééditons,  que  toute 
erreur  de  ce  genre  fut  corrigée,  et  que  Navier,  seul  entre  tous 
les  auteurs,  détermina  la  ligne  que  traversent  les  fibres  inva- 
riables sur  des  sections  de  toute  forme,  en  égalant  entre  elles^ 
non  plus  les  deux  sommes  des  moments^  mais  les  sommes  des 
résistances  elles-mêmes  des  fibres  tendues  et  des  fibres  pressées. 

D'où  il  déduisit,  le  premier  aussi,  le  principe  si  simple 
du  passage  de  cette  ligne  par  le  centre  de  gravité  de  la 
iection  lorsque  la  matière  est  d'égale  contexture  dans  toute 
son  étendue,  et  qu'on  se  tient  dans  les  limites  de  la  con^ 
servation  de  la  contexture,  ou,  comme  on  dit,  de  Vélasti" 
cité,  ou  plutôt  tant  que  les  efiforts  restent  proportionnels 
aux  effets. 

X.  !Va¥ler(0«ite].  Y«mis.  —  Dans  ce  même  remarquable 
cours  de  4824,  dont  nous  avons  été  un  des  auditeurs,  et  qui  fit 
faire  à  cette  branche  de  la  Mécanique  un  pas  considérable, 
NaVier  rattacha  plus  franchement  et  complètement  que  n'avaient 
fait  ses  prédécesseurs,  la  théorie  de  la  résistance  des  solides  à 
celle  de  leur  élasticité,  ou  celle  de  la  rupture  par  flexion  à  celle 
de  simple  flexion  sans  rupture  (*),  dont  l'illustre  physicien 
Thomas  Young  avait,  en  1807,  donné  les  formules  exactes  en 
y  faisant  entrer,  le  premier,  un  module  d'élasticité,  mays  en  ne 
s'occupant  que  des  sections  divisibles  en  deux  parties  symé- 


(*]  Dès  4849,  daot  un  article  (au  n"  71)  de  iod  cours  lithographie,  lelitulé  : 
De  la  rupture  considérée  comme  Ve/fet  de  la  êéparation  des  fibres  allongées  ou 
de  Vécrasement  de»  fibrei  accourcies^  li  exprimait  que  la  théorie  do  la  résistance 
à  la  rupture  exposée  dans  les  autres  articles  au  point  de  vue  de  ses  devanciers 
éuii  eo  quelque  sorte  arliflcielle  et  qu'il  fallait  y  renoncer. 
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triques  par  une  ligne  horizontale  qui  est  alors  évidemment  celle 
des  fibres  invariables  (^). 

Il  put  ainsi  résoudre  une  multitude  de  questions  non  encore 
abordées  ;  car  ce  sont  les  petites  déformations  subies  par  une 
pièce  solide  qui  déterminent  la  distribution  des  efforts,  non» 
seulement  entre  les  diverses  fibres  à  leur  passage  à  travers  une 
uiéttie  section^  mais  aussi  entre  les  diverses  parties  de  «cette 
pièce  et  entre  les  diverses  pièces  d'un  même  système. 

Navier  fit  à  la  fin  de  l'art*  lY  (2«  remarque  du  $  151  ci-après), 
une  distinction  essentielle  entre  la  résistance  à  la  rupture  immé- 
diate ou  prochaine  dont  il  est  presque  impossible  et  heureuse- 
ment peu  utile  d'assigner  les  lois,  et  la  résistance  à  une  rupture 
éloignée^  ou  à  une  énervation  qui  amènerait  la  rupture  au  bout 
d'un  temps  plus  ou  moins  long  (*),  et  il  montra  (ce  que  Young 
avait  indiqué  en  passant  comme  nous  venons  de  dire)  le  vrai 
parti  qu'on  peut  tirer  des  formules  de  flexion  pour  en  prévenir 
les  chances,  en  limitant  convenablement  les  dilatations  ou  exten- 
sions, ce  qui  convient  mieux  et  produit  souvent  d'autres  résul- 
tats que  de  limiter  les  efforts  ou  tensions  ;  et  ce  qui  n'empêche 
cependant  pas ,  si  on  le  trouve  commode;  d'éliminer  ensuite 
les  dilatations-limites,  ainsi  que  les^coefScients  d'élasticité,  des 


(^)  A  CouTH  of  Lectures  tm  naUtrat  PhUosophy  and  the  nucankal  ArU»  Le  D*. 
Youog  7  dll,  vol.  I*',  p.  4  41 ,  que  l'aliéralion  permaneflie  de  ft>rme  limita  It  force 
des  matériaux  presque  autant  que  la  fracture,  puisque  l'effort  qui  est  capable  de 
produire  cet  effet  est  suffisant  pour  l'accrotlre  julqu'à  ce  que  la  fr&cture  kit  tfeu; 
i>ien  qu*ll  r6conntiftse(p.  44fi)  que  cette  alléraUon  de  forme  ne  faêse  patperéfe 
Véloêikiié  (¥074  ci-après  p.  tS)  j  et  voli  II,  art.  335,  que  la  résistance  est  li- 
mitée par  l'extension  ou  la  compression  que  la  substance  peut  supporter 
sans  manquer  (failing)  ou  ^'affaiblir. 

son  Modide  est  (d^aprèl,  p.  48)  la  bautear  en  pouces  que  donie  le  qioiiéht 
de  la  ebarge  d'un  prisme  d'un  pouce  carré  de  base  par  rallongement  ou  le 
raccourcissement  qu'elle  produit  pour  chaque  pouce  de  hauteur,  et  aussi  parle 
poids  du  pouce  bube  ;  ce  qui  fait,  en  subsiiluani  le  tnèlre  au  pouce  angtaii,  le 
poids  £  de  Navier  divisé  par  le  poids  du  mètre  cube,  ou  exprimé  en  hauteur  d'un 
prisme  de  môme  matière  ayant  le  mètre  carré  pour  section. 

(')  M.  de  Guillebon  (lithographie  du  cours  qu'il  a  fait  en  4839)  dit  i  cette  occa- 
sion que  la  désignition,  moment  de  rupture ^  elt  donnée  A  tort  A  l'expression 
qu*on  égale  au  moment  des  forces  extérieures  pour  poser  la  ctfndiifon  de  ftiabiiilé; 
car,  vu  que  la  proportionnalité  des  forces  aux  dilatations  et  comprHiiOlis  ne  le 
conserve  pas,  l'équaUon  qui  en  résulte  est  fausse  si  on  l'Applique  â  fétit  où  te 
trouve  la  pièce  i  l'instant  qui  précède  celui  où  elle  rompt. 
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équations  dt  cokéMn  ou  de  non-ruptofe  ;  en  sorte  que  œs  expres- 
sions des  conditions  de  la  stabilité  de  la  conteiture  des  pièces 
peuvent  ne  contenir  que  des  efforts^limites  ('),  dont  les  valeurs 
sont  fournies  par  diverses  expériences  ou  observations.  (  Vûg^ 
n'  XLIV.) 

XL  ISnlte  de  IVavIer.  Cas  où  le  caleal  des  ré- 
•Istanees  d«lt  être  préeédé  de  eelal  des  fleiLlons. 

—  Si  d'ailleurs  on  peut,  dans  quelques  cas^  poser  les 
équations  de  stabilité  d'une  manière  directe,  sans  parler  ni  des 
flexions  éprouvées  ni  du  coefficient  de  Télasticité  qui  y  résistait^ 
il  est  absolument  nécessaire,  dans  une  foule  d'autres^  d'opé- 
rer préalablement  le  calcul  analytique  de  ces  flexions^  et  plus 
généralement  des  déplacements  des  points  des  pièces.  Ce  sont , 
par  exemple  (voir  ci-après,  §  7  de  la  note  du  n**  113)^  les  cas 
où  les  flexions  qui  seront  prises  augmenteront  sensiblement 
certaines  composantes  des  forces  extérieures,  et  surtout  leurs 
bras  de  levier^  comme  quand  les  pièces  sont  sollicitées  dans  une 
direction  parallèle  ou  presque  parallèle  à  la  leur.  Ce  sont  aussi 
ceux  où  il  y  a  lieu  de  combiner  ensemble  une  flexion  et  une 
torsion.  Mais  ce  sont  surtout  les  cas  nombreux  oii  une  partie 
des  forces  est  inconnue  parce  qu'elles  consistent  en  des  réactions 
d'appuis  où  d'encastrements^  des  actions  mutuelles  de  diverses 
pièces  assemblées ,  etc. ,  qui  ne  sont  point  données  à  priori  y 
et  pour  la  détermination  desquelles  les  théorèmes  de  la  statique 
élémentaire,  exprimés  entre  les  seules  forces  extérieures  ou 
noawrécîproques  agissant  sur  un  corps^  ne  fournissent  qu'un 
nombre  insuflSsant  d'équations. 

Ces  sortes  de  problèmes»  d'une  nature  implicite,  peuvent  être 
résolus,  comme  nous  verrons  au  n'  XLIX,  par  un  procédé  géné- 
ral, consistant  à  construire  analytiquement  les  expressions  des 
déplacements  des  points  en  fonction  des  forces  tant  connues 


(1)  V.  el-après  $$7  de  U  noie  da  n*  413,  p.  93;  44  du  n*  456,  p,  S3 ,  et 
note  [t)  de  la  p.  829,  Appendice  complémentaire,  $  94.  Une  erreur  du  u'  365  do 
la  section  IV  de  Rafier  relative  à  la  siiuaUon  de  la  section  dangereuse  ou  de 
rupture  dans  une  pièce  horizontale  chargée  do  diren  poids,  a  été  corrigée  dans 
an  coars  lithographie  de  4837*4838.  M.  d'Andréa,  dans  sa  traduction  Italienne 
de  4836,  araii  fait  la  même  correction. 
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qu'inconnues,  celles-ci  représentées  par  des  lettres ,  et  de  s'en 
servir  pour  exprimer  les  conditons  définies  que  les  déplacements 
doivent  remplir  aux  points  particuliers  où  ces  forces  agissent,  par 
exemple  leur  nullité  aux  points  fixes,  leur  égalité  et  les  raccor- 
dements qu'ils  doivent  observer  aux  jonctions  des  pièces  ou  des 
diverses  parties  dans  lesquelles  il  faut  partager  une  même  pièce 
parce  que  les  déplacements  y  sont  donnés  par  des  équations 
différentes  (*).  De  cette  manière  on  parvient  constamment  à  po- 
ser autant  d'équations  qu'on  a  d'inconnues  à  déterminer;  car 
il  n'y  a,  dans  les  questions  de  mécanique  physique,  évidemment 
aucune  indétermination. 

Navier  a  posé  et  résolu  le  premier,  dans  son  Cours  de  4824 
(et  même  déjà  dans  celui  de  48i9j,  un  certain  nombre  de  ces 
sortes  de  questions,  celle  par  exemple  de  la  pièce  encastrée  aux 
deux  bouts  et  sollicitée  ailleurs  qu'au  milieu  de  sa  longueur 
(de  sorte  qu'on  ne  puisse  pas  obtenir,  comme  Girard,  la  solution 
par  une  assimilation  à  un  cas  plus  simple)  ;  celles  de  pièces 
droites  posées  sur  plus  de  deux  appuis,  ou  de  pièces  courbes 
arrêtées  aux  extrémités  ;  enfin,  le  fameux  problème  de  décom- 
position d'une  force  suivant  des  droites  matérielles  concou- 
rantes au  nombre  de  plus  de  deux  dans  un  même  plan  ou  de 
trois  dans  des  plans  différents  (').  S'il  n'a  pas  indiqué  la  méthode 
générale  dont  l'application  à  tous  les  cas  réaliserait  l'espérance 
de  sa  préface  de  4826  (p.  Ixxxvij),  si  même,   pour  diverses 


(i)  Navier  a  appris  i  poser  ainsi  des  équalions  dislioclos  pour  les  flexions  do 
ces  diyerses  parties,  qui  sont  séparées  par  des  points  où  agissent  des  forces  iso- 
lées, et  autres  où  la  loi  de  sollicitation  change.  Il  n'a  pas  eu  besoin  ainsi  de  re- 
courir, comme  a  Tait  Poisson,  à  l'emploi  difficile  des  fonctions  discontinues,  (Traité 
de  mécanique,  2"  édition,  4833,  n<*  323.) 

Nous  avons  eu  lieu  d'apercevoir  qu'une  division  de  ce  genre  doit  encore  être 
opérée,  même  quand  il  y  a  parfaite  continuité  ou  aucun  changement  de  forme 
des  expressions,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  par  exemple  la  flexion  d'un  anneau 
ou  d'un  ressort  de  dynamomètre  fermée  car  une  pareille  pièce  n'a  pas  d'extrémité; 
il  faut  donc  poser  l'équation  d'équilibre,  non  pas,  comme  à  l'ordinaire,  de  toute  la 
partie  au  deli  d'une  section  qnelconque,  mais  d'une  portion  comprise  entre 
deux  sections*  en  remplaçant  la  portion  au  delà  de  la  seconde  par  une  force  et  un 
moment,  dont  on  détermine  ultérieurement  les  intensités  en  posant  les  con- 
ditions do  raccordement.  (Cours  lithographie,  1837-4838  n"*  49,  82;  ou 
comptes  rendus  4843,  6  novembre,  t.  XVII,  p.  4025.) 

(*)  N*  533,  page  345  deTéditionde  4833. 
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sortes  de  charpente,  il  est  revenu  aux  décompositions  arbi- 
traires ou  hypothétiques,  fondées  sur  des  suppressions,  dont 
on  se  servait  vaguement  avant  lui,  on  doit  toujours  lui 
attribuer  le  principe  de  ces  solutions  de  questions  qui  ont 
été  longtemps  pour  les  géomètres  une  énigme  désespérante, 
restant  en  effet  sans  mot  tant  qu'on  attribue  aux  corps  une 
parfaite  rigidité  (*)  qui  ne  se  trouve  réellement  dans  au- 
cune de  leurs  parties,  ni  même  probablement  de  leurs 
dernières  particules  (')  et  qui  rendrait  tout  indéterminé  dans 
la  répartition  intérieure  des  efforts  auxquels  elles  sont 
soumises. 

Au  reste,  à  la  môme  époque,  dans  une  note  (•)  intitulée  Sur 
les  questions  de  statique  dans  lesquelles  on  considère  un  corps 
supporté  par  un  nombre  de  points  d'appui  surpassant  trois,  Na- 
vier,  en  rapportant  les  résultats  de  ses  belles  solutions  relatives 
à  la  pièce  élastique  droite  ainsi  supportée,  observait  très-bien 
que  rindétermination  apparente  cessait  en  tenant  compte  de 
l'élasticité  ou  du  corps,  ou  des  appuis,  ou  de  l'un  et  des  autres 
à  la  fois. 

Le  même  cours  de  1824  contient  la  solution  de  beaucoup 
d'autres  problèmes  sur  lesquels  nous  reviendrons  au  n®  XV. 

XII.  Courbes  élastiques  planes.  Jacques  Ber- 
uoulll.  —  Parlons  auparavant  des  courbes  élastiques^  et  d'a- 
bord de  celles  qui  sont  comprises  dans  un  plan. 

Leur  recherche,  plus  géométrique  que  physique,  a  pu  être 
fort  avancée  avant  que  les  travaux  de  Coulomb,  de  Young  et  de 
Navier  eussent  fait  connaître  les  vraies  valeurs  du  nombre  con- 
stant (e  ou  El  ci-après,  au  n^  80  et  à  sa  note,  p.  30,  31  )  qui  * 
figure  dans  leur  équation. 

Galilée  avait  pensé  que  la  courbe  affectée  par  un  ressort  droit 
que  l'on  ploie  pouvait  être  une  parabole,  les  PP.  Pardies  et  de 


(1)  V07.  OpuêcuUs  deéCAlemberty  t.  Vllt,  p.  36.  Sur  quelques  quetlioDS  de  dy- 
naisiqne.  —  Et,  t.  xvni  des  Mémoires  de  SaiDUPétersbourg,  un  esstf  d'Euler. 
(*)  Vo)ex  ci-après,  ii«  XXU. 
if)  Société  pbilomaUque,  48S3,  p.  3â. 
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Lanis  une  fuDÎcuIaire.  Mais  Jacques  Bernoulli  (et  ce  fut  là  sa 
véritable  découverte)  en  indiqua  la  vraie  nature^  d'abord  en 
1691  SOUS  forme  d'énigme  (^),  puis  explicitement  dans  Tannée 
1694  (')  en  basant  sa  détermination  sur  cette  propriété  fonda- 
mentale a  qu'en  un  point  quelconque  le  rayon  de  courbure  est 
en  raison  inverse  du  moment,  autour  de  ce  point»  de  la  force 
qui  produit  la  flexion,  x>  propriété  dont  il  donna  une  démons- 
tration dans  Tannée  1695  ('},  en  attribuant  une  épaisseur  à  la 
lame  ou  au  fit  élastique,  et  en  supposant,  comme  ^Leibnitz» 
qu'une  quelconque  de  ses  sections  acquiert  une  petite  inclinai* 
son  sur  une  section  voisine  et  primitivement  parallèle  en 
lournafit  aatour  d'une  de  ses  bases  ou  de  ses  tangentes, 
qu'il  prend,  avec  Galilée^  pour  l'axe  d'appui  d'un  levier  coudé. 
Mais  il  traita  plus  amplement  ce  sujet  de  la  courbure  des 
ressorts  en  1705,  à  la  suite  de  sa  lettre  Vétitable  hypo- 
thèse, etc.,  citée  ci-dessus  (*),  et  où  il  a  été,  avons-nous  dit, 
moins  heureux  quant  à  la  détermination  du  coefficient  de 
cette  proportionnalité. 

En  égalant,  avec  lui,  pour  un  fil  élastique  primitivement  rec- 
tiligne,  le  produit  de  ce  coefficient  ou  de  cette  constante  par 
l'inverse  du  rayon  de  courbure  du  fil  en  un  point  quelconque, 
à  la  somme  des  moments,  autour  de  ce  point,  des  forces  qui 
sont  supposées  le  solliciter  dans  un  seul  et  même  plan  depuis 
là  jusqu^à  une  de  ses  extrémités  (*),  on  a,  pour  la  courbe  qu^l 
affectera,  une  équation  difiérentielle  du  second  ordre,  dont  on 
obtient  toujours  une  intégrale  première  quand  on  peut  prendre 
des  axes  coordonnés  par  rapport  auxquels  on  connaisse  la  di- 
rection et  ta  situation  de  la  résultante  de  ces  forces  sollicitantes; 


(^  AeU  traditoram  Ltpoia,  pàf»  SSS,  ou  Œuvc.  compL  n»  XUI. 

(*)  IderUf  juin  1694,  p.  S6S,  ou  Œuvres  n»  LVllI. 

(^  Idem,  décembre,  p.  637.  Explications  el  notes  ;  Œuvres,  n°  LXVI. 

(^)  Mém.  del'Ac.  4705;  ou  Œuvres,  t.  n,  p.  976.  Une  question  du  infime  genre  a 
été  traitée  par  son  frère  Jean  Bernoulli;  Œuvres,  t.  IV,  n"  CLXXIV. 

(>)  Nous  verrons  (n*  XVI)  que  cette  égaKté  n'a  lieu  qu'avtaat  que  te  tige  est 
droite  ou  plane,  et  que  son  pfan,  ou  celui  qui  passe  par  sa  fibre  moyeane  et 
par  la  résultante  des  forces,  comprend  aussi  Vhb  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  de  ses  sections  transversales. 
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et  une  seconde  intégration  ramène  le  problème  aux  quadra- 
tures {'). 

Ces  quadratures^  quand  on  n'y  emploie  pas  les  transcendantes 
elliptiques,  ne  peuvent  s'obtenir  qu'en  développant  la  fonction 
sous  le  signe  J  en  série,  comme  ont  fait  BernouUi,  Euler  et 
Lagrange^  ou  en  faisant  usage  de  diverses  méthodes  d'approxi- 


(*)  n  Mt  cMr,  eo  efll»t,  que  si  roa  pote  l'éqotUon^  qui  «§l  de  la  ft»riM 

-  =  X(y— *)— Y(x— a), 
P 

oè  p  «tlle  rtjon  d»  courbuf  e,  El  e»l  uno  ooaiusle,  et  a,  è  mqI  Im 

«èM  X,  y  4tt  poi«t  4,'«pplicttioa  de   U  rësullaoïe  dont  X»  T  soai  les  frqjeo- 

tioAt  sar  les  x  et  les  y,  et  si  l'on  change  ces  coordonnées,  en  Taisant 

«=3:' cosa  — /sina,    y=fl:'»îna-f-y'fo*a 

«a  d'tntres.s'»  y'  telles  qu'il  ne  reste  après  sniMtitution  que  la  coordonnée  x'  dans 
le  seeottd  membre,  ce    qui  revient  â    prendre   /    pirallèle  i   la  résultante 

R=  ^x*+Y*,  TéquatioB,  qni  se  réduira,  s  èunt  Taie  et  C  une  constante,  â 

—  =  EÏ-— -  =0/  ^x«4-Y*+C', 
aai«  pMr  iwMgraln  première,  C"  étant  une  autre  eonsunte, 

d*oà  Ton  tire,  en  o^  et  dir'  seuls,  la  valeur  de  d»,  et  par  suite  celle  de  dy*  = 

-4- A.  On  Mirait  la  même  chose  en  prenant  les  axes  coordonnés  nonveani,  ou 
4a 

leur  angle  a  avec  les  anciens,  de  maniérée  n'avoir  diM  [fi  smoimA  Membre  qoe  y',  et 

en  remplaçant  •par  =   — y-  .    On  y  arrive  aussi  avec  Lagrange  (Ac.  de  Ber- 

P  d/ 

lia,  il^9.  Sur  la  force  desreêsorts  fixés,  ou  Mécanique  analytique,  i"  ^^ltiIq, 
aactiOB  V,  art.  50),  sans  changer  d'axes  coordonnés,  en  introduisant  pour  variable 
anxilIniTO  Kaiigle  f  qne  Cûl  avec  oelui  des ap  la  tangente  à  la  courbe  élastique  au  point 

4      d9  /•  fi 

{x,  y);  car   -=~^,  x^\  cos»  <2s^  y  =:  l  sin  «p  ds;  d'où,  subsUluant  et  diffé- 

rentiant,  £1--^  =Xsinç— Ycos  ^i  qui  multipliée  par  2<29  et  intégrée  donne 

El(~J    =  — ÎXcos©  — 2Ysin(p  +  C"'; 
d'où  l'on  peut  tirer  da  et  par  suite  da;  en  ç  et  d9  seuls. 
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mation  numérique  ou  ^apbique  dans  les  cas  pour  lesquels  ces 
séries,  après  l'intégration ^  ne  sont  pas  convergentes^  comme  Ta 
remarqué  M.  Poncelet  (<). 

XUl.  Classlflcatton  des  courbes  élastiques  planes 
par  finler.  — Euler  fit,  en  1744,  une  énumération  complète 
des  courbes  élastiques  planes^  dans  un  mémoire  (*)  où  il  prend, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'ordonnée  y  parallèle  à  la  ré- 
sultante, quand  il  y  en  a  une,  et  où  il  déduit  leurs  formes  et  les 
lois  diverses  de  leurs  circonvolutions,  tantôt  de  l'intégration  de 
leur  équation  en  série,  tantôt  de  Téquation  différentielle  elle- 
même  ,  car  la  série  n'est  pas  toujours  convergente.  Il  y  cherche 
d'abord,  à  la  suite  de  considérations  métaphysiques  sur  le  double 
moyen  d'investigation  qu'offrent,  d'une  part,  les  causes  finales, 
et,  dé  l'autre,  le  calcul  des  effets  des  causes  efficientes,  quelle 
doit  être  la  courbe  rendant  un  minimum  une  certaine  quantité 
appelée  force  potentielle  par  Daniel  Bernoulli,  qui  lui  avait  con- 
seillé celte  recherche;  quantité  qui  est,  ici,  V intégrale  de  Vêlé- 
ment  de  l'arc  divisé  par  le  carré  du  rayon  de  courbure^  pour  une 
longueur  donnée  de  l'arc  entre  deux  points  où  les  directions  de 
sa  tangente  sont  aussi  données  (').  Euler  trouve  que  ce  sont  bien 


(^)  Dans  son  Cours  de  mécanique  iDdustriclle  (4840,  inédit)  àlaFacnllé  des 
sciences  de  Paris,  44*  leçon, 

(*)  Additamentum  De  cutvit  elaiticis  i  la  suite  de  son  bel  ouvrage  Methodus 
ittveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietaU  gaudenUs,  dont  les  mé- 
thodes ont  été  remplacées  par  celle  des  variations. 

(*)  Celle  quantité,  appelée  aujourd'hui  simplement  lepo/efi<tW(Vo7.App,  compl. 
p.  783,  796),  n'est  autre  chose  que  le  travail  de  flexion.  On  a  en  effeU,  comme  aux 

n"  77  et  80  (note),  p.  39,  31,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  ds-  pour  Talion- 

P 
gement  subi  par  un  élément  de  fibre,  d'une  longueur  primitive  da,  si  v  est  sa 

distance  i  celles  qui  ont  conservé  cette  longueur  entre  deux  sections  voisines  <o; 

d'où  pour  cette  fibre  une  tension  dont  l'inlensilé,  nulle  quand  la  flexion  commence, 

V 

a  maintenant  pour  grandeur  Edtù-,  Il  en  résulte  que  le  travail  de  son  allongo- 

P 
4  V         v  Eds  « 

ment  est-Edw  — .  d»-jcequî  donne-  — \vVo>  pour  toutes  les  fibres  sur  la 

2         p        p  2  p*  J 

longueur  de  ;  ou,  1  étant  le  moment  d'inertie  de  la  section,  -r-  J    -=  POur  le  travail 
de  fleiion  sur  une  longueur  quelconque  l  de  la  tige. 
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« 

en  effet  les  courbes  élastiques  de  Jacques  Bernoulti,  définies 
par  la  proportionnalité  de  la  courbure^  en  un  point  quelconque^ 
au  moment  des  forces  autour  de  ce  point. 

Il  les  classe  en  neuf  espèces,  dont  les  six  premières  sont  re- 
latives aux  cas  où  les  forces  ont  une  résultante  qui  coupe  la 
courbe,  et  se  distinguent  par  les  grandeurs  plus  ou  moins  con-  . 
sidérables  de  l'angle  de  cette  résultante  et  de  la  tangente  au 
même  point,  qui  ne  peut  être  qu'un  point  d'inflexion^  même 
lorsqu'il  se  trouve  à  une  extrémité  libre,  puisque  le  moment  et 
par  conséquent  la  courbure  y  est  zéro. 

La  courbe  élastique  est  de  première  espèce,  quand  cet  angle 
de  la  résultante  et  de  la  tangente  est  infiniment  petit; 

De  deuxième,  quand  il  est  fini  et  aigu; 

De  troisième,  quand  il  est  droit; 

De  quatrième^  quand  il  est  obtus,  mais  moindre  que  i3i''41'; 

De  cinquième,  quand  il  a  tout  juste  cette  grandeur,  pour  lar 
quelle  la court^e  prolongée  se  replie  sur  elle-même,  et  a  un 
nœud  au  point  où  la  résultante  la  coupe  ; 

De  sixième,  quand  l'angle  est  plus  grand,  sans  excéder  deux 
droits. 

La  septième  et  la  huitième  espèce,  qui  sont  sans  poini 
d'inflexion,  ne  peuvent  être  produites  que  par  des  forces 
dont  la  résultante  agit  par  Tintermédiaire  d'un  bras  de 
levier,  sur  un  point  hors  de  la  lame  primitivement  droite  qui  a 
été  fléchie. 

Et  la  neuvième  espèce,  fort  remarquable,  est  relative  au  cas 
où  les  forces,  situées  toujours  dans  un  plan,  n'ont  pas  de  résul- 
tante, c'estrà-dire  où  elles  se  réduisent  àun  couple.  Euler  montre 
que  la  courbe  est  alors  un  cercle. 

Dans  le  cas  de  la  quatrième  espèce,  si  l'angle  de  la  tangente 
et  de  la  force  est  supposé  très-peu  au-dessus  de  l'angle  droit, 
on  peut,  en  mettant  approximativement  l'élément  de  l'abscisse 
pour  l'élément  de  l'arc,  intégrer  l'équation  en  termes  entiers, 
ce  qui  donne  simplement  une  courbe  parabolique  du  troisième 
degré.  C'est  le  cas  très-connu  d'une  pièce  horizontale  peu  flexible 
encastrée  à  un  bout  et  sollicitée  à  l'autre  par  un  poids,  et  c'est 
de  la  réunion  de  deux  des  courbes  de  cette  quatrième  espèce,  se 

I.  h 
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raccordant  au  point  de  suspension  du  poids^  que  se  compose  la 
ligne  affectée  par  Taxe  d'une  pièce  posée  sur  deux  appuis  et  sol- 
licitée transversalement  dans  l'intervalle;  et  alors  les  véritables 
points  d'application  des  forces»  ou  les  points  pour  lesquels  leur 
moment  est  nul^  sont  aux  extrémités^  vu  les  réactions  des  appuis. 
Euler  remarque  le  premier  qu'en  observant  la  petite  flèche  de 
flexion  on  peut  déteji^miner  par  l'expérience  la  constante  qui 
mesure  l'élasticité  de  la  lame;  mais  il  se  trompe  en  regardant 
cette  constante  comme  proportionneUe  au  carré  et  non  au  cube 
de  l'épaisseur. 

La  première  espèce  n'est  pas  moins  importante.  Elle  se  dis- 
tingue par  une  singularité  qui  a  étonné  les  géomètres,  et  donné 
lieu  à  de  nombreuses  discussions.  Elle  est  relative  au  cas  où  la 
force  fait  un  angle  excessivement  aigu  avec  la  tangente.  C'est  le 
cas  des  pièces  dites  sollicitées  debout^  c'est-à-dire  pressées  dans 
une  direction  sensiblement  parallèle  à  leur  longueur.  Ëuler^ 
substituant  encore  approximativement  à  l'élément  de  Tare  ce- 
lui d'une  coordonnée^  qui  est  alors  prise  parallèle  à  la  force, 
intègre  complètement  l'équation  par  sinus  sous  forme  finie.  11 
en  déduit  une  grandeur  que  la  force  est  obligée  d'atteindre  pour 
pouvoir  opérer  un  commencement  de  flexion^  et  qui,  une  fois 
Surpassée,  suflSt  par  cela  seul  pour  que  la  force  détermine  la  rup- 
ture, car  la  courbure  acquise  lui  donne  un  bras  de  levier  sans 
cesse  croissant. 

C^est  ce  qu'il  a  appelé  la  force  des  colonnes.  Le  coefficient 
d*élasticité  y  entre  seul,  et  non  le  coeflicient  de  cohésion,  parce 
que  quelque  grand  que  soit  celui-ci,  la  pièce  ne  pourra  résister 
à  une  flexion  qui,  une  fois  commencée,  devient  rapidement  et 
indéfiniment  croissante  (^). 


(^)  Dttleaa  et  H.  Bernvd  (aujourd'hui  oorreipondant  deriosUiul)  saos  avoir 
pu  consulter,  i  Cubzac,  le  mémoire  d'Euler,  ont  aperçu  ce  principe  d'une 
antre  manière,  i  tavoir  en  supposant  approximatlTement  que  la  courbure 
de  la  pièce,  d'une  lottfueur  a,  presiée  debout  par  un  poids  Q,  prend  la 
même  courbure  que  si,  étant  appuyée  à  ses  extrémités,  elle  était  sollicitée 
transversalement  au  milieu  par  une  force  p  résultante  des  deux  forces  Q 
supposées  agir  suivant  ses  tangentes  extrêmes.  Alors,  en  effet,  f  désignant 
la  flèehe  de  eoarbare,  rinclinaisoii  de  ces  deux  tangentes  sur  la  ligne  de 
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A  la  fin  de  cet  admirable  mémoire^  Euler  étend  son  analyse: 
1"  A  une  lame  d'élasticité  ou  de  grosseur  inégale  ; 
2'  A  une  lame  égale^  mais  naturellement  courbe^  et  il  prouve 
qu'on  doit  égaler  le  moment  des  forces  au  produit  de  la  con- 

i     1 

stante  par  la  différence des  inverses  des  rayons  de  cour- 

9     Po 
bure  ancien  et  nouveau  pt  et  p  ; 

3^  A  une  lame  sollicitée  à  la  fois  par  des  forces  agissant  en 
des  points  particuliers  et  par  d'autres  distribuées  sur  toute  une 
partie  de  la  pièce»  telles  que  celles  qui  résultent  de  son  poids 
propre; 

A''  Enfin  aux  oscillations  de  la  lame  abandonnée  à  elle-même 
après  avoir  été  fléchie  (Yoy.  ci-après,  n*  LUI). 

Euler  revient'^  dans  un  mémoire  de  1757  (*},  sur  ce  qu^il  a  dit 
de  la  force  des  colonnes,  et  justifie  l'assertion  en  apparence  sin- 
gulière qu^aucune  flexion  ne  sera  prise  par  un  ressort  droit 
pressé  longitudinalement,  tant  que  la  pression  n'excédera  pas  une 
certaine  intensité  dépendant  de  son  élasticité,  et  qu'il  trouve 
aussi  inverse  du  carré  de  sa  longueur^  comme  l'avait  annoncé 
M usschenbroeck  en  1729  (*). 

• 

XIV.  Suite.  lia^ratti^e.  Euler.  (Mèees  debout. 
Paradoxe  apparent.)  —  Lagrange  confirme  ce  résultat 
d*Euler  dans  un  premier  mémoire  (*)^  où  il  exprime  d'une 
manière  simple  les  intégrales  premières  de  l'équation  deTélas- 
tique  au  moyen  des  deux  variables  s  (l-arc)  et  ^  (Pangle  que  la 


9f  p  Sf 

JonetioD  des  deux  extrémités  serait— (n«  87  ci-iprét);  d'où  -  =3.  — .  Or  (même 

a  ft  a 

B*  87,  p«  76),  on  •  fars- p  ( -«  |   r— ;  d*où  Q=— y ,  ex]nreMloii  dUTérant  peu 

«     \2    J    3EI  r  * 

i:*EI  El 

deeelle  — ^=  9,87  -^ d'Ealer.  MM.  Bernard  et  Dalevs  eooefaiaieQt.  comme Bnler» 

qo'une  charge  produirant  la  plus  petite  flèche  était  capable  d'en  produire  une 
grande,  et  de  rompre,  quoique  proportionnelle  à  la  seule  éUuticiU  et  tûdépen* 
danle  de  la  eohûion» 

{})  Académie  de  Berlin,  4757. 

O  IiUrodHctio  ad  eohmreniiam  cùrporum  fvrmmum^  4799. 

f}  Sur  la  foret  des  ressorts  pUés,  Académie  de  Berlin,  1769^ 
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taDgente  fait  avec  une  droite  fixe),  en  faisant  voir  que  la  qua- 
drature exacte  de  l'expression  trouvée  pour  l'ordonnée  dépend 
de  la  rectification  des  sections  coniques^  ou  de  ce  qu'on  appelle 
les  fonctions  elliptiques  aujourd'hui.  Mais  il  remarque  qu'on 
peut  intégrer  par  logarithmes  ou  par  exponentielles  réelles, 
dans  le  cas  de  la  sixième  espèce,  quand  la  force,  qui  agit  par 
traction,  est  dirigée  presque  dans  le  prolongement  de  la  tan- 
gente,  ou  fait  avec  celle-ci  un  angle  très-peu  différent  de  deux 
angles  droits. 

A  un  mémoire  sur  la  figure  des  colonnes  (']  publié  peu  après 
dans  un  autre  recueil,  Lagrange  élucide  complètement  la  ques- 
tion de  la  courbe  de  première  espèce,  et  fait  disparaître  toute 
difficulté  analytique  sur  le  résultat  relatif  à  ce  cas  d'une  pièce 
sollicitée  debouty  en  donnant,  au  moyen  d'une  série,  une  inté- 
grale exacte  de  l'équation  différentielle  sans  substituer  l'abscisse 
à  l'arc;  d'où  une  relation  exacte  aussi  entre  la  flèche  de  courbure, 
la  longueur  développée  de  la  pièce,  et  la  force  qui  la  fait  fléchir. 
Elle  montre  clairement  que  pour  toute  force  au-dessous  de  la 
grandeur  trouvée  par  Euler,  la  flèche  serait  imaginaire. 

C'est  dans  ce  même  Mémoire  de  Lagrange  que  se  trouva 
faite,  pour  la  première  fois,  la  remarque  que  la  pièce  ainsi  sol- 
licitée est  susceptible  de  prendre  une  courbure  à  deux,  trois 
quatre...  ventres,  avec  inflexions  intermédiaires,  ce  qui  a  lieu 
en  effet  si  quelques  points  sont  empêchés  de  s'écarter  latérale- 
ment, mais  moyennant  qu'on  donne  à  la  force  4,  9,  16...  fois 
plus  d'intensité  que  pour  la  courbure  à  un  seul  ventre  sans  in-? 
flexion. 

L'analyse  de  Lagrange  fournit  la  valeur  de  la  flèche  de  cour- 
bure, ce  que  ne  peut  pas  faire  l'analyse  d'Euler.  Elle  donne 
aussi,  pour  la  longueur  de  l'arc  fléchi,  une  expression  exacte  et 
différant  quatre .  fois  plus  de  sa  corde  que  celle  que  divers  au- 
teurs ont  cru  pouvoir  déduire  d'un  raisonnement  qui  les  fait 
aussi  arriver  à  une  valeur  de  la  flèche  moitié  moindre  que  la  vé- 
ritable («). 


{})  Académie  de  Turin,  volume  de  4*770-4773. 

;*)Souscr  rapport,   les  Tormules  du  d*>  385  de  Tédition  de  1833  de  Mavier 
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Nous  ne  parlons  pas  de  la  fin  de  ce  même  Mémoire,  où  La- 
grange  conclut  d'un  calcul  incomplet  qu'un  renflement  non«seu- 
lement  des  colonnes  formées  d'assises  en  pierre^  mais  même  de 
tout  soutien  ou  poteau  d'une  seule  pièce,  n'augmente  pas  la 
résistance;  ce  qui  n'est  admis  ni  dans  la  théorie  qui  a  prévalu, 
comme  on  verra  au  n«  506  (p.  325  de  l'édition  de  1833),  ni 
dans  la  pratique,  comme  on  peut  voir  par  la  forme  des  bielles 
en  fonte  de  machines  à  vapeur. 

Euler  revient  encore  sur  cet  intéressant  sujet  en  1778^  dans 
trois  Mémoires  (^),  où  il  examine  ce  qui  arrive  quand*la  colonne 
n^est  sollicitée  que  par  son  propre  poids.  Le  calcul  le  conduit  à 
cette  conclusion  :  que  quelque  haute,  pesante  et  faible  de  résis- 
tance élastique  que  soit  la  colonne  ,  elle  ne  prendra  aucune 
flexion  ;  tandis  qu'elle  fléchirait  dans  sa  partie  inférieure,  si  la 
partie  supérieure  y  était  simplement  posée.  Ceiinsigne  paradoxe 
s'explique  en  remarquant  qu'alors,  à  la  face  du  contact  des  deux 
parties.  Taxe  de  la  pièce  pourrait  faire  un  angle  avec  la  verti- 
cale, tandis  que  cela  est  impossible  si  la  partie  supérieure  est 
liée  invariablement  à  la  partie  inférieure. 

Il  suffît  d'ailleurs  que  la  plus  petite  force  horizontale  agisse 
en  même  temps,  ou  bien  que  la  résultante  des  poids  des  parties 
supérieures  s'écarte  tant  soit  peu  de  la  ligne  centrale,  pour  dé- 
terminer la  Oexion. 

XV.  i^alie.  IVaTier.  Se«  «olntlons  de  proUèiiie« 
liMpIlclies.  neiLion  des  pièces  coiir1»e«.  —  On  doit 
à  Navier  d'avoir  remarqué  que  l'équation  différentielle  de  la 
courbe  élastique  peut,  pour  toutes  les  espèces  d'EuIer  (hors 
la  première  et  là  neuvième  qui  n'en  ont  pas  besoin),  être  inté- 
grée fiicilement  sous  forme  finie,  même  quand  il  y  a  une  charge 


« 

sont  à  modifier.  Les  eoosidéraUoni  prèscDiées  i  ce  nujet  aux  d°*  89-91  de  notre 
Coar»  Ulbographié  de  4837-1838  ont  été  données  depuis,  avec  plus  de  dévelop- 
pemeol,  par  M.  Ernest  Lamarle  (Flexion  du  bois,  3*  partie)  et  par  M.  Bresse 
(Coors  de  née.  appl.,  4869,  n»  89,  p.  SOS). 

(K)  Académie  de  Saint- Pétersbourg.  Detemtinntio  onerwnquacolumnœ  gegiare 
valent.  —  Evamen  ingigniê  paradoxi  in  theorid  columnarumoccurrentia.  —  Ve 
oMtudmt  coIimiiMrvm  mAf/rufrio  pondère  eorruentimm. 
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répartie  sur  la  longueur  totale  ou  partielle,  même  quand  il  .'y 
avait  une  petite  courbure  préalable,  dans  tous  les  cas  oit  la 
flexion  est  très-petite \  et,  cela,  sans  négliger  rinfluence  de  cette 
flexion  sur  les  bras  de  levier  définitifs  des  forces,  ou  en  conser- 
vant à  l'équation  sa  forme  implicite.  On  y  arrive  avec  lui  en 
dirigeant  Taxe  d'une  des  deux  coordonnées,  non  plus  suivant 
la  résultante  des  forces,  comme  faisait  généralement  Ëuler, 
mais  suivant  une  des  tangentes  à  la  courbe,  de  manière  à  pou- 
voir remplacer  l'élément  de  l'arc  par  l'élément  correspondant 
de  cette  coordonnée  (^).  L'ordonnée  obtenue  s'exprime  tantôt 
par  des  sinus  circulaires  ou  ordinaires,  tantôt  par  des  exponen- 
tielles réelles  ou  des  sinus  hyperboliques.  C'est  dans  une  habile 
application  de  cette  remarque  aux  divers  problèmes  qui  inté- 
ressent la  pratique  que  se  trouve  surtout  le  mérite  de  son  beau 
Mémoire  inédit  du  29  novembre  i819  sur  la  flexion  des  lames 
élastiques,  approuvé  par  l'Académie  le  4  septembre  1820  (*). 
Les  diverses  solutions  qui  s'y  trouvaient  comprises  ont  été  don- 
nées dès  1820,  avec  d'autres,  dans  son  Cours. 
La  solution  relative  à  une  pièce  naturellement  droite,  mais 


(>]  Ed  effet,  li  c'est  l'axe  dei  a;,   dt  pouvant  6tre  remplacé  par  dx^  ou  -  par 

P 
dhf 
— .  o«  t  Que  équation  4o  l|  fvrçie 

jji=/{*)+wV    »    ou  =  /(«)— ««y, 

la  foactioa  /  {x)  dépeodaut  à  la  fola  do  la  manière  dont  la  pièce  eit  charge 
transyerMlement,  et  de  la  petite  courbure  primlUve  si  elle  eu  avait  une.  Cette 
équation  a  pour  intégrale  « 


ou 


ftmpzzze»^  \  e-«*  f{x)  «te— e-i»»  \  0t^f(x)dx, 
ny  sssiniM;  V  cos  nx  f{x)  tfx— ooana:  \  %imnx  f{x)  dx. 


si  la  fonction  f{x)  dont  dépend  la  courbure  primitive  est  entière,  les  deux  in- 
tégrales s'obtiennent  sous  forme  finie.  Ces  deux  expressions  développées  donnent 
toutes  celles  de  Navier.  M.  d'àodrea,  traducteur  de  Navier,  a  oonsidéré  des  cas  oik 
la  pièce  aurait  aussi  une  cbarge  continue  longitudinale. 

C)  Appales  do  chimie  et  de  pbyiique,  t.  XV. 
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déjà  flêckiey  et  posée,  la  convexité  en  haut,  entre  deux  appuis 
ou  enclaves^  et  chargée  au  milieu^  est  d^un  genre  neuf  et  extré- 
ment  remarquable.  Les  autres^  relatives  à  une  pièce  droite  non 
fléchie  préalablement^  et  sollicitée  à  la  fois  dans  le  sens  de  sa 
longueur  et  dans  un  sens  transversal^  comme  les  tirants,  entraits, 
arbalétriers,  soupoutres  de  ponts  et  entretoises  de  portes  d'é- 
cluses, etc.,  se  ramènent  aux  deux  cas  (n«*  41 3^  41 5  de  Tédition 
de  1833^  fig.  60^  61),  où  on  la  suppose  encastrée  à  un  bout  et 
sollicitée  obliquement  à  l'autre^  et  à  ceux  (n^'SeQ^  592,  fig.  130), 
où  l'on  tient  compte^  en  outre,  d'une  charge  transversale  répar- 
tie sur  toute  la  longueur.  Ces  solutions  sont  très-utiles,  bien 
qu'elles  aient  fort  peu  passé  dans  les  applications  jusqu'ici  (^}. 
On  doit  remarquer  aussi  les  solutions  (n**  406^409,  fig.  58,  59), 
relatives  à  une  pièce  sollicitée  longitudinalement,'  mais  à  une  cer** 
taine  distance  de  son  axe;  la  première,  en  supposant  cette  dis- 
tance petite^  fait  cesser,  dans  un  sens  pratique,  pour  les  pièces 
chargées  debout ^  les  difficultés  de  la  solution  abstraite  d'EuIer 
et  môme  de  Lagrange,  car  elle  tient  compte  des  déviations 
inévitablement  dues  à  ce  que  ces  pièces  ont  une  certaine 
épaisseur. 

Une  pièce  qu'on  fléchit  peut  être  naturellement  courbe.  Euler 
a  montré  (*)  que  si  sa  première  forme  est  circulaire,  on  peut 
ramener  aux  quadratures  la  détermination  de  sa  forme  nouvelle 
tout  comme  quand  elle  est  en  rectiligne,  quelle  que  soit  Tampli- 


{})  Toutes  les  formales  qu'il  doone  i  oe  tqjei,  malgré  leur  apptrenlo  compli- 
eaUoD,  deriendraidni  usuellei  au  moyen  depeUtM  tables  numériques  donnant^  les 
unes,  les  cosinus  naturels  tant  circulaires  qu'bjperboliques  de  divers  nombres 
depuis  léro;  les  autres,  les  rapports  des  ungentes  tant  circulaires  qu'byperbo- 
UqoBS  à  tours  ores.  Lorsque,  d'après  la  nature  des  données,  ces  cosinus,  ou  ces 
rapports,  se  trouveraient  peu  différents  de  l'unité,  ce  serait  un  signe  que  l'équation 
de  résisunce  permanente  peut  être  posée  sans  atoir  égard  i  la  flexion  Inconnue, 
ou  sans  tenir  compte  de  Paugmenlatlon  qu'elle  apportera  aux  bras  de  levier  des 


S'il  nous  est  donné  d'annoter  avec  quelque  étendue  la  4*  section  de  ses  leçons, 
nous  BOUS  proposons  de  comparer  les  soloUons  de  Havier  avec  celles  que  fournirait 
natégration  exacte  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  (en  prenant,  avec  Euler, 
la  direcUon  de  la  force  pour  un  des  deux  axes  coordonnés)  et  de  donner  des 
Ubies  oomplémenlaires  si  U  différence  est  sensible. 

0  Héme  mémoire  De  cwrvit  daitieU^  art.  49. 
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tude  de  la  flexion  qu'on  lui  fait  subir  C).  11  en  est  autrement  si 
la  forme  primitive  n'est  pas  celle  d'un  arc  de  cercle,  car  le 
rayon  de  courbure  variable,  dont  l'inverse  multiplié  par  une 
constante  est  à  ajouter  au  second  membre  de  Téquation  diffé- 
rentielle, n'est  généralement  donné  qu'en  fonction  des  coor- 
données primitives  de  chaque  point,  et  non  pas  en  fonction 
de  ses  coordonnées  ultérieures  ou  après  flexion  (*). 

Mais  on  doit  à  Navier  d'avoir  aperçu  qu'on  ramène  encore 
aux  quadratures  le  problème  de  la  flexion  plane  pour  une  forme 
primitive  de  courbe  à  simple  courbure  absolument  quelconque 
si  la  flexion  opérée  est  très-petite,  en  sorte  qu'on  puisse  prendre 
approximativement 9  pour  bras  de  levier  définitifs  des  forces 
quelconques  qui  font  fléchir^  ceux  qu'elles  possédaient  au  com- 
mencement de  4a  flexion. 

Il  obtient  même  les  intégrales  otf  les  quadratures  très-simple- 
ment en  fonction  entière  de  l'abscisse  quand  la  courbure  est  assez 
peu  considérable  pour  que  la  dérivée  de  l'arc  puisse  être  déve- 
loppée suivant  les  puissances  entières  de  la  dérivée  de  l'ordonnée, 
si  la  courbe  primitive  peut  être  assimilée  à  une  parabole  du  se- 
cond degré.  Et  il  en  serait  de  même  en  l'assimilant  à  une  para- 
bole d'un  degré  quelconque  ayant  une  équation  à  un  ou  plusieurs 
termes,  ce  qui  est  toujours  possible  approximativement. 

Et  quand  la  forme  primitive  est  un  arc  de  cercle  d'autant 
de  degrés  qu'on  veut^  Navier  a  reconnu,  en  1831  ('),  que  Tin- 


EI 
(^)  En  effet,  on  n'a  qu'i  «Jouter  la  oonsUnte —  au  second  membre  de  l'équation 

^  di  I 

— ;  =  s'  V^*  +  Y*  -f  C  de  la  6*  note  du  n*  XII  ci-deisnt  ;  cela  n'empècbe  pas 

la  transformation  de  cette  équation  et  la  suite  du  calcul. 

(*)  Cependant  aj,  i  partir  d'un  point  d'encastrement,  on  divise  la  pièce  en 
plusieurs  portions  finies  assez  petites  pour  que  dans  chacune  le  rayon  primitif 
puisse  être  regardé  comme  constant,  on  peut  de  proche  en  proche,  et  en  expri- 
mant des  conditions  de  raccordement^  obtenir  approzimalÎTement  la  forme  nou- 
velle, quelque  différente  qu'elle  soit  de  l'ancienne.  {Note  sur  le»  flexiont  conH- 
dérablet  d^s  vergtg  élastiques,  au  Journal  de  Liou ville,  4844.) 

(*)  T.  I*'  des  Ann.  des  P.  et  Cb.,  4834,  p.  438,  et  n«4o3,  p.  39S  de  rédilion 
de  4833  des  présentes  leçons.  Voir  aussi  le  n'607,  où  II  trouve  que  le  milieu  de 
lare  n'est  pas  le  point  où  une  charge  exerce  la  plus  forte  action. 
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tégration  se  faisait  exactement  et  s'étendait  même  à  une  demi- 
circonférence^  ce  qui  permet  de  calculer  la  flexion,  les  i>oussées 
et  la  résistance  des  grands  systèmes  de  charpente  cintrés. 

XVI.  Flemlon  oblique  on  déviée.  —  Avant  de  passer 
à  la  flexion  à  double  courbure,  arrêtons-nous  à  considérer  le 
cas  fréquent  où  la  flexion  d'une  pièce  droite  est  déviée^  c'est-à- 
dire  où  elle  s'opère  dans  un  plan  plus  ou  moins  oblique  à  celui 
de  sollicitatim,  qui  est  le  plan  du  moment  ou  du  couple  résul- 
tant des  forces  faisant  fléchir. 

M.  Persy,  professeur  à  l'École  d'artillerie  et  du  génie  de  Metz, 
a  trè^bien  remarqué,  en  1834  [^),  que  Téquation  unique  de 
moments,  posée  comme  à  l'ordinaire  autour  de  la  ligne  des 
fibres  invariables,  ne  suffisait  pas  i>our  assurer  Péquilibre  entre 
les  forces  extérieures  et  les  forces  intérieures  de  tension  ou  pres- 
sion des  fibres  à  travers  une  section,  à  moins  que  cette  ligne  ne 
soittm  des  deux  axes  principaux  d'inertie  de  celle-ci,  passant  par 
son  centre  de  gravité. 

Cette  condition  n'est  pas  toujours  remplie,  car  elle  exigerait 
que  le  plan  du  moment  résultant  des  forces  extérieures  fût  tou- 
jours perpendiculaire  à  un  de  ces  deux  axes  de  plus  petit  et 
de  pins  grand  moment  d'inertie  des  sections.  Nous  avons  mon- 
tré en  conséquence  qu'il  fallait  poser  deux  équations  de  mo- 
ments des  forces  (*),  et  que  ce  qu'il  y  avait  de  plus  simple  pour 
obtenir  la  flexion,  était  de  les  prendre  autour  des  deux  axes 
d'inertie.  Quand  aucun  de  ces  deux  moments  n'est  nul,  la 
flexion  est  déviée^  ou  s'exécute  dans  un  autre  plan  que  celui  de 
sollicitation  à  fléchir.  Comme  elle  est  résultante,  en  quelques 
sc^ie,  de  deux  flexions  qui  auraient  lieu  dans  des  plans  perpen- 
diculaires entre  eux  et  aux  axes  principaux,  les  équations  de 
résistance  sont  très-faciles  à  poser.  Elles  donnent  des  résultats 
tout  difiérents  de  ceux  auxquels  on  est  conduit  soit  pour  la 
flexion,  soit  pour  la  rupture,  quand  on  ne  tient  pas  compte  de 
cette  déviation,  qui  s'explique  aisément,  du  reste,  en  considé- 


{>)  coors  Utbographiéà  Meli,  n"  49,  43,  p.  S4. 

(«)  CompUê  rendue,  30  octobre  el  6 novembre  1843,  I.  Xvn,p.  946, 949,  4084, 
et  Mémoire  mr  ta  tar^om  de  IS53-4S54  aoi  SavanU  étraDgen,  t.  XIV,  art.  43. 
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rant  que  le  plan  de  flexion  effective  tend  toujours  à  se  rapprocher 
du  plan  de  plus  facile  flexion  de  toute  pièce  inégalement  flexible 
en  divers  sens^  c^est-à-dire  de  toute  pièce  dont  la  section  n'est 
pas  isotrope  O,  ou  n'a  pas  ses  moments  d'inertie  tous  égaux 
autour  de  droites  tracées  sur  son  plan  par  son  centre  de 
gravité. 

Et  si  la  pièce' est  primitivement  courboj  ou  bien  si  les  sections 
d'une  pièce  droite  n'ont  pas  toutes  leurs  axes  principaux  dans 
les  deux  mêmes  plans  passant  par  son  axe,  la  pièce  ainsi  solli- 
citée est  toujours  toràtte  en  même  temps  que  fléchie  ^  et  elle 

prend  une  double  courbure  (Voyez  n"  XX,  XXI). 

XVIL  VleiKloiiii  H/^^wnpmgnéem  d'eixtowitoii  •■ 
•ompressIoBui  lon^ttndlnales.  lilmlte*  de  ee«  der- 
nières, déduites  par  M.  Peneelet  des  limites  des 
extensions.  —  Les  pièces  droites  ou  courbes  sollicitées  à  flé- 
chir éprouvent  aussi,  engénérai^  sous  Taction  des  composantes 
longitudinales  des  forces  extérieures,  une.  extension  ou  une 
contraction  qui  affecte  leur  axe  ou  fibre  moyenne^  et  qui  s'ad- 
ditionne à  celles  que  la  flexion  donne  aux  autres  fibres*  Navier, 
après  en  avoir  très-bien  fait  la  remarque^  se  contente  de  calcu- 
ler raccroisscment  total  de  Taxe,  sans  déterminer  la  part  des 
déplacements  individuels  de  ses  points  dans  les  sens  des  coor- 
données, due  à  cetto  deuxième  cause  de  déformation^  ce  qui 
est  nécessaire  pourtant  afin  d'obtenir  la  forme  nouvelle  prise 
par  les  pièces^  et  de  pouvoir  calculer  complètement^  pour 

celles  qui  sont  naturellement  courbes,  les  poussées  ou  les  réac  - 
tiens  totales  des  appuis  ou  arrêts  de  leurs  extrémités. 

Nous  avons  cherché^  en  1837-1838,  à  combler  cette  lacune, 
ou  à  opérer,  comme  on  dit  aujourd'hui,  cette  correction  aux 


(i)  Od  pourrait,  ti  l'on  Yeul  un  mot  spécial,  appeler  isostrophes  (oTpe7<i>, 
Uraroer)^  les  sections  qui  toarnées  de  toutes  les  maDières  donnent  le  même  mo- 
ment d'inertie.  Mais  nous  ne  voyons  pas  de  danger  de  confusion  à  leur  donner 
Tappellation  déjà  connue  isotrope,  qui  a  la  même  signification^  bien  queCauchy 
Tait  créée  pour  distinguer  une  conlexiure  particulière  de  corps  élastique  et  non 
une  classe  de  formes  de  sections. 
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rëmiltats  obtenus  en  ne  tenant  compte  que  des  flexions  qui 
fournissent  généralement  la  partie  principale  ou  la  plus  consi- 
dérable. Nous  l'avons  fait  (^]  au  moyen  du  principe,  que  nous 
démontrions,  de  superposition  ou  d'addition  de  petits  effets^  ce 
qui  nous  a  fourni  une  expression  complète  de  la  poussée  hori- 
zontale d'un  arc  soit  de  parabole,  soit  de  cercle,  supposé  chargé 
au  milieu  seulement;  en  tenant  compte  aussi  d'un  autre  effet, 
du  même  ordre  de  grandeur  que  celui  des  contractions  de  l'axe 
courbe,  savoir  celui  des  glissements  (n*  suivant),  dont  nos  re- 
cherches ultérieures  modifient  l'évaluation  sans  la  diminuer  ('}. 
Et  nous  indiquions  même  comment  il  faut  compléter  la  solu- 
tion quand  les  sections  extrêmes  de  l'arc,  au  lieu  de  tourner 
librement,  sont  astreintes  à  conserver  une  direction  déterminée, 
comme  dans  le  cas  d'encastrement,  ce  qui  fait  passer  la  résul- 
tante des  réactions  ailleurs  qu'au  point  de  la  fibre  moyenne  ré- 
pondant à  chaque  naissance. 

M,  Bresse  a  étendu  l'évaluation  corrigée  des  poussées  aux 
cas  où  une  charge  isolée  est  appliquée  ailleurs  qu'au  milieu  (ce 
qui  donne  le  moyen  de  calculer  par  une  addition,  comme  il  le 
remarque,  les  résultats  d'un  nombre  quelconque  de  charges 
semblables,  placées  en  divers  points),  et,  aussi  au  cas  d'une 
charge  uniformément  répartie  sur  toute  la  longueur  soit  de 
l'arc,  soit  de  sa  projection  horizontale;  et  il  a  donné  des  tables 
numériques,  fort  étendues,  de  calculs  tout  faits  des  parties 
principales  dues  aux  senles  flexions,  et  des  coefficients  de  correc- 
tion, au-dessous  de  4,  par.  lesquels  il  faut  les  multiplier  pour 
tenir  compte  des  contractions  de  la  fibre  moyenne,  car  il  sup- 
pose l'effet  des  glissements  négligeable  (')• 


(<)  cours  lithographie,  n<»  4  4 ,  79,  SO,  Si . 

(*)  Coffimo  on  peut  yo{r  par  les  yaleurs  des  inclinaisons  prises  par  la  flbre 
moyenne  sur  les  sections,  aux  $$  S  et  3  de  la  note  du  n"*  463^  p.  S4S,  el4S,  46  de 
Il  note  du  n*  456  ci-après,  p.  389  i  440. 

O  Les  utiles  tables  et  formules  de  M.  Bresse,  ingènieuseroeol  dressées  et 
disposées,  sont  fréquemment  consultées  par  les  ingénieurs  qui  ont  A  projeter  des 
ponts  ou  Tiaducs  en  fonte  ou  en  fer;  d'autant  plus  qu'elles  donnent,  outre  les 
poussées  on  réactions  eitrémes,  le  moyen  d'évaluer  sans  calcul,  au  moios  dans 
le  ea^  d'une  charge  répartie,  la  pression  la  plus  considérable  qu'éprouvent  les 
fibres,  et  de  poser  par  conséquent  immédiatement  l'équation  de  résistance  per- 
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Au  reste^  Navier^  bien  que  n'évaluant  pas  l'effet  des  contrac- 
tions de  la  fibre  moyenne  pour  modifier  plus  ou  moins  la  gran- 
deur des  poussées,  y  a  égard,  ainsi  qu^à  ses  dilatations  possibles, 
lorsqu'il  calcule  la  résistance  ou  qu'il  établit  les  conditions  de 
stabilité  de  la  cohésion^  en  maintenant  la  plus  grande  exten- 
sion ou  contraction  dans  de  prudentes  limites. 

Ces  deux  limites  sont  diflSciles  à  déterminer  (voyez  plus  loin)^ 
celle  surtout  des  compressions  qui  tendent  à  produire  l'écra- 
sement. 

L'écrasement  n'est  cependant  au  total  qu'une  disjonction  des 
parties  dans  un  sens  latéral  ou  perpendiculaire  à  la  force  qui 
comprime.  Ainsi ,  celui  du  bois  pressé  dans  le  sens  de  ses  fibres 
s'opère  par  leur  séparation  les  unes  des  autres  ;  celui  d'une 
rondelle  de  métal,  par  sa  fente  tout  autour  qui  lui  donne  la  forme 
d'une  rosette  ;  celui  d'un  petit  bloc  de  pierre,  par  la  division 
latérale  en  espèces  d'aiguilles  longitudinales  avant  son  broiement 
en  poussière.  Aussi  M.  Poncelet  ,a-t-il  ramené  théoriquement, 
dans  son  cours  de  iSiO  à  la  Faculté  de  Paris,  le  danger  des 
compressions  longitudinales  à  celui  des  dilatations  transver- 


manente.  La  première  idée  s'en  troure  i  son  mémoire  de  \S^9  {Études  théoriques 
sur  la  résistance  des  arcs,  Ann,  des  P.  et  Ch,y  h**  lemestre,  p.  150).  Hais  A  ton 
ouvrage  de  4854  {Recherches  analytiqftes  sur  la  flexion  et  la  résitance  des  pièces 
cottrheny  10-4"), 'el  dans  son  Cours  (f*  partie)* publié  en  4859,  il  a  ajoolé  les 
corrections  numériques  et  il  a  donné  i  ses  tables  leur  dernière  forme.  M.  Bresse 
tient  compte'  aussi  de  éeui  éléments  nouYeaui,  les  effets  des  cbangements  de 
température,  et  ceui  du  calage  qu'on  opère  en  chassant  des  coins  sous  les  appuis 
des  pièces  ou  i  leurs  Jonctions.  l\  ramène,  d'une  manière  simple,  les  cas  de  non- 
symétrie  4  ceux  où  il  y  a  symétrie  dans  Tactton  des  forces  sur  un  arc  solide  ; 
et  il  peint  aux  yeux,  par  des  courbes  figuratives,  la  suite  des  grandeurs,  soit  des 
moments  de  flexion  aux  divers  points^  soit  des  pressions  supportées  par  la  fibre 
moyenne  et  par  les  fibres  d'intrados  et  à*extrados,  qui  en  sont  les  plus  éloignées. 
M.  Bresse  suppose  que  les  réactions  des  appuis  s'exercent  an  centre  des  sec« 
lions  extrêmes,  ou  sur  la  fibre  moyenne  de  la  pièce.  Mais  M.  Darcel,  dAns  un 
Mémoire  sur  divers  problèmes  relatifs  aux  arcs  et  fermes  métalliques  surbaissés 
(uénn,  des  P.  et  Ch.^  4869,  S*  sem.  p.  60)  a  fait  servir  le  même  mode  dé  calcul, 
pour  un  arc  parabolique  peu  courbe,  au  cas  des  naissances  planes^  où  ces  sec- 
tions ne  peuvent  librement  tourner,  en  sorte  que  la  résultante  des  réactions  passe 
pilleurs  qu'en  ce  point;  et  il  a  considéré  aussi,  ainsi  que  M.  Albaret  (Calcul  des 
ares  métalliques,  Jnn.  des  P.  et  Ch.  4864^  4«'  sem.,  p.  90,  et  4862,  8*  sem., 
p.  305)  le  cas  où  la  section  de  la  pièce  courbie  n'est  pas  constante. 
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sales  dont  elles  sont  toujours  accompagnées  comme  on  verra 
ci-après  (n*  XLIV). 


XVIIl.  «liweBieMtii  et  foreM  taift«c«tleUe«.  Dn- 
lianael  du  Moiieeaii.  Coaloml».  Yoan^.  irieat,  etc. 

—  Mais  les  pièces  solides  éprouvent  deux  autres  genres  de 
modifications  : 

i*  Celle  qui  résulte  du  glissement  latéral  des  sections  trans* 
versales  les  unes  devant  les  autres ,  et  du  glissement  nécessai- 
rement simultané  des  fibres  longitudinales  les  unes  contre  les 
autres; 

^  Celle  qui  résulte  de  la  torsion,  ou  de  la  rotation  inégale 
(provenant  d'autres  glissements)  de  ces  diverses  sections  autour 
de  Taxe  de  la  pièce. 

M.  Vicat  a  appelé  l'attention,  en  1833,  sur  le  premier  de  ces 
deux  effets^  qui  peut  aller  jusqu'à  trancher  une  pièce  solide,  et 
auquel  sa  matière  oppose  une  résistance  qu'il  a  appelée  force 
iransverse^  dont  Tomissiony  par  divers  auteurs,  a  été  le  sujet 
principal  des  accusations  que  porte  cet  ingénieur  célèbre  contre 
toute  la  théorie  de  la  résistance  des  solides  (^). 

11  n'avait  pas  échappé  cependant  à  Coulomb  ni  au  docteur 
Thomas  Young. 

Coulomb,  dans  un  passage  de  ses  célè^^res  Remarques  sur  la 
rupture  (*),  reconnaît  en  effet  que  l'évaluation  donnée  par  lui 
de  la  résistance  d'une  pièce  horizontale  encastrée  à  un  bout  et 
sollicitée  à  l'autre  par  un  poids  n^est  vraie  que  si  les  compo- 
santes verticales  de  force^  développées  dans  chaque  section  et 
dont  la  somme  pour  chacune  est  égale  nécessairement  à  ce  poids 
n'influent  que  très-peu  sur  la  tendance  à  disjonction  ;' condition 
qui  est  remplie,  ajoute-t-il,  lorsque  le  bras  de  levier  du  poids  est 
beaucoup  plus  grand  que  V épaisseur  de  la  pièce. 

C'est  dire  assez  que  l'influence  de  cet  effort  tranchant,  comme 
l'ont  appelé  les  ingénieurs  des  ponts  tubulaires  de  Menai  et  de 


(>)  Recherches  eipirimcDialei  sur  les  phéBOmèoes  pbysiqaes  qui  précèdent  et 
aeeoBpegiient  la  ruptore  ou  raffaisMmeDt  d'une  certaine  classe  de  solides,  (An* 
nales  de»  PohU  et  Chauuéeâ^  i,*  semestre.] 

(<)  Mémoire  de  1773  cité  au  n«  VII. 
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Conwai  {^),  et  eûsuite  M.  Bélanger  (*),  peut  devenir  souveraine 
dans  les  pièces  excessivement  courtes,  comme  sont  les  tenons  » 
crochets ,  ergots,  petits  boulons  ou  rivets ,  clavettes ,  goupilles 
et  autres  pièces  que  des  forces  transversales  tendent  à  trancher 
ou  à  cisailler,  terme  très-expressif  employé  par  M.  Love  (*). 

Coulomb;  un  peu  plus  loin,  considère  cette  même  résistance 
au  glissement  dans  les  assises  des  murs  de  soutènement^  dans 
les  massifs  de  terre  »  dans  les  joints  des  voûtes,  etc.  (^). 

Young,  outre  Textension  9  la  compression,  la  flexion,  distin- 
gue, au  nombre  des  effets  des  forces  sur  les  solides  ^  ce  qu'il 
appelle  la  détrusion  C*);  produite,  dit-il,  a  lorsqu'une  force 
transversale  est  appliquée  tout  contre  on  endroit  fixe  de  la 
môme  manière  que  les  lames  d'une  paire  de  ciseaux  (')  ;  »  et  il 
y  rapporte  la  torsion  (voy.  n"  XIX). 

fl  observe  qu'en  y  ayant  égard,  la  détermination  de  la  forme 
d'égale  résistance  cesse  de  donner  paradoxalement  zéro  pour 
l'épaisseur  d'une  pièce  horizontale  chargée  verticalement,  au- 
dessus  des  deux  points  où  elle  est  appuyée  ;  et  il  propose^  pour 
tracer  le  profil  de  la  pièce,  de  substituer  à  la  parabole  la  tan- 
gente à  peu  de  distance  de  ces  points. 

Le  glissement  transversal  relatif  des  sections  est  toujours 
accompagné  d'un  glissement  longitudinal  relatif  des  fibres;  car 
si  l'on  imagine  un  petit  carré  formé  de  quatre  lignes  matérielles 
situées  n'importe  où^  à  l'intérieur  d'un  solide,  il  ne  peut  se 
changer  en  losange  par  le  glissement  d'un  de  ses  côtés  devant 
le  côté  opposé,  sans  qu'il  y  ait  en  même  temps  glissement  rela- 
tif des  deux  autres  côtés  opposés,  et  aussi  de  toutes  les  lignes 
qui  leur  sont  parallèles.  La  rupture  d'un  corps  très-fibreux  par 


(^)  Shearing  Strain,  Deieriplios  de  «ses  ponti  pir  M.  EdwinCUrke. 

(*)  Théorie  delà  rètitUnce  et  de  la  flexion  pUoe,  4858  et  4862. 

(')  Mémoire lur  U  résistance  du  fer  et  delà  fonte,  4853  et  4850. 

(^)  H  cherche  même  i  donner,  de  l'écrasement  d'un  pilier,  une  explication  fon* 
dée  sur  un  eflèt  de  cette  espèce  i  explication  que  nous  ne  croyoni  pas  être  la 
Yérltable  (ci-après  note  du  n*  3,  p.  6). 

(>)  To  detrùde,  Detrudere,  chasser  hors  de  sa  place  ;  d'un  mot  latin  qui  n'a 
fourni  à  notre  langue  quintruaion,  intrus, 

(^)  A  Course  of  Lectures,  etc.  Lecture  XIII.  On  passiire  strenght  «nd  friction. 
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glissement  ou  cisaillement  transversal^  parait  être  toujours 
précédée  d'une  disjonction  de  ses  fibres  longitudinales  qui  ces- 
sent d'abord  d'adhérer  Tune  à  Tautre  sans  cesser  de  se  toucher. 

G*est  aussi  9  comme  il  a  été  remarqué,  en  1767^  par  Duhamel 
du  Monceau  (%  à  cause  de  cette  adhésion  des  fibres  et  de  leur 
résistance  au  glissement  l'une  contre  l'autre  qu'une  pièce  rec- 
tangulaire d'une  certaine  épaisseur,  posée  horizontalement  sur 
deux  appuis  et  chargée  au  milieu,  résiste  beaucoup  plus  que  ne 
feraient  les  voliges  superposées  dans  lesquelles  on  Taurait  divisée 
par  des  traits  de  scie  horizontaux  ;  ou  qu'un  morceau  de  fort 
carton  résiste  plus,  comme  il  dit,  qu'un  jeu  de  cartes  qu'on 
ploie. 

La  résistance  élastique  au  glissement  peut  d'ailleurs  être 
attribuée  à  des  résistances  à  l'extension  et  à  la  compression; 
car  quand  les  côtés  opposés  d'un  carré  matériel  glissent 
les  uns  devant  les  autres,  Tune  de  ses  diagonales  s'allonge» 
l'autre  s'accourcit.  (  Yoy.  note  au  n»  XLU,  et  aussi  S  6  de  la  note 
du  n<»  â,  p.  194,  et  App.  compK,  p.  7^.) 

Elle  s'évalue,  en  tous  cas,  .pour  l'unité  superficielle,  par  le 
produit  Gg  d'un  certain  coefficient  d'élasticité  G  par  le  glisse* 
ment  g  rapporté  à  l'unité  de  distance  des  lignes  ou  des  faces 
parallèles  qui  cheminent'  un  peu  ainsi  l'une  devant  Tautre. 

Il  est  facile  d'introduire  le  glissement  dans  le  calcul  des  mo- 
difications ou  déformations  d'une  tige  élastique,  et  d'évaluer  son 
influence  sur  les  conditions  de  résistance  à  la  rupture  éloignée, 
ou  sur  la  grandeur  de  la  dilatation  maximum,  qui  a  lieu  dans 
un  sens  un  peu  oblique  aux  fibres,  comme  on  a  fait  dsns  un 
cours  de  4837-1838,  et  dans  un  mémoire  de  4843  ('),  quand  an 
suppose  ce  glissement  le  même  à  tous  les  points  de  chaque  section. 
Hais  on  a  reconnu,  depuis,  qu'il  diminuait  du  centre  au  bord 
des  sections  (');  et  c'est  aussi  ce  qui  résulte  implicitement  ou 


if)  Du  transport  et  de  la  force  deibaû,  livre  V,  p,  442  et  suivantes. 

(*)  Comptes  reodifs,  30  oclobe  4843. 

(*)  Mémoires  sur  la  torsioo,  Iule  13  juia  4853,  art.  44;  et  sur  la  flexion,  lu  le 
30  novembre  4S&4  et  le  20  Juillet  4  856,  inséré  en  4856  an  Journal  Lionville.  Voir 
aussi  note  el^apréa  du  n*  453,  $  2. 


CXXViij  BÊSISTANCB  DES  SOLIDES. 

4 

indirectement  des  considérations  élémentaires  et  ingénieuses 
présentées  il  y  a  peu  d'années  par  M.  Jouravski  (').  Mais  ce  n'est 
que  pour  des  formes  particulières  de  sections  que  ces  considéra- 
tions donnent  des  résultats  suffisamment  approchés^  et  il  faut 
en  général  en  substituer  de  plus  compliquées  (Voy.  ci-après, 
n**  XXXVIII,  et  Ie§  46  de  la  note  du  n'  156)  si  l'on  veut  évaluer 
exactement  son  influence  qui,  heureusement,  n'est  jamais  con- 
sidérable. (Voy.  n^'  XVII,  XLIV,  XLV.) 

XfX.  Tomloii  (d'un  cylindre  clreiriAlre).  C^oIobiIi. 

—  La  iorsion  est  au  glissement  ce  que  la  flexion  est  aux 
extensions  et  compressions  des  flbres.  La  résistance  ou  réaction 
élastique  qui  lui  est  propre  n'est  que  celle  qu'opposent  ensemble 
les  éléments  d'une  section  à  glisser  devant  les  éléments  corres- 
pondants d'une  section  voisine  lors  de  leur  rotation  l'une  devant 
l'autre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  qu'opposent  à  glisser 
l'une  contre  l'autre  les  fibres  primitivement  droites  qui  ont  ces 
éléments  pour  bases,  lorsqu'elles  s'inclinent  sur  l'axe  et  se  cour- 
bent pour  se  changer  en  hélices  toutes  du  môme  pas.  Tant  qu'elle 
reste  très-petite,  sa  réaction  n'est  nullement  attribuable,  comme 
l'ont  pensé  quelques  auteurs,  à  la  résistance  à  l'allongement 
que  prennent,  en  se  courbant  ainsi,  les  fibres  les  plus  éloignées 
de  l'axe,  et  à  la  contraction  que  doivent  prendre  simultanément 
l'axe  et  les  fibres  les  plus  voisines  comme  le  remarque  Young; 
car  cette  cause,  pour  une  torsion  petite  du  premier  ordre,  ne 
développe,  comme  il  le  prouve,  qu'une  résistance  petite  du  se- 
cond ordre  et  négligeable,  et  d'ailleurs  proportionnelle  au  ctibe 
de  l'angle  de  torsion,  ce  qui  n'est  nullement  conforme  aux  ob« 
servations,  desquelles  il  résulte  que  la  réaction  est  proportion- 
nelle à  cet  angle  lui-même  ('). 

Les  lignes  matérielles  dont  l'allongement  et  raccourcissement 
peuvent  être  regardés  comme  engendrant  la  réaction  de  torsion 
sont  plutôt  celles  qui  forment,  autour  de  l'axe,  des  hélices  in- 


(1)  Annales  dei  pooti  et  chaassèes,  cahier  de  noYembre  et  dècenbre  4S56,  et 
ci-après  nolndu  n'*  456,  §  45,  p.  389. 

(*)  Leclort'son  nalural  Philosopby,  volume  I,  p.  139.     • 
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clinées  à  të  degrés  sur  les  fibres  dans  deux  sens  opposés  (']. 

La  torsion  a  été  étudiée  pour  la  première  fois  par  Coulomb  (*). 
U  ne  considère  que  les  cylindres  à  ba^e  circulaire;  et  un  raison- 
nement simple  lui  montre  que  les  moments,  autour  de  leur  axe, 
des  forces  qui  les  font  tordre,  sont,  pour  môme  matière,  propor- 
tionnels aux  rotations  par  unité  de  longueur,  et  aux  quatrièmes 
puissances  des  diamètres  (F.  note  du  n®  i56,  §  60,  p.  461): 

C'est  aussi  ce  qu'on  trouve  en  supposant  les  résistances  pro« 
poriionnelles  aux  distances  à  Taxe,  et  ce  qu'on  aurait  générale- 
ment en  supposant  que  les  sections  quelconques  restent  planes, 
car  il  en  résulte  que  le  moment  de  torsion  est  égal  au  produit 
G(I  +  r)0  du  moment  d'inertie  I  -f- 1'  de  la  section  autour  de  son 
centre  (ou  à  la  somme  des  moments  1, l' autour  des  deux  axes 
principaux  qui  y  passent)  multiplié  par  la  torsion  6  (l'angle  de 
torsion  pour  l'unité  de  longueur,  estimé  en  arc  d'un  rayon  =:!) 
et  par  le  même  coefScient  G  qui  sert  pour  la  résistance  au  glis- 
sement. 

On  a^  cru  quelque  temps  que  cette  sorte  de  résistance  était 
exprimée  par  la  même  formule  quelle  que  fût  la  forme  de  la  sec- 
tion, et  que  les  points  les  plus  éloignés  de  l'axe  de  torsion  étaient 
ceux  où  résidait  le  plus  grand  danger  de  désagrégation  et  de 
commencement  de  rupture.  Des  recherches  de  M.  Cauchy,  dont 
nous  avons  modifié  et  étendu  les  résultats,  et  dont  nous  parle- 
rons aux  n**  XXXVI  et  suivants,  ont  appris  qu'il  n'en  était  pas 
ainsi  à  beaucoup  près;  ce  qui  vient  de  ce  que  pour  toute  autre 
forme  du  contour  que  le  cercle  les  sections  primitivement  planes 
ne  restent  pas  planes,  et  qu'ainsi  les  glissements,  toujours  me- 
surés par  les  petites  inclinaisons  que  prennent  les  fibres  sur  les 
normales  aux  éléments  de  ces  sections,  ne  sont  point  propor- 
tionnels aux  distances  diverses  des  fibres  à  l'axe. 

Nous  y  reviendrons  après  avoir  donné  (n**  XXII  et  suiv.) 
l'historique  de  la  branche  nouvelle  de  la  Mécanique  appelée  la 
théorie  générale  de  l'élasticité. 


(^)  Voj.  d-aprèt,  $  3  delà  noie  do  n*  466. 

(*)  Recherebet  théoriques  et  expértmeotales  sur  la  force  de  torsion  et  rëiasii< 
dté  deé  fils  de  métal,  la  en  17S4.  Acadènie  des  sciences,  volume  de  1784,  pu- 
blié  en  47S7. 

1.  t 
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XX.  €oarl»e0  éla«tt4|acs  à  double  céiirliiire^  «t 

^iraateel^  cie<  —  Nous  pouvons  exposer  maintenant  ce  qui 
a  été  fait  pour  déterminer  les  couriei  élastiqueê  à  doMe 
couràure. 

Lagrauge  en  a  donné  des  équations  différentielles  du  second 
ordre  [^)y  thais  incomplètes  parce  que^  se  bornant  à  généraliser 
Tapplication  du  principe  de  Jacques  Bernoulii,  il  a  basé  l'éta- 
blissement de  ees  équations  sur  la  supposition  implicite  que  les 
forces  ne  s'exerçaient  que  dans  les  plans  osculateurs  à  la  fibre 
ttioyenne  de  la  tige  fléchie,  ou  qu'elles  n'avaient  de  moments 
qu'autour  des  normales  à  ces  plans. 

Binet  a  signalé,  en  181^  (*),  Poniission  du  moment,  qui  existe 
généralement  aussi,  autour  de  la  tangente  h  cette  fibre,  c'est-à- 
dire  du  moment  ou  du  couple  composant  qui  fait  tordre  et  qui 
développe  une  réaction  de  torsion,  dont  est  capable  toute  tige 
élastique  capable  de  résister  à  la  flexion;  et  Poisson,  en  1810, 
dans  la  Correspondance  de  l'École  polytechnique  (•)  et  ensuite 
dans  rédition  de  1833  de  son  traité  de  Mécanique  (^],  a  ajouté 
pour  y  avoir  égard,  à  chacune  des  trois  .équations  de  Lagrange, 
un  terme  égal  à  ce  moment  de  torsion  multiplié  par  le  cosinus 
d'un  des  angles  que  la  tangente  à  la  fibre  moyenne  fait  avec  les 
trois  coordonnées  (note  page  suivante). 

Mais,  bien  que  présentées  cotnme  applicables  au  cas  le  plus 
général,  les  trois  équations  différentielles  ainsi  construites  ne 
conviennent  réellement  qu^à  celui  où  la  tige  fléchie  était  primiti- 


(^)  Mécanique  analytique^  4'"  partie,  teciion  V,  $  UI,  article  4S  et  sur  tout  50. 

(')  Sur  Vexpression  analytique  de  Velasticité  et  de  la  roideuv  des  courbes  à 
double  courbure;  mémoire  lu  le  22  août  4844,  et  Inséré  au  Journal  de  l'École  po- 
lytechnique, tome  X  ou  40*  cahier,  4845,  p.  448.  Il  y  donne  des  équatloni  où 
entrent  des  forces  s'opposant  aux  changementg  respectifs  de  la  longueur,  de  la 
courbure  des  tiges,  et  de  TinclinaisoD  mulueUe  de  leurs  plans  osculateurs.  Il  y 
fait,  le  premier,  la  remarque  que  l'analyse  de  Lagrange  ne  saurait  s'appliquer 
à  un  ressort  en  hélice,  car  la  torsion  est  autant  eu  jeu  que  la  flexion  dans  sa  ré- 
sistance élastique  i  une  force  qui  l'allonge  ou  raccourcit. 

(')  Sur  les  lignes  élastiques  à  double  courbure;  tome  lU,  n°  III,  de  Jaoyier  1846, 
p.  355-360. 

(*)  Tomel,  n"346  à  348. 
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vement  redilîgne^  etoù  saseclion  a  utiejforiiieMo/rope(n«XVf]oti 
dont  tous  les  liiometiU  d' inertie  sont  principaux  et  égaux  autoul*  de 
droites  tracées  dans  son  plan  par  son  centre  (conime  les  sections 
circulaires,  Carrées^  eto.)\  Dans  tout  autre  cas,  c'est-à-dire  quand 
la  tige  était  primitivement  courbe^  ou  bien  quand  ses  sections 
sont  hétérotropes  (comme  le  rectangle^  Tellipse  etc.)^  les  forces 
oht  nécessairement,  lorsque  Téquilibre  est  établi^  un  troisième 
moment  ou  couple  composant,  s'exerçant  autour  de  la  droite  qui 
est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  tangente  à  l'axe  et  à  la  normale 
à  son  plan  dsculateur,  c'est*^-dire  aui(rtxr  du  rayon  de  courbure 
de  Taxe  ou  fibre  moyenne  courbe  de  la  tige  fléchie  et  tordue  (^) } 


(^)  En  effet,  quand  une  tige  naturellement  droite  a  une  section  de  l'une  des 
Formes  Uôtropes^  t}ul  sont  les  sëulet  k>our  lesquelles  le  plan  de  fleiion  coïncide 
t?ee  le  plan  dn  niometat  des  foreet  qui  tendent  â  fléchir  (a*  XVI  oi-dessus),  si  l'ôii 
décompose  le  moment  de  toutes  les  forces  autour  d'un  point  quelconque  de  l'aie 
de  la  tige,  en  deux  autres,  dont  l'un  s'exerce  autour  de  cet  axe,  l'autre  moment, 
qni  sera  le  plus  grand  autour  de  droites  perpendiëdlairea  ati  diéiiie  aie,  opérera 
ooe  flexion  dmu  ion  plan  même,  et  ce  plan  se  trouvera  être  ainsi,  en  cet  endroit, 
le  plan  oscillateur  de  la  courbe  de  l'axe  fléchi.  Mais  il  en  sera  autrement  si  l'axe 
do  la  tige  avait  primitivement  une  courbure,  car  elle  se  composera  en  chaque  point 
avec  la  courbure  nouvelle  imprimée  dans  un  plan  généralement  différent;  ou  bien 
ai,  d'après  la  forme  hélérotrope*de  la  section,  la  courbure  imprimée  Test  dans  un 
autre  plan  que  celui  de  ce  deuxième  moment  qui  la  produit.  Si  nous  représen- 
tons par  Hx,  My,  Mg  les  moments,  autour  des  parallèles  aux  coordonnées  s,  y,  z 
menées  après  la  flexion  par  un  point  {x,  y,  z)  de  l'axe  ou  de  la  fibre  moyenne, 
des  foreet  qui  aglHent  depuis  ce  point  Jusqu'à  une  des  deux  extrémités  de  la 
ijge*  par  Mu,  HpfHt,  les  moments  des  mêmes  forces  4*  autour  de  la  normale  n 
au  plan  osculateur,  3"  autour  au  rajon  de  courbure  p,  3*  autour  de  l'élément  d* 
de  rare  t  de  la  courbe,  nous  aurons,  en  appelant  X,  îr,  Z  les  projections,  sur 
les  plans  yz,  zx,  xy,  du  parallélogramme  de  contingence  formé  sur  deux  éléments 
eonaéeolifs  ds,  de  +  d*s,  c'est-à-dire  en  faisant 

dydfe  —  dzéPy  =  X,    dzd^x  —  dxd^z  =  Y,    dxd^y  —  dyé^x  =  Z, 

et  d'après  les  valeurs  connues  des  cosinus  des  angles  faits  avec  les  trois  coor- 
données par  fi,  p  et  <if  : 

dX  p      dx  dx 

(f«3  ds     ds     r       de 

pZ  P      dz  dz 

ds^  ds    ds     9       ds 

Quand  la  tige  élastique  est  pHiiiiUlfemetit  droite  et  quand  sa  «eeliott  est  Iso- 
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et  rillustre  géomètre  omet  de  tenir  compte  de  ce  moment. 
Poisson  arrive  en  conséquence  à  ce  résultat,  donné  comme 
un  théorème  général  :  a  Que  le  moment  de  torsion  est  constant 
d'un  bout  à  Tautre  de  la  tige  en  équilibre  b  ,  ou,  plutôt,  de  chaque 
portion  de  cette  tige  où  il  n'y  a  que  des  forces  pouvant  être 
censées  appliquées  à  son  axe  ou  fibre  moyenne  (comme  la  pe* 
sauteur),  ou,  autrement  dit,  de  chaque  portion  comprise  entre  des 
sections  où  peuvent  s'exercer  des  forces  dont  la  résultante  est 
appliquée*  à  une  distance  finie  de  cet  axe  par  l'intermédiaire  d'un 
bras  de  levier.  Mais  ce  théorème  n'est  vrai  que  dans  le  même  cas 
particulier  de  tige  primitivement  droite  et  de  section  isotrope 
ou  d'égale  inertie  en  tous  sens,  pour  lequel  les  équations  de 
Poisson  sont  complètes  et  le  moment  autour  du  rayon  de  cour- 
bure est  nul  à  l'état  d'équilibre  définitif.  Pour  tout  autre  cas,  le 
moment  de  torsion  est  variable;  sa  dérivée,  par  rapport  à  Parc 
de  la  courbe  d^axe,  est  égale  au  quotient,  par  le  rayon  de  cour" 
bure  après  la  flexion,  du  moment  des  forces  autour  de  ce  rayon  ; 
théorème  aperçu  par  Wantzel  en  lisant  une  de  nos  notes,  et  qui 
doit  remplacer  celui  de  Poisson,  pour  chaque  portion  de  tige 
définie  et  limitée  comme  on  vient  de  dire  ('}• 


tropeou  d'égale  inertie,  la  flexion  n*a  liev,  comme  on  Tient  dédire,  que  dans  le 
plan  du  plus  grand  moment  des  forcofi  autour  des  diTerses  perpendiculaires  â  son 
aie  ou  i  sa  fibre  moyenne;  en  sorte  que  Mp=o  ;  et  il  faut  effacer  les  seconds 
termes  des  premiers  membres  de  ces  trois  équations,  qui  ne  sont  alors  autre  cbose, 
aux  notations  près,  que  les  trois  équations  de  Poisson,  numérotées  (4)  i  l'article 
de  la  Correspondance,  et  (6)  i  la  fin  du  n"  347  du  Traité  de  Mécanique ,  car  &|« 
est  bien  ce  qu'il  appelle  le  moment  de  torsion.  Mais  les  termes  en  Mp  subsistent 
daus  tous  les  autres  cas,  et  devraient  figurer  dans  les  équations  que  nous  citonsi 
présentées  par  Poisson  comme  générales. 

dx  du  dz 

(')  Ed  eBèt,  on  a  le  moment  de  torsion  M,  =  M^;  --  -f  My  37  -j-  M»  — •  (no- 
tations comme  tout  k  Tbeure)^  d'od 


d«    •      '  d»    '         d» 


dx  dy  dz 

du.  =  Ji^  --  -f-  Myd  —  H-  M,d  ~  + 
ds  ds  ds 


dx  dy   ,  dz 

ds  ds  d» 


p 
Lq  premier  trinôme  du  second  membre,  multiplié  par  ~,  est  égal  à  M  ,  car 
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XXI.  Salte*  Mtee  en  eampie  du  trolflième  mo- 
ntent. Déplacement  angulaire  dm  Fayon  de  cour- 
iMire.  —  Pour  établir  des  équations  générales  et  complètes  de 
l'équilibre  des  tiges  élastiques  sur  lesquelles  agissent  des  forces 
extérieures,  et  qui  affectaient  avant  cette  action  ou  qui  affectent 
maintenant  une  forme  courbe  non  plane,  il  faut  tenir  compte 
de  ce  que  les  forces  peuvent  avoir,  après  la  déformation  éprouvée, 
le  troisième  moment  dont  on  a  parlé,  qui  tend  à  faire  tourner 
une  portion  de  la  tige  par  rapport  à  l'autre  portion  autour  du 
rayon  de  courbure  de  sa  fibre  moyenne  au  point  où  elles  se 
joignent;  moment  dont  Texistence  peut  provenir,  avons-nous 
dit^  ou  de  la  courbure  primitive  cette  fibre,  ou  de  l'inégale 
flexibilité  de  la  tige  autour  de  ses  diverses  lignes  normales,  qui 
tient  elle-même  à  la  forme  non  isotrope  ou  d'inégale  inertie  des 
sections  transversales. 

Alors  les  trois  équations  d'équilibre  de  rotation  qu'il  convient 
de  poser  comme  les  plus  simples,  sont  celles  où  Ton  exprime 
les  moments  des  forces  autour  de  la  tangente  à  la  fibre  moyenne 
en  un  point  quelconque  et  autour,  des  deux  axes  principaux 
d'inertie  de  la  section  »u  même  point.  Gomm^  les  rayons  de 
courbure  font  généralement  avec  les  axes  d'inertie,  après  la 
déformation  de  la  tige,  des  angles  un.  peu  différents  de  ceux 
qu'ils  faisaient  primitivement,  ces  rayons  ont  éprouvé,  sur  le 
plan  des  sections,  un  déplacement  angulaire,  ou,  ce  qui  revient 


d  d(x,y,z) 

p  -j-  — repreienle  tes  iroff  coiious  des  aoglcf  faits  par  le  rsyoD  p  avec 

(S         Ils 

l«s  ap,  y,  2;  et  le  second  trinôme  est  nol^  cooise  on  le  reconnaît  facilement  arec 

H)isson  par  l'aoaljse  (Mécanique,  4833,  n*  348)  on  avee  M.  Bertrand  par  on  rai- 

•oooemenl  synthétique  (note  lli  de  la  nouvelle  édition  de  Lagrange),  pour  chacune 

des  portions  de  tige  limitées  comme  on  a  dit,  ou  qui  ne  sont  sollicitées  qu'à 

leurs  eitrémités  par  des  forces  autres  que  celles  dont  les  résultantes  partielles 

eoupent  Paie  courbe.  Donc 

d9  ^   û  * 


reUliOB  donnée  pour  la  première  fois  aui  Comptes  rendtês,  45  Juillet  4844« 
u  xn,  p  48S,  dans  une  Note  dont  nous  avions  communiqué  le  contenu  i  Wantiel, 
qui,  lé  Jour  même,  y  a  ajouté  ce  théorème  nouveau. 


ci^xxiv 
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a^  ipéma,  to§  «aplioas  OQt  ebangé  d^orienUlion  ou  d'azimut 
P4F  pappprt  aux  plaqs  oseulateurs  qui  les  coupent  suivant  ces 
mêmes  rayons.  Ga  déplacement  angulaire  est  même  lié  aux 
deux  autres  éléments  sur  lesquels  nous  venons  d'appeler  Tattpn* 
tion,  car  il  a  toujours  lieu  quand  les  forces  ont  un  moment 
autour  du  rayon  de  courbure  et  quand  la  tige  de  forme  non 
plane  4  qn^  section  non  isotrope  (% 

Ce  même  déplacement  angulaire  relatif  des  sections  et  des 
rayons  de  courbure  correspondants  a  autant  d'influence  sur  la 
flexion  d'une  tige  que  le  changement  de  sa  première  courbure, 
seul  élément  considéré  par  Lagrange^  et  sur  la  torsion  que  le 
changement  de  sa  cambrure  ou  secoi|de  courbure,  ou  des  in- 
dipaisous  mutuelles  de  ses  plans  osculateurs,  introduit  par 
Binet. 

La  torsion,  en  efTet,  dans  l'étendue  4'un  élément  de  la  fibre 
moyenne,  ou  la  rotation  relative»  autour  de  cet  élément,  des 
dew%.  sections  qu'il  sépare^  se  cpnipo^  de  deux  parties,  cjont 
Tuue  est  i'augmeutatiop  qu'a  éprouvée  l'angle  de  cambrure 


C)Qa  t'en  rf)Q4  compte  dair^a|0Qi  par  deux  «zemplet.  Soft  d'abord  ud  demi- 
anneau  borizpntal  Qu  une  ti^e  èlastiquia  mince  dont  la  fihT9  noy^fine  e^t  un 

demi-cercle  ABA',  encastrée  et  serrée  soli- 
dement i  ses  extrémités  A,  A',  et  tolllcj- 
ié^  A  «00  milieu  B  par  u^  poids  p.  u 
courbe  k  double  courbure  AB|A'  dans 
laquelle  se  change  celte  fibre  moyenne 
aura,  auprès  de  l'encastrement  A  ou  A', 
pour  projection  horisontale  le  demi-cercle 
lui-mêqnef  el  pour  projection  fur  un  plan 
vertical  perpendiculaire  au  diamètre  AOA', 
la  courbe  suifant  laquelle  fléchlriit  une 
lige  droite  hori  son  taie  de  même  section 
et  d'une  longueur  OB,  sollicitée  au  bout 
par  la  moitié  du  poids  P.  Son  centre  de 
courbure,  pour  le  point  A,  sera  O'',  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur 
la  lif  ne  de  jonction  00'  des  centres  de 
courbure  de  ses  deux  projections,  car  le  carré  de  IMuTerse  de  AO"  est  égal  i  la 
somme  des  carrés  des  inverses  de  AO  et  AO'.  li  y  a  donc  eu  un  déplacement  an- 
gulaire CAO"  du  rayon  dp  courbure,  et  11  est  dA  à  ce  que  la  forcop  a  un  mo- 
mejf^  autour  de  ce  rayon  AO  devenu  A0",  indépendampieot,  dans  ce  cas,  de  la 
forme  de  la  section,  qui  pouvait  être  circulaire  aussi  biep)  que  rectangulaire. 
En  second  lieu,  supposoi^s  qu'une  pièce  droite  très-mince,  telle  qu'une  lame  de 
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formé  par  les  deux  plans  osculateurs  de  la  fibre  aux  extrémi- 
tés de  cet  élément,  et  dont  Tautre  est  la  différence,  aux  deux 
mêmes  extrémités,  des  déplacements  angulaires  qu'ont  éprouvés 
les  traces  de  ces  plans  sur  les  sections.  Et,  dans  la  même 
étendue,  la  flexion  autour  de  chacun  des  deux  axes  princi- 
paux d'inertie  d'une  des  deux  sections  voisines^  a  pour  mesure 
l'augmenttftion  éprouvée  par  l'angle  de  contingence  de  la  pro- 
jection  de  la  fibre  moyenne  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet 
axe;  or  celt^  augmentation  dépend  nécessairement  deTangle 
nouveau  que  fai^  le  plan  en  question  avec  le  pian  osculateur  qui 
contient  les  deux  éléments  .consécutifs  de  la  fibre  qu'on  y 
projette.  La  flexion  dépend  donc  aussi  du  déplacement  angu- 


fer-blaoe  dont  li  flbro  moyenne  horizontale  te  projette  en  0^  et  dont  les  faces  sont 

inclinées  à  l'horizon,  soit  sollicitée,  i  l'eitrémité 
opposée  à  celle  od  elle  est  supposée  encastrée,  par  une 
forceOP  verticale  et  agissant  par  conséquent  dans  un 
sens  oblique  aux  côtés  de  la  section  ahcd.  Cette  fibre 
fléchira,  non  pas  dans  le  plan  vertical  de  sollicitation 
se  projetant  suivaiit  OP,  mais  dans  un  plan  oblique  se 
projetant  suivant  00^  presque  perpendiculaire  aux 
grands  côtés  ab,  de,  d'après  ce  qu'on  a  dit  page  cxzj 
ou  note  du  n?  S3  ci -après)  pour  la  flexion  plane  détnée. 
Or,  supposons  qu'au  lieu  d'une  lame  droite  on  ait  une 
lame  primitivement  courbe  dont  la  section  encasirèe 
soit  toujours  abcd,et  dont  la  fibre  moyenne  soit  une 
courhe  plane  se  projetant  suivant  la  verticale  OP, 
ayant  sa  tangente  horizontale  en  0  ;  le  rayon  de  courbure  au  même  point  O  sera, 
après  la  flexion,  dirigé  suivant  une  ligne  obli(|ue  telle  que  OOi.  Il  aura  doncéprou' 
Té,  sur  le  plan  de  la  section  a5cd,  un  déplacement  angulai^  P00|  qui  sera  dû,  dans 
cet  exemple,  non  au  moment  M  ,  mais  à  ce  qne  U  «ec^ipp  n'est  pas  ce  que  nous 

appelons  f  sotrope,  ou  i  la  grande  inégalité  de  ses  deux  moments  d'inertie  principaux. 
En  général,  si  e  est  l'angle  du  déplacement  du  rayon  sur  une  section,  si  I  et 
I'  sont  ses  deux  moments  d'inertie  principaux,  e  l'angle  primilif  et  par  consé- 
quent e+e  l'angle  ultérieur  du  rayon  de  courburb  avec  l'axe  du  moment  1',  et 
E  le  module  d'élasticité,  on  trouve 


•"-•=E[*p(?^+^)-""""~"(7-r)} 

expression  montrant  bien  comment  lé  déplacement  angulaire  e  dépend  i  la  fois  du 
oionient  M    autour  du  rayon  de  courbure^  et  de  rinég^lité  de  I  et  T,  qui  oonsUlqe 

ee  que  bous  appelons  l'hétérolropie  de  U  section. 
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laire  qu'a  pu  subir,  sur  la'section,  la  trace  du  plan  osculateur; 
c'est-à-dire  le  rayon  de  la  courbe  non  projetée  (^). 

Il  en  résulte  qu'une  tige  courbe  peut  éprouver  une  flexion  ou 
une  torsion  considérable  sans  que  ses  courbures  ou  sans  que  la 
forme  de  la  fibre  moyenne  changent  aucunement.  11  suffit  pour 
cela  que  ses  sections  tournent  par  rapport  aux  plans  oscula^ 
teurs,  ou  que  ses  rayons  de  courbure  ne  passent  pas  finalement 
par  les  mêmes  points  des  sections  que  primitivement  ('). 

Toute  analyse  dans  laquelle  on  voudra  embrasser  le  cas  le 
plus  général  de  double  courbure  et  de  sections  quelconques,  et 


(1)  Si  c  est  le  déplioement  aoguUIre,  ou  si,  «  étant  l'angle  fait  aTce  un  des  deux 

axes  principaux  par  le  rayon  de  courbure  primitif  po»  e-f  e  est  l'angle  que  fait 

cos  t          ooi  it  4-  e) 
areo  le  même  axe  principal  le  rayon  noufetu  p,  Von  a </«  et ^ <f« 

p.  p 

pour  les  angles  de  contingence  primitif  et  ultérieur  de  la  projection  de  la  fibre 
mojenne  sur  le  plan  passant  par  cet  axe  a'inerlie  et  par  rélémeni  tfa  de  la  fibre  ; 
en  sorte  que  la  flexion  autour  de  l'autre  axe  principal  de  la  section  correspon- 
dante, rapportée  à  l'unité  de  distance,  est 

C08(e4-t)       C08« 

P  p.  '  * 

et  la  flexion  autour  du  premier  axe  est,  de  même 

yin(e-f-c)  ^    sinf 

^      P        7 

ce  qui  donne 


I 


o 


VF 


4        Scose         4 

P»      ppT    p7 


pour  la  flexion  résultante»  égale  i  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés,  et  non 

4        4 
pas comme  Tout  cru  d'illustres  auteurs. 

P  Po 

Et,  quant  i  la  torsion, ou  i  la  rotation  d'une  section  devant  la  précédente  autour 
de  la  tangente,  rapportée  i  Tunilé  de  leur  distance  ds,  elle  est,  d'après  ce  que 
nous  aTons  dit  des  deux  partie  dont  elle  se  compose 

•    4         1       de 

et  non  pas  seulement -  ;  tt»  et  v  étantlesrayonsde  cambrure  avant  et  après 

de    de 
la  déformation,  ou  — ,  ~  étanties  angles  primitif  et  ultérieur  des  deux  plans  osou- 

v„     t 

lateurs  en  deux  points  Toisins  distants  de  d$. 
(*)  Par  exemple,  si  l'on  fléchit  une  tige  en  arc  de  cercle  ABC  de  manière  à  latrans- 
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OÙ  l'on  fera  entrer  les  rayons  de  première  et  de  seconde  cour- 
bure, devra  donc  contenir  aussi  le  déplacement  angulaire  dont 
nous  parlons. 

On  ne  pourra  se  passer  de  sa  considération  pour  obtenir  la 
forme  finale  de  la  fibre  moyenne  que  dans  les  cas  où  il  sera 
possible  de  se  passer  aussi  de  la  considération  des  courbures^ 
et  de  déterminer  cumulativement  ce  qui  vient  à  la  fois  de  ces 
deux  sortes  d'éléments,  à  savoir  les  rotations,  les  unes  relati- 
vement aux  autres,  des  sections,  ou  plutôt  de  leurs  éléments 
centraux  puisqu'elles  ne  restent  généralement  pas  planes. 

C'est  heureusement  ce  qui  peut  se  faire  dans  le  cas  le  plus 
usuel,  celui  des  très-petits  déplacements^  où  l'état  nouveau  de 
la  tige  est  peu  difTérent  de  l'état  ancien,  si  ces  déplacements 
n'influent  pas  sensiblement  sur  les  grandeurs  des  bras  de  le- 
vier des  forces  qui  font  fléchir.  Nous  sommes  parvenu,  en  1843, 
à  la  suite  de  longs  calculs  où -s'est  trouvée  comprise  l'inté- 
gration de  trois  équations  difiTérentielles  simultanées  du  troi- 
sième ordre  non  linéaires  (^],  à  trois  formules  très-simples 
fournissant  finalement,  par  des  quadratures,  les  petits  déplace- 
ments des  points  de  la  fibre  moyenne  d'une  tige  de  forme  quel- 


former  en  an  second  are  A'BC'  de  même  rayon  et  ayant,  avec  le  même  point  mi- 
^.  ^  lieu  B  et  la  même  tangente  en  ce  point,  sa  cour- 

^  '     bure  dirigée  en  sens  opposé,  et  si,  en  malmenant 

la  tige  dans  son  état  nouveau,  on  la  ramène  en  AEG 
par  une  demi-révolution  autour  de  la  tangente,  elle 
sera  restée  fléchie,  car  ses  fibres  primitives  les  plus 
V    longues  seront  devenues  les  plus  courtes  et  récipro- 
^  ^  quement,  et  cependant  sa  fibre  moyenne  sera  revenue 

i  sa  situation  première.  Et  le  même  effet  de  flexion  aurait  pu  être  obtenu  sans 
changer  cette  situation  ;  il  suffisait  pour  cela  de  faire  tourner  simultanément  les 
deux  sections  extrêmes  A,C  d'uno  demi^circonférence  autour  de  leurs  centres,  en 
contenant  les  sections  iniermédiaircs  entre  des  anêts  qui  les  empêchent  de  s'é- 
carter latéralement  sans  les  empêcher  de  tourner.  Cette  flexion  tient  à  ce  qu'il  y 
a  eu  dépUtcemerU  angtdairê  relatif  des  rayons  et  des  sections,  et  il  s'élève  dans 
ee  cas  à  deux  angles  droits. 

On  obtiendra  de  même  une  torsion,  aussi  considérable  qu'on  roudra,  sans 
aucun  changement  de  la  seconde  courbure  ou  des  inclinaisons  mutuelles  des 
plans  oscuiateurs,  en  fixant  une  des  deux  sections  extrêmes  d'une  tige  à  double 
conrbare  ainsi  contenue  latéralement,  et  en  faisant  tourner,  autour  de  son  centre, 
l'autre  section  exuême,  qui  aura  ainsi  changé  d'orientation  ou  d'aximut,  comme 
toutes  les  sections  intermédiaires,  par  rapport  aux  plans  oscuiateurs  ou  aux  rayons 
de  première  eourbure. 
(>)  Mém.  da  30  octobre  4843,  Complet  remUui^  t.  XVII,  p.  953. 
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conque  (^)  ;  elles  ne  contiennent  plus  ces  angles  et  ces  rayons 
que  nous  avions  fait  entrer  dans;  notre  analyse  pour  y  arriver. 
Elles  comprennent  et  redonnent  celles  de  Navier  relatives  aux 
pièces  courbes  planes  quand  on  néglige  les  extensions  et  les 
glissements  dont  il  ne  tenait  pas  compte  (*)  ;  et  nous  les  avons 
appliquées  à  divers  exemples  de  flexion  et  torsion  d'un  anneau 
par  des  forces  perpendiculaires  à  son  plan,  et  d*un  ressort  en 
hélice  par  des  forces  parallèles  à  son  axe  ('). 

Nous  avons  dit^  alors,  qu'elles  pouvaient  être  vérifiées  et  éta- 
blies directement,  en  remarquant  que  leurs  divers  termes  re- 
présentent de  petites  rotations  des  éléments  de  la  tibre  moyenne 
autour  des  axes  coordonnés  en  vertu  des  forces  extérieures. 
Cet  établissement  direct  a  été  effectué  par  M.  Bresse^  qui  a  con^ 
sidéré  et  composé  ensemble  les  effets  des  rotations  relatives^  non 
de  ces  éléments  linéaires^  mais  des  sections  auxquelles  ils  étaient 
primitivement  normaux  (^),  comme  il  avait  fait  pour  la  flexion 
plane  dans  son  ouvrage  sur  les  pièces  courbes.  Ses  formules  re- 
viennent aux  nôtres  de  1843,  car  on  les  obtient  immédiatement 
de  celles-ci  si  l'on  fait  une  intégration  par  parties  et  si  l'on  com- 
pose ensemble  en  une  flexion  unique^  autour  d'un  axe  à  déter- 
miner^ les  deux  flexions  que  nous  préférons  toujours  prendre 
séparément  autour  de  deux  axes  connuSy  savoir  les  axes  princi- 
paux d'inertie  des  secticms.  On  doit  à  M.  Bresse  d'autres  formules 
basées  sqr  le  même  principe  pour  évaluer  directement  les  rota- 
tions totales  éprouvées  par  une  quelconque  des  sections  {^)y  ce 
qui  permet  ordinairement  d'exprimer  les  conditions  d'encas- 
trement, de  raccordement^  etc.^  et  de  trouver  la  situation  finale 
des  points  de  la  tige  hors  de  sa  fibre  moyenne,  d'une  manière 
plus  simple  que  par  la  considération^  toujours  sûre,  des  deux 
courbures  et  du  déplaceipent  angulaire  des  rayons  de  la  pre- 
mière sur  les  sections. 

Mais  lorsque  les  déplacements  des  points  de  la  tige  sont 

(1)  Hém.  du  6  DOT.  4843,  et  note  du  4"  Juillet 4 844.  Comptes  rendue^  l.  XVII, 
p.  4034,  et  XIX,  p.  45. 

(*)  Héme  mémoire  de  4843,  p.  4033.      (>)  Idem,  p.  40S6  à  4034. 

(^)  Cours  de  Méc.appl.  Résisl.  des  maiériaui.  4  859,  p.  86. 

(>j  Idem,  p.  94.  Les  formules  de  M.  Bresse  soni  à  modifier  en  ce  qui  regarde  la 
torsion  quand  les  sections  ne  sont  pas  circulaires;  et,  vu  la  courbure  que  les  sections 
prennent,  les  rotations  obtenues  sont  seulement  eeHes  de  leurs  étéments  centrapx 
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grands^  en  sorte  que  sa  forme  change  considérablement,  comme 
dans  les  cas  de  simple  courbure  traités  par  Ëuler  et  déjà  par 
Jacques  Bernoulli  (ce  qui  peut  avoir  lieu  sans  altération  de  l'é- 
lasticité si  la  tige  est  miqce),  les  rotations  de  ses  diverses  tran- 
ches ou  sections  successives  ne  peuvent  plus  être  composées 
ensemble  par  simple  addition,  et  il  faut  renoncer  à  cette  simplifica- 
tion  et  aux  formules  qui  en  résultent,  qui  cessent  encore  d'être 
applicables  lorsque  les  déplacements,  bien  que  petits,  ont  une 
grande  influence  sur  les  bras  de  levier,  comme  dans  Je  cas  des 
pièces  chargées  debout  ou  très-obliquement^  et  qui  peuvent  être 
en  même  temps  sollicitées  par  un  couple  qui  donne  une  double 
courbure.  Le  problème  de  la  détermination  des  changements 
sensibles  que  peut  subir  ainsi  la  forme  des  tiges  a  été  ramené 
aux  quadratures  par  M.  Binet,  et  ensuite  plus  simplement  par 
M.  Wautzel,  mais  seulement  pour  le  cas  de  tiges  primitivement 
droites  à  section  isotrope,  où  nous  avons  dit  que  les  trois  équa- 
tions différentielles  se  réduisent  à  celles  de  Poisson,  et  en  sup- 
posant que  les  forces  n'agissent  qu'aux  extrémités  et  que  la 
section  soit  constante.  L'intégration  dépend  alors  des  fonctions 
elliptiques  ('].  On  peut  aussi  résoudre  le  problème,  et  d'une 
manière  simple,  quand  la  tige,  ayant  une  section  même  non 
isotrope,  mais  constante,  a  pour  forme  une  hélice  primitive- 
ment et  finalement  {*)  ;  et  il  serait  résoluble  sans  doute  encore, 
en  tirant  parti  d'une  remarque  de  M.  Kircbhoff,  pour  divers 
cas  où  la  forme  primitive  serait  une  de  celles  dans  lesquelles 
une  tige  droite  à  section  constante  et  isotrope  est  changée  par 


(1)  La  note  de  M.  Binet  se  trouve  aux  CompUi  renius^  47  juin  4844,  t.  XVili, 
p.  4445.  Il  exprimait  les  inclinaisons  de  la  tangente  par  des  fonctiOBi  elliptiques^ 
et  lec  coordonnée!  par  des  quadratures  pius  compliquées.  Mais  Wanizel,  le  34  du 
même  mois  {idemy  p.  4497),  en  prenant  pour  aie  d'une  des  coordonnées  la  ré* 
•ulunte  des  forces,  simplifie  et  ramène  tout  aux  fonctions  elliptiques,  même 
quand  il  7  a,  avee  la  résultante,  un  couple  perpendiculaire,  qu'il  a  rétabli  sur 
une  observation  de  U.  Binet.  (Voir  aussi  la  note  de  M.  Bertrand  i  la  nouvelle 
édition  de  la  Mécanique  analytique).  Il  serait  curieux  d'étudier  les  intégrales, 
réduites  au  besoin  en  série,  et  d'en  tirer  un  classement  des  courbes  élastiques 
à  double  courbure  provenant  d'une  tige  primiiivement  droite  et  isotrope,  comme 
a  fait  Eoler  pour  les  courbes  planes. 

O  Complet  rendus^  S  novembrs  4S43,  t.  XVII,  p.  40S9,  cl  surtout  46  juillet 
4844,  t.  UX,  p.  486. 
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des  forces  qui  agissent  à  ses  extrémités  ('].  On  ramène  eocoro 
aux  quadratures  le  cas  d'une  tige  primitivement  droite  à  section 
isotrope,  mais  variable  graduellement,  sollicitée  seulement  par 
des  couples  qui  coupent  sa  fibre  moyenne  primitive  sous  un 
angle  constant,  ce  qui  embrasse  le  cas  plus  particulier  d'une 
tige  droite  â  section  constante  sollicitée  par  des  couples  â  ses  ex- 
trémités  seulement,  et  pour  lequel  Wantzel  a  trouvé  que  la  forme 
finale  est  une  hélice;  ce  qui  a  également  lieu  si  la  section  et  le 
couple  variables  se  trouvent  dans  un  rapport  tel  que  le  moment 
de  torsion  soit  constant.  Ce  résultat  généralise  celui  d'Euler 
relatif  aux  tiges  droites,  qu'il  a  Reconnues  prendre  constam- 
ment la  forme  d'un  arc  de  cercle  sous  l'action  d'un  couple 
quand  la  courbe  dans  laquelle  il  les  change  est  plane. 

Pour  les  cas  de  déformation  considérable  que  nous  venons 
d'énumérer,  la  forme  définitive  de  la  fibre  moyenne  peut  être 
trouvée  sans  considérer  l'orientation  ou  l'azimut  des  sections 
sur  les  plans  osculateurs  quand  la  tige  n'est  encastrée  qu'en  un 
seul  endroit;  mais  il  faut  la  considérer  si  la  tige  est  {assujettie 
en  un  second  point  où  la  section  doive  observer,  comme  à  celui 
d'encastrement,  une  certaine  polarité,  ainsi  qu'il  arriverait  si  une 
tige  à  section  carrée  devait,  quelque  part,  passer  par  un  trou 
carré  de  même  dimension  que  cette  section.  Et  il  faut  détermi- 
ner cette  rotation  des  sections  de  toute  manière  pour  connaître 
ce  que  deviennent  les  points  hors  de  la  fibre  moyenne,  ou  avoir 
l'état  final  complet  de  la  tige  et  pouvoir  calculer  sa  résistance. 


(1)  M.  Kirchboff  remarque,  en  effet,  qu'alori  oa  peut  faire  subir  i  la  tige  une 
première  déformaiion  qui  la  reclifle^  et   partir  de  li  pour  arrirer  i  la  forme 

finale.  (Ueber  dat  Gleicbgewiebt ,  Sur  F  équilibre  et  te  mouvement  d^une  tige 

infiniment  mince f  au  Journal  de  Orelle,  t.  LVl,  p.  308;  et  ▼.  j4pp.  compl,  p.  846). 

Le  même  illustre  profeiseur,  à  la  suite  d'une  analyse  sur  laquelle-nous  refien- 
drons  au  o*  XLl,  qui  offre  plusieurs  points  d'analogie  avec  celle  du  problème  de 
la  rotation  d'un  corps  solide  pesant  autour  d'un  point  fixe  (voir  V Appendice 
eomptémentaire  ei- après,  p.  848)  a  remarqué  que  le  problème  statique  de  rèqui- 
libre  d'une  tige  mince  se  résolvait  dans  les'  mêmes  cas  que  le  problème  dynami- 
que, en  remplaçant  l'élément  dt  du  temps  par  l'élément  de  de  la  fibre  moyenne 
de  11  tige,  et  deux  des  moments  d'inertie  principaux  du  corps  par  les  moments 
d'inerUe  principaux  des  sections  de  la  tige.  Comme  le  problème  dynamique  ne 
se  résont  que  quand  le  solide  est  de  révolution,  le  problème  statique  ne  se  résou- 
drait par  cette  analogie  que  lorsque  la  section  a  ses  deox  moments  d'inertie 
égaux,  c'est-à-dire  dans  le  cas  traité  en  4844  par  Biaet  et  Wantxel. 
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XXII.  Mécaniqive  moléevlatre.  Mewton.  Ba^co* 
Tieh.  Clalravt.  liAplaee.  Poiflflon  et  Mairlcr  (pour  la 
PLAQUE  iLastique  d  abord).  —  Mais  à  toutes  ces  recherches  fondées 
sardes  hypothèses  dont  rien  n'avait  justifié  encore  Tapproxima- 
tion^  et  dont  plusieurs  même  sont  entachées  d'erreurs  heureuse- 
ment sans  influence  ordinairement  quant  aux  flexions^  devait 
succéder  un  jour  quelque  chose  de  plus  exact  et  de  plus  en  rap- 
port avec  la  manièi'e  dont  la  mécanique  s*est  constituée  comme 
science  ^^om^/rti^,  ou  intimement  liée  à  celle  de  l'étendue. 

Longtemps  elle  ne  s'est  occupée  que  de  poids  ou  d'efforts 
agissant  d'une  manière  un  peu  vague  sur  les  parties  de  divers 
appareils.  Hais,  plus  tard,  tout  y  fut  mathématiquement  déter- 
miné :  les  efforts  complexes  furent  géométriquement  décom- 
.posés  et  remplacés  par  des  forces  partielles  ou  composantes; 
chaque  force  partielle  eut  une  ligne  unique  pour  direction;  elle 
eut  par  conséquent  un  point  d'application  ou  sur  lequel  elle 
agit;  et  la  doctrine  de  l'action  au  seul  contact  venant  à  perdre 
faveur  et  à  céder  la  place^  sous  l'empire  des  faits^  à  celle  de  l'ao- 
tion  à  distance  que  les  anciens  avaient  déjà  entrevue,  chaque  force 
eut  nécessairement  aussi  un  point  dont  elle  émane  ou  dont  elle 
tend  a  rapprocher  ou  éloigner  l'autre.  Les  forces  naturelles  n'a- 
gissent en  effet  sur  les  corps  que  par  d'autres  corps.  On  ne  juge 
môme  que  l'un  d'eux  commence  ou  cesse  d'éprouver  telle  ou 
telle  action  qu'eu  voyant  d'autres  corps  le  presser,  le  heurter^  le 
quitter,  en  un  mot  changer  de  position  par  rapport  à  lui  ;  en 
sorte  que,  dans  l'ordre  matériel,  l'idée  d'une  action  déterminée 
sur  un  point  est  pour  nous  inséparable  de  l'idée  de  situation 
relative,  ou  de  distances  à  d'autres  points  (*). 


{})  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  dèrelopper  la  remarque  que  la  loi  ^inertie,  aioai 
esprimée  :  «  la  vitesse  possédée  par  un  corps  ne  change  que  quand  une  cause 
étrangère  vient  produire  son  cbaugement,»  ne  fait  qu'exprimer  le  principe  de 
cansalitè^  ou,  ce  principe  étant  admi»,  que  celte  identité:  «  la  vitesse  ne  change 
qne  quand  elle  change  ;  i»  A  moins  qu'on  ne  base  consister  ce  que  cet  énoncé 
a  d'essentiel  dans  la  qualité  d^élrangére  exigée  pour  la  cause.  Or,  cette  cause 
étrangère  survenue  ne  peut  être,  pour  nos  sens,  ou  hors  des  profondeurs  de  la 
métaphysique,  qifun  changemeni  de  iUuation  éTautreê  corps  relativement  A  eelul 
doot  MUS  nous  occaponi.  Les  changements  de  vitesse,  ou  oe  qu'on  appelle  au- 
]oard*hul  les  accêlération$y  elTcts  sensibles  des  forçais  que  la  science  moderne  a 
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£t  Newton  ayant  appuyé  de  preuves  le  principes  de  l'égalité 
et  de  ropposition  directe  d'une  réaction  à  toute  action,  tous  les 
phénomènes  du  monde  physique  furent  désormais  expliqués 
par  des  attractions  et  répulsions  mutuelles  de  points  matériels 
s'exerçani  dans  les  directions  de  leurs  lignes  de  jonction  deux  à 
deuXf  avec  des  intensités  et  un  sens  dépendant  des  distances  qui 
les  séparent  y  car  il  est.  bien  manifeste  que  l'action  n'a  pas  la 
même  grandeur  quand  ils  sont  éloignés  que  quand  ils  sont 
proches,  que  les  très-petits  changements  de  la  distance  n'en 
produisent  que  de  très-petits  aussi  dans  cette  grandeur  ou  in- 
tensité, enfin  que  les  points  très-voisins,  tels  que  ceux  qui  sem- 
blent contigus,  se  repoussent  quand  on  les  approche  davantage 
eu  les  pressant  Tun  vers  l'autre,  et  s'attirent  ou  s'entraînent 
mutuellement,  lorsqu'ils  font  partie  d'un  même  ensemble  et 
qu'on  fait  effort  pour  les  écarter.  Les  liaisons  mêmes  des  di-  ' 
verses  parties  d'un  corps  devaient  être  finalement  ramenées  à 
de  pareilles  forces,  qu'on  était  au  reste  obligé  toujours  de  leur 
substituer  quand  il  s'agissait  d'exposer  la  mécanique  des  sys-* 
tèmes.  Dès  lors  les  abstractions  purent  être  bannies,  et  l'on 
conçut  mieux  ce  qu'il  fallait  entendre  par  la  dureté,  Timpéné- 
trabilité,  etc.,  et,  aussi,  par  ces  forces  fictives  appelées  des  ré- 
sultantes de  forces  non  concourantes  ou  appliquées  à  des  points 
différents  d'un  même  système  de  points. 

Vainement  cette  grande  loi  des  actions  réciproques  fonctions 
continues  des  distances  est-elle  contestée  de  temps  en  temps 
par  des  auteurs  qui  veulent  repousser  quelques-unes  de  ses 
conséquences.  La  rejeter  nous  semble  supprimer  la  mécanique 
en  tant  que  science  mathématique,  et  tomber  inévitablement 
dans  des  contradictions,  car  pour  peu  qu'on  sorte  du  domaine 
de  l'empirisme  pur  et  qu'on  présente  quelque  théorie,  on  l'in- 
voque toujours,  ail  moins  tacitement,  qu'on  s'en  aperçoive  ou 
non  (voyez  Appendice  V)  ;  et,  ici  comme  toujours,  le  scepti- 
cisme embrassé  systématiquement  conduit  à  un  dogmatisme 
plus  arbitraire  que  celui  qu'on  a  voulu  éluder. 


coDiiDué  de  faire  iDleryenir  dans  les  calculs  des  effets,  dépeDdent  doocdes  dis- 
tances mutuelles  des  poioli  des  cotps;  eti  sorte  que  II  loi  invoquée  par  nous 
rerieùdrait  i  celle  d'inertie,  que  tout  le  monde  Invoque. 
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li^wton,  après  l'avoir  merveilleusement  appliquée  aux  mou- 
vements des  corps  célestes,  que  de  grandes  distances  séparent, 
a  indiqué  son  cfxtension  aux  dernières  particules  situées  à  des 
distances  muitielies  imperceptibles,  comme  pouvant  rendre 
compté  des  phénomènes  terrestres^  tels  que  les  combinaisons 
chimiques,  la  cohésion^  la  capillarité  ('),  enfin  la  réflexion  et 
la  réfraction  de  la  lumière  (');  et,  dans  deux  passages  ('),  il 
parle  du  changement  des  attractions  en  répulsions^  mais  sans 
dire  dans  quelle  circonstance  ce  changement  peut  av.oir  lieu. 

En  1743,  un  physicien  nommé  Goui*n  Knight,  cité  par  son 
compatriote  Robisôn  (*),  faisant  revivre  cette  grande  idée^  tenta 
d'expliquer  la  cohésion,  le  magnétisme,  Télectricité,  etc. ,  par 
des  forces  d'attraction  entre  certains  atomes  en  y  joignant  des 
forces  de  répulsion  entre  d'autres. 

Mais^  ainsi  que  le  même  Robison  le  reconnaît^  ce  fut  le  cé- 
lèbre P.  Boscovich  qui^  en  1755,  donna  sa  vraie  forme  à  cette 
dualité  de  causes,  prise  comme  base  des  explications  (^).  Il  y 
fut  conduit  par  ses  réflexions  sur  la  lot  de  continuité^  qui  se 
trouvait  mise  en  cause  dans  la  dispute  sur  les  forces  vives  et 
sur  la  communication  du  mouvement  par  le  choc.  Dès  1745^  il 
disait  C^)  que  la  force  répulsive^  prouvée  par  réiasticité  et  les 
vibrations,  s'oppose  à  la  contiguïté  des  particules  des  corps,  etc., 
et  son  observation  intelligente  des  faits  l'amenait  à  professer 
qu'il  n'y  a  pas^  dans  la  nature,  de  corps  rigide,  ni  de  verge  in- 
flexible ou  inextensible,  ni  d'appui  absolument  flxe,  ni  de  force 
agissant  instantanément,  pas  plus  que  de  force  simplement  ré- 


(')  optique,  Question  XXXI  et  deroiëre. 

(-]  Principes,  livre  1,  U*  section,  propositions  XCIV  à  XCVIlt. 

(>)  optique,  ffiême  Question  ;  p.  569  et  579-5S1  de  ia  traduction  de  Goste; 
in-4%  deuxiènoe  édition,  4723. 

(^)  A  System  ofmechanical  Philoaophy.  Edinburgh,  4822,  n^âô^,  t.  I,  p.  266. 

(')  De  lege  virium  in  nalurâ  exislenlium  disserta^ioy  babila  in  coliegio  i-o- 
mano  a  patribut  Soc.  iesu,  4  septembris  4765.  Et  ensuite  :  Fhiiotophia  natti- 
ralis  iheoria  ad  unicam  lefem  virium  in  naturd  existenlium  reducla,  V  édition. 
Vienne,  17SS  et  2«,  Venise,  4763. 

(S)  jOe  viribut  vivis  distertatioy  au  tome  II"  des  Commentaires  J)c  Bononienti  . 
êeieniiarum  et  artium  instiiuio  atque  academtd,  p.  289.  Il  l'exposa  plus  ample- 
ment en  4748  et  eu  4754  dans  ses  dissertations  De  lumine  et  De  continuitatis 
/eye  et  eju$  cmuectariis. 
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Tient  du  changement  du  plan  en  une  surbce  courbe,  parvint 
pourtant  à  une  équation  différeniielie  indéfinie  du  quatrième 
ordre,  d'une  forme  exacte,  mais  dans  les  coefficients  de  laquelle 
l'épaisseur  de  la  plaque  n'entre  qu'au  carré  tandis  qu'elle  de- 
vrait entrer  au  cube. 

Navier,  après  ses  beaux  travaux  sur  les  lames  ou  les  tigeâ 
conçues  comme  composées  de  fibres  qui  s'allongent  ou  s'ac- 
courcissent,  devait  naturellement  passer  à  des  recherches  sur 
les  plaques,  où  il  y  avait  à  considérer  des  changements  de 
deux  dimensions  à  la  fois. 

Son  analyse  relative  à  ces  sortes  dé  solides  (^)  fut  plus  com- 
plète que  cel9de  Poisson,  et  presque  exacte  [voyez  n*  LlX),  car 
en  supposant,  ce  qui  est  très-approximativement  vrai ,  que  les 
lignes  matérielles  menées  primitivement  dans  une  direction 
perpendiculaire  aux  deux  faces  de  la  plaque  restent  normales 
à  tes  faces  devenues  courbes,  il  tint  compte  de  changements 
de  distance  moléculaire  bien  plus  considérables  que  ceux  quV 
vait  calculés  cet  illustre  géomètre,  savoir  de  ceux  qui  résultent 
de  ce  que  les  deux  faces  extérieures,  et  les  }51ans  intérieurs  qui 
leur  sont  parallèles,  s'étendent  du  côté  devenu  convexe  et  se 
contractent  du  côté  devenu  concave.  Aussi  l'épaisseur  entre- 
t-elle  au  cube,  comme  elle  doit  le  faire,  dans  les  coefficients  de 
son  équation  différentielle  indéfinie,  ainsi  que  dans  ceux  des 
équations  définies  au  contoilr,  qu'il  donne  pour  la  première 
fois  [voyez  idem),  ce  qui  lui  permet  de  présenter  de  remarqua- 
bles solutions  de  plusieurs  problèmes  particuliers. 

Ce  mémoire  sur  les  plans  élastiques,  du  14  août  1820^  bien 
que  peu  connu  et  n'ayant  été  Tobjet  d'aucun  rapport^  signale 
cependant  une  remarquable  époque,  car,  non-seulement,  par  la 
hianière  dont  son  auteur  calcula  le  moment  virtuel  total  des  ac- 
tions  qu'exercent  sur  chaque  molécule  toutes  celles  qui  l'environ- 
nent dans  l'étendue  de  sa  sphère  d'activité,  son  auteur  préluda  à 


^mtÊmmmmÊb 


(<)  Recherches  sur  la  fl^on  d^  plans  élastiques;  présentées  le  44  août  4890 
(et  dont  plusieurs  membres  de  l'Académie  reçurent  des  copies  lithograpbiées).  Il 
n'en  a  été  publié  qu'un  extrait  auSiUUtin  de  la  Soc»  phil,  pour  4823,  page  99. 
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sa  brillante  découterte  de  l'année  suivante  dont  nous  allons  par- 
1^^  mais  encore  il  fut  l'occasion  principale  de  celles  de  Gaucby 
sur  b  théorie  des  pressions  dans  l'intérieur  des  corps  solides 
et  des  travaux  ultérieurs  de  ce  grand  analyste  sur  le  même 
sujet. 

XXIII.  Fondation  de  la  théorie  générale  de 
rélastlelté.  NaTler.  —  Ce  fut.  le  14  avril  1821  que  Navier 
présenta  son  célèbre  Mémoire  sur  les  lois  de  V équilibre  et  du 
mouvement  des  corps  solides  élastiques  (*),  qui  a  fondé  la  Méca- 
nique moléculaire  ou  la  théorie  générale  de  l'Élasticité. 

En  considérant  qne  les  actions  intérieures  sont  en  équilibre^ 
ou  se  détruisent  sur  chacune  des  molécules  avant  les  déplace- 
ments relatifs  que  des  forces  extérieures  font  éprouver  à  celles- 
d,  Navier  se  bornait  à  calculer  les  augmentations  et  diminu- 
tions que  ces  actions  subissent.  Il  leur  attribuait^  par  une  sorte 
d'extension  du  principe  de  Hooke  et  de  Mariette  (n*"  IV)^  des 
intensités  proportionnelles  aux  petits  A^angements  des  distances 
mutuelles  moléculaires,  et  aussi  à  une  fonction  de  ces  dis- 
tances, d'une  valeur  sensible  seulement  pour  des  distances 
imperceptibles.  Entre  ces  actions  il  posait  les  équations  de  l'éqtii- 
.  libre  sur  une  molécule^  en  exprimant  son  changement  de  dis- 
tance à  une  quelconque  de  celles  qui  l'environnent,  au  moyen 
des  trois  coordonnées  nouvelles  de  celle-ci,  exprimées  elles- 
mêmes  par  des  développements  de  Taylor  à  trois  variables,  qui 
sont  les  trois  projections  rectangulaires  de  la  distance  primitive, 
et  dont  les  puissances  et  produits  du  premier  et  du  second 
ordre  sont  affectés  par  les  dérivées  des  mêmes  ordres  des  dé- 
placements moléculaires  par  rapport  aux  coordonnées.  Comme 
on  peut,  en  formant  les  trois  sommes  de  composantes  rectan- 
gulaires des  actions  de  tontes  les  molécules  sur  une  seule, 
faire  passer  ces  dérivées  hors  du  signe  de  sommation  ou  d'ad- 
dition 2  ou  S,  vu  qu'elles  sont  sensiblement  les  mêmes,  par  * 
hypothèse,  pour  toutes  les  molécules  comprises   dans  une 


(«)  Tome  vu  dM  Mémovrûê  et  VimUtul. 
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portion  imperceptible  du  corps,  les  trois  équations  d'équilibre 
indéfinies,  ou  à  satisfaire  pour  tous  les  points  du  corps,  sont 
assez  faciles  à  établir  (*).  Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les 
rapports  mutuels  des  coefficients  constants  représentés  par  les 
diverses  sommes  2  ou  S  dégagées  ou  débarrassées  comme  on 
vient  de  dire^  c'est  ce  que  fait  Navier  en  les  (invertissant  en  in- 

OU  sphériques  pour  le  seul  cas  de  ces  solides  que  Gauchy  a 
nommés  isotî^opes  parce  qu'ils  offrent  la  môme  élasticité  en 
quelque  sens  qu'on  les  envisage  ou  qu'on  les  tourne  autour  de 
chacun  de  leurs  points.  Les  coefficients  à  déterminer  au  moyen 
de  l'expérience  se  trouvent  ainsi  réduits  de  quinze  à  un  seul 
par  la  nullité  reconnue  de  neuf  d'entre  eux  et  l'égalité  démon- 
trée de  trois  autres  au  triple  des  trois  derniers,  égaux  entre  eux 
comme  sont  ceux-ci. 

Mais  il  falJait,  en  outre,  obtenir  les  équations  d'équilibre 
définies^  ou  relatives  aux  limites,  c'est-à-dire  à  la  surface-en- 
veloppe du  corps  élastique  considéré. 

Navier  y  arriva  par  une  belle  application^  sous  une  forme 
nouvelle^  de  la  méthode  de  la  Mécanique  analytique  de  La- 
grange  qui  a,  comme  on  sait,  l'avantage  de  donner  à  la  fois  ces 
deux  sortes  d'équations,  et  qu'il  avait  déjà  employée  au  môme 
usage  pour  le  problème  de  la  plaque;  méthode  qui,  à  peu  près 
abandonnée  depuis  en  France,  revit  avec  avantage  dans  les 
travaux  publiés  à  l'étranger,  depuis  trente  ans.  Pour  cela,  en 
posant  (']  l'expression  du  moment  ou  travail  virtuel  de  l'action 
de  deux  molécules,  il  en  déduit  ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  le 
potentiel  de  celte  action^  c'est-à-dire  le  travail  fini  dont  elle  est 
capable,  ou  la  quantité  dont  la  variation  ou  différentielle  par  fi 
donne  le  travail  virtuel  élémentaire  en  question;  puis,  après 
avoir  composé  la  somme  des  potentiels  de  toutes  les  actions, 
sur  une  même  molécule,  de  celles  qui  se  trouvent  dans  sa  sphère 


{>)  voyez  Appendice  V,  §  6»,  p.  694. 

(>)  Voy.  le  commencemeot  du  §  86  à  V Appendice  complémentaire  ri-aprèi, 
p.  796,  où  Ton  a  complété  cl  généralisé  l'analyie  de  Nivinr. 
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d'activité,  et  expriné,  par  suite,  la  somme  de  ceux  des  actions 
intérieures  pour  tout  le  corps,  il  en  égale  la  différentielle  par  8 
à  la  somme,  pri^e  en  3Îgne  contraire,  des  travaux  virtuels  des 
forces  extérieures  motrices,  en  y  joignant  ceux  des  forces 
d'inertie  s'il  y  a  mouvement,  ce  qui  revient  à  chercher  les 
conditions  du  minimum  de  la  somme  des  potentiels  de  toutes 
ces  forces.  Les  intégrations  par  parties,  suivant  la  méthode 
connve,  lui  redonnent,  par  les  termes  restés  sous  le  signe 
d'intégration  triple,  les  trois  équations  d'équilibré  indéfinies  déjà 
obtenues  d'une  autre  manière  ;  et  les  termes  sortis  de  ce  signe, 
ou  restant  affectés  seulement  d'intégrations  doubles,  facilement 
transformables  en  inté^grations  simples  relatives  aux  éléments 
de  la  surface-envdoppe,  luf  fournissent  les  trois  équations 
d'équilibre  définies  ou  aux  limites,  à  satisbire  pour  les  points  de 
cette  surface. 

Celles-ci  sont  particulièrement  dignes  de  remarque,  car  elles 
comprennent  implicitement,  dans  leurs  divers  groupes  de 
termes,  les  formules  exprimant  ce  qu'on  a  depuis  appelé  les 
preisûms  ou  tensions,  forces  élastiques.  Aussi,  bien  que  Navier 
n'ait  point  parlé  de  pressions  dans  les  solides,  nul  n'est  arrivé 
plus  loin  que  lui  quant  aux  conditions  d'équilibre  et  aux  équa- 
tions du  mouvement  des  solides  élastiques  isotropes  ou  d'égale 
contetture  en  tous  sens,  quand  ils  sont  supposés  se  trouver 
avant  les  déplacements  de  leurs  points  dans  l'état  naturel  (^)  oii 
aucune  force  extérieure  n'y  agissait. 

XXIV;  Svite.  Fresnel.  —  De  la  même  époque  datent  les 
mémorables  travaux,  sur  la  lumière,  de  ce  grand  physicien,  et 
notamment  Texplication  qu'il  a  donnée  des  phénomènes,  de  la 
double  réfraction  par  le  jeu  des  actions  mutuelles  des  molécules 
du  fluide  éthéré,  qu'il  regarde,  ainsi  que  Navier,  comme  pro- 
portionnelles aux  changements  trës«petits  qu'éprouvent,  à  partir 
de  l'état  d'équilibre,  les  distances  mutuelles  de  ces  molécules, 
nécessairement  séparées  les  unes  des  autres  y  car,  comme  il  le 
montre  très-bien,  si  elles  se  touchaient  ou  si  elles  formaient 


;*)  Appendice  I,  $  Si,  p.  560,  et  App,  complémentaire ^  $  80,  p.  771 . 
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f^v  leur  ensemble  une  matière  contioue,  elles  m  pourraient 
pas  propager^  par  une  sorte  de  frottement  de  tranches  parais 
lèles,  leurs  vibrations,  qui  ne  sont  lumineuses  que  lorsqu'elles 
ont  des  directions  transversales  ou  perpendiculaires  au  sens  de 
propagation  (comme  Tont  prouvé  ses  expériences  de  non«>inter<« 
férence  de  deux  rayons  polarisés  à  angle  droit).  Ce  qu'il  y  a 
d'étonnant,  c'est  que  malgré  plusieurs  erreurs,  et  quoique 
Fresnel  ne  calcule  que  les  réactions  qui  sont  opposées  en  di* 
vers  sens  au  déplacement  d'un  seul  point  du  milieu  éthéré  de 
la  part  de  ceux  qui  l'environnent,  considération  insuffisante, 
et  malgré  plusieurs  autres  défectuosités  de  sa  théorie,  il  en 
déduit  des  conséquences  qui  sont  exactes,  ou  du  moins  extrê- 
mement approchées,  et  dont  plAsieurs  étaient  imprévues,  et, 
depuis,  ont  été  merveilleusement  vérifiées  par  des  expériences 
délicates.  On  peut  l'attribuer  à  la  grande  force  d'intuition  et  on 
pourrait  dire  de  divination  de  l'illustre  ingénieur-physicien;  %t 
aussi,  sans  doute,  à  ce  qu'il  y  a  entre  les  quantités  qui  varient 
d'une  manière  continue  suivant  les  trois  dimensions  de  l'espace, 
et  qui  sont  susceptibles  de  ^e  composer  et  de  se  décomposer 
géométriquement;  telles  que  les  petites  réactions  dont  nous  ve* 
nous  de  parler,  et  telles  aussi  que  les  pressions,  les  dilatations, 
les  moments  d'inertie,  les  courbures,  etc.,  certaines  relations  gé*- 
nérales,  dont  Fresnel  a  donné  un  des  premiers  spécimens,  et  qui 
se  retrouvent  à  peu  près  sous  les  mêmes  formes  dans  des  recher* 
ches  sur  des  sujets  très-différents,  au  moins  lorsqu'on  se  borne 
aux  approximations  linéaires  ;  d'où  il  suit  que  les  résultats  de 
raisonnements  faits  sur  l'une  d'elles  peuvent  convenir  à  d'au* 
très  qu'il  eût  fallu  plutêt  considérer. 

Nous  ne  pensons  pas  pour  cela  qu'on  doive  attribuer  à  Fres-* 
ne),  non  plus  qu'à  Ampère,  qui  a  présenté  à  oe  sujet  quelques 
considérations  élevées,  l'invention  de  la  théorie  de  Pélasticité, 
qui,  après  Navier,  doit  être  regardée  coname  appartenant  h 
Cauchy, 

XXV.  Suite.  Théorie  des  pressions  dans  les  so- 
lides.   Dilatations  en  divers  sens.  Cauehy.  —  Ce 

grand  analyste,  en  effet,  n'attendit  même  pas  les  publications 
du  mémoire  de  Navieir^  d'avril  1821,  et  de  celui  de  Fresnel, 
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dont  la  première  cormnuaication  à  rAcadémie  psX  du  SO  no- 
vembre de  la  même  année,  pour  entrer  dans  cette  carrière  où 
il  devait  laisser  de  profondes  traces  de  son  passage.  Le  mémoire 
d'août  1820  sur  les  plans  élastiques  suffit  pour  éveiller  son  ima- 
gination inventive.  Gaucby  remarqua,  dans  une  Npte  lue  à 
TAcadémie  le  30  septembre  1833  (*),  que  Navier  y  ^vait  cou- 
sidéré  entre  les  points  matériels  deux  espèces  de  forées,  les  unes 
développées  par  l'extension  du  plan  moyen  de  la  plaque,  e^ 
dont  il  exprimait  le  moment  ou  travail  virtuel  comme  avait  fait 
Lagrapge  pour  une  simple  membrane,  sans  l'affecter  d'aucun 
coefficient  constant  dépendant  de  la  nature  ou  de  l'élasticité 
4^  la  matière;  les  autres,  développées  par  la  flexion  qui  con- 
siste  dans  les  écartements  des  molécules  du  côté  devenu  pon- 
vexe  et  les  rapprochemeuts.  du  côté  devenu  copcave,  icelle$-ci 
calculée^  plus  rationnellement  de  manière  que  )eur  expressiou 
^e  trouve  finalement  affectée  d'un  coefficient  d*é)asticité  repré-r 
sentant  la  valeur  inconnue,  et  déterminable  par  l'expérience» 
(l'une  intégrale  définie  comm^  on  a  dit.  Les  dernières  forces 
étaient  comme  les  premières,  quant  à  Leurs  i^irectiops,  per- 
pendiculaires au^  faces  taillées  normalement  à  la  plaque,  ce  qui 
venait  de  Thypothèse  permise,  n^ais  simplemcp^  approxjmar 
tive,  de  la  conservation  de  la  nprmalité  de  ces  faces.  Or  Cauchy 
observa  a  que  ces  deux  espèces  de  forces  pouv^ent  être  ré- 
duites à  upe  seule,  qui  devait  s'appeler  tension  ou  pression, 
étant  de  même  nature  que«la  pression  d'up  fluide  fsn  repos.. .,)> 
à  Texception  qn'elle  pisut  être  oblique  aux  faces  sur  lesquelles 
elle  s'exeras^  et  qu'elle  est,  par  conséquent,  généralement  iné- 
gale fisfis  les  diver§  sens  ou  sur  les  diverses  faces  se  croisant 
en  un  même  point  de  Tintérieur  d'un  corps. 

Tel  fut  le  point  de  départ  de  la  théorie  générale  des  pres- 
sions ou  tensions  dans  des  corps  quelconques  solides  ou  fluides, 
élastiques  ou  mous,  en  repos  ou  animés  d'un  mouvement  in- 
térieur. Leurs  grandeurs  sur  diverses  petites  faces  ayant  leurs 
centres  .ep  un  même  point  ont  entre  elles  des  relations  régies 


(*)  Celle  DOle,  parafée  parle  fecrèuire  perpétuel  à  la  date  ioJiquée  de  4823, 
a  été  inpriBée  an  BulUUn  de  Ui  SceiiU  f^ionufHèùpie  de)anTier  4S23,  page  9. 


clij  résistance:  des  solides. 

par  ces  deux  théorèmes  très-généraux  dus  à  M.  Cauchy  :  1*  La 
pression  sur  une  face  est  résultante  des  pressions  que  suppor- 
tent ses  projections  rectangulaires  ou  obliques  sur  trois  plans 
quelconques  passant  par  son  centre.  T  Quand  deux  faces  qui 
se  coupent  rectangulairement  ou  même  obliquement  ont  le 
même  centre  et  la  même  superficie,  la  pression  sur  Tune,  dé- 
composée dans  un  sens  perpendiculaire  à  Tautre,  est  égale  à  la 
pression  sur  celle-ci  décomposée  perpendiculairement  à  celle- 
là  (*);  théorèmes  qu*il  ne  faut  point  confondre  avec  ceux  de 
même  forme,  presque  évidents,  qui  ont  été  aperçus  et  employés 
par  Fresnel,  car  ceux-ci  ne  sont,  comme  on  a  dit,  relatifs  qu'aux 
forces  qui  tendent  à  ramener  à  sa  position  d'équilibre  un  point 
unique  qu'on  en  a  écarté. 

Le  second  réduit  à  six  les  neuf  composantes,  en  un  point 
quelconque,  suivant  les  directions  de  trois  coordonnées  rec- 
tangles, des  pressions  sur  Tunité  de  trois  faces  perpendiculaires 
à  ces  coordonnées,  car  il  en  résulte  que  les  six  composantes 
tangentielles  sur  ces  faces  sont  égales  deux  à  deux.  Le  premier 
permet  d'exprimer,  en  fonction  de  ces  six  composantes,  celle 
de  la  pression  sur  une  face  oblique  quelconque,  décomposée 
dans  une  direction  aussi  quelconque  (  V.  App.  III,  p.  548). 

Une  première  conséquence  est  que  si  Ton  imagine  une  inti- 
nité  de  petites  faces  planes  de  même  superficie  ayant  leurs 
centres  en  un  même  point,  on  a  des  ellipsoïdes  pour  lieux  des 
extrémités  de  droites  tirées  de  ce  "point  perpendiculairement 
aux  faces,  en  leur  donnant  pour  longueurs  soit  les  pressions 
que  celles-ci  supportent,  soit  les  racines  carrées  des  inverses 
de  leurs  composantes  normales  aux  faces  (').  MM.  Lamé  et 


(*)  Ilf  «ont  implicitement  comi^ris  toai  deux  dtnt  Tindication  donoèe,  à  It 
pige  40  de  la  Dote  citée  du  30  septembre  4899,  d'une  relation  entre  la  preision 
sur  un  plan  quelconque  et  les  pressions  sur  trois  autres  plans,  et  d* une  première 
conséquence  de  cette  relation,  au  bas  de  la  même  page. 

Ils  se  trouTent  démontrés  tous  deux  à  la  page  48  ûesExerciceâdemathémaiiguei, 
deuxième  année  (4827),  bien  que  le  second  seul  y  soit  énoncé  en  langage  ordi- 
naire. Le  premier  n'a  été  énoncé  que  sous  forme  analytique,  même  par  Poisson  qui 
Va  démontré  plus  tard  d'une  autre  manière  sans  citer  Caucbj  (Mém.  du  4  4  atril  4  828, 
au  t.  vni  de  rinstitut). 

(>)  Mêmes  mémoires  de  4893  et  4897. 
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Clapeyron  ont  composé  un  troisième  ellipsoïde  en  prenant  pour 
rayons  vecteurs  les  pressions  elles-mêmes  portées  dans  leurs 
propres  directions.  Les  axes  de  ces  trpis  ellipsoïdes  ont  les 
mêmes  directions,  et  fournissetit  ce  que  Cauchy  a  appelé  les  trois 
pressions  ou  tensions  principales  ^  qui  sont  perpendiculaires 
aux  faces  sur  lesquelles  elles  s'exercent,  ce  qui  a  encore.de  l'a- 
nalogie avec  un  théorème  de  Fresnel  (F.  App.  comp.,  p.  776). 

Ces  théorèmes  sont  des  généralisations  de  celui  de  Tégalité 
et  de  la  normalité  des  pressions  en  tous  sens,  s'observant  dans 
les  seuls  fluides  en  repos^  pourvu  encore  que  ce  soit  hors  des 
espaces  capillaires  ou  suffisamment  loin  des  parois  qui  les  con-* 
tiennent.  Cauchy,  en  exprimant  aussi  l'équilibre  d'un  élément 
parallélipipède,  adonné,  sous  \e\À\.TQ  Relations  entre  les  premom 
et  les  forces  accélératriceSf  trois  équations  qui  de  même  généra- 
lisent celles  de  l'équilibre  des  fluides,  et  dont  les  premiers  mem- 
bres, au  lieu  de  contenir  seulement  la  dérivée  de  la  pression 
par  rapport  à  une  des  trois  coordonnées  rectangles,  contiennent 
les  sommes  des  trois  dérivées,  par  rapport  à  ces  coordonnées, 
des  trois  composantes,  suivant  une  seule,  des  pressions  sur 
l'unité  de  trois  faces  parallèles  à^celles  de  l'élément,  et  passant 
par  son  centre  (F.  App.  III,  p.*  585). 

En  considérant  ensuite,  indépendamment  de  leurs  causes, 
les  proportions  diverses  des  dilatations  et  condensations  linéaires 
qui  s'opèrent  en  tous  sens  autour  d'un  même  point  dans  un 
corps  que  l'on  déforme,  Cauchy  a  trouvé  qu'un  élément  primi- 
tivement sphérique  prenait  toujours  la  forme  d'un  ellipsoïde, 
et  qu'on  obtenait  un  autre  ellipsoïde,  remplacé  quelquefois  par 
deux  hyperboloïdes  conjugués,  en  portant  sur  les  diverses 
droites  tracées  par  un  même  point  des  longueurs  égales  aux 
racines  carrées  des  inverses  des  dilatations  dans  leurs  directions. 
D'où  trois  dilatations  principales^  suivant  trois  droites  maté- 
rielles rectangulaires  entre  elles.  Ces  droites  sont  en  chaque 
point  les  seules  qui  restent  perpendiculaires  aux  plans  maté- 
riels qu'elles  coupaient  déjà  primitivement  à  angle  droit  ;  toutes 
les  autres  ^y  inclinât  un  peu,  d'où  il  suit  que  généralement 
deux  petites  faces  parallèles  et  proches  glissent  plus  ou  moins 
l'une  devant  l'autre  par  l'effet  des  déformations  intérieures  du 
corps  que  Fon  considère  (F.  App.  comp.,  p.  780.). 


CliV  BÉSISTANGE  DES  SOLIDES. 

De  la  distribution  symétrique  soit  des  autres  pressions,  soit 
des  autres  dilatations  autour  de  celles  qu'il  vient  de  déterminer 
ainsi^  Gaucby  conclut  que  dans  les  corps  isotropes  les  pressions 
principales  doivent  avoir  les  trois  mêmes  directions  que  les  di- 
latations linéaires  principales.  Il  regardait^  en  ISââ,  celies-là 
comme  proportionnelles  à  celles-ci  supposées  très-petites  i 
(nais,  en  1838^  il  dut^  après  une  nouvelle  tentative,  modifier 
cette  hypothèse  et  composer  chacune  des  pressions  principales 
de  deux  parties,  Tune  égale  à  la  dilatation  linéaire  de  même 
sens  multipliée  par  un  coefficient  constant,  l'autre  égale  à  la 
dilatation  cubique  (la  somme  des  trois  dilatations  linéaires 
principales)  multipliée  par  ua  deuxième  coefficient,  dépendant; 
comme  le  premier,  de  la  nature  du  corps  C)  ;  ce  qui  revient  1^ 
supposer  (comme  fait  piaintenaot  M.  Kircbhoff)  que  chaque 
pression  principale  est  mesurée  par  la  somme  des  trois  petites 
dilatations  principales  multipliées  par  des  coefficients  qui,  de 
neuf,  doivent  se  réduire  à  deux  inégaux,  vu  la  symétrie  néces- 
saire de  composition  des  trois  formulas.  A  chacune  des  trois 
expressions,  Cauchy  ajoutait  une  constante  représentant  la 
pression,  égale  en  tous  sens,  c|ui  pouvait  exister  dans  le  corps 
isotrope  antérieurement  aux  déformations  qui  en  ont  altéré 
l'isotrôpie.  Il  en  déduisit  analytiquement  des  expressions  toutes 
semblables  pour  les  trois  composantes  normales  de  pressions 
sur  des  faces  quelconques  non  principales;  et,  pour  les  trois 
composantes  tangentielles  (  qui  alors  ont  des  graqdeui^  finies  ), 
des  expressions  proportionnelles  apx  trois  glissements  corres- 
pondants, c'est-à-dire  aux  cosinus  des  angles  légèrement  aigus 
dans  lesquels  les  petites  déformations  changent  les  trois  angles 
droits  des  faces  adjacentes  d'un  élément  parallélipipède  ;  cosinus 
qui  reviennent  aux  quantités  dont  ces  angles  se  sont  rétrécis,  ou  à 
celles  dont  les  côtés  opposés  des  mêmes  faces  ont  glissé  les 
unes  devant  les  autres  pour  l'unité  des  distances  de  ces  côtés. 

Cette  première  manière  d'établir  les  formules  des  pressions, 
applicable,  coR)me  le  pensait  Cauchy,  aux  masses  coniinMs  s'il 
en  existe,  n'est  pas  irréprochable.  On  nejoit  pas  en  effet  de 


{})  Bxerciee»  ^  mathématique,  3*  ifmèe,  p.  477.  |7S,  forfl^uLet  (67)  et  (70). 
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raison  de  supppser  4  priori  que  les  pressions  principales  ne  dé> 
pendent  que  linéairement  des  dilatations  principales,  car  toute 
fonction  n'est  pas  développable  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  ses  variables  en  commençant  par  la  puissance  1  ; 
et  une  fonction  de  variables  supposées  être  assez  petites  pour 
qu'on  puisse  ne  conserver  que  leurs  puissances  les  plus  basses^ 
n'est  pas^  ainsi,  nécessairement  algébrique  du  premiei;  degré 
(F.  App.  y,  p.  663).  Il  était  plus  rationnel  de  partir  du  principe 
physique  des  actions  exercées  par  les  points  matériels  les  uns 
sur  les  autres  dans  les  directions  de  leurs  lignes  de  jonction, 
et  avec  des  intensités  dépendant  de  leurs  distances,  ce  qui  se 
réduit,  comme  on  a  dit,  à  soumettre  à  la  géométrie  les  forces 
qui  agissent  et  réagissent,  et  à  admettre  les  lois  d'inertie  et  de 
réaction  appliquées  à  des  points  matériels. 

XXVI.  Fammlefl  ^néru^ep  ponr  les  eorp«  Me- 
iévmtwopmm.  —  C'est  ce  que  fit  Gaijichy  dans  deux  admirables 
Mémoires  insérés  aux  Exercices  immédiatement  après  celui 
dont  nous  venons  de  parler.  Dans  le  premier,  qui  a  été  pour  la 
plus  grande  partie  présenté  à  l'Académie  le  1''  octobre  i827  (^), 
et  dont  l'objet  est  d'établir  ie$  équatiom  de  l'équilibre  d'un  sys^ 
tème  de  pointi  matériels^  Caucby  opère  comme  a  fait  Navier  à 
la  première  partie  du  sien  (de  iSâl),  mais  avec  cette  différence 
essentielle  qu'il  fait  entrer  dans  sou  analyse  les  actions  mutuelles 
totales  des  points^  fonctions  de  leurs  distances  nouvelles,  au 
lieu  de  se  borner  comme  Navier  à  ne  considérer  que  les  ac^ 
croissemenis  subis  par  ces  actions,  en  abstrayant  ce  qui  vient  de 
leurs  valeurs  primitives.  Comme  il  a  soin  de  tenir  compte  de 
ce  que  les  lignes  de  jonction  des  points  matériels  deux  à  deux 
ont  changé  non-seulement  de  grandeur,  mais  aussi  de  direc- 
tion ou  d'inclinaison  sur  les  axes  fixes  des  coordonnées,  la  fonc- 
tion  des  distances  nouvelles  représentant  l'action  ultérieure 
des  points  n'apparaît  dans  ses  calculs  que  divisée  par  ces  dis- 
tances i  et  c'est  le  quotient,  et^  non  pas  la  fonction  elle-même. 


tma^mfmm^m 


{>)  Bxtreiee»,  3«  année  (48S8),  p.  300. 
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qu'il  développe  suWaDt  les  puissances  du  très-petit  accroisse  « 
ment  de  celle-ci  (*). 

Par  là,  Gauchy  fait  un  calcul  exact  (à  cela  près  des  quantités 
d'ordre  supérieur  qu'on  veut  négliger),  et  embrasse  le  cas  gé- 
néral où  il  y  avait  à  l'intérieur  des  corps,  avant  les  déplace- 
ments opérés,  des  pressions  absolument  quelconques,  égales  ou 
inégales  en  divers  sens.  Son  analyse  embrasse  aussi  les  corps 
hétérotropes  ou  de  contexture  inégale  quelconque  autour  de 
chaque  point,  parce  qu'il  conserve,  outre  les  six  constantes  qui 
sont  les  valeurs  des  composantes  des  pressions  primitives, 
quinze  coefficients  distincts  régissant  l'élasticité,  et  se  présentant 
sous  la  forme  de  sommes  d'un  très-grand  nombre  de  produits 
de  fonctions  des  distances  d*un  point  matériel  dans  l'état  pri- 
mitif, par  des  puissances  des  cosinus  desa1)gles  que  ces  distances 
aux  points  environnants  formaient  avec4es  axes  coordonnés  fixes. 
Il  prouve  ensuite  que  ces  quinze  coefficients  se  réduisent  à  six 
distincts  dans  le  cas  particulier  et  fréquent,  considéré  pour  la 
première  fois  par  lui,  de  trois  plans  rectangulaires  de  symétrie  de 
contexture  ('),et  à  un  seul  dans  le  cas  plus  particulier  d'isotropie 
ou  d'égale  contexture  en  tous  sens  ('),  cas  où  les  équations  se  ré- 
duisent identiquement  à  celles  de  Navier  quand  on  suppose  nulle 
la  pression  antérieure  aux  déplacements  ;  et  il  démontre  ces  ré- 
ductions sans  avoir  besoin  de  convertir  en  intégrales  autour  d'un 
point  les  sommes  de  composantes  d'actions,  qu'il  ne  cesse  ja- 
mais de  représenter  par  un  signe  d'addition  2  ou  S  d'un 
nombre  extrêmement  grand,  mais  fini,  de  termes  partiels. 


(*)  Celle  remirqae  est  esietiUelle.  Si  ^eit  la  earactèritUque  de  la  foaciloD,  et 
al  r  etfi  aoDt  lea  disUDoes  priaitÎTe  et  ultérieure,  Caucbj  faitainai  : 

--7+{n— •) -5-+— j— ;^+... 

ee  qui  donne  autre  chose  que  li  Ton  ae  bornâitàfaire  /)rj=/y -(-(r^ — v")—  +  •••. 

ce  qui  aérait  mettre  r  an  lien  de  r^  au  dénominateur  du  premier  membre. 
(*)  Bxercieeê^  8*^nnée,  p.  498. 
(S)/(i«m,p.  901. 
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Dans  son  second  mémoire^  Gauchy  calcule  la  pression  ou 
tension  de  rintérienr  du  même  système  de  points  matériels  en  y 
faisant  entrer,  comme  dans  les  équations  du  premier  mémoire, 
Taction  nouvelle  totale  de  deux  quelconques  des  points  sans 
abstraire  leur  action  primitive,  et  en  supposant  encore  quel- 
conque la  contexture  du  système  dans  les  divers  sens.  Il  obtient 
ainsi  des  formules  très -générales,  affectées  des  mêmes*  quinze 
coefficients  (réductibles  à  six  et  à  un  dans  les  mômes  cas  parti- 
culiers) que  les  équations  du  mémoire  précédent,  non  compris 
les  six  composantes  des  pressions  primitives,  pressions  qu'il  ne 
suffit  pas  d'ajouter  à  celles  que  les  déplacements  développeraient 
si  celles-ci  étaient  nulles ,  pour  avoir  les  pressions  ultérieures 
totales;  en  effet,  ces  yessions  antérieures  aux  déplacements 
é))rouvés  entrent  aussi  dans  les  termes  affectés  des  dérivées  des 
déplacements  des  points,  ce  qui  se  conçoit  sans  peine  si  l'on 
considère  que  ceux-ci  font  tourner,  dans  l'intérieur  du  corps, 
la  situation  des  plans  menés  parallèlement  aux  coordonnées,  et 
changent  par  conséquent  les  grandeurs  de  la  partie  antérieure 
des  composantes  de  pressions,  qui  étaient  généralement  inégalés 
en  divers  sens  (^). 

Dans  ce  mémoire,  Gauchy  donne  de  la  pression  sur  une  pe- 
tite face,  pour  la  calculer,  la  définition  mathématique  suivante  : 
«  L'action  totale  exercée  sur  un  petit  cylindre  matériel  indéfini 
ayant  cette  face  pour  base,  par  toute  la  matière  qui  est  de 
Tautre  côté  du  plan  prolongé  de  celle-ci.  »  Il  en  résulte  la  même 
chose  dans  le  calcul  en  question,  à  cela  près  de  quantités  de 
l'ordre  de  celles  qu'on  néglige,  que  lorsqu'on  donne  de  la  pres- 
sion cette  autre  définition  plus  simple,  et  que  Gauchy  a  depuis 
trouvée  meilleure  :  «  La  résultante  de  toutes  les  actions  c[ui 


(1)  En  melUni  dans  les  formules  de  la  p.  229  de  ce  mémoire,  numérotées  (25) 
à  (30),  à  la  place  de  la  dnoailé  nouwlle  p,  la  deosiié  aocienoe  A  divisée  par  la 
dlialalion  cubique,  on  obtient  les  six  formules  de  pression  sous  la  forme  défloiiiTO 
qu'a  dû  en  donner  Gauchy,  à  la  p.  138  de  la  4*  année  (4829)  des  Exercices.  Voyei 
ei-aprés  Appendice  III,  §  23  (note)  p.  564  et  571,  et,  surtout.  Appendice  compté- 
aentaire,  $84,  p.  795,  les  formules  (212),  complétées  par  les  formules  (12) 
et  (42)  des  pages  556  et  594. 
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s'exercent  d^un  côté  à  Tautre  à  travers  la  face  (')  ;  »  résnltante 
fecile  à  exprimer  analytiquement,  car  on  peut  voir  qu'elle  est 
la  même  que  «  celle  des  actions  qu'exercerait,  sur  chaque  mole* 
cule  m  située  d'un  des  deux  côtés  du  plan  de  la  face,  un  pareil 
nombre  de  masses  concentrées  au  centre  M  de  celle-ci^  et 
égales^  pour  chaque  molécule  fn,  à  la  masse  du  cylindre  oblique 
taillé  dans  la  matière  du  côté  opposé,  ayant  la  même  face  pour 
base^  et  des  arêtes  égales  et  parallèles  à  la  ligne  de  jonction  Mm 
du  centre  M  à  la  molécule  m  (*).  d 

Ces  fohnules  des  neuf  composantes  de  pressions,  réduites  à 
six  (conformément  au  deuxième  théorème  c^i  n*  XXV)  sur  des 
plans  perpendiculaires  aux  coordonnées,  et  d'où  l'on  déduit 
facilement  (par  le  premier  théorème]  la  pression  sur  une  face 
oblique  quelconque,  donnent  le  moyen  de  construire  immédia- 
tement les  équations  d'équilibre  tf^/fn2>5,  ou  relatives  à  la  surface- 
enveloppe  des  corps  élastiques.  Elles  dispensent  ainsi  de  l'emploi 
delaméthodedeLagrangeet  de  Féquation  des  travaux  virtuels, 
traitée  par  le  calcul  des  variations,  que  Navier  a  employée. 

Elles  donnent  aussi,  en  substituant  dans  les  relations  entre  les 
pressions  et  les  forces  accélératrices^  tirées,  avons-nous  dit, 
(n®XXV),  de  l'équilibre  de  l'élément  parallèlipipède,  les  troiséqua^ 
fions  indéfinies  y  toutes  semblables  à  celles  qui  se  trouvent  con- 
struites directement  au  premier  des  deux  mémoires  cités  de  Gau- 
ohy,  en  mettant  en  équilibre  les  actions  sur  une  molécule  unique. 


(1)  GoBptet  rendus,  tS  juin  4845,  l.  XX,  p.  4765. 

M.  Duhamel  a,  le  premier,  proposé  comme  possible  celte  deuxième  déflnitioii, 
mais  sans  s'y  arrôler  (1828,  Journal  de  VÉcoU  polytechnique ^  SI*  cahier,  p.  913). 
Nous  avons  montré  (Société  pbitomaihique,  30  décembre  4843,  ou  Jonmal 
Vtkslituif  a*534j  qu'elle  permeUaii  seule  de  remplacer  idenliquement  larésul- 
Unie  des  aclions  moléculaires  du  dehors  au  dedans  d'un  élément  polyédrique 
quelconque  par  la  rèsullanie  des  pressions  sur  ses  races.  L'autre  définition  amène 
l'omission  de  certaines  aclions,  et  le  double  ou  triple  emploi  d'un  certain  nombre 
d'autres,  (f^oy.  aussi  Appendice  Ul,  §46,  p.  544,  note.)  Celte  définition  évite  aussi 
les  dlOicùUés  des  arêtes  vives,  rencontrées  par  Poisson  à  son  mémoire  du  42  oc- 
tobre 4829  (JoKTRoZ  de  V École  polytechnique,  SO"  cahier,  n<>*  S5,  49,  50,  53). 

(*)  Car  le  cylindre  contient  évidemment  toutes  les  molécules,  situées  de  son 
côté,  qui  agissent  sur  des  molécules  sliuées  du  côté  opposé  de  la  face  i  des  di- 
stances égales  et  parallèles  à  Mm  (Comptes  rendus,  7  Juillet  4845,  t.  XXI,  p.  S4. 
Fuyez  aussi  Note  du  n*  459,  $  8,  p.  497,  et,  surtout,  Appendice  III,  note  du 
S  93,  p.  565). 
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XXVtl.  Attlte.  l^ol««oii.  —  Aussi;  en  traitant  le  même 
sujet;  Poisson  s'est-il  dispensé  de  construire  directement  les 
équations  de  Féquilibre  intérieur^  et  a-t-il  commencé  par  l'éta- 
blissement des  formules  de  pression  ses  recherches^  communi- 
quées en  partie  à  l'Académie  le  i*'  octobre  1827  ('),  ou  le  môme 
jour  que  le  premier  mémoire  de  Cauchy^  puis  réunies  dans  son 
mémoire  du  14  avril  1828  ('),  modifié  en  plusieurs  points  par 
celui  du  12  octobre  de  l'année  suivante  1829  (').  Au  grand  dl- 
moire  de  1828,  remarquable  surtout  par  la  partie  philosophique 
et  par  de  magnifiques  applications^  Poisson  considéré,  comme 
faisait  en  hiême  temps  Cauchy  [n*  précédent)^  les  actions  totales, 
fonctions  des  distances  moléculaires  modifiées  par  les  déplace- 
mentS;  et  il  calcule  de  suite  la  pression  produite  sur  une  face 
quelconque^  oblique  aux  plans  coordonnés,  que  Cauchy  n'ex- 
prime qu'ultérieurement  au  moyen  des  pressions  sur  des  faces 
parallèles  à  ceux-ei.  Du  reste,  il  est  moins  heureux  que  Cauchy, 
soit  dans  les  raisonnements,  soit  dans  les  résultats  obtenus  (  car^ 
outre  que  les  siens  ne  sont  applicables  qu'aux  corps  isotropes^ 
on  peut  remarquer  que  dans  les  coefficients,  qui  soift  des 
sommes  triples  prises  par  rapport  aux  grandeurs  des  distances 
moléculaires  et  par  rapport  à  deux  angles  qui  déterminent  leurs 
directions.  Poisson  convertit  en  intégrations  les  deux  somma* 
lions  relatives  aux  angles  ;  ce  qui  le  détermine  à  supposer  que 
la  sphère  d'activité,  bien  qu'imperceptible,  comprend  un  nombre 
tellement  immense  de  molécules  que  les  actions  qui  s'exercent 
aux  plus  petites  distances  soient  tout  à  fait  négligeables  devant 
les  actions  bien  plus  faibles,  mais  plus  nombreuses,  s'exerçant 
aux  distances  moins  petites;  hypothèse  toute  gratuite  et  même 
improbable,  que  Cauchy  n'est  point  obligé  de  faire,  car  il  laisse 
ses  quinze  coefiicients  sous  forme  de  sommes  de  produits,  corn*- 


(>)  Un  extrait  en  a  paru  att  Jtm.  de  cH»  et  de  pk,  tuMi  es  4897,  puif  «o  Jaa- 
vtor  4S|8au  BoUttin  FèfOMac,  t.  IX,  p.  37. 

(*)  Mènoir*  lor  réqniUbre  tt  le  moaTement  des  corpi  toUdet  éltitiqvei  (qii 
t  para  in  txUtao  l'anoée  soiTtDte,  au  t.  VIU  de  ceni  de  rinsUtut). 

(*)  Mémoire  lor  let  équations  générales  de  l'éqnilibre  «t  du  moufement  des 
corps  élastiqaes  et  des  flatdes  (Jûttfnal  de  VÉcoU  jp<rfy<ecAiN9M«,  §0*  cahier). 
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posés  comme  on  a  dit  tout  à  l'heure.  On  peut  remarquer  aussi, 
comme  le  reconnaît  Poisson  au  mémoire  de  Tannée  sui- 
vante (48^),  où  il  reprend  tous  ses  calculs  (en  évitant  les  deux 
conversions  de  sommes  en  intégrales  dont  nous  venons  de  par- 
ler), que  ses  formules  du  mémoire  de  1828  et  du  commence- 
ment de  celui  de  4829  représentent  les  neuf  composantes, 
toutes  inégales^  des  pressions  qui  s'exercent,  non  pas  sur  trois 
ifeces  d'une  superficie  =  1  perpendiculaires  aux  coordonnées 
fixes,  mais  sur  trois  faces  qui  avaient  cette  superficie  et  ces  di- 
rections avant  les  déplacements  des  points  ;  formules  qui  prêtent 
ainsi  à  des  erreurs  (%  et  auxquelles  il  est  obligé  de  faire  subir 
une  transformation  compliquée  pour  en  tirer  les  six  formules 
vraiment  utiles  de  composantes  ('),  auxquelles  Cauchy  arrive 
très-directement  et  pour  des  corps  de  contexture  quelconque, 
isotrope  ou  non. 

Poisson  consacre  cependant  aussi,  au  même  Mémoire  de  1829, 
un  chapitre  aux  corps  non-isotropes,  qu'il  réduit  à  ceux  qui 
sont  régulièrement  cristallisés.  Mais  il  se  borne  à  poser,  pour 
les  sh  composantes,  des  expressions  ayant  une  forme  linéaire 
en  fonction-  des  neuf  dérivées  du  premier  ordre  des  déplace- 
ments dans  les  sens  des  trois  coordonnées,  par  rapport  à  ces 
coordonnées;  forme  justifiée  implicitement,  pour  ses  lecteurs, 
par  les  considérations  moléculaires  des  autres  chapitres.  Puis 
il  montre  la  réduction  à  trente-six  de  leurs  cinquante -quatre 
coefficients,  sans  apercevoir  leur  réductibilité  à  vingt  un  iné - 
gaux  au  plus  comme  Ta  montré  Green  ('),  et  même  à  quinze 
comme  l'avait  déjà  prouvé  Cauchy  (n*  précédent),  et  comme 
Poisson  Ta  reconnu  plus  tard  en  lisant  à  TAcadémie,  le  28  oc- 
tobre i839,  son  Mémoire  sur  ^équilibre  et  le  mouvement  des 
corps  cristallisés^  où  il  considère  cependant  les  molécules  non 


(»)  Complet  rendus,  28  juillet  1862,  t.  LV,  p.  205. 

O  Méro.  au  20*  cahier  du  J.  de  rÉc.  pol.,  de  la  page  47,  od  lôat  reproduites  les  ^ 
form.  do  4828  avec  un  signe  difrèreot  (parce  qu'au  contraire  de  482811  attribue 
le  signe  -f  aux  rèpuisions  et  le  signe  —  aux  attractions),  à  la  page  52  od  sont 
les  formules  dëfinitiTes,  conformes  i  celles  de  Cauchy  du  ca$  d'isotropic. 

(*}  Voy.  5*  Appendice  ci*après,  {iî  70,  p.  742. 
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plus  comme  de  simples  points^  mais  comme  des  groupes  de 
points  ou  atomes  pouvant  tourner  sur  eux-mêmes  (')• 

Au  même  Mémoire  du  13  octobre  1839^  Poisson  s'occupe  des 
fluides  et  arrive^  par  un  raisonnement  différent,  quant  à  la  seule 
forme^  de  celui  de  Navier^  aux  équations  trouvées  en  1832  par 
celui-ci  pour  leur  mouvement  (')  en  tenant  compte^  non  pas^ 
comme  il  le  dit,  de  leur  viscosité  ou  de  V adhérence  de  leurs  parties 
(car  les  gaz  n'en  offrent  aucune  et  ont  cependant  un  frottement), 
mais  de  Tengrènement  réciproque  de  leurs  molécules  ou  du 
frottement  mutuel  de  leurs  couches;  équations  données  aussi  par 
Cauchy  en  1838  comme  pouvant  représenter  le  mouvement  in- 
térieur des  corps  mous  ou  plastiques  dénués  d'élasticité  (') ,  et 
pouvant  encore  s'obtenir  par  un  autre  moyen  très-simple  (*).  Mais 
ces  équations  ne  sont  applicables  que  pour  les  mouvements  extrê- 
mement lents  et  réguliers  que  prennent  les  fluides  dans  des  cas 
exceptionnels,  par  exemple  lors  de  leur  écoulement  par  des  tubes 
ou  des  vaisseaux  capillaires.  (  V.  App.  V,  p.  734.) 

Poisson  y  prélude  aussi  aux  recherches  originales  et  dignes 
d'attention  publiées  en  1831,  sous  le  titre  :  a  Nouvelle  théorie 
de  l'action  capillaire,  •  et  qui  doivent  être  étudiées,  au  moins 
dans  leurs  généralités,  pour  se  Taire  une  idée  des  questions 
que  soulèvent  les  considérations  de  mécanique  moléculaire, 
applicables  aux  solides  comme  aux  liquides. 

XXYin.  Salte.  PolMon  et  €aachy  (pour  1m 
— waiMçg  non  rempla^Ueti  par  des  intégrales.  )  — 

On  voit  en  effet  à  cet  ouvrage,  entre  autres  choses  remar- 
quables, que  Poisson  insiste  (comme  dans  ses  écrits  de  18S8 
et  1829)  sur  la  nécessité  de  laisser  sous  forme  de  sommes  d'un 
nombre  fini  quoique  considérable  de  termes,  les  coefficients  des 
formules,  et,  si  l'on  y  remplace  par  des  intégrations  les  somma- 
tions relatives  aux  angles  (comme  il  faisait  en  1838),  de  se  bien 


(1)  Mém.  de  riBftilttl,  t.  XVUl. 

(*)  Itooire  fur  le  moaTemeot  des  Qoidet  en  teoint  compte   de   leur  visco- 
silé,  ete.  iDftilut,  I.  VI. 
(*)  Exercieee.  3«  aaoée, 
(^)  Gonpict  rendusi  S7  noTembre  I84:{,t.  XVU,  p.  4340. 

1.  ,  A 
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gardeir  de  faire  de  môme  pour  les  sommations  relatives  aux 
distances;  car  si  ces  coefficients  étaient  convertis  en  intégrales 
définies  depuis  une  valeur  zéro  de  la  distance^  une  intégration 
par  parties  donnerait  des  pressions  intérieures  nulles  après  les 
déplacements  quand  elles  le  sont  avant  (^j,  et  l'on  déduirait 
encore,  des  coefficients  ainsi  convertis^  d'autres  conséquences 
tout  à  fait  contraires  aux  faits,  savoir  que  les  pressions  ne  va- 
rieraient que  comme  les  carrés  des  densités^  et  qu'elles  seraient 
toujours  normales  aux  faces^  ou  qu'elles  n'auraient  pas  de 
composantes  tangentielles.  Ces  considérations^  bien  que  d'une 
apparence  purement  analytique,  sont  d'une  haute  portée  pour  la 
philosophie  de  la  science.  Elles  prouvent,  comme  Fresnel  l'4ivait 
déjà  remarqué  avec  une  grande  sagacité  pour  l'éther  (n'XXIV) 
que  les  corps^  même  fluides,  avec  les  propriétés  que  tous  les  faits 
dénotent^  ne  sauraient  être  formés  d'une  matière  continue;  con- 
clusion qui,  étendue  à  la  constitution  des  dernières  particules» 
fait  disparaître  même  les  atomes  étendus  et  figurés,  mais  insé- 
cables et  invariables^  de  Leucippe  et  de  Démocrite^  conservés 
jusqu'à  nos  jours,  pour  faire  place  à  ceux  du  système  dont  nous 
avons  parlé  au  n^  XXll  ;  système  préconisé  par  divers  physi- 
ciens anglais  et  allemands  qui  n'y  voient  nullement  un  idéalisme 
négateur  de  la  matière,  et  adopté,  parmi  nous^  pour  d'autres 
raisons  encore^  par  Ampère^  ainsi  que  par  Cauchy  qui  en  a 


(1)  Ed  effet,  r  étant  la  plus  petite  valeur  des  dislsuces  r  entre  les  molécules, 
et  r  la  plus  grande  de  celles  pour  lesquelles  leur  action  /^  a  une  grandeur  sen- 
sible, rintègrailon  par  rtpport  aux  angles  donne  pour  la  pression  primilive  K 
ei  pour  le  coefficient d'élasticilé  k  affeount  les  dérivées  des  déplacemtnts 

K=— \  r*fr,dr,    Afou  e  de  Navler)= -—V    r*  —dr, 
3  Jr     '  "^  lôjr        rfr 

Or  la  deuiiéme  eipression,  intégrée  par  parties,  donne  : 

Sic 
45 

Le  premier  terme  entre  parenthèses  est  nul  puisque  fr  devient  tout  à  Tait  insen-* 
sible  avant  que  r  ne  soit  grand,  et  le  deuxième  est  nul  aussi  pour  la  limite  infé- 
rieure r=  0  i  moins  qu'il  u'y  ail  des  répulsions  infinies  du  quatrième  ordre  au 
contact,  et  que  ce  ne  soient  ces  répulsions- li  qui  seules  déterminent  la  valeur  de  k 
lorsque  la  pression  primitive  K  est  n«lle;  ce  qui  exclurait  toute  élasticité. 
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fait  le  sujetd'nne  de  ses  leçons  de  physique  supérieure^  à  Turin 
en  4832  C). 

Gauehy  avait  montré  en  effet,  aussi  en  iSi%,  mais  sans  y  ap- 
puyer autant  que  Poisson  (*)^  que  l'on  tombe  dans  les  con- 
séquences signalées,  si  contraires  aux  faits  (proportionnalité 
des  pressions  aux  carrés  des  densités,  et  nullité  des  compo- 
santes tangentielles)  si,  sans  même  supposer  la  continuité  de  la 
matière.,  on  admet  seulement  comme  Poisson  «  qu'on  puisse 
abstraire  Taction^  sur  une  molécule,  de  celles  des  molécules 
environnantes  qui  en  sont  le  plus  proches,  »  vis-à-vis  deTaction 
des  autres,  supposées  en  nombre  immense  malgré  la  petitesse 
de  la  sphère  d'activité;  opinion  émise  pour  la  première  fois  par 
Poisson  dans  une  lettre  d'octobre  4827  (*),  et  où  l'on  s'étonne 
de  le  voir  persister  en  4829  (*)  et  4830  quand  il  n'en  a  plus 
besoin,  puisque  alors  il  n'intègre  pas  plus  par  rapport  aux  an- 
gles que  par  rapport  aux  distances. 

Au  reste,  les  calculs  qui  ont  pour  base  la  loi  moléculaire  des 
actions  fonctions  des  distances  ne  supposent  pas  admis  néces- 
sairement, comme  quelques  auteurs  anglais  l'ont  pensé,  le 
système  de  Boscovich  ou  des  atomes  inétendus.  Ces  calculs 
n'exigent  même  pas  que  les  dimensions  des  atomes,  si  on  leur 
en  attribue,  soient  supposées  très-petites  par  rapport  aux  dis-> 
tances  mutuelles  4e  leurs  centres  de  gravité;  car  ces  sommes 
relatives  aux  distances  d'un  point  à  tous  les  points  environ- 
nants (*},  qui  forment  les  coefficients  constants  des  formules, 


(*)  On  écrit  do  treize  pâgei,  sur  ce  sujet,  a  été  tniéré  à  la  date  dtt  90  Jsd- 
vier  4S44  au  BuUeiia  de  la  Société  philomathlque  de  Paris.  Ub  court  eitrait  en 
a  paru  aussi  au  n**  53S  du  jouroal  Plnsliiui,  du  7  février,  p.  4S.  • 

(*}  Exercices,  3*  année,  p.  903,  904  de  son  premier  mémoire  cité,  et  p.  985, 
930,  934  du  second. 

0  Annaieê  de  Chimie  et  de  Physique. 

}f)  Mémoire  du  11  octobre  1S99,  au  90*  cahier  du  Journal,  de  V École  po- 
lytechnique, art.  3  ou  p.  7. 

(•)  Ccfl-à-dire  ces  sommet  R  ~-  F  W  ços»  (r,  x)  co»^'  (r,  y)  ces*»''  (r,  z),  où  p 

9tl  la  denfilé  du  corps,  r  lOBi  les  dittanees  d'un  point  à  tous  les  atomes  ou  élé- 
ments d'atomea  dont  les  masses  sont  m  et  qui  se  trouTent  compris  dans  sa  très- 
petlla  sphère  d'netlTité  sensible;  n,  n',  n"  sont  des  exposants  entiers  dont  la 
est  4  pour  les  principaux  des  coefficients  ainsi  exprimés  ;  enfin  F(r)  est 
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peuvent  tout  aussi  bien  être  composées  d'un  nombre  infini  de 
termes,  même  pour  chaque  atome^  que  d'un  nombre  total  fini. 
Il  suflit,  pour  pouvoir  établir  les  équations»  que  les  atomes 
ne  se  touchent  pas,  ou  ne  soient  point  fondus  çn  une  masse 
ininterrompue. 

Ce  n'est  même  pas  précisément  dans  la  conversion  de  chaque 
somme  2  ou  S  en  une  intégrale  que  git  le  danger  des  consé- 
quences fausses;  c'est^  comme  Ta  très-bien  remarqué  M.  Clau- 
sius  (^);  dans  la  supposition  que  la  limite  inférieure  de  Tinté- 
gration  pour  les  distances  soit  zéro.  Dès  qu'on  prend  une  limite 
inférieure  finie,  si  petite  qu'elle  soit,  qui  sauvegarde  la  non- 
contiguïté  des  dernières  parties,  rien  n*empêche  d'intégrer  si 
cela  est  commode  pour  obtenir  des  résultats  d'une  certaine 
forme;  car  si  une  intégrale  ne  peut  guère  être  substituée  à  une 
somme  particulière  relative  aux  diverses  molécules  qui  en  en- 
tourent une  seule^  elle  peut  très-bien  l'être  à  une  moyenne  d'un 
très-grand  nombre  de  pareilles  sommes,  vu  la  compensation  qui 
s'opère  alors  entre  les  inégalités  ou  irrégularités  individuelles; 
et  cette  moyenne  est,  après  tout,  seule  à  considérer  dans  les 
applications,  comme  dit  le  même  savant.  De  là  l'accord  des  équa- 
tions trouvées  par  Gauchy  et  par  Poisson  avec  celles  auxquelles 
Navier  était  arrivé  sans  discuter  ce  qui  résulterait  des  trans- 
formations analytiques  du  coefiicient  qu'il  trouve,  et  qui  se 
présente  sous  forme  d'intégrale  définie.  De  là  aussi  la  possibi- 
lité, malgré  qlielques  objections  de  Poisson,  de  continuer  de  se 
servir,  dans  ces  sortes  do  recherches,  comme  font  encore  les 
géomètres  anglais  et  allemands,  des  méthodes  de  la  mécanique 
analytique  de  Lagrange,  qui,  d'ailleurs,  permettent  très-bien  de 
laisser  subsister  sous  forme  de  simple  sommet  ou  S,  les  coefii- 
cients  ressortant  des  résultantes  d'actions  sur  chaque  point  ma- 
tériel, tout  en  faisant  entrer  ensuite,  dans  l'analyse,  des  inté-* 
grales  triples  prises  pour  toute  l'étendue  du  système;  ce  qui  n'a 


une  rôncUon  qui  se  déduit  de  celle  f{r)  reprèscoUnt  lUclion  mutuelle  à  U 
dislance  et  dans  la  direction  r  pour  l'unité  de  masse  des  points  matériels  qui 
l'eiercent  Tun  sur  l'autre. 

(i)  Ceber  die  Veraoderungen,  etc.,  aux  Ànnaleê  de  Poggenderff,  toI.  LXXVI, 
p.  56*58, 
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pas  pins  dinconvénients  que  Fusage,  fait  aussi  par  Laplace,  des 
intégrales  dans  la  théorie  capillaire,  et  que  tout  autre  emploi  du 
calcul  différentiel  et  intégral  pour  les  corps  solides  ou  fluides 
qu'on  sait  très-bien  être  discontinus  ou  composés  d'un  nombre 
fini,  quoique  très-grand,  de  molécules  isolées  (^). 

XXXIX.  itailte.  Polénalqae  entre  Poisson  et  M»* 
vier.  Bemarqaes  de  M.  Claosios.  —  Ici  doit  trouver 
place  la  mention  de  cette  vive  polémique  soutenue  en  1828  et 
1829.  Poisson,  dans  son  premier  mémoire,  d'avril  1828,  en 
donnant  un  historique  du  problème  des  corps  élastiques,  n'a- 
vait fait  nulle  mention  de  Navier  qui,  le  premier,  Fa  rais  en 
équation;  mais,  faisant  cependant  à  son  travail  une  allusion 
évidente,  il  avançait  que  des  recherches  où  les  résultantes  d'ac- 
tions entre  molécules  étaient  exjjrimées  pajT  des  intégrales,  et 
même  toute  analyse  où  Ton  opérait  des  intégrations,  comme 
cdies  que  comporte  Tusage  du  calcul  des  variations  appliqué 
suivant  les  règles  de  la  mécanique  analytique  de  Lagrange, 
n'était  bonne  que  pour  les  masses  continues  s*il  en  existe^  et 
était  tout  à  fait  impropre  à  donner  les  conditions  d'équilibre 
des  corps  élastiques  tels  qu'ils  sont  dans  la  nature,  c'est-à-dire 
formés  de  molécules  disjointes  (')•  Dans  ses  répliques  aux  ré- 
ponses de  Navier  qui  trouvait  étrange  une  pareille  exclusion,  il 
reprodiait  encore  à  celui-ci  d'avoir  abstrait  les  actions  primi- 
tives entre  les  mdlécules  pour  ne  faire  entrer  dans  son  calcul 
que  leurs  changements  de  grandeur.  Et  Arago,  rédacteur  du 
recueil  qui  servait  d'arène  à  cette  discussion ,  la  fermait  par 
une  Note  (*)  où  il  demandait  à  Navier  comment  il  pouvait  con- 
cevoir un  corps  dont  tous  les  points  matériels  seraient  sans 
action  les  uns  sur  les  autres  dans  l'état  naturel,  etc. 

Tous  ces  reproches  étaient  ou  sans  fondement  ou  exagérés. 


(>)  Vojei  6*  Appeodioe,  $74,  p.  743,  et  Appendice  complémentaire,  $$  84,  85. 

(*)  Kole  aor  les  Tlbraliont  det  corps  sooores,  aoi  Annales  de  Chimie  et  de 
Pkfiiqtu,  4**  octobre  4817,  —  «ta  Bulletin  Ferutsac,  4828,  t.  IX,  p.  S7.  ^ 
Bl  Mènolre  da  44  tn\\  4SS8  au  t.  VIH  de  ceux  de  rinetitiit,  art.  44,  p.  400. 

Vojei,  poor  le  reete  de  la  discuuion,  les  Annale$  de  Chimie  et  de  Physique^ 
U  XXXVn,  XXXVIU,  XXXIX,  Jafllet,  août  et  octobre  4S18,  ei  JanTÎer  48S9. 

(S)  Méaet  Jimal£$f  t.  XL,  48M« 
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Au  dernier,  Navier  répondit  très^bien,  dans  une  Note  réeapitu-* 
lative  insérée  uu  Bulletin  des  êcieneei  de  H.dePerus8ac(^),qu'il 
avait  regardé  comme  nulles,  non  pas  les  actions  antérieures  aux 
déplacements,  mais  leurs  résultantes^  ce  qui  est  en  effet  pos^ 
sible  quand  on  suppose  qu'il  n'y  avait  pas  primitivement  de  près* 
siens  (*).  Il  est  bien  vrai  (comme  nous  avons  dit  tout  à  l'heure) 
qu*on  ne  doit  pas  prendre  les  Intégrales  figurant  comme  coefii- 
elents  depuis  des  valeurs  nulles  des  distances,  comme  si  la  ma- 
tière était  continue,  mais  cela  n'empêche  pa^  d'être  exactes  les 
équations  de  Navier,  où  ces  intégrales  définies  restent  ineffec- 
tuées et  donnenl  des  expressions  qui  n'auraient  plus  rien  d'impos- 
sible en  prenant  une  autre  limite  inférieure  que  zéro,  comme 
nous  avons  vu  (n''  précédent]  que  l'a  très-bien  remarqué  M.  Glau- 
sius$  et  cela  empêche  encore  moins,  comme  nous  avons  dit 
aussi,  d'appliquer  aux  systèmes  moléculaires  le  calcul  intégral 
et  le  calcul  des  variations  (')• 

A  cette  discussion  se  trouvent  mêlées  des  considérations  des 
deux  illustres  savants  sur  la  question  des  plaques  élastiqueSf 
qui  n'aurait  pas  dû  les  diviser,  car  Poisson  y  reconnaît  que  la 
méthode  de  son  mémoire  du  1"  août  1814^  où  il  supposait  la 
plaque  sans  épaisseur^  ne  mettait  pas  en  jeu  les  véritables 
forces;  et  celle  dont  il  fait  usage  en  1828^  comme  application 
des  formules  générales  nouvelles,  le  conduit  précisément  aux 
mêmes  équations  que  Navier  avait  obtenues  en  1820^  sauf  Tune 
des  équations  atix  limites  ou  aux  bords  de  la  plaque.  (Voyez . 
n-  XXII  et  LIX.) 

On  y  trouve  aussi  de  lumineuses  observations  sur  la  forme 
possible  de  la  fonction  des  distances  entre  deux  molécules» 
capable  d'expriiper  leur  action  mutuelle.  Si  on  la  représente 
par  un  seul  terme  affecté  d'une  exponentielle,  comme  avait  fait 
Poisson  à  son  mémoire  de  1828,  on  satisfera  bien  à  la  condition 
de  la  diminution  rapide  de  l'action  pour  peu  que  la  distance 


(1)  BulUtin  ufUverâel  det  Sciences  et  de  rjndutérie^  r*  seclioo,  ai«ri  4889. 
(*)  Voyei  ci-après,  Appendice  eomptéoefeUire,  $  SO,  p.  774. 
(>)  Voyex  idem,  $$  83,  84,  85,  p.  783  à  800. 
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augmenta  [^),  mai$  elle  restera  toujours  de  même  signe  quelle 
que  soit  la  distance,  et  l'équilibre  naturel  qu  sans  forces  exté* 
rieures  sera  impossible;  car,  comme  le  rappelle  Navier^  cet 
équilibre  exige  que  les  actions  mutuelles  soient  répulsives  pour 
certaines  distances^  et  attractives  pour  d'autres.  Aussi  Poisson 
reconnaît  (')  qu'il  aurait  dû  prendre  pour  l'action  moléculaire 
une  différence  de  deux  fonctions  de  cette  forme  (')• 

XXX.  Salie.  MM.  liamé  et  C^apeyron.  —  Pendant 
la  même  année  4828  fut  envoyé  à  l'Académie,  sur  le  même 
sujet,  un  mémoire  remarquable  de  lucidité  et  de  sagacité,  où 
ces  deux  ingénieurs  français,  alors  en  mission  en  Russie^  arri- 
vèrent aux  mêmes  équations  indéfinies  que  Navier,  en  expri- 
mant^ comme  lui^  mais  sans  avoir  eu  connaissance  de  ses  re- 
cherches, l'équilibre,  sur  une  seule  molécule^  des  actions  dé- 
veloppées par  les  petits  changements  de  distance  des  molécules 
environnantes,  et  supposées  proportionnelles  à  ces  changements  ; 
en  abstrayant^  comme  Navier»  les  actions  antérieures»  suppo- 
sées se  faire  équilibre  naturellement  ou  sans  forces  extérieures 
dans  Tétat  qui  a  précédé  les  déplacements  des  points.  Et  les 
mêmes  eonsidératiods  les  conduisirent  direotament  aux  for- 
mates des  pressùm  pour  les  corps  isotropes. 

La  manière  dont  ils. en  déduisirent  un  grand  nombre  de 
théorèmes  sur  les  pressions  prouverait  qu'ils  n'avaient  pas 
non  plus  pris  connaissance  des  mémoires  présentés  en  18K  et 
1937  par  Cauchy,  qui  était  arrivé  à  une  grande  partie  de  ces 
théorèmes  pour  des  corps  d'une  contexture  absolument  quel- 
conque en  repos  ou  en  mouvement. 

Nous  reviendrons  sur  ce  mémoire  aux  n***  XXin  et  XXV. 


-(-Y  ■ 

(')  La  forme  que  Poisson  donnait  comme  eiemple  éiail  Q»0  ^  ,a6t 
b  èlanl  deux  constantes,  r  la  dislance,  a  le  plus  petit  interTalle  moléculaire, 
n  ira  sombre  trèt-grand,  et  m  un  très-grand  expount  positif,  afin  que,  conror« 
mémeni  à  son  idée  (n*  XXVIl)  l'action  restât  presque  constante  et  égale  i  a  tant 
que  r  ne  comprend  pas  un  grand  nombre  de  fois  oc,  et  décrût  rapidement  quand 
r  devient  plus  grand  que  «a. 

(*]  Sotede  M.  Arago  {jinn,  de  Chimie  et  de  Physique,  JauTler  48S9,  p.  403); 
el  l^emièflie  mémoire  de  M.  Poisson,  4  S  oeiobre  4829,  p.  6  et  45. 

O  Vojei  ei-aprèSy  3*  Appendice,  $  46  (note),  p.  643  ;  et  5*  Appendice,  p.  739* 
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XXX[.  tialtc.  M.  Bohamel  (Prise  en  eonsMéra- 
tlon  des  lempératares).  —  Peu  de  temps  après  furent 
présentés  et  publiés  au  Journal  de  V École  polytechnique  plu- 
sieurs mémoires  remarquables  de  mécanique  moléculaire  ^ 
approuvés  par  l'Académie,  où  M.  Duhamel^  aujourd'hui 
membre  de  ce  corps  savant^  tenait  compte  des  changements 
de  température  développés  par  les  changements  de  volume 
des  diverses  parties  des  corps  élastiques  (^].  M.  Wertheim 
en  a  tiré  d«s  conséquences  relatives  aux  différences  qu'on 
trouve  constamment  entre  les  valeurs  des  coefficients  d'é- 
lasticité déduits  du  mesurage  statique^  et  ceux  que  Ton  con- 
clut de  l'observation  du  nombre  des  vibrations  dans  l'état  dyna- 
mique. 

Au  reste^  les  effets  mécaniques  de  la  variation  de  température 
des  barres  soumises  à  un  effort  de  traction  peuvent  être  évalués 
approximativement  d'une  manière  élémentaire  dans  beaucoup 
de  cas,  conime  a  fait  M.  Poncelet  au  n*  308  de  V Introduction 
à  la  mécanique  industrielle. 

XXXIL  Premières  applicaiioiis  de  eetie  neuTelle 
br^nelie  de  laméeanlqve,  pmr  Poissoin  et  Caiiehy. 

-—  La  découverte  ainsi  faite  d'une  nouvelle  branche  de  la  science 
de  l'équilibre  et  du  mouvement  eut  une  influence  marquée  sur 
la  manière  dont  cette  science  en  général  fut  bientôt  enseignée.  Le 
beau  préambule  du  mémoire  de  Poisson  de  1828  contribua  sans 
doute  pour  beaucoup,  avec  les  travaux  de  Navier,  et  avec  quel- 
ques passages  d'un  livre  de  Coriolis  (') ,  et,  aussi,  des  premières  le- 


(I]  Mémoire  sur  les  équations  de  li  propagation  de  la  chaleur  dans  Icn  corps 
solides  dont  la  conductibilité  n'est  pat  la  même  dans  tous  les  sens;  7  avril  4828 
(Joum,  et  l'École  polyi,^  S4*  câbler).  —  Second  mémoire  sur  les  phénomènes 
Ihermo-mécaniques,  lu  le  23  révrier  4835  {idim,  SS«  cahier).  —  Sur  le  calcul  des 
actions  moléculaires  développées  par  les  changements  de  température  {Savants 
élrangert,  U  V). 

(>)  Dm  CaJcul  des  effeU  des  machines,  4'*  édition,  4899,  ch.  III.  —  A  la 
S*  édiUon  (4844,  posthume)  de  ce  livre,  on  a  ajouté,  entre  autres  choses,  la 
matière  d'un  '<  Mémoire  sur  la  manière  d'établir  les  principes  de  la  mécanique 
pour  des  systèmes  de  corps  en  les  considérant  comme  des  assemblages  de  mole- 


HISTORIQUE.  Cixix 

çoDS  de  M.  Poncelet  aux  ouvriers  de  Metz,  à  faire  substituer 
désormais  les  réalités  physiques,  c'est-à-dire  la  compressibilité, 
rébsticité,  l'action  à  distance  et  sa  transmission  graduelle  par 
les  tiges  et  les  liens  ^  etc.^  aux  abstractions  de  dureté  abso- 
lue dans  les  solides,  d'inextensibilité  dans  les  liens,  d'action 
instantanée  au  seul  contact,  etc.,  en  sorte  que,  bien  que  les 
savants  dtés  ici  n'aient  pas  toujours  écrit  à  ce  point  de  vue, 
on  met  aujourd'hui  généralement  en  pratique  une  pensée 
qu'avait  eue  Laplace  dès  1825(^),  d'introduire  dans  les  démon- 
strations de  la  mécanique,  pour  leur  donner  plus  de  clarté  et 
pour  se  rapprocher  de  la  nature,  la  considération  des  actions 
réciproques  k  de  petites  distances,  qui  régissent  les  phénomènes 
terrestres. 

Mais  la  mécanique  moléculaire  ou  la  théorie  de  Télasticité 
des  solides  eut  aussi  pour  application,  presque  immédiate- 
ment, la  solution  de  divers  problèmes  utiles.  Pour  nous  bor- 
ner ici  à  ceux  d'équilibre  (devant  parler  plus  loin  de  ceux  de 
mouvement),  Poisson  reconnut  dès  1827,  comme  consé- 
quence évidente  des  formules  de  composantes  normales  de 
pressions,  que  lorsqu'un  prisme  élastique  est  dilaté  dans  le 
sens  de  sa  longueur  par  une  'force  de  traction  parallèle  à  ses 
arêtes,  distribuée  uniformément  sur  ses  bases,  et  que  ses  faces 
latérales  sont  libres,  il  y  a,  dans  les  sens  transversaux,  une 
contraction  dont  la  proportion  est  le  quart  de  celle  4e.  la  dila- 
tation pour  les  corps  d'égale  élasticité  en  tous  sens  (*),  résultat 
auquel  arrivèrent  M.  Cauchy  (*)  et  MM.  Lamé  et  Glapeyron 
l'année  suivante  (%  et  qui  a  été  aussit6t  confirmé  par  une  ex- 
périence de  M.  Gagniard  de  Latour,  autant  que  le  permettait  le 
degré  d'exactitude  du  mode  d'observation  employé. 


cnict,  »  inséré  en  1836  an  Journal  de  V ÊcoU  polytechnique  (94*  cahier],  et  où 
Coriotis  ?eat  bien  citer  (p«gc  94,  note)  un  mémoire  du  44  a?ril  4834,  trouvé 
■Ion  liardi  pir  loi  et  par  U.  Poncelet,  présenté  par  nous  à  l'Académie  for  cette 
wltm»  nanièro  de  démontrer  les  théorèmes  généraux  du  mouTemeot  et  de  i'équi* 
libre  des  systèmes. 

(1)  Méemmque  eilnU^  fin  du  chapitre  4*'  dn  IItto  XII. 

(>)  Jnnalet  de  Chimie  el  de  Physique,  18^. 

('j  Exereicet  de  mathématiquei,  3*  annce. 

(*}  SûvtmU  étrtmgerif  t.  IV»  p.  608  (n*  40). 


C\XX  BÉSISTANGB  DBS  SOLIDES. 

Poisioii  déterminait  aussi  les  rapports  de  ces  deux  effets  à  celui 
de  oontraotîon  générale  produit  par  une  pression  de  même  in- 
tensité, appliquée  sur  toute  la  surface  d'un  corps  isotrope  de 
forme  quelconque;  et  il  résolvait  divers  problèmes  élémentaires 
sur  les  sphères  creuses  en  même  temps  que  MM.  Lamé  et  Gla- 
peyron»  qui  en  résolvaient  d'analogues  sur  les  cylindres  creux 
(n«  LVIII  ci-après). 

Passant  aux  problèmes  de  la  torsion  et  de  la  flexion  des  cy- 
lindres, qu'il  suppose  à  base  circulaire^  et  de  dimensions  finies 
en  tous  sens^  Poisson,  faute  de  pouvoir  donner,  des  équations 
différentielles  de  leur  équilibre»  des  intégrales  qui  ne  sont  point 
encore  trouvées  pour  tous  les  modes  de  sollicitation,  même  aux 
seules  extrémités^  tente  de  résoudre  le  problème  d'une  manière 
approchée  quand  les  dimensions  transversales  sont  très-pe- 
tites. Pour  cela  il  fait  une  supposition  difficile  à  justifier,  et  qui 
conduit  à  des  résultats  souvent  justes,  mais  quelquefois  faux,  à 
savoir  que  les  pressions  intérieures,  ainsi  que  les  déplacements 
des  points^  sont  exprimables  en  séries  convergentes  procédant 
suivant  les  puissances  entières  des  petites  coordonnées  trans- 
versales (^).  Ces  séries,  à  coefficients  indéterminés,  étant  mises 
dans  les  équations  différentielles  définies  et  indéfinies  à  la  place 
des  quantités  inconnues,  donnent,  par  la  comparaison  des 
termes  affectés  d'une  même  puissance,  et  eu  égard  à  la  nul- 
lité supposée  des  pressions  sur  les  faces  latérales,  une  suite 
d'autres  équations  plus  simples,  qu'il  combine  de  manière  à  en 
tirer  les  coefficients,  en  effaçant  finalement  les  termes  d'un  degré 
supérieur  tantôt  au  premier,  tantôt  au  second  degré.  Il  arrive 
ainsi  aux  formules  connues  de  la  flexion  et  de  la  torsion  des 
cylindres  à  base  ch'culaire,  formules  dont  la  démonstration  or- 
dinaire est  fondée,  en  effet,  sur  des  suppositions  qui  revien- 
nent à  celles  de  Poisson  mais  où  Ton  se  borne  à  des  termes 
du  premier  degré.  Nous  parlerons  au  n"  LIX  de  la  solution  que 
le  même  illustre  savant  a  donnée,  au  moyen  d'une  hypothèse 
analogue,  du  problème  de'  l'équilibre  et  du  mouvement  des 
plaques. 


(^}  Mémoire  de  4838,  n«*  34,  p.  447,  et  44,  p.  464. 


HISTORIQUE.  Clixj 

Yen  la  fin  de  la  même  année  1828,  sana  connaître  les  travaux 
de  PoÎMon  autrement  que  par  deux  courts  extraits  n'indiquant 
jMis  ses  procédés,  Cauchy  appliquait  également  le  développe-* 
ment  supposé  possible  en  séries  entières,  à  la  détermination  de 
la  flexion  des  lame»  minces,  d'une  largeur  indéterminée  ou  in- 
définie (en  supprimant  la  considération  de  la  dimeniion  ou 
de  la  coordonnée  dans  son  sens)  ;  et,  ensuite,  des  tiges  à  sec- 
tion rectangulaire  finie,  d'une  épaisseur  constante  ou  variable, 
'dont  la  fibre  moyenne  est  primitivement  droite  ou  courbe^  et 
dont  la  matière  est  isotrope  ou  hétérotrope;  et  il  arrivait  ainsi 
aux  formules  fournies  par  les  hypothèses,  un  peu  plus  restreintes, 
de  lâjhéorie  ordinaire  (S^.  (Voyex  n''  XLI.) 

XXXIII.  —  Ap|aic»tioii0,  par  im.  Iiumé  et  €»a- 
peyroB. — Ils  ne  s'occupèrent  pas  de  la  flexion,  pour  laquelle 
Poisson  et  Gauc/hy  n'ont  trouvé  que  des  résultats  simplement 
approchés  et  discutables.  Mais  dans  leur  grand  mémoire^  où 
rien,  dans  les  applications,  n'est  donné  h  l'hypothèse,  ils  arri- 
vèrent, sous  le  titre  de  Cas  généraux^  à  de  belles  solutions  de  pro- 
blèmes où  toutes  les  ressources  actuelles  de  l'analysé  aux  dif* 
férences  partielles  sont  mises  en  œuvre.  L'une  est  relative  à 
un  solide  de  dimensions  infinies  en  longueur,  largeur  et  épais- 
saur,  mais  terminé  d'un  côté  par  un  plan  indéfini  sur  lequel 
agissent  des  pressions  distribuées  d'une  manière  absolument 
quelconque,  continue  ou  discontinue  ;  l'autre  à  un  solide  com* 
pris  entre  deux  plans  parallèles  indéfinis,  comprenant  entre  eux 
une  épaisseur  finie,  l'autre  enfin  à  un  cylindre  droit,  de  longueur 
infinie,  sollicité  sur  sa  surface  latérale  par  des  forces  quelcon- 
ques. Bien  que  M.  Lamé  ne  les  ait  pas  reproduites  dans  ses  le- 
çons sur  la  théorie  mathématique  de  l'élasticité,  de  iSb%  en 
disant  avec  modestie  (')  que  ce  n'étaient  que  des  essais  entre- 
pris dans  le  but  de  chercher  une  solution  générale,  et  ne  parais- 


(«)  M»erehe$,  V  année  (4S98),  p.  S43  à  3S8  et  366  à  868  ;  et  4*  année  (4  899), 
p.  26.  Hooa  croyons  aroir  résumé  ce  qui  s'y  IrooTe  de  plus  essenUel  (sauf  l'ap- 
pileatton  ua  ribrations)  au  n*  43  de  noire  Mémoire  de  1864  sar  la  fUxion  des 
prismes  (Joomal  Uoufille,  4866). 

(S)  Fin  de  la  42*  leçon,  S  ^^ 


cUxH  RÉsisrAKce  des  solides. 

sant  pas  placés  sur  la  route  qui  doit  y  conduire^  elles  sont  re- 
marquables et  il  n'est  pas  impossible  qu'un  jour  elles  fournissent 
d'utiles  applications  (').  ^ 

XXXIV.  I^lotioii  triiérieure^  par  M.  lAmé,  d« 
problème  de  la  «plière  pleine  aai  ereiiae  aolllei- 
tée  d'une  manière  qneleonque.  Diflleuliés  penr 
le  piVume.  —  Quant  aux  solides  de  dimensions  finies  en 
tous  senS;  c'est  seulement  pour  une  sphère  pleine  ou  cretise 
qu'a  été  résolu  le  problème  de  l'état  d'équilibre  déterminé  par 
des  pressions  appliquées  et  distribuées  d'une  manière  quel- 
conque sur  la  surface.  C'est  à  M.  Lamé  qu'on  doit  cette  belle 
solution^  publiée  en  4853^  ou  un  an  après  ses  leçons  sur  Télas- 
ticité  (').  (Voyez  n"*  LVIII  pour  le  cas  particulier  de  pressions 
constantes,  traité  à  la  16'  leçon  et  déjà  en  i828.) 

On  peut;  aux  mêmes  leçons,  où  l'illustre  analyste  s'est  efforcé 
de  réduire  la  théorie  de  l'élasticité  à  des  termes  simples  ^ 
prendre  une  idée  de  la  longue  recherche  qu'il  a  faite  d'une  so- 
«  lution  semblable  pour  un  solide  prismatique,  et  voir  quel-point 
difficile  (')  empêche  et  empêchera  d'y  arriver  longtemps  en- 
core^  et  peut-être  même  toujours,  si  l'on  en  peut  juger  par 
l'insuccès  du  persévérant  appel  fait  par  l'Académie^  sur  sa  pro- 
position,  aux  géomètres  des  deux  mondes,  en  mettant  au  con- 
cours, depuis  1846;  ce  grand  problème  de  calcul  intégral  aux 
différences  partielles,  qu'elle  en  a  définitivement  retiré  en  1858 
en  désespoir  de  cause. 


(*)  Il  a  bien  tooIq  doui  commuoiquer  on  mémoire  manatcrit  où  le  Iroarent 
direloppéci  «  en  Bériet  numériques  et  immédiatement  calculables  •  set  expret- 
•ions  (37)  dn  cas  de  deux  plans  parallèles,  au  moyen  de  la  décomposition  des 

factions  sous  le  quadruple  signe  },  en  fractions  partielles  dont  chacune  a  pour 
dénominateur  un  des  facteurs  Imaginaires,  en  nombre  infini,  des  dénomioateors 

de  la  forme ±x\  de  en  fracUons.  Il  est  (Icheox  qu'il  ait  renoncé 

à  les  publier  par  la  raison  que  ces  sortes  de  décompositions  sont  comprises  dan* 
le  calcul  des  résidas  de  M.  Caucbj. 

(t)  Mémoire  sor  l'équilibre  d'élasticité  des  enfeloppes  sphériques.  In  le  l*"'  août 
4853,  et  inséré  au  Journal  de  M.  LiouTille,  t.  XIX,  4S54. 

(*}  Douiiéme  leçon,  $66,  p.  456  et  suivantes. 


I 


HISTOBIQDE.  Clxxiij 

XXXV.  IVéeessIié  de  se  contenter  de  solatlons 
qnl  snppoflent  an  ntode  partlcaller  de  dlstrlbn- 
tion  des  forées  sor  les  bases.  Méthode  inverse. 
MM.  linmé  et  Clapeyron.  —  On  ne  doit  pas  se  dissimu- 
ler, à  ce  sujet,  que  si  même  un  succès  aujourd'hui  inespéré 
venait  un  jour  vaincre  celte  difiiculté  si  grande,  c'est*à-dire  si 
l'on  parvenait  k  intégrer  les  équations  d'équilibre  pour  des 
pressions  quelconques  agissant  sur  les  bases  et  les  fac^^s  d'un 
parallélipipède,  cylindre  ou  prisme^  une  autre  difficuké  peut- 
être  plus  désespérante  viendrait,  indépendamment  de  l'immense 
complication  Oes  calculs,  se  dresser  devant  ceux  qui  cherche- 
raient à  tirer  quelque  parti  de  la  solution  trouvée.  Ce  serait  de 
savoir  quelles  sont^  dans  chaque  cas,  ces  pressions  que  le  pro- 
blème prend  pour  ses  données.  On  n'agit  en  effet  sur  la  surface 
d'un  corps  que  par  l'intermédiaire  d'autres  corps  en  contact 
avec  lui;  or  on  ne  sait  point,  et  l'on  ne  saura  de  longtemps  com- 
ment se  distribuent  les  pressions  sur  la  surface  de  contact  de 
deux  corps  élastiques,  même  lorsque  le  second  de  ces  deux 
corps  se  réduit  à  un  lacet  enroulé  autour  du  premier,  et  auquel 
le  poids  est  suspendu.  Le  fait  est  que  si  l'on  excepte  les  pres- 
sions exercées  par  un  fluide  en  repos,  on  ne  connaît  jamais, 
des  forces  qui  agissent  sur  la  surface  d'un  corps,  que  leurs  ré- 
sultantes et  leurs  couples  ou  moments  résultants;  on  ignore, 
hors  de  là,  leur  mode  de  distribution  sur -les  divei*s  éléments 
de  cette  surface. 

D'où  il  suit  qu'en  général  il  importe  peu  de  savoir  déterminer 
l'équilibre  d'élasticité  d'un  solide  plutât  sous  l'action  des  forces 
qui  agissent  réellement,  que  sous  celle  d'autres  forces  statiqiie- 
ment  équivalentes,  ou  qui  ont  même  résultante  et  même  mo- 
ment, mais  un  autre  mode  d'application  et  de  distribution,  bien 
qu'on  ne  puisse  pas  dire  absolument  que  ce  mode  soit  dénué  de 
tonte  influence  sur  la  grandeur  des  déplacements  des  points. 

Sous  tous  ces  rapports  il  faut  se  contenter,  pour  l'équilibre 
d'élasticité  et  pour  les  conditions  de  résistance  des  pièces  pris- 
matiques, supposées  sollicitées  d'abord  aux  extrémités  seule- 
ment, de  solutions  relatives  à  un  mode  déterminé  de  distribu- 
tion  des  forces  extérieures  sur  leurs  deux  bases. 


Clixl?  RÊSISTAlfCe  DBB  BOLIDES. 

MM.  Lamé  et  Clapeyronont  donné,  les  premiers^  deux  exem- 
ples simples  de  ce  genre  de  solution.  Il  consiste  à  prendre  pour 
donnée  la  loi  des  déplacements  de  tous  les  points,  et  à  déter- 
miner la  loi  correspondante  de  distribution  des  forces  à  la  lur'- 
face^  ce  qui  permet  ensuite  de  déterminer  les  grandeurs  de 
ceux-là  connaissant  les  intensités  des  résultantes  et  des  mo- 
ments résultants  de  cellee-ci^  supposées  distribuées  suivant  le 
mode  trouvé. 

La  loi  de  déplacement  qu'ils  se  donnèrent  à  cet  effet  pour  le 
prisme  à  base  quelconque  consiste  en  ce  que  les  dilatations 
linéaires  (positives  ou  négatives)  soient  partout  les  mêmes  dsms 
le  sens  longitudinal,  et  partout  les  mêmes  aussi,  mais  d'une 
autre  grandeur,  dans  les  sens  transversaux.  Les  équations  leur 
montrèrent  immédiatement  que  cette  loi  est  possible  quand  on 
néglige  les  effets  très-petits  de  la  pesanteur  ;  et  que  les  forces 
qui  la  donnent  sont  une  traction  ou  une  pression  uniforme  aux 
divers  points  des  deux  bases,  et  une  pression  normale  constante 
(comme  la  pression  atmosphérique)  sur  les  faces  latérales.  D'où 
se  déduisent  immédiatement  les  résultats  trouvés  par  Poisson 
(n*  XXXIl)  d  une  manière  moins  simple. 

Celle  qu'ils  se  donnent  pour  le  cylindre  droit,  de  manière 
qu'il  soit  tordu  en  même  temps  qu'étendu  ou  comprimé,  est 
qu'il  y  ait,  outre  des  dilatations  uniformes  en  trois  sens^  des 
rotations  relatives  des  sections^  égales  d^un  bout  à  l'autre  pour 
mêmes  intervalles  entre  ces  sections  supposées  rester  planes 
et  perpendiculaires  à  Taxe  autour  duquel  elles  tournent.  Les 
équations  indéfinies  prouvent  encore  que  ces  sortes  de  déplace- 
ment sont  possibles  sans  forces  agissant  sur  la  masse,  et  les 
équations  définies  montrent  qu'outre  les  tractions  ht  pressions 
normales  du  cas  précédent  (et  qui  peuvent  être  toutes  nulles) 
il  faut ,  sur  les  éléments  égaux  de  chacune  des  deux  bases 
circulaires  des  forces  dirigées  dans  leurs  plans,  perpendiculaires 
aux  rayons  vecteurs,  et  proportionnelles  à  ces  rayons  ou  aux 
distauces  des  éléments  à  Taxe  de  torsion  (^). 


(1)  K«  54  ou  page  837  du  Mémoire  cité. 


BISTORIQQE.  ClxXF 

XXXVl.  Méiliode  mlmte,  plus  étcMi«e  dans  mmm 
•pplicAtloiui*  Toralon.  FleiLloB  Inégale  avce  ^lls* 
«emeiits.  —  A  la  méthode  inverse  qu'ils  ont  employée  pour 
cela  et  qui  consiste,  au  moyen  d'une  simple  ditférentiation^  à 
déduire  les  forces  des  déplacements  qu'on'  se  donne^  il  faut^ 
pour  des  cas  pluscomposés,  comme  ceux  de  flexion,  ou  comme 
ceux  de  torsion  de  prismes  à  base  non  circulaire,  substituer 
une  méthode  semi-inverse  ou  mixte,  consistant  à  se  donner  à  la 
fois  une  partie  des  déplacements  et  une  partie  des  forces,  et  à 
chercher  les  autres  forces  et  les  autres  déplacements^  méthode 
qui  ne  dispense  pas  d'intégrer,  mais  qui  permet  de  réduire  la 
part  de  l'intégration  à  ce  que  les  procédés  connus  de  Panalyse 
aux  différences  partielles  permettent  d'aborder* 

Cette  méthode  mixte  a  d'abord  été  appliquée  par  nous  au 
problème  de  la  torsion  de  prismes  à  bases  non  circulaires^  de 
formes  indéfiniment  variées  (*). 

Jusqu'au  mémoire  publié  en  1839  par  M.  Cauchy  $ur  la  tor^ 
iion  et  les  vibrations  tournantes  dés  verges  rectangulaires  ('),  on 
avait  cru  (n*  XIX)  que  les  résistances  opposées  par  les  diverses 
fibres  d'un  prisme  à  cette  sorte  de  déformation  étaient,  comme 
pour  le  cylindre  à  base  circulaire,  proportionnelles  aux  incli* 
naisons  que  ces  fibi*es  prennent  sur  l'axe  de  torsion  en  devenant 
des  hélices,  et  par  conséquent  à  leurs  distances  à  cet  axe.  Hais, 
au  lieu  de  la  formule  G(I-|-r)d  du  moment  de  réaction  de 
torsion  qui  en  résulte^  comme  nous  avons  dit  (même  n«),  l  et  Y 
étant  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  section  autour  de 
droites  tracées  sur  son  plan,  Caucby  trouva,  pour  le  prisme 

rectangle,  G  — =-,  6  ('),  expression  qui  ne  coïncide  avec  la  pré- 
1  + 1 


(i)  Mémoire  «ur  la  iortion  dea  prUmes  lu  le  43  Juin  4833  et  inséré  au  l.  XIV 
(4S55)  des  Savants  élrangert.  Et  rapport  de  M.  Lamé  sur  ce  mémoire,  du  S6  dé- 
cembre 4853  (aux  Comptée  rendus,  t.  XXXV11,  p.  984).  Plusieurs  des  résultais 
a?aicot  été  publiés  en  4847  aux  numéros  des  22  février,  SI  mars  et  40  mai  des 
Compte*  rendus,  U  XXIV,  p.  26S,  485,  847,  et  au  BulMin  de  ta  Société  phil. 
SS  Terrier  4853. 

(*)  Exerdees,  4«  aoné*. 

46 
(*)  Os  plutôt ,car  Cauchy  embrassa  te  cas  où  l'élasticité  do  glisse- 
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cédente  que  quand  I  =  l' ou  quand  la  base  esi  carrée,  mais  qui 
est  infiniment  moindre  lorsque  le  prisme  tordu  esi  plat  ou  se 
réduit  à  une  lame  mince  ;  car,  alors,  si  V  est  le  moment  autour 
de  la  grande  médiane,  on  peut  le  négliger  au  dénominateur 
comme  du  second  ordre  devant  le  moment  I  autour  de  la  petite 
médiane^  et  il  reste  G.'ir.O.  Nous  reproduisons  l'analyse  de 
Cauchy  k  une  note  du  S  39  de  notre  4"^  Appendice  (p»  62i),  en 
observant  qu'elle  est  fondée,  comme  celle  qu'il  a  employée 
ainsi  que  Poisson  pour  la  flexion,  sur  la  supposition  gratuite 
que  les  pressions  intérieures  sont  exprimables  en  séries  conver- 
gentes suivant  les  puissances  entières  des  deux  coordonnées 
transversales^  et  sur  des  suppressions,  non  justifiées,  de  termes 
dont  on  ne  connaît  pas  le  rapport  de  grandeur  avec  ceux  que 
Ton  conserve;  et  nous  avons  dd  même,  à  cette  note,  signaler  la 
suppression  d'un  terme  négatif  auquel  on  peut  assigner  une 
valeur  égale  au  tiers  de  ce  qui  est  conservé,  en  sorte  qu'en  en 
tenant  compte  le  moment  de  torsion  se  trouve  réduit  aux  deux 
tiers,  ce  qui  donnerait  manifestement  trop  peu,  tandis  qu'on  a 
trop  avec  la  formule  non  réduite  de  cette  manière  (^). 

Aussi  Cauchy  a  renoncé,  en  1854,  à  son  analyse  ('),  pour 
adopter  la  nôtre.  Si  nous  avons  discuté  celle-là,  c'est  à  cause  de 
l'insistance  mise  par  un  physicien  à  l'invoquer  pour  ne  pas 
adopter  celle-ci  (Appendice  IV,  §  38,  p.  619). 
'  Son  mémoire  de  1829  a  néanmoins  fait  faire  un  grand  pas 
à  la  théorie  de  la  torsion,  car,  outre  que  la  formule  à  laquelle  il 
arrive  est  exacte  pour  les  prismes  plats  (r  négligeable  devant  Ij, 
Tanalyse  qu'il  y  développe  fait  apercevoir  un  rapport  nécessaire 
entre  la  torsion  0  et  la  dérivée  seconde  du  déplacement  longi- 
tudinal des  points  de  chaque  section  par  rapport  aux  deux* 
coordonnées  transversales  (']  $  dérivée  dont  l'existence  annonce 


ment  i  des  coefflcteDls  différenis  G,  G'  dans  lei  scdi  parallèles  aux  deux  coUt  dii^ 
Feclaogle  de  base. 

(I)  Voyez  aussi,  même  Appendice,  ta  noie  du  §  45,  p.  6il. 

(S)  Comptée  rendus,  SO  féfrler  4854,  t.  XIXVIII,  p.  33G. 

d*M        I  — 1' 

(*)  Celle  relalioD  est  — ~  = :  6,  u  étanl  le  pelil  déplacement  en  qurs- 

^  '  dydz       I  4-  r 

Uon  s  elle  n*esl  exacte  que  pour  une  section  elliptique. 
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que  les  dÎTers  points  des  sections  d'un  prisme  rectangle  tordu 
se  déplacent  inégalement  dans  un  sens  parallèle  aux  arêtes,  ou 
que  ces  sections  ne  restent  pas  planes^  mais  se  gauchissent  pour 
prendre  une  forme  analogue  à  celle  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, ou  d'une  double  aile  de  moulin  à  vent  (%  d'autant  plus 
jurononcée  que  les  deux  côtés  des  sections  sont  plus  inégaux. 

La  nécessité  de  cette  courbure  de  la  section  primitivement 

plane  s'aperçoit  facilement  si  Ton  prend,  pour  le  corps  tordu 

^*  ^^     autour  d'un  axe  central^  l'ensemble 

j^îiiy'         g'riWil     de  deux  prismes  ou  cylindres  parai- 

nnil     ^^T^HM  1^*^*^^^*^"*»  ^^6°d"s  solidaires  par 
^""^^  IUaîWWI     jg|j3^  jjgjjg  rigides  de  manière  que 

leurs  sections  o',  o''  se  regardent 
constamment  par  les  mêmes  points 
d,  a!',  astreints  à  rester  sur  une 
même  droite  passant  par  l'axe  0  autour  desquels  on  les  tord 
simultanément  Les  axes  particuliers  des  deux  cylindres  se 
changeront  en  deux  hélices,  auxquelles  les  sections  o',  o"  reste- 
ront sensiblement  normales;  en  sorte  que  si  chacune  de  ces 
deux  sections  partielles  est  supposée  rester  plane,  leur  ensemble^ 
ou  la  section  totale,  ne  pourra  faire  un' seul  plan.  Or  quelque 
chose  de  semblable  doit  avoir  lieu,  on  le  conçoit,  pour  les  deux 
extrémités  d'une  section  rectangle  très-allongée;  le  plan  de 
cette  section  se  changera  donc  en  une  sorte  de  surface  gauche 
si  Ton  tord  le  prisme  auquel  elle  appartient. 

Une  section  carrée  elle-même  ne.  saurait  rester  plane;  elle 
doit  nécessairement  s'infléchir  de  manière  à  couper  normale- 
ment^ à  ses  quatre  angles,  les  quatre  arêtes  saillantes  du  prisme, 
devenues  des  hélices.  Remarquons  en  efletr  généralement  que 
lorsqu'un  prisme  ou  cylindre  tordu  ou  fléchi,  etc.,  est  sollicité 
seulement  vers  ses  extrénntés,  ses  faces  latérales  n'éprouvent, 
Intermédiairément,  que  la  pression  de  1  atmosphère;  et  comme 
celle-ci,  qui  n'agit  que  normalement,  ne  tend  nullement  à  faire 


(')  Cette  iolerpréUtion  gèométriqae  a  été  doboéo  pour  -la  première  folf  i  an 
HteMire  da  SO  MTembre  «843  {Campiêi  rendw^  t.  XXHI,  p.  4488).  l\  n'j  a  pat 
liefl  de  Carreler  â  ee  qoi  y  est  df  i  du  prisme  â  base  losange,  l'erreur  recoonue  y 
étant  plne  grande  que  pour  le  priame  rectangle. 

I.  I 
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glisser  les  éléments  de  ces  faces  extérieures  devant  les  pedtes 
faces  parallèles  Intérieures  (si  la  contexture  est  d*égale  élasti* 
cité  en  tous  sens],  les  petites  lignes  matérielles  intérieures  qui 
leur  étaient  normales  leur  soni  enûore  normales  après  la  défor-^ 
nmtion.  Les  sections  primitivement  planes  doivent  donc  affec- 
ter la  fbrme  de  surfaces  courbes^  normales  aux  surfaces  laté- 
rales déformées,  et  par  conséquent  aux  arêtes  vives  saillantes 
on  rentrantes  devenues  des  hélices,  suivant  lesquelles  se  cou^ 
pent  deux  parties  adjacentes  de  ces  faces  devenues  courbes. 

Et  toutes  les  autres  hélices,  dans  lesquelles  se  sont  transfor- 
mées les  arêtes  non  vives^  doivent  se  projeter,  sur  les  éléments 
superficiels  correspondants  de  la  section,  tangentiellement  à 
son  contouf;  puisque  le  contour  et  chaque  arête  ont  une  nor- 
male commune,  qui  est  dans  le  plan  de  cet  élément 

Il  en  résulte  de  suite  que  c'est  seulement  quand  son  contour 
.est  circulaire  que  la  section  reste  plane  et  perpendiculaire  à 
l^axe  de  torsion,  car  toute  hélice  projetée  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  son  axe,  donne  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  cet 
axe.  (  V.  note  du  n'  156,  §  4,  p.  244.) 

C'est  aussi,  par  conséquent,  uniquement  sur  une  section  cir- 
culaire que  les  inclinaisons  des  fibres,  ou  les  glissements  et 
par  conséquent  les  résistances  partielles  développées,  sont  pro- 
portionnelles aux  distances  des  fibres  à  l'axe;  en  sorte  que  c'est 
seulement  pour  les  cylindres  à  base  de  cerclé  que  G(I  -f  I')0 
donne  le  moment  de  torsion.  Pour  tout  autre  cylindre  ou 
prisme  cette  formule  donne  un  moment  trop  fort,  parce  que 
les  fibres,  en  s'inclinant  sur  ie  plan  primitif  des  sections^  en- 
traînent avec  elles  les  éléments  superficiels  qui  leur  seiTent  de 
base,  de  manière  que  les  inclinaisons  mutuelles  des  fibres  et  des 
éléments  sont  généralement  moins  considérables  que  si  ceux-ci 
étaient  restés  dans  leur  plan  primitif  commun.     . 

Les  fibres  et  les  éléments  superficiels  restent  même  toat  k 
fait  perpendiculaires  les  unes  aux  autres,  comme  on  vient  de 
voir,  aux  quatre  angles  des  sections  rectangulaires,  en  soile 
que  le  danger  de  désagrégation  et  de  rupture  est  nul  en  ces  en- 
droits, au  lieu  d'y  être  à  son  maximum  comme  le  voulait  Tao^ 
cienne  théorie,  qui  conserve  aux  sections  leur  forme  plane 
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primilîve,  el  même  celle  dfe  Cauchy  qui,  àu  lieu  de  leur  vraie 
fbrmey  reviéût  à  leur  attribuer  constamment  celle  d'un  plan 
gauche  ou  paraboloide  hyperbolique  (^). 

Pour  irouver  la  forme  réelle  de  la  surface  courbe  affectée  par 
\m  fieotioofl»  et^  par  suite,  les  glissements  et  la  vraie  valeur  du 
momenif  la  çiéthode  nouvelle  dont  oe  grand  analyste  a  ap^ 
prouvé  k  substitution  à  la  sienne»  a  consisté»  comme  nous 
avons  dit,  à  se  donnet  m  partie  In  déplacements^  en  ce  qu'on 
les  prend  tels  que  le  prisme  éprouve  une  torsion  uniforme,  ou 
que  les  diverses  sections  transversales  tournent  les  unes  devant 
les  autres  d'angles  proportionnels  à  leurs  distances  mutueUes,  en 
se  déformant  toutes  de  la  môme  manière,  laissée  d'abord  in- 
connue, et  qui  est  à  déterminer  par  la  condition  que  les  faces 
latérales  n'éprouvent  aucune  action  dans  le  sens  longitudinal; 
ce  qui  est,  comme  on  voit,  poser  aussi  pour  donnée  une  partie 
dtê  fùrces. 

Ea  introduisant  dans  les  équations  d'équilibre  les  données 
ainsi  dioisiés  ou  établies,  la  première  des  trois  équations  indé- 
finies et  ta  première  des  trois  équations  définies  d^équilibre 
sont  réduites  à  ne  plus  contenir  que  le  déplacement  longitu- 
dinal, qui  même  n'y  entre  que  différéntié  par  rapport  auic  deux 
coordonnées  transversales  si  l'on  ajoute  aux  données  la  sup- 
position (ultérieurement  justifiée)  que  la  dilatation  des  fibres 
dans  le  sens  de  leur  longueur  est  nulle  ou  constante  ('). 


(«)  Vo7«i  $  14  it  IS  fl6M  du  ii«  45S,  p.  fiSO. 

(*)  Car  ûu,v,w  tont  l«f  projeciioos  4u  dépUceBcni  d'an  poial  lur  U  ooof- 

4oBii^  loDgilodioale  x  et  sur  les  coordoDoées  transverMles  y,  z,  et  si  0"  est  la 

lonioii  par.uoiié  de  longueur  du  prisme,  la  doonée  sur  les  déplacemeots  s'ex- 

dhf  ttw 

^iow  par  ---=:—  dz,  -—-  =:6y;  expreasions  quj^  [substituées  dans  la  première 
dx  ax 

en 
équalkm  jndAflMe,  m  y  a]OQlaDl  Ia  suppôsitioa  de  dilatatlou  —  =  constanle,  la 

dx 

dHt  d^  d'il. 

rMolt  â  ta  Ibrtue  6—z  +  tti  ■-—-  +  C'  — ^=  0,  où  C,  C,  II  soat  dM  coefil- 

dCht*  Aépendtnt  de  ta  eontextute  supposée  symétrique  par  rappott  aux  secttoas  ; 
êl  la  dotmée  sur  les  forces  réduit  la  première  équatiou  déttole  à 

[<^'.)+"(^-)]-[«(^-)*■(s-.)K=•• 
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Non-seulement  on  reconnaît  que  de  pareilles  données  sont  com- 
patibles entre  elles,  mais  encore  on  obtient  ce  déplacement  lon- 
gitudinal au  moyen  d'une  intégration,  qui  se  trouve  ramenée 
ainsi  aux  méthodes  connues  du  calcul  aux  dérivées  partielles; 
et  comme  on  déduit  de  ce  déplacement^  par  difiérentiation,  les 
glissements  sur  les  bases,  et  par  suite  les  composantes  de  près* 
sion  à  appliquer  sur  leurs  divers  éléments  pour  obtenir  Téqui- 
libre,  tout  ce  qu'on  ne  s'est  pas  donné  en  fait  de  déplacements 
comme  en  fait  de  forces  se  trouve  déterminé. 

En  égalant,  au  moment  supposé  connu  des  forces  extérieures 
autour  de  Taxe  de  torsion,  le  moment  des  pressions  extrêmes 
dont  a  ainsi  trouvé  l'expression  analytique,  on  tire  la  valeur 
cherchée  de  la  torsion  6,  par  unité  de  longueur,  du  cylindre 
ou  prisme. 

Cette  méthode,  appliquée  à  un  cylindre  elliptique,  fournit 

411' 
précisément  l'expression  très-simple  ^fXT^    4^®    Gauchy 

avait  trouvée  pour  le  prisme  rectangle.  Mais  en  employant  la 
même  méthode  pour  ce  dernier  solide,  on  obtient  des  expres- 
sions en  séries  convergentes  de  sinus  circulaires  et  de  sinus 
hyperboliques  dont  les  divers  termes  sont  faciles  à  calculer  en 
s'aidant  des  tables  dressées  par  M.  Guderman  pour  ces  der- 
nières transcendantes.  Le  moment  de  torsion  auquel  on  arrive 
ainsi  pour  le  prisme  rectangle  s'accorde  avec  celui  que  donne 
la  formule  Cauchy  quand  ce  prisme  est  très-plat;  mais  il  n*en 
est  que  les  0,843,  ou  il  a  pour  valeur  0,843  G(I-|-r)<^  quand  la 
section  est  un  carré.  Si  Ton  a  donc  deux  barres,  Tune  ronde^ 
l'autre  carrée,  de  même  matière  et  dont  les  deux  sections  ont  le 


dz  .  du 

où  ---  est  tiré  de  1  équation  du  conioor  d'une  leetion  ;  car  oomme  —  —  6r, 
«y  df 

du 

-p  4-  Oy  eipriaMBt  lea  gliateaMnts  longliadinaai  sur  des  Caeei  perpendleulairai 

dz 

aux  y  et  aui  g,  les  quantités  entre  croebeta  repréaentent  les  compoiantei,  ani- 
Tant  les  x,  des  pressioni  sur  l'unité  de  ces  Diees.  Cea  équations  peuvent  être  ré- 
duites, par  un  changement  de  coordonnées,  â  la  même  forme  simple  qu'elles 
prennent  quand  on  a  H  =  0,  comme  nous  l'aTons  remarqué  en  48S3  (Appendice 
compléoHsntalre,  p.  774). 
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mAme  moment  d'inertie  autour  de  leur  centre  ^  la  seconde 
exige,  au  bout  du  même  levier^  une  force  moindre  que  l'autre 
dans  le  rapport  de  0,843  à  1  pour  prendre  la  même  torsion  0  ; 
résultat  qu'avaient  manifesté^  à  peu  de  chose  près,  les  expé- 
riences de  Duleau  et  de  Savart^  et  que  Navier  ne  savait  com- 
ment expliquer,  si  ce  n'est  en  l'attribuant  à  une  différence  pré- 
sumée de  qualité  dans  les  fers. 

De  même  que  dans  l'établissement  des  conditions  de  résis- 
tance à  la  rupture  éloignée  par  flexion  pure^  on  doit  prendre 
pour  le  point  dangereux  ou  le  plus  expc^  celui  où  se  trouve 
la  grandeur  la  plus  considérable  de  la  dilatation  linéaire  à  la- 
quelle il  s'agit  d'imposer  une  limite^  de  méme^  dans  la  résis- 
tance à  la  rupture  ou  à  l'énervation  par  torsion,  on  doit  prendre 
pour  ce  point  celui  où  le  glissement  sur  une  section  est  le  plus 
grand,  c^est-à-dire  où  l'inclinaison  d'une  fibre  sur  l'élément 
correspondant  de  la  section  est  le  plus  considérable.  Ce  point  est 
toujours  sur  le  contour  de  la  section  ;  mais,  tandis  que  dans  la 
théorie  commune,  et  même  dans  celle  de  iS^  de  Caucby,  ce 
point  serait  l'un  de  ceux  qui  se  trouvent  le  plus  éloignés  de  l'axe 
de  torsion,  et  par  conséquent  serait  l'un  des  angles  de  la  section 
rectangle  ou  carrée,  la  théorie  nouvelle  le  place  au  contraire  à 
l'endroit  du  contour  le  plus  proche  de  l'axe,  c'est-à-dire  aux 
milieux  des  plus  grands  côtés  si  la  section*  est  rectangle,  ou 
aux  extrémités  du  petit  axe  si  la  section  est  elliptique,  etc.,  ce 
qui  s'explique  en  considérant  que  c'est  en  cet  endroit  que  la  nor- 
male à  l'élément  de  la  section  s'incline  sur  Taxe  de  torsion  dans 
le  sens  le  plus  directement  opposé  à  celui  où  s'incline  la  fibre, 
en  sorte  que  ces  deux  inclinaisons  sur  l'axe  s'q/oti^^n/ pour  com- 
poser le  glissement,  qui  est  Tinclinaison  mutuelle  de  cette  nor- 
male et  de  la  fibre;  au  lieu  que  pour  les  points  les  plus  éloignés 
de  l'axe,  les  deux  inclinaisons  partielles,  plus  fortes  chacune, 
mais  de  même  sens,  se  soustraient  l'une  de  l'autre,  et  donnent 
pour  résultat  le  glissement  minimum  ;  et  même  zéro  ou  une  conv- 
pensation  exacte  et  un  glissement  nul  aux  angles  saillants  comme 
on  a  dit. 

Le  même  fait  de  la  situation  du  plus  grand  glissement  aux 
points  du  contour  les  pljps  rapprochés  de  l'axe  se  reproduit 
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pour  plusieurs  sections  d'une  autre  forme  :  par  exemple,  la  sec* 
tioa  en  étoile  à  quatre  pointes  et  la  section  en  triangle  équila- 
téral  ;  mais  il  ne  saurait  être  général,  car  nous  avons  vu  qu'aux 
angles  rentrants j  quand  il  y  en  a,  le  glissement  est  nul  comnoe 
aux  angles  saillants^  et  il  serait  faible  aux  endroits  ofirant  un 
creux  arrondi,  mais  étroit.  Même,  dans  les  sections  en  double 
spatule^  comme  celles  des  rails  de  chemin  de  fer^  les  points 
dangereux  se  trouvent  dans  des  situations  intermédiaires  entre 
les  points  du  contour  qui  sont  le  plus  rapprochés  et  eeux  qui 
sont  le  plus  éloignés  du  centre  on  de  l'axe  de  torsiûn, 

La  même  analyse  fournit  en  effet  toutes  les  circonstances  de 
la  torsion  de  prismes  ou  cylindres  ayant  une  Infinité  d'autres 
bases  que  l'ellipse  et  le  rectangle,  et  Ton  pourrait  même,  par 
son  moyen^  avec  un  travail  suffisant,  les  déterminer  par  ap- 
proximation pour  une  base  de  forme  donnée  quelconque.  Qu'on 
prenne,  en  effet,  pour  le  petit  déplacement  longitudinal  u,  qui 
détermine  la  forme  nouvelle  de  la  surface  primitivement  plane 
des  sections,  une  somme  quelconque  d'un  nombre  infini  ou 
fini  de  termes,  soit  algébriques  entiers,  soit  transcendants  en 
y,  z  (coordonnées  trunsvcrsalcs  appelées  u,  v  k  la.  note  du 
n*  456),  avec  la  seule  condition  de  satisfaire  à  Téquatlon  Indé- 
finie du  second  ordre,  ce  qui  est  toujours  facile  en  déterminant 
une  partie  des  oocnicients  dont  les  termes  sont  afi'ectés,  en 
fonction  des  autres  qu'on  laisse  indéterminés;  et  qu'on  substi- 
tue cette  expression  de  u  dans  l'équation  générale  définie  qui 
exprime  la  nullité  des  pressions  sur  les  foces  latérales,  on  a 
uue  équation  différentielle  du  premier  ordre  qui  n'est  autre 
chose,  en  y  et  jc,  que  celle  des  contours  répondant  à  l'expres- 
sion monôme  ou  polynôme  choisie  pour  le  déplacement  lon- 
gitudinal; et  cette  équation,  qui  sHntègre  toujours  décile- 
même  (*),  donne,  pour  le  contour,  une  équation,  ou  plutôt  une 


(!)  sq  effet  (do(?  préc*4entç)|  çn  ?e  bprofiit  4^  w  R  =;=  0,  Ç  ==Q',  Iç  premier 

il  ti  est  une  des  fonciloQS  de  y^  2,  d'une  infinité  de  fornnes,  algébriques  ou  trann-: 
ccBdaDiei,  qui  liUs font  à  —  -f  —  =  0.  (Voyemoledu  n"  456,  fj  40,  p.  «So.î 
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iofinité  d'équatioDS  non  différentielles,  différant  entre  elles  par 
la  grandeor  de  la  constante  qui  occupe  seule  le  second  membre, 
et  dont  les  valeurs  diverses  suffisent  pour  faire  varier  considé- 
rablement la  forme  représentée.  On  a  donc  une  infinité  de 
classes  d'un  nombre  infini  de  contours  de  sections  planes 
dont  on  peut  connaître  le  changement  en  surfaces  courbes^  pro* 
'dult  par  la  torsion  du  prisme  ou  cylindre  auquel  elles  serveiit 
de  base,  ce  qui  fournit  immédiatement  le  moment  de  torsion 
et  les  conditions  de  résistance  à  la  torsion. qui  leur  sont  relatifs. 

Au  nombre  de  ces  sections  est  le  triangle  équilatéral,  qui 
donne  la  formule  de  torsion  la  plus  simple  après  le  contour 
circulaire.  Au  nombre  est  aussi  une  courbe  du  huitième  degré 
en  forme  de  croix  de  Malte  ou  d'étoile  à  quatre  pointes  arron- 
dies, donnant  pour  moment  de  torsion  les  0,537  seulement  de 
ce  qu'on  aurait  en  prenant  l'expression  G(I  -]- 1')6  de  l'ancienne 
tbéorie,  ce  qui  prouve  que  les  axes  ou  arbres  tournants  de  ma- 
chine dits  empluniés  ou  à  côtes  saillantes,  qui  résistent  assez 
bien  à  la  flexion^  sont  fort  peu  propres  à  résister  à  la  torsion 
(Y.  note  du  n*  156,  §  37,  p.  335-343].  Au  nombre  est  même 
une  section  composée  de  deux  orbes  séparés,  presque  circu- 
laires, bases  de  deux  cylindres  parallèles  supposés  tordus  si- 
multanément ou  solidairement  autour  d'un  axe  intermédiaire 
[idem,  $  36,  p.  332)  ;  on  voit,  par  le  résultat,  qu'ils  ne  résistent 
que  pour  un  moment  égal  à  la  somme  de  ceux  qui  se  déve- 
lopperaient si  on  les  tordait  séparément  autour  d'axes  inté* 
rieurs;  et  un  raisonnement  simple  et  général  [idem,  §  15, 
p.  S65)  vérifie  que  le  moment  de  réaction  de  torsion  d'un 
prisme  ou  cylindre  a  la  même  grandeur,  quel  que  soit  Taxe  in- 
térieur ou  extérieur,  parallèle  à  ses  arêtes,  autour  duquel  on  lui 
fait  éprouver  une  torsion  déterminée  très-petite. 

La  même  analyse,  appliquée  dans  un  cas  fort  simple^  donne 
les  OfiA  de  G(!  +  V]b  pour  le  moment  de  torsion  d'un  prisme 
ayant  pour  base  une  courbe  du  quatrième  degré,  en  forme  de 
carré  curviligne  à  angles  un  peu  arrondis.  Comme  le  coeffi- 
cient numérique  diffère  extrêmement  peu  de  0,843462  trouvé 
pour  le  carré  parfait  à  côtés  rectilignes,  mais  qui  a  été  fourni 
par  une  analyse  ti*anscendante  non  susceptible  d'éife  exposée 
dans  les  cours  de  mécanique  pratique,  on  voit  que  l'on  peut  dé- 
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montrer  dans  ces  sortes  de  cours,  en  se  bornant  à  des  approxi- 
mations, les  résultats  principaux  de  la  théorie  nouvdie  de  la 
torsion. 
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—  On  peut  en  effet  établir  élémentairement,  et  même  de  plu- 
sieurs manières  (entre  lesquelles  Texpérienoe  de  renseignement 
pourra  seule  fixer  le  choix  pour  chaque  cours)  les  théorèmes 
exprimant  les  équations  de  cette  théorie  \^).  Ainsi,  en  concevant 
le  prisme  comme  partagé  en  fibres  ou  éléments  parallélipipèdes 
rectangles  dont  les  quatre  arêtes  latérales  sont  parallèles  aux 
siennes  ou  à  Taxe  de  torsion,  on  évalue,  comme  on  verra  à  la 
note  du  n**  156  (§  S,  p.  245),  les  glissements  longitudinaux^  qu 
les  petites  diminutions  éprouvées  par  les  angles  primitivement 
droits  de  ces  arêtes  avec  les  côtés  des  bases  des  éléments,  en 
additionnant  les  diminutions  que  ces  angles  éprouveraient  si  les 
arêtes  des  éléments  se  déplaçaient  seules  en  vertu  de  la  tor- 
sion qui  les  change  en  hélices,'  avec  les  diminutions  qui  au- 
raient lieu  si  c'étaient  seulement  les  petites  bases  élémentaires 
rectangles  qui  prissent  une  inclinaison,  ou  leurs  quatre  côtés 
qui  changeassent  légèrement  de  direction  en  vertu  du  gauchis- 
sement des  sections  planes  dont  ces  bases  font  partie.  Et  comme 
les  actions  ou  composantes  de  pression  longitudinales  sur  les 
quatre  faces  latérales  des  éléments  solides  sont  proportion- 
nelles à  ces  glissements,  dont  les  grandeurs  ont  sur  les  faces 
opposées  deux  à  deux  une  partie  commune  qui  disparaît,  on* 
conclura,  au  §6  (p.  248-250),  en  posant  simplement  l'équi- 
libre de  quatre  forces  de  même  direction,  la  propriété  générale 
ou  indéfinie  dont  doivent  jouir  toutes  les  siu'faces  légèrement 
courbes  dans    lesquelles   se  changent   les  sections  planes 
des  prismes  tordus;  propriété  dont  on  donne  au  §  7  (p.  251) 


(^)  Noos  ne  parlons  pis  de  retsai,  fait  par  Tredgold,  de  ramener  la  tortioa 
d'un  priime  â  une  sorte  de  flexion  aulour  d'une  diagonale  Joignant  un  point 
d'une  de  ses  bases  avec  un  point  opposé  de  l'autre  base  (section  VI  de  VBêaai 
nur  la  rétUiance  du  fer  couU,  traduite  de  la  %•  édition,  4St6,  ou  n"  S33  de  la 
nouvelle  édition  anglaise).  Cette  sorte  de  considération  ou  de  comparaison  ne 
conduit  à  aucun  résultat  qu'on  puisse  regarder  même  oomoM  approché. 
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une  démonstration  plus  directe,  mais  encore  fondée  sur  le  prin- 
cipe ou  lemme  général  d'addition  pure  et  simple  des  effets  très- 
petits  dus  aux  deux  causes  de  glissement. 

Hais  on  peut  se  passer  de  ce  lemme,  ou  des  suppressions,  et 
démontrer  très-simplement  ou  directement,  d'une  autre  ma- 
nière qu'aux  §§  cités  de  la  note  du  n**  156,  ces  deux  proprié- 
tés de  la  surface  des  sections,  en  faisant  usage  seulement  des 
considérations  rigoureuses  et  si  connues  de  projections  de  lignes 
droites  et  de  lignes  brisées  (^). 


(i)  Qu'on  prraiM  en  effet  pour  anitè  de  longaenr  la  petite  distance  det  deui 
lectîons  planes  traosTersalea  Toisines  dont  faisaient  partie  les  bases  rectangolaires 
B,  B'  d'un  des  petits  éiémenls  paralléiipipèdes  eontldérés.  Goe  rotation,  d'un 
petit  angle  1,  de  la  deuxième  section,  inclinera  les  quatre  ardtes  de  cet  élément, 
de  sorte  que  la  projection  de  l'une  d'elles,  a,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'aie 
de  rotation  ou  de  torsion,  sera  le  produit  de  0  par  la  distance  de  l'ardie  à  cet 
axe;  et  les  projections  de  la  même  ardte  a  =  4  sur  les  deux  côtés  adjacents  prU 
mitirs  c,  if  de  la  petite  base  B  seront,  abstraction  faite  du  signe,  les  produits  de  0 
par  les  distances  respectlTcs,  au  même  axe  de  torsion,  de  ces  côtés  e,  <f  prolongés; 
tandis  que  la  projection  de  cette  même  arête  sur  une  parallèle  à  l'axe  est  =  4 , 
à  cela  près  d'une  quantité  de  second  ordre  â  négliger. 

Or,  supposons  que  le  coté  e  de  la  petite  base  B  de  l'élément  se  soit  courbé 
légèreosent  i  cause  du  gaucbissement  possible  de  la  section  dont  elle  fsit  partie, 
m  appelons  i  la  projection,  sur  sa  tangente  menée  au  pied  de  Taréte  a,  de  l'unité 
de  longueur  portée  sur  l'axe  de  rotation,  nous  aurons,  pour  la  projection  de 
Parèla  a  sur  cette  même  tangente,  la  somme  des  projections  de  ses  trois  pro- 
jections rectangulaires  ci-dessus  ;  cette  somme  sera  simplement  i  plus  ou  moins 
le  produit  de  I.  par  la  distance  du  côté  c  i  l'axe,  car  la  troisième  projection  de 
Farête  a,  celle  qui  a  été  fïilte  sur  le  deuxième  côté  adjacent  c',  donnera  zéro  pour 
quote-part.  En  appelant  t|  une  projection  semblable,  faite  sur  la  tangente  nienée 
i  la  deuxième  extiémilè  du  même  côté  c  derenu  courbe,  la  projection,  sur  cette 
deuxième  tangente ,  de  l'arête  a'  aussi  =  4 ,  adjacente  â  cette  deuxième  extré- 
mité da  petit  coté  e,  sera  <|  plus  ou  moins  produit  de  0  par  la  distance  du  côté  e 
à  Taxe;  en  sorte  qu'à  cause  de  cette  dernière  partie  qui  est  commode,  la  diffé- 
rence des  projections  respectlTes,  sur  les  deux  tangentes,  des  deux  arêtes  a  et  of 
adjaeenies  au^  deux  extrémités  du  côté  c,  se  réduira  â  i^  —  t.  Or  les  actions  tan- 
gentielles  qni  sTexercent,  parallèlement  aux  arêtes,  sur  les  deux  teoes  latérales 
perpendiculaires  au  côté  e,  ont  pour  intensité  le  produit  d'un  coefficient  d'élas- 
tidlé  tangentielle  G  multiplié  par  les  projections  dont  on  vient  de  parler,  qui 
mesurent  les  glissements  estimés  dans  In  sens  longitudinal  ou  des  arêtes.  Comme 
ces  forces  longitudinales  dolTCnt  être  tenues  en  équilibre  par  celles  qui  s'exer- 
eenty  dans  une  direction  parallèle,  sur  les  deux  autres  Osées  latérales  du  même 
élément  parallélipipède  dont  on  abstrait  la  pesanteur  et  dont  on  suppose  que  les 
baaes  ne  sont  point  pressées  normalement,  on  en  conclut 
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problème  de  la  flexion  e^i  du  même  genre  que  celui  de  la  tor* 
sioDy  mais  sa  solution  exacte  et  complète,  par  la  môme  mé- 
thode mixtej  est  plus  compliquée,  et  nous  ne  l'avons  obtenue 


si  G'  eit  00  second  coefficieot  d'élasliciié  de  la  jnalière  doot  on  suppose  la  coq- 
tellure  syroélrlque  dans  les  sens  de  division  des  éléments,  el  si  j^j^  repréienlent 
la  môme  chose  pour  le  deuxième  c6ié  c'  de  la  baie^  aussi  devenu  euurbe,  que  t,  i| 
pour  le  premier  c.  Comme  ces  quatre  pelites  quaniiiôs  aont  aussi  les  pentes  ou 
inclinaisons  des  quatre  tangentes  sur  le  plan  primitif  de  la  s«ciioo  perpendicu- 
laire é  l'axe  de  torsion,  on  voit  que  si  la  contexture  est  la  même  dans  tous  les 
aens  transverstox*  ou  ai  G=:G',  les  surraces  légèremeni  courbes  affecliet  par  les 
sections  primitivemeut  planes  sont  de  colles  dont  la  pente  croit  dans  un  sens,  ^ 
partir  d'un  point  quelconque,  autant  qu'elle  décroît  dans  un  sens  perpendiculaire, 
ou  doni  les  rayons  de  courbure,  mesurée  dans  deux  plans  normaux  à  angU  droil, 
sont  partout  égaux  et  opposés. 

Aux  points  du  contour  des  sections,  tu  la  conservation  do  la  nornalUé  des  pe- 
tites lignes  matérielles  primitivement  normales  à  la  surface  latérale  (qui  n'é- 
prouve que  la  pression  normale  de  l'atmosphère).  Il  faut  que  les  arélms  do 
prisme  ou  cylindre,  comme  toutes  les  autres  ligues  tracées  sur  cette  surface  laté- 
rale après  sa  déformation,  se  projettent  langeniieUement  au  contour  sur  le  pian 
mené  au  même  point  tangentiellement  i  la  surface  courbe  de  la  section,  D*o<lk  l'on 
dédoit,  si  y  et  2  sont  les  deux  coordonnées  rectangulaires  transveraalos,  suppo- 
sées prises  parallèlement  aux  directions  primitives  des  éléments  solides  dans  les- 
quels on  a  conçu  divisée  la  tranche  mince  comprise  entre  d«tti  sections,  rorigine 

dz 
étant  prise  sur  l'axe  de  torsion,  que  le  rapport—-  des  projections,  sur  ces  ooor* 

données,  d'un  élément  lieéalro  du  contour,  doit  être  égal  au  rapport  -; — ^   des 

deux  Tsleurs  qu*on  vient  de  trouver  pour  les  projections  d'une  atétc  •a=r4  sur 
ileox  petites  droites  reeungulaires  e,  (/  qui  sont,  après  les  déformations,  sur  le 
plan  tangent  à  la  section.  SI  les  élasticités  sont  différentes  dans  deux  sens  y,  z 
regardés  oomme  principaux  quant  i  la  contexture,  il  faut  multiplier  respective- 
ment par  les  eoefliclents  G  et  G'  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  eette  fTaetlon, 
qai  repréaenteront  après  eette  multiplication  les  composantes  longitodlnalea  de 
pression  sur  r'jnlié  de  petites  faces  perpendieolaires  aux  z  el  aux  y  ^  oompo- 
santM  dont  les  expressiona  seraient  plus  compliquées,  et  produiraient  Pëquatlon 
iléSni«  de  la  note  précédente  (p.  exxxviij)  si  la  oonleiture  n'étali'sy métrique  qoe 
par  rapport  a«z  sections. 

Kous  espérons  que  celte  déneonslrallon,  de  plusieurs  manières  élémentaires, 
des  deux  principes  ou  des  deux  équations  fondamentales  de  la  théorie  nouvene  de 
la  torsion,  qui  a  été  approoTée  par  l'Institut  de  France,  et  eonflnuée  par  des  géo- 
nètree  da  TAllemagne  comme  seule  vraie,  pourra  faciliter  son  introduction  dSns 
i'onfHgnpmcnt  des  savante  professeurs,  nui  «lauront  lui  Imprimer  lenr  cachet 
d'habituelle  lucidité,  et  qui,. en  opérant  comme  aux  ^  40  et  suivants  de  la  note 
ci-après  du  n*>  456,  pourront  en  déduire,  san*  calcul  différentiel,  les  diverses  con- 
séquences pratiques. 
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qu'après  de  longues  recherches  (^].  Les  secUous  ue  restent 
planes  e%  normales  que  quand  la  flexion  est  égale  d'un  bout  à 
l'autre  ou  s'opère  en  aro  de  cercle,  Dans  tout  autre  cai  les 
seçtiona  s'inclinent  sur  la  fibre  centrale,  et  se  gauchissent  ou 
«e  changent  ep  même  temps  en  surfaces  courbes.  La  propriété 
de  ces  surfaces,  relative  aux  points  du  contour,  est  la  mèm^ 
que  dans  la  torsion,  car  elles  coupent  encore  normalcnnent,  en 
tous  ces  points,  les  faces  latérales  déformées  du  prisme  ;  maiSi 
aux  points  intérieurs,  la  somme  algébrique  des  deux  cour-^ 
buiies  principales  de  la  surface  (  ou  ce  <iue  nous  avons  appelé 
i,  —  i-^-Jt  —j  tt  la  note  du  n"  précédent),  au  lieu  d'être  nulle 
partout  comme  dans  la  torsion,  doit  avoir  une  grandeur  pro* 
portionnelle  h  l'une  des  deux  coordonnées  transversales,  celle 
qui  se  mesure  parallèlement  au  plan  de  flexion.  La  donnée  sm 
les  déplacements  n'est  autre  chose  que  ce  qui  caractérise  ou  dé* 
finit  t^ne  flexion^  h  savoir  qu'à  travers  chaque  section  les  dila- 
tations des  diverses  fibres  varient  uniformément  dans  un  certain 
sens  transversal,  ou  sont  proportionnelles  h  la  même  coordonnée 
dont  on  vient  de  parler.  La  donnée  sur  les  forces  consiste  en  ce 
que  les  faces  latérales  n'éprouvent  aucune  action  longitudinale 
ni  transversale  ni  normale.  Et  il  faut,  pour  rendre  le  problème 
déterminé,  en  joindre  une  autre  ;  elle  consiste  à  supposer  qu'à 
l'intérieur  les  fibres  ou  éléments  longitudinaux  n'exercent  mu- 
tuellement aucune  action  transversale^  ou  perpendiculaire  à 
leur  longueur,  tout  en  pouvant  agir  les  uns  sur  lea  autres  dans 
le  sens  de  celle-ci  \  supposition  ou  donnée  complémentaire 
dont  l'analyse  prouve  la  compatibilité  avec  les  autres  ain^ 
qu'avec  les  conditions  générales  de  l'équilibre  d'élK^ticité^  et 
qui  S9  trouve  ainsi  justifiée  ultérieurement. 

En  exprimant  analytiquement  les  données  choisies  comme  on 
vient  de  dircj  on  déduit  d'abord  que  le  moment  de  flexion,  s'il 
varie,  ne  peut  le  faire  que  d'une  manière  uniforme  d'un  bout  à 
l'autre  du  prisme  ainsi  sollicité  sur  les  seules  bases  extrêmes, 
en  sgrte  que  ce  moment  s'exprime'  linéairement  en  fonction  de 
l'abscisse  comptée  lopgitudinalement.  Une  pr4n)ière  et  facile 

(I)  uémvitP  ftvr  ^  IwlOQ  dt»  i^rUiPQi,  lur  k»  gllsieneati,  etc.,  lu  U»  90  oo- 
T^bre  4S5^.  loarq^l  Lipitfille,  ISSS. 
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intégration  des  équations  qui  en  résultent  donne  les  expres- 
sions des  déplacements  des  points  dans  trois  sens»  mais  avec 
des  fonctions  arbitraires.  On  parvient  à  réduire  ces  fonctions  à 
une  seule;  et  la  détermination  de  cette  fonction  des  deux  coor- 
données transversales  dépend  de  Tintégration  d'une  équation 
du  second  ordfe  aux  dérivées  partielles,  sous  la  condition  ex- 
primée par  une  équation  au  contour.  Ces  deux  équations  indé- 
finie et  définie  sont  celles  qui  caractérisent,  comme  nous  ve- 
nons de  le  spécifier,  les  surfaces  légèrement  courbes  dans 
lesquelles  se  changent  les  plans  des  sections,  car  la  fonction 
inconnue  représente  la  petite  ordonnée  de  cette  surface.  L'in- 
tégration donne  une  série  transcendante  quand  le  contour  des 
sections  est  un  rectangle,  mais  simplement  une  fonction  entière 
du  troisième  degré  pour  une  multitude  infinie  de  contours 
courbes,  au  nombre  desquels  se  trouvent  Tellipse  et  le  cercle. 

De  cette  analyse,  parfaitement  rigoureuse  tant  que  les  défor- 
mations restent  extrêmement  petites,  et  dont  les  conclusions 
générales  peuvent  s'étendre  à  tout  prisme  ou  cylindre  de  ma- 
tière homogène  quelles  que  soient  la  forme  du  contour  des 
sections  et  la  variabilité  de  l'élasticité  en  divers  sens  autour  de 
chaque  point,  l'on  déduit  que  si  la  surface  latérale  n'éprouve 
d'un  bout  à  l'autre  qu'une  action  ou  nulle  ou  normale  et  con- 
stante comme  celle  de  l'atmosphère,  et  si  ses  bases  sont  solli- 
ciljiées  :  i*  normalement  par  des  forces  qui  varient,  sur  leurs  di- 
vers éléments  superficiels,  comme  une  même  coordonnée  trans- 
versale, mais  dans  deux  proportions  qui  peuvent  être  diflérentes 
sur  ces  dejux  bases,  bien  qu'elles  y  aient  des  résultantes  égales 
et  opposées;  â""  tangentiellement,  par  d'autres  forces,  dont  les 
intensités  et  les  directions,  les  mêmes  sur  les  éléments  homo- 
logues de  ces  mêmes  bases,  dépendent,  et  de  la  difiërence  des 
deux  proportions  dont  on  vient  de  parler,  et  de  la  forme  du 
contour;  le  prisme  ainsi  sollicité  fléchira  en  arc  de  cercle  quand 
les  deux  proportions  en  question  seront  les  mêmes,  oti  les 
forces  normales  égales  aux  points  homologues  des  deux  bases, 
et  quand  les  forces  tangentielles  seront  nulles  ;  et,  dans  tout 
autre  cas,  il  fléchira  suivant  les  courbes  que  fournit  la  théorie 
ordinaire  (n**  X  à  XV  ci-dessus),  dont  les  formules  sont,  ainsi, 
exactement  vraies  en  ce  qui  concerne  les  tractions  et  les  dila- 
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talions  longitudinales  des  diverses  fibres,  ainsi  que  les  moments 
de  flexion  {^),  sous  la  condition  du  mode  particulier  ici  supposé 
d'application  et  de  distribution  des  forces  sur  les  bases  extrê- 
mes, forces  dont  les  composantes  tangentielles  ajoutées  ensemble 
pour  un  certain  sens  (qui  diffère  quelquefois  de  celui  de 
flexion^  n*  XYI)  donnent  pour  somme  Veffart  tranchant  ou 
transversal,  égal  d'un  bout  à  l'autre,  et  dont  le  produit  par  le 
bras  de  levier  forme  le  moment  de  flexion  en  un  point  quel- 
conque. 

Mais  la  théorie  nouvelle,  en  offrant  une  vérification  de  la 
théorie  ancienne  dans  ce  que  celle-ci  donne,  et  sous  une  con- 
dition qu'elle  spécifie,  révèle  des  faits  que  la  théorie  ancienne 
ne  donne  pas,  savoir  le  changement  léger  de  la  forme  du  con- 
tour des  sections,  et,  de  plus,  leur  inclinaison  sur  les  fibres, 
ainsi  que  leur  incurvation,  et  par  conséquent  l'existence  de 
glissements  transversaux  de  ces  sections  les  unes  devant  les 
autres,  ou  longitudinaux  des  fibres  les  unes  coptre  les  autres, 
circonstances  qui  augmentent  les  flèches  de  flexion,  et  peu- 
vent influer  sur  les  grandeurs  des  réactions  de  certains  ap* 
puis  (note  du  n*  XVil),  et  qui,  surtout,  modifient  quelquefois 
d'une  manière  sensible  l'établissement  des  conditions  de  ré- 
sistance ('}. 

Ces  résultats  fournis  par  l'analyse,  mise  en  œuvrelégitime- 
ment  au  moyen  de  suppositions  que  la  suite  justifie,  peuvent 
être  vérifiés  à  posteriori,  soit  par  un  calcul,  comme  on  verra 


(*)  CMl-à*dire  que  si,  s  étant  une  coordonnée  transversale,  p.  et  p|  deui  eon- 
ilaniAS  linéaires,  B  le  modale  d'élasticité  d'extension,  les  éiéments  dta  des  deux 

£  B 

bases  a»  sont  aollicités  normalement  par  des  forces  ^zdiù,  -  zâiù,  et  tangenllel' 

P»  Pi 
lemeBt  par  dea  foreea  dont  la    somma  de  composantes  dans  le  sens  m  est 

,     F=:^(  — — —  1(1  étant  le  moment  d'inertie  de  la  section  et  a  la  longueur 


dn  prisme),  le  asoment  de  Omion.  sera,  A  une  dIsUnce  x  d'une  dea  extrémités, 

F  (a — x),  et  la  dilatation  de  la  libre  dont.  Tordonnee  est  r  sera 


z  = 


£1 

«  V  p.    Pi  y 

(S)  Note  du  o*  464,  p.  94S-i3S;et,  aussi,  $S  44,  p.  3S3,  et  58,  p.  453,  de  la 
loiedn  n"  15S. 
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i  r  Appendice  m  (S§  36,  97,  p.  ois,  613),  soit  d'ttn6  lûdntèire 
géométrique  et  élémentaire  comme  on  verra  h  la  note  dtin*  80 
(SS  3)  ^f  B)  p.  34  à  39)  en  ce  qui  concerne  la  flexion  propre- 
ment dite,  et,  à  celles  des  n'- 152  (§§  2,  3,  4,  p.  189  il  190}  et 
456  (§S  4S)  46,  p.  389  à  413)  en  ce  qui  regarde  les  glissements 
qui  l'accompagnent,  enfin  sous  une  forme  didactique  et  à  peu 
près  synthétique  à  TAppendice  11  (§  13,  p.  937).  La  démonstra- 
tion élémentaire  (*),  pour  la  flexion,  est  fondée  sur  ce  lemme, 
que  quand  des  fibres  traversant  une  même  section  éprouvent, 
suivant  leur  longueur,  des  dilatations  ne  variant  que  linéaire- 
ment avec  les  coordonnées  mesurées  sur  cette  section,  il  est 
toujours  possible  de  modifier  leurs  petites  bases  de  manière 
que  ces  fibres,  ian$  ceseer  d^être  cùntigués,  subissent  les  mêmes 
contractions  transversales,  suites  de  leurs  dilatations  longitudi- 
nales (n*  XXXII),  que  si  elles  formaient  autant  de  petits  prismes 
isolés,  en  sorte  qu'elle  ne  se  pressent  ni  ne  s'attirent  nullement 
l'une  l'autre  psr  leurs  faces  latérales  dans  un  sens  perpendicu- 
laire à  leur  longueur.  Un  lemme  semblable  a  besoin  déjà  d'être 
invoqué,  même  pour  démontrer  la  loi  plus  simple  et  générale- 
ment admise,  de  rallongement  d'un  prisme,  sans  flexion, 
quand  il  n'est  que  tiré  d'une  manière  uniforme  sur  ses  deux 
bases  (note  du  n<»  21,  §  3,  p.  16). 

Et  l'on  obtient  approximativement  les  grandeurs  des  glis- 
sements, quand  une  pièce  mince  est  sollicitée  de  champ  à  flé- 
chir, lorsque  sa  largeur  est  beaucoup  plus  petite  que  son  épais- 
seur dans  le  sens  de  sollicitation,  en  posant  l'équilibre  d'un 
petit  élément  longitudinal.  On  en  déduit  la  forme  de  la  doucine 
du  troisième  degré  que  les  sections  doivent  affecter,  en  tenant 
compte  des  contractions  transversales  qui  accompagnent  les 
dilatations.  On  prouve  d'une  autre  manière,  aussi  fort  élémen- 
taire, que  les  fibres  d'une  pareille  pièce  doivent  adhérer  en- 
semble et  exercer  les  unes  sur  les  autres,  longitudinalement, 
des  actions  considérables*  sans  lesquelles  la  pièce  solide  ne  ré- 
sisterait pas  plus  à  la  flexion  que  plusieurs  planches  minces 


(1)  Fin  du  Mémoire  nur  la  fiexi(m,àe  4854,  imprimé  au  Joursal  LiouTille  4SS6, 
art.  31.  Voir  tusii  noie  ct-aprés  dn  n<>  80,  p.  3S,  et  Appendice  II,  p.  534;  et 
auiti,  Appendice  complémentaire  $70,  4<»,  p.  767. 


HiâTORiQirs.  eiq 

mperpoiéeS;  de  mAme  largeur  et  d'égale  épaisseur  totale, 
'comme  on  a  dH  au  n*  XYIII^  p.  cxxv.  Or  on  en  déduit  la  vtt^ 
îMon  approchée  des  glissementsi  et  la  nécessité  de  la  cour- 
bort  des  Motions  en  doucine  (note  du  m  i56/§45,  p.  389). 

XXXIX.  âor  lc«  «olniloiàs  Indirectes  en  ffénéml. 
Remarqae  d'Ampère.  —  Les  solutions  dont  on  vient  de 
parler^  et  même  les  équations  particulières  dont  on  doit  Jes 
tirer,  s'obtiennent,  comme  Pon  voit,  d'une  manière  plus  ou 
moins  indirecte,  en  prenant  plusieurs  données  dont  on  recon- 
naît enluite  Paccord  mutuel,  ou  la  compatibilité  entre  elles 
ainsi  qu*avec  les  lois  de  l'olastîcitê,  c'est-à-dire  en  faisant  plu- 
sieurs suppositions  dont  la  légitimité  est  ultérieurement  véri- 
fiée. Et  même,  le  plus  souvent,  au  lieu  de  déduire,  de  l'équa- 
tion supposée  donnée  du  contour  des  sections,  celle  des 
surfaces  courbes  dans  lesquelles  leurs  plans  se  changent,  on 
est  obligé  de  poser  celle-ci,  en  les  astreignant  à  satisfaire  à  leur 
équation  différentielle  dite  indéfinie,  et  d'en  déduire  les  con- 
tours correspondants. 

Cette  marche  ne  doit  pas  plus  étonner  qu'empêcher  de  regar- 
der les  résultats  comme  exacts.  En  mathématiques,  les  solu- 
tions tout  à  fait  directes,  par  dégagement  des  inconnues,  sont 
extrêmement  rares.  On  ne  résout  le  plus  souvent  les  problèmes 
que  par  essai  et  vérification.  Cela  se  voit  dès  Tarithmétique  par 
les  opérations  de  l'extraction  des  racines,  et  même  de  la  di- 
vision numérique,  et  par  toutes  les  solutions  dites  de  fausse 
position,  qui  conduisent  au  résultat  soit  d'un  seul  coup  soit  par 
une  suite  d'approximations.  Le  calcul  intégral  n'est  guère 
qu^une  collection  de  résultats  inverses;  on  peut  remarquer 
spécialement  que  Vintégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, dans  les  problèmes  analogues  à  ceux  de  la  chaleur,  ne 
s'obtiennent  qu'en  choisissant  et  vérifiant  quelque  solution  par- 
ticulière dont  on  part  pour  composer  par  addition  la  solution 
générale  et  complète  en  une  série  dont  on  détermine  ensuite 
les  coeflBcients,  en  montrant  finalement  que  cette  solution  ob- 
tenue est  iiBique  par  cela  seul  qu'elle  satisfait  à  tontes  les  con- 
ditions du  problème,  vu  qu'il  est  complètement  déterminé. 
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C'est  précisément  ce  que  nous  faisons  poar  nos  solations  de 
questions  d'extension»  torsion  et  flexion  des  pièces  élastiqufis.  * 
C'est  ainsi  qu'en  physique  même  la  découverte  des  lois  des 
phénomènes  s'opère  par  la  méthode  d'explication,  comme  di- 
sait Ampère^  ou  de  sytahése  inverse,  bien  plus  que  par  la  dé- 
duction directe  ou  par  l'induction  pure  que  préconisait  Bacon 
sans  l'avoir  jamais  appliquée  (^). 

•XL.  Problème  le  pta«  i^énéral  de  ce  ^enre,  traité 
par  M.  Cl^tseh.  — '  Ce  professeur  éminent^  qui  de  Carls- 
ruhe  vient  de  passer  à  l'Université  de  Giessen,  a  eu  Tid^  d'em- 
brasser dans  une  même  analyse  toutes  les  solutions  d-dessus  ('), 
en  partant  seulement  deiios  données  sur  les  actions  extérieures 
latérales^  et  de  ce  que  nous  y  ajoutions  constamment,  sauf  véri- 
fication, pour  l'intérieur;  et  il  a  bien  voulu  donner  notre  nom 
au  problème  général  :  a  Déterminer  quels  sont  les  systèmes 
des  forces  qu'il  faut  appliquer  aux  bases  extrêmes  d'un  prisme 
pour  que,  ses  faces  latérales  étant  fibres,  les  sections  intérieures 
longitudinales  (ou  les  faces  des  fibres)  ne  supportent  rien  dans  le 
sens  transversal^  ou  perpendiculaire  auxarêtes,  et  quels  sont  les 
déplacements  ou  les  diverses  petites  déformations  qui  résultent 
de  cette  application.  »  Il  trouve  que  les  déplacements  transversaux 
qui  y  satisfont  sont  exprimés  par  des  fonctions  entières  du  troi- 
sième degré  des  coordonnées,  et  que  les  déplacements  longi- 
tudinaux se  composent  d'une  pareille  fonction^  plus  une  autre 
qui  dépend  de  la  solution  d'une  équation  du  second  ordre  aux 
dérivées  partielles  à  deux  variables.  Et  il  remarque  que  cette 
dernière  fonction  peut  être  décomposée  en  quatre  autres,  qui, 
isolément,  seraient  relatives  aux  cas  :  1"*  d'extension,  â*  de  tor- 
sion, 3*  et  4*  de  flexions  sifnples  autour  des  deux  axes  princi- 
paux d'inertie  des  sections.  Ces  quatre  sortes  de  déformations, 
sont  les  seules  que  puissent  prendre  les  prismes  ou  cylindres. 


(1)  Ampère.  ËUMinar  ta  philoêûphie  des  tcienees,  4  834  et  4S43. 

(*)  Théorie  der  BltutieiUU  F^ster  KnrperU%^^. 

if)  C'eti-à-dire  que  A  x  eti  la  coordoonée  loogltudintle,  «d  ait,  |iartoat,  dani. 
rintèrlear  du  prisme,  comme  sur  ses  foceB  laièrales,  let  compotaiiiet  4e  pressioa 
PfV)  P«s*  Pv«  Balles,  mais  non  pas  les  composantes  longitudinales  |>m,  py«. 
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sollicités  sur  leurs  bases  de  manière  que,  sur  les  faces  loi)^- 
tudinales  intérieures,  il  n'y  ait  d'actions  que  parallèlement  aux 
arêtes;  et  il  faut,  pour  que  cela  ait  lieu  ainsi,  que  les  forces 
soient  appliquées  et  distribuées,  sur  les  bases,  des  diverses 
manières  que  nous  avons  déterminées  dans  nos  deux  mémoires. 

Hais  M.  Clebsch  observe  ensuite,  comme  nous,  que  lorsque, 
au  lieu  de  ces  forces,  on  en  applique  d'autres  qui  agiraient  de 
la  même  manière  sur  un  corps  rigide,  c'est-à-dire  qui  aient  la 
même  résultante  et  le  même  couple  résultant  que  celles-là, 
mais  qui  soient  autrement  appliquées  et  réparties  vers  les  ex- 
trémités des  prismes ,  s'il  en  résulte  quelques  actions  transver- 
sales  sur  des  faces  longitudinales  intérieures  dans  de  petites . 
étendues  à  partir  de  ces  mêmes  extrémités  de  prismes  d'une 
certaine  longueur,  cela  n'empêche  pas  les  formules  de  donner 
toujours  leur  extension,  leur  torsion  et  leurs  flexions  avec  toute 
l'approximation  désirable. 

De  nombreuses  expériences,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit 
au  n*  XXXV,  prouvent  en  effet  cette  presque  indifférence  du 
mode  d'application  et  de  distribution  des  forces  vers  les  extré- 
mités; et  cela,  non-seulement  pour  les  deux  cas,  cités  à  ce  nu- 
méro, d'extension  simple  d'une  tige  et  de  torsion  d'un  cylindre 
circulaire,  qui  se  résolvent  exactement  par  la  méthode  pure- 
ment inverse,  mais  aussi  pour  ceux  de  flexion,  dont  les  formules, 
fournies  par  la  méthode  mixte,  l'étaient  déjà  par  les  hypothèses 
de  la  théorie  ancienne;  théorie  qui  supposait  tacitement  (il  faut 
le  remarquer]  ce  que  la  nouvelle  exige  et  énonce,  à  savoir  fac- 
tion, sur  les  bases,  de  forces  distribuées  suivant  le  mode  assi- 
gné pour  toutes  les  sections  intermédiaires,  et  qui  n'est  jamais 
réalisé  sur  les  sections  extrêmes.  La  même  presque  indifférence 
du  mode  de  distribution  doit  avoir  lieu  pour  l'emploi  des  for- 
mules nouvelles  qu'a  fait  découvre  la  même  méthode  mixte  ou 
semi-inverse,  simple  instrument  servant  à  appliquer  les  ipêmes 
principes  à  des  cas  plus  complexes. 

Les  solutions  exactes  que  donnent  ces  deux  méthodes,  qui 
n'en  font  réellement  qu'une,  fournissent  pour  l'extension,  la 
torsion,  les  flexion^  d*un  prisme,  une  sorte  d'état-type  ou  li- 
mite, susceptible  d'être  comparé  à  celui  qui  est  déterminé  en 
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physique  mathématique  dana  beaueoiip  de  pbteomèim  d^tin 
autre  genre.  U  eat»  pour  lee  diveraei  iectiom,  k  une  dialaftee 
sensible  de  chaque  extrémité»  oe  qu'est  Fétat  permanent  d*nû 
écoulement  d'eau^  ou  l'état  de  règlement  auquel  arrive  le 
mouvement  d'une  machine  quelques  instants  apiès  oelai  oh  elle 
aconunencé  à  se  mouvoir,  vu  que  l'action  des  causes  oonstatttes 
efface  promptement  Tefiet  des  causes  initiales.  C'est  un  état  qui 
se  continue  de  lui-*méme  une  fois  qu'il  est  atteint,  et  vers  le^ 
quel  converge  promptement  jusque-là  l'état  réel  du  prisme 
étendu,  tordu  ou  fléchi,  quel  que  soit  le  mode  d'application  des 
forces  données  vers  les  extrémités,  à  mesure  que  l'on  considàre 
des  sections  de  moins  en  moins  voisines  de  celles-ci;  car,  ioi) 
le  règlement  s^opére  par  Vespace  et  non  par  le  tempe. 

On  le  vérifie  encore  en  remarquant  que  des  forces  qui  se  font 
équilibre  sur  une  petite  partie  d'un  prisme  (en  caoutchouc^  par 
exemple),  telles  que  celles  qui  viennent  des  mftchoires  d'une  te* 
naille,  ne  produisent  guère  d'impression  au  delà  de  cette  petite 
partie  oA  elles  agissent  (note  du  n<»  80,  p.  41);  d'où  il  suit, 
puisque  deux  systèmes  de  forces  statiquement  équivalents  ne 
difl^at  l'un  de  l'autre  que  par  des  forces  qui  se  font  ainsi 
équilibre,  qu'ils  doivent,  appliqués  vers  une  même  extrémité 
d'un  prisme,  produire  sensiblement  le  même  effet  sur  toute  sa 
longueur  hors  une  portion  extrêmement  courte  vers  cette  ex- 
trémité. 

On  peut  donc,  quel  que  soit  le  mode  d'application  et  de  dis- 
tribution, vers  les  extrémités,  de  forces  ayant  une  résultante 
et  un  moment  résultant  déterminés,  se  servir  très-approxima* 
tivement  des  formules  dont  la  rigoureuse  exactitude  exigerait 
un  certain  mode  particulier  de  distribution  et  d'application. 

Et  il  est  heureux  qu'il  en  soit  ainsi,  car,  comme  nous  avons 
dit  au  nT  XXXV,  le  mode  réel  lui-même,  ou  le  mode  censé 
donné,  est  toujours  à  peu  près  inconnu  ;  et  si  le  problème  des 
déformations  dues  h  des  pressions  connues  aux  divers  points  de 
la  surface  était  résolu  pour  les  prismes,  comme  M.  Lamé  Vu 
résolu  pour  la  sphère,  H  resterait  inappliqué  faute  d'en  connaître 
les  doMiéee  dans  chaque  cas.  On  ne  connaît  en  effet  jamais  que 
les  résultantes  et  les  moments  résultants  des  forces  qui  agissent 
sur  uA  solide  par  IMntemédiaire  d'autres  solides.  Et  ta  solution 
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dé  c6  grand  problème  de  calcul  intégral  w%  dérivées  partiellesi 
li  jamais  on  la  trouve^  s'aura  probablement  pas  d'autre  usage 
que  de  démontrer  d'une  autre  manière,  en  en  faisant  mieux 
voir  rapproximation,  les  formules  ci-dessus^  connues  ou  nou- 
vriiement  trottvéeif  d'extedaidn^  de  toraion  at  de  fllxiûft>  guf  ; 
dftna  lea  ippKcaiimii')  serviront  toujours  exdUsivMMAt.  ^  ^  -  ^    '^  '  ^^  ^)  -1  ^^ 

XLI.  T tcc«  inflniiiièiii  knliiéM.  M.  mPeiklà^È.  u^^  '  ^  ^  ^  ^ 

Ces  formules  sont  d^ailleurs  exactes  quel  dUé  Soit  le  feoHe  d'iii>'  •  /'^  > 
plîcation  des  forces  aux  extrémités  des  prismes,  torsftte  ceud^-âi 
ont  des  dimensions  transversales  infiniment  petites  par  rapport  à 
leur  longueur.  M.  Kirchhoff  l'a  démontré  au  moyen  de  don&U 
dérations  délicates  appartenant,  à  proprement  parler,  plutôt  % 
la  cinématique  qu'à  la  mécanique,  car  elles  lui  servent  à  expri- 
mer analytiquement  (voy.  Appendice  complémentaire  §§  95  et 
96,  p.  830  à  SU)  les  déformations  qu'un  pareil  solide  est 
susceptible  d^éprouver  indépendamment  des  forces  capables  de 
les  produire,  en  mettant  pour  seule  condition  que  certaines 
quantités  ne  deviennent  pas  infinies  Vis-à-vis  d'autres,  ce  qui 
revient  à  ce  qu'il  n'y  ait  rien  dé  brusque  dans  les  variations 
des  diverses  quantités  d'un  bout  à  l'autre  de  la  tige  dont  on 
s'occupe. 

Ces  déformations  ne  peuvent  être,  comme  lé  prouve  Son 
analyse^  que  des  combinaisons  de  celles  des  espèces  qui  ont 
été  considérées  ci-dessus,  c'est-à-dire,  pour  chaque  tranche 
ou  tronçon  infiniment  court,  une  extension  ou  contraction 
loQgitudinale  commune  à  tous  les  éléments  du  Second  ordre, 
des  extensions  ou  contractions  transversales,  aussi  communes 
à  tous,  enfin  des  flexions  en  deux  sens,  et  une  torsion.  Or  on    ' 
déduit  de  là,  en  y  joignant  toigours  notre  supposition,  ulté- 
rieurement vérifiée,  de  pressions  intérieures  transversales  nulles 
sur  ks  sections  longitudinales  quand  les  forces  ne  sont  appli- 
quées qu'aux  extrémités,  la  vérification  de  toutes  nos  formules 
(li(»8  eàOm  des  glissements  sans  torsion,  car  ils  sont  infini- 
ment petits  du  second  ordre  et  négligeables  dans  un  pareil  so- 
lide). Nous  avons  déjà  parlé  (à  une  note  du  n**  XXI)  de  Texten- 
sioQ  possible  de  l'analyse  de  l'éminent  géomètre-physicien  de 
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Heidelberg,  à  des  tiges  natiirellement  un  peu  courbes,  et  un 
peu  tordues  ou  torses,  et,  aussi^  de  grosseur  variable  lentement 
et  graduellement. 

XLU.  Anplol  dm  potentiel  dc«  forces  moléev* 
lalre«,  oa  de  leur  travail  entÊ^e  Tétat  naturel  et 
nn  état  de  torsion  déterminé.  IVavier.  Green. 
eanfls.  Tltonison.  M,  Clapeyron.  —  C'est,  comme  nous 
avons  dit  au  n*  XXIII,  en  se  servant  de  la  méthode  de  la  mé- 
canique analytique  de  Lagrange,  légèrement  perfectionnée  au 
moyen  du  calcul  préalable  du  potentiel  ou  du  travail  virtuel 
fini  de  toutes  les  forces  en  jeu,  pratiqué  par  Navier  dès  4821, 
que  les  savants  de  FAngleterre  et  de  TAUemagne  ont  traité  les 
questions  de  l'élasticité.  Green,  d'abord^  en  1837*1839,  dans 
ses  deux  célèbres  mémoires  sur  la  lumière,  a  réduit  par  cette 
considération  et  en  usant  d'un  raisonnement  original  (tiré  de 
l'impossibilité  du  mouvement  perpétuel],  les  coefficients  des 
formules  à  vingt-un  comme  nous  avons  dit,  ce  qui  ne  préju- 
dicie  nullement  à  leur  réduction  à  un  nombre  encore  moindre 
par  d'autres  considérations  qui  sont  toujours  inéiitablement 
invoquées;  et  il  a  posé  et  ingénieusement  mis  en  œuvre  les 
formules  exprimant  jusqu'aux  quantités  très-petites  du  second 
ordre,  ces  six  quantités  que  nous  appelons  dilatations  et  glis^ 
sements  qui  se  présentent  dans  tous  les  calculs,  et  que  le  sa- 
vant M.  Macquorn-Rankine  appelle  strains  ifoulures,  déforma- 
tions), tandis  qu'il  nomme  stresses  les  six  composantes  de 
pression  suivant  les  mêmes  axes  rectangulaires.  On  doit,  sur  le 
même  sujet,  à  MM.  Mac-Cullagb,  Haughton,  W.  Thomson, 
Stokes,  Maxwell^  Kirchhoff,  Glausius,  Charles  Neumann^ 
Clebsch,  et,  antérieurement,  à  l'illustre  Gauss,  des  vues  nou- 
velles et  d'utiles  considérations  que  nous  avons  citées  et  dû 
discuter  à  l'Appendice  V  et  à  l'Appendice  complémentaire. 
M.  Rankine,  surtout,  a  fait  sur  les  lignes  qu'il  appelle  axes 
d'élasticité j  par  rapport  auxquelles  certaines  forces  élastiques  se 
distribuent  symétriquement,  un  travail  digne  de  r^narque,  où 
il  dasse  les  coefficients  des  formules  (au  point  de  vue  où  l'on 
en  compte  21  distincts)  et  où  il  généralise,  pour  des  axes  coor- 
donnés obliques,  la  considération  des  glissements,  qu'il  appelle 
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alors  çttasi-^isiùrsians  (%  et  celle  des  composantes  de  pressions, 
ce  qui  lui  permet  d'expliquer  diverses  formes  cristallines. 

Le  potentiel  n'est  autre  chose,  en  ce  qui  regarde  les  forces 
moléculaires^  que  le  travail  qu'elles  sont  capables  de  fournir  par 
détente  jusqu'à  annulation  de  leurs  diverses  résultantes  ou  des 
pressions  à  travers  les  faces  des  éléments,  c'est-à-dire  jusqu'à 
retour  à  l'état  naturel  ou  sans  pression  ni  tension  (*).  Gomme  sa 
valeur  est  égale  à  celle  du  travail  de  déformation  du  corps 
âastique  dont  on  s'occupe,  depuis  son  état  naturel  jusquà  celui 
où  on  l'envisage,  elle  est  la  moitié  de  cette  quantité  dont  la 
considération  et  le  calcul,  par  M.  Clapeyron,  lui  ont  servi  à 
résoudre  quelques  questions  de  pratique,  principalement  en  ce 
qui  regarde  la  résistance  des  ressorts  (voy.  n*  LII)  (')• 

(Pour  l'historique  du  problème  des  surfaces,  vases  ou  plaques 
élastiques,  voy.  n*^  LVIII,  UX,  LX.) 


(*)  n  les  BMSore,  en  eonBldirant  an  petit  paraUëlogramne  dont  lei  eôtée  sont* 

des  lignes  matérielles  parallèles  à   deai  des  axes  coordonnés  obliques»  par  le 

pem  ctanineoient  on  gUssenent  d*an  des  cotés  devant  le   eoté  opposé,  divisé, 

■OD  par  lenr  distance,  mais  par  la  longueur  d*on  des  autres  cotés,  ce  qui 

dv     duo 
doBM  to^oars  des  expressions  telles  que  t-  +  -r-  «  y  ^  ^  ^^nt  les  coordonnées 

dz      dy 

obHqaas,  r,  w  les  composantes  on  projections  obliques  du  déplacement  d'un  point 

dans  leurs  sons.  (On  J»n  ofXUuHcity  and  crystaiUne  Formé.  Trans.  of  ibe 

Royal  Society  4S55.) 

O  Sa  considération  donne,  par  exemple^  le  vrai  sens  à  ce  que  nous  avons  dit 
an  n*  XVm,  que  la  résisUnce  à  un  glissement  équivaut  ou  peut  être  allribuée 
aux  résistaneci  i  une  extension  et  à  une  compression  simultanées  dans  des  sens 
Aoyonoittr  ou  obliques.  (F,  aussi  $  6  de  la  note  du  u*  459,  p.  493,  et  Appen  • 
dicecompl.,  p.  768.)  On  trouve  bien  en  eCTet,  au  moyen  de  l'expression  (499 

$^  =  -  asciuid*«  -{- ...,  p.  7S8,  du  potentiel  ou  du  travail  par  unité  de  volume 

ponrdet déformations  <)«, ...,  g«y,  et  do  la  formule  symbolique  (396)  a«^,«,y,  = 
[(a«es«r+HCy«r)  (aae«y/+SyCyy /)]*  de  la  page  809,  de  transformation  des  coefflelenis 
pour  de  nouveaux  axes  cordonnés  â^,  y' (i'sxear  restant  le  même),  queie  travail  mo- 
léculaire de  déformation  ^^  par  unité  de  volume»  dû  à  des  dilataUons  d^s  -  g, 

dy  r=  -  g  dans  les  deux  directions  rectangulaires  anciennes  x,  f,  est  égal  à  celui 

qui  est  dû  an  glissement  gx\f=g  pour  les  deux  nouvelles  a^,  y',  supposées  faire 
m  angle  daod-droit  avec  celles-là. 
(*)  U  tMoréoM  do  M.  Clapeynm  consiste,  à  proprement  parler,  en  ce  que  le 
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XUII.  JMmmàmm  Hmi  MieMétenii  ûim  fëMMd^s  de 

rélA0ll«lté«  "^  Nous  ne  peproduiroDs  pas  ioi  lliistorique^ 
fort  détaillé  à  optre  Appendice  V)  de  l'opinion  qui  s'est  fonnée 
de  la  dualité  des  ooeffioients  dans  les  formules  des  oerps  iso* 
tropes,  et  de  l'indépendance  des  trentet^sik  coefficients  de  celles 
des  oorps  hétérotropes^  ou  au  moins  de  vingt-un  d'entre  euX| 
sans  qu'on  ait  jamais  réfuté  l'analyse  par  laquelle  Cauchy  a 
prouvé  que  ces  coefficients  ne  sont  qu'au  nombre  de  quinze  in- 
dépendants dans  le  cas  le  plus  général  deoontextuve,  et  se  rédui* 
sent  à  un  seul  pour  la  contexture  isotrope.  Nous  pe  rappellerons 
pas  que  la  loi  des  actions  moléculaires,  sur  laquelle  Cauchy  et 
Poisson  n'ont  jamais  cessé  de  se  baser,  et  dont  la  mise  en 
œuvre^  même  sans  calcul,  conduit  infailliblement  à-  cette  ré* 
duotion,  est  inévitablemeat  invoquée  dans  toute  la  mécanique, 
spécialement  lorsqu'on  pose  dçs  formula  linéaires  pour  les 
composantes  des  pressions,  car,  sans  cette  invocation  au  moins 
tacite,  il  serait  illogique  d'exciper  de  la  petitesse  des  variables 
.qui  y  entrent  pour  donner  à  leurs  fonctions  cette  forme  plutôt 

qu'une  fou|@  d'autres,  Nous  renvoyons  donc  surtout  au  résumé^ 


Uftvftil  sa  <|u«9Upp  ffieiprimà,  ht^c  sou  RQ^Uaofj  pur 

jj  (P*P*  +  pyy^y  +  Pt^i  +  Pyitv*  +  F«»S«  -f-  f*»!*»)- 

Nous  meU9Di  4 /S  pirce  que  ce  traTail  est  produU  par  des  forcea  doni  lei  inteb- 
ailés  oommeneenl  par  léro  el  crolasent  uDiforinéneDt. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  la  dislribuUoD  des  élasUeiléa  est  dlipiotiale,  comme 
au  $  89,  p.  844,  de  rAppeodlee  complémentaire,  et  ainsi  qu'on  doftfénéralemeot 
le  supposer  dans  les  eorps  amorphes  ou  à  crlsialHsalioQ  ooofuse,  et  si  l*en  parti- 
cularise l'expreêsioB  (199)  p.  788  de  <t>*  en  eonséqueneo  de  (2t9)  p.  805,  en  fai- 
sant a =(a  4-  t)a%  b  =  (2  4  f)ô»,  c=  (â  +  t)c«,  4 =&c,  e=  ca,  f =iô  d'=i6f , 
e'^tca,  V  =^iab,  qui  satisfont  à  ce  mode  de  distribution  (page  84  4  ),  on  |  pour  le 
poieniiel  ^\  n  meiiaai  *  U  plaee dei  dilatations  et  glisaepietu tearf  ? 9)si«rf  Ur^M 
des  formules  ds  «ompotantes  de  pression  y  relativi^  • 

^      Î(«4-30V  a'^  b  "^  cj  '^        ^r^^       î^iT^'^         M       ' 

nprfsaioR  qui  ^t  identique  arçc  celle  de  M.  Clfipejrim  quand  a*=:fi*==e*= |i* 

i  =  -  (7-  leçon  de  H.  |«ai»^,  485?,  $  32,  p,  82),  et  qui  woulre  que  rexpresjion 

du  travail  moléculaire  est  aussi  simple  quand  11  y  a  dîstrlbuUon  ellipsoïdale  que 
quand  U  7  a  distribuUon  ipbérique  ou  laotropie. 
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$m$  l'Appeiidice  eité»  p.  7é6-762;  et  si,  dans  dûb  formules, 
Vf^m  MUdrvaDs  des  eo^oienU  en  plut  grand  nombre  (au 
moyen  d'aooe&ta)»  oe  n'est  pas  que  noua  doutions  de  la  réduo- 
tibiUté  soutenue  par  nous^  o'esl  afin  de  montrer  que  nos  résul- 
tits  ne  aont  point  subordonnés  à  l'opinion  controversée,  et, 
aussi,  paroe  que  les  oalouls  présentés  en  conservant  tl  ooeffi* 
oienta  contribuent  peutr^tM  à  avancer  quelque  brancbe  de  l'ana* 
lyse,  un  jour  applicable  à  d'autres  sujets  analogues  à  la  théorie 
del'éiail 


WUp  1c«  raïulliioiM  d«  la  réstotiiiseo  à  la  niptisrfi 
élalyn^c.  jPréfércnce  A  donner  à  la  llmUatf an 
de#  dllatoiians  ponlUTCH,  Narlalte.  M,  PanceleS. 
Cmm  an  il  7  a  «Imnltanément  nexlon  e€  taniian,  eSo, 

—  Le  problème  pratique  le  plus  important  sur  les  solides  em- 
ployés comme  matériaux  est  celui  de  l'établissement  des  con* 
ditions  de  leur  résistance  à  la  rupture  prochaine  ou  éloignée^ 
et  môme  à  une  altération  nuisible  de  la  forme.  C'est  même, 
comme  le  remarque  M.  Lamé  (^j,  la  nécessité  d'établir  complè- 
tement ces  conditions  qui  a,  si  ce  n'est  donné  naissance  à  la 
théorie  de  l'élasticité,  au  moins  déterminé  les  recherches  pour 
sa  constitution  la  plus  complète* 

Galilée,  Leibnitz,  etc.,  ont  imposé,  pour  cette  stabilité  de  la 
cohésion  des  pièces  solides»  la  condition  que  nulle  part,  à  travers 
leurs  faces  intérieures^  les  tenmm  éprouvées  n'excèdent  une  car* 
taine  intensité  qui  varie,  par  unité  superficielle,  avec  la  matière» 

presque  tous  leurs  successeurs  jusqu'à  nos  jourS)  y  oompris 
Coulomb,  ont  adopté  cette  manière  de  voir»  en  limitant  aussi 
h$  pr€âH<m  dans  la  vve  de  iH'évenir  YécroêemerU  des  fibres 
comme  leur  rupture  par  séparation  IpQgitudinalet 

Cela  peut  suffire  dans  les  circonstances  ordinaires  oh  len  so* 
lides,  de  Corme  allongée,  ne  sont  aue  fléchis  en  même  temp9 

que  tirés  ou  pressés  dans  le  sens  de  la  longueur,  leurs  faces 
latérales  étant  libres,  en  sorte  que  chaque  fibre  se  comporte 

(»)4"leçoo,S3. 


ce  BÉSISTAIiGE  DES  SOUDBS. 

comme  un  prisme  isolé.  Et  c'est  de  cette  manière  que  Navierpose, 
dans  tout  son  article  IV,  les  équations  de  non-rupture  par  flexion, 
qu'il  établit  même  directement  sans  les  déduire»  comme  il  l'au- 
rait pu^  des  équations  de  l'artidé  III  où  il  traite  de  la  flexion. 

C'est  aussi^  par  analogie,  à  l'article  YI,  en  limitant  l'inien» 
site  des  efforts  tangentieïs  sur  les  éléments  des  sections  trans- 
versales, qu'il  établit  comme  Coulomb  la  condition  de  résistance 
à  ja  rupture  par  pure  torsicm. 

Mais,  dès  i^%  Mariotte  posait  un  autre  principe,  car  il  re- 
marquait que  a  les  parties  étendues  ne  rompent  que  parce  que 
leur  extension  vient  à  dépasser  une  certaine  proportion  (^),  »  et 
ce  principe  est  évidemment  plus  vrai,  car  les  molécules  ne  se 
séparent  tout  à  fait  que  parce  qu'on  les  a  écartées  à  un  certain 
degré  de  manière  à  diminuer  l'intensité  des  attractions  qui  les 
tenaient  unies.  Navier  invoque  ce  même  principe  de  limitation 
des  dilatations  ou  extensions  en  divers  endroits,  par  exemple  au 
n**  ii2  ci-après,  où  il  dit  que  la  rupture  a  lieu  quand  les  fibres 
étendues  ne  peuvent  plus  Tétre  davantage  sans  séparation,  ce 
qu'il  répète  au  n*  152  en  tentant  de  traiter  un  cas  nouveau;  et 
il  l'applique,  même,  dans  la  note  [a]  du  m  167  (p.  507)  comme 
seul  capable  de  conduire  à  comparer  théoriquement  entre  elles 
les  deux  limites  (R  et  T)  des  intensités  des  résistances  spéci- 
fiques à  la  flexion  et  à  la  torsion. 

Ces  deux  principes,  ou  ces  deux  manières  de  poser  Véqnation 
de  cohésion  ('),  donnent  (ainsi  qu'il  a  été  montré  dès  i  837-38  par 
des  exemples  à  notre  cours  lithographie)  des  résultats  fort  différents 
dans  plusieurs  cas  *,  et  ce  ne  sont  pas  seulement  les  cas  où  il  y  a 
simultanément  flexion  et  glissement  ou  torsion,  on  peut  en 
donner  aussi  des  exemples  où  il  n'y  a  que  des  tractions;  car  si 
l'on  imagine  deux  cubes  égaux  et  de  même  matière,  dont  l'un 
est  tiré  sur  ses  six  faces  normalement  et  également,  et  le  se- 
cond seulement  sur  deux  faces  opposées,  par  des  forces  de 
même  intensité  que  celles  qui  sont  appliquées  à  toutes  les  faces 


(1)  TraUé  dunumvementdet  eaux,  5*  partie,  6*  et  43*  alinéa  du  secood  discoura. 

(*)  Noua  aTooa  préféré  celte  dénomination  à  celle  d*équaiion  éTécarrinage  em- 
ployée dana  dea  Goura  de  TÉcole  de  Meta.  Celle  qui  ne  donne  que  iea  fleiiona,ete. 
y  eat  appelée  éptaUon  ifélasticUé» 
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du  premier^  un  calcul  facile^  fondé  sur  la  théorie  des  corps 
élastiques  isotropes,  montre  que  la  Alatation  maximum  sera 
deux  fois  moindre  dans  le  premier  cube  que  dans  le  second»  en 
sorte  que  celui-ci  éprouvera  un  danger  de  rupture  double  de 
celui-là,  bien  que  la  tension  intérieure  la  plus  grande  soit  la 
même  pour  tous  deux. 

Aussi  M.  Poncelet,  dans  son  cours  de  mécanique  industrielle 
professé  en  i839,  où  il  a  bien  voulu  nous  citer,  a  conseillé  de 
préférer  décidément  la  seconde  manière^  celle  qui  impose  une 
limite  aux  dilatations  éprouvées.  On  lui  doit,  à  cette  occasion, 
comme  nous  avons  déjà  dit  au  n""  XYII ,  d'avoir  ramené  théo- 
riquement la  résistance  aux  compressions  longitudinales  à  la 
résistance  aux  extensions  transversales  qui  les  accompagnent 
quand  les  faces  latérales  sont  libres  (*);  et  cette  explication  est 
d'accord  avec  les  faits,  car^  outre  ceux  que  nous  avonâ  cités  à 
ce  numéro^  et  celui  de  la  séparation  d'une  sorte  de  coin  de  pièces 
de  fonte  du  côté  devenu  concave,  l'expérience  des  effets  d'une 
puissante  machine  à  courber  les  bois  en  les  contenant  de  manière  à 
empêcher,  comme  on  a  dit  lors  de  son  exposition  en  1 854,  les  fibres 
comprimées  de  se  boursoufler  latéralement,  vient  bien  à  l'appui 
de  la  remarque  de  l'illustre  académiden  a  que  le  rapprochement 
moléculaire  ne  peut  être  une  cause  de  désagrégation.  »  (  F.  p.  6.) 

D'où  il  suit  qu'il  suflSt  de  limiter,  en  tous  sens,  les  dilatations 
positives  dans  un  sens  ou  transversal  ou  oblique,  comme  on 
fait  pour  les  dilatations  longitudinales,  mais  à  un  autre  taux  si 
la  matière  n'est  pas  isotrope,  et  en  ayant  égard  à  ce  que  les 
pressons  sur  deux  bases  rapprochées  empêchent  les  dilatations 
transversales  de  s'opérer  librement. 

Si  la  pièce  dont  on  veut  assurer  la  cohésion  permanente  est 
d'égale  contexture  dans  toutes  les  directions,  fl  suffit  d'imposer 
une  limite  déterminée  à  la  plus  grande  des  dilatations  qu'elle 
éprouve;  et,  pour  obtenir  la  grandeur  et  le  sens  de  celle-ci  en 
chaque  point,  le  moyen  analytique  le  plus  général  est  de  con- 
struire, pour  ce  point,  Pellipsoîde  des  dilatations.  On  peut  se 
dispenser  de  cette  constrhction  dans  les  problèmes  usuels  de 


(>)HoIm4o  d*  3,  s  S/p.  44*49,  et  du  0*466,  lOttf-BOto  do  S  43, p.  384 


cclj  b£sistakg£  des  solides. 

flexioa  avec  glmemeot  ou  torsionj  où  les  fibres  d'ua  prisme 
a'éprouvent  que  des  eiLteQsioQs  et  contractioQs  loDgitudinales 
et  traasversalesj  aveo  ces  inclinaisons  sur  leurs  bases  qui  con- 
stituent les  glissements^  car  la  plus  grande  dilatation  autour 
d'un  point  est  fournie  alors  par  une  formule  assez  simple  que 
nous  avons  trouvée  en  1838,  et  dont  M»  Poncelet  a  rendu  la 
démonstration  plus  élémentaire  en  la  donnant  en  4839-1B40 
dans  le  cours  cilé  (^)« 

C'est  la  dilatation  que  cette  formule  donne  au  point  dange- 
reî4Xf  qui  est  celui  pour  lequel  sa  valeur  est  la  plus  grande^  ou 
c'est,  autrement  dit,  le  maximum  maximorum  des  dilatations, 
qu'il  convient  d'égaler  à  la  limite  qu'on  ne  peut  dépasser  sans 
danger,  pour  avoir  l'équation  de  cohésion  permanente. 

Et,  une  fois  établie,  cette  formule  ou  équation  peut  généra- 
lement être  débarrassée  et  des  dilatations  et  des  glissements, 
en  leur  substituant  leurs  valeurs  en  fonction  des  forces  qui  les 
produisent,  Parla  s'éliminent  les  coefficients  d'élasticité  (Ë  et  G), 
car  on  donne  généralement  à  la  dilatation-limite  une  désignation 
venant  de  la  méthode  primitive  qui  consistait  à  limiter  les  forces; 

et  cette  désignation  consiste  à  les  exprimer  par  un  quotient  -^ 

T 

ou  2~,   en  sorte  que,  bien  que  dressées  avec  le  principe  qui 

a, prévalu,  celui  de  limitation  des  dilatations,  les  équations  de 
cohésion  ne  contiennent  généralement  que  les  coefficients  Ro , 
Tu  dits  de  cohésion  et  d'adhésion  permanente,  c'^st^^dire  les 
limites  des  forces,  ce  qui  est  sans  inconvénient  et  rend  ks  ap* 
plicâtions  plus  faciles. 

XLV.  Cm  o*  la  limite  ûem  diUitetioiui  n'esS  pa« 
te  même  m  tmnm  «em.  ^  Mais  quand  le  corps  est  d'iné^ 
gale  oontextura  autour  de  chaque  point,  ce  n'est  pas  la  plus 
grande  des  dilatations  qu'il  convient  d'égaler  à  une  limite  dé» 
twminée,  car  la  limite  des  dilatations  non  dangereuses  varie 
aveo  la  direction,  dans  un  corps  mèiAe  homogène,  s'il  wi^éié* 


(0  Mena  «i«f«Dol«  dn  $  63  d9  la  note  du  n*  456,  p«  3Y5. 
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rqtrùps;  eUfi4oit»  pur  Moaiple,  évidemm^at  pour  le  boU»  avoir 
uoe  toqt  m^  gr»pd9up  dans  la  aeo$  d^  la  louguei»  daa  fibraa 
que  daoa  im  sens  perpaodiculaire* 

Il  fi)ttt  dope  iiup<>«çr  géaémlamapt  la  condition  que,  daoa  au* 
çw§  diractioot  la  diUtatioa  Q'eKoèd^  ufie  iimiie  relaim  à  nette 
direction.  C'est  du  rapport  de  la  dilatation  h  cette  limite  oorré* 
lative  qu'il  convient  de  rechercher  le  oiexiram»^  atio  d^a$trmdre 
ce  maximum  à  ne  pca  dépasser  Vuniié, 

Comme  on  ne  peut  guère  déterminer  par  eipérienoe  ces  li* 
imt^a  que  pour  quelques  directions  principales^  on  leur  suppo^ 
aera>  pour  les  directions  intermédiaires^  une  loi  de  variation 
oontinue;  celle  qui  se  prête  le  mieux  au  calcul  est  que  les  ra- 
cîoea  carrées  des  inveries  des  limites  soient  représentées  par  les 
niyona  vecteurs  d'un  même  ellipsoïde*  La  conîdition  de  stabilité 
sera  que  cet  ellipsoïde  reste  compris  tout  entier  dans  Pintérieur 
de  celui  qu'on  a  vu  être  formé  par  les  racines  carrées  des  in- 
versea  des  dilatations,  prises  aussi  pour  rayons  (i).  L'expression 
de  cette  condition  conduit  à  une  équation  du  troisième  degré 
dont  une  des  trois  racines  [la  plus  grande)  est  le  rapport  maxi- 
mum de  la  dilatation  à  sa  limite  de  même  direction  pour  le  point 
que  l'on  considère  (*)• 


(^)  Ces  deux  ellipsoTdei  peuTent  èire  remplacés  par  deux  aulrea  plui  faciles 
à  ooDceroir  (page  78S,  èqualioos  496  efc  497)  dont  les  rayoDi  tecteurs  oni 
a|oiplemeot  pour  sr^ndeuni  l'unité  plui^l^  diUUÛoDi  e(  Vw\/^  p}u«  H  lM|iite«d«BB 
les  direrses  direciions  de  ces  rayons. 

O  C'est  ccue  équatioa  du  (roisiiipe  degré  (403  hh)  qui  se  trouve  à  la  3*  ooie 
du  i  %%  4fl  rAppeudic9  «oi&plémeDUire,  p^  784.  Ou  V«b|ien|  eo  «ppelaul  Ir  U 
Ijoiite  pour  une  direction  r  faiiauty  avec  les  direetioes  priaeipalos  or,  jf^  a»  des 
«pglef  flopt  lea  cofinua  sont  e*,  %,  e«,  et  Sj^  Sy,  8«  les  valeurs  de  Sr  pour  les 
directions  s,  y,  z,  en  sorte  que 

8r  =fix  C**  +  8v  C«y  +  Im  C*j. 

Or  la  dilatation  de  mémo  direction  est  (formule  9  de  la  page  S53), 

dr  ss  djB C*x  +  d y  c'y  + 1^4 t*s  +  gys  ^y f s  +  fisx Cs  e«  +  S J^  Cir Cy. 
La  condition  de  cohésion  sera  que  dr  =  ou  >  Dr  partout  et  eu  tout  sens,  ou  ^ue 
la  valeur  maximum  de  --,pour  laquelle  on  a  d  r-  =  0^  soit  au  plus  ^galc  à  l'u- 

•r  Or 

niié.  Si,  dans  cette  équation,  écrite 

3r  dî)r  — t^rdôr  ==0i 

nous  mettons  pour  dr  et  Dr  leurs  valeurs,  en  dillérentiant  par  rapp^Ct  AUS  (rois 


CCiV  BÊSISTANCE  DES  SOUDES. 

Cette  éqoation  est  réductible  au  second  degré  quand  les  rap- 
ports des  dilatations  à  leurs  limites  sont  les  mêmes  dans  les  di- 
rections de  deux  coordonnées  transversales^  et  encore  lorsque 
ces  rapports  sont  assez  peu  différents  pour  pouvoir  être  ap- 
proximativement remplacés  par  une  certaine  moyenne^  ce  qui 
est  le  cas  le  plus  ordinaire  de  la  pratique  (^).  La  formule  ou  la 
conditicHi  analytique  à  laquelle  conduit  alors  sa  résolution  est 
aussi  simple  que  celle  du  cas  d'isotropie  ;  et  comme  elle  relie 
d'une  manière  continue  les  divers  cas  extrêmes^  tout, comme 
faisait  la  relation  entre  les  limites  en  divers  sens,  qu'il  a  fallu 
supposer  pour  établir  Téquation  du  troisième  degré,  on  peut 
l'employer  avec  autant  de  confiance  que  ce  qu'on  tirerait  de 
celle-ci  (').  Aussi  en  avons-nous  fait,  aux  notes  du  n*  154  et  du 
n*  156^  de  nombreuses  applications  à  des  cas,  qui  n'ont  encore 


coiinoi,  et  il  nous  ëUminoDS  une  des  troif  diffireDilelleB  m  noyen  de  c»  do«  + 
Cy  (fcy4  CsdCs=0,  en  égalant  à  léro  ce  qui  aflécle  les  deux  aulrea,  nous  obte- 
Dont  la  triple  équition  : 

l^m  Cx  +  ggy  C»  +  gix  C»)  Sr  —  g^ji  »^r  C<  _ 
__  (SayC»-f  2<^yCy4-Sy»C»)^*">^y<^r  Cy  _ 

""  Cy  *" 

__  (g»aC»  -<-  gy»Cy  +  SD»  ç)  8r  —  ^8»  ^r  Cs 

COMue  la  fooiBie  des  numërateun  de  cet  trois  fraetions,  mnlUplIès  respeetlre- 
menl  par  cc,  Oy,  e*,  n'est  autre  chose  que  9dr  8r  —  SMr =0,  et  comme  la 
somme  des  dénominateurs  multipliés  de  même  est  =  4 ,  chacun  des  trois  numé- 
rateurs est  nul.  Il  en  résulte  trois  équations  entre  lesquelles  on  peut  éliminer 
finalement  les  rapports  des  cosinus  comme  on  a  fait  pages  7S4,  777, 781,  entre 
les  équations  M  &8),  (480),  (494);  Il  reste  Téquation  du  troisième  degré  dtée 

(495  bis)  en  •--  dont  la  plus  grande  racine  est  le  maximum  de  ce  rapport  en  un 
Or 

point  donné. 
(^)  Car  en  remplaçant  dans  l'équation. citée  (495  dû)  du  3*  degré,  r^  >  -r-par 

une  moyenne,  qu'on  peut  appeler  ir)|  r- ,  en  supposant  gys  =  0  comme  dans  tous 

o« 

les  cas  de  flexion  et  de  torsion  d'un  prisme  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  x, 
on  peut  diviser  tons  les  termes  de  cette  éqoation  par  -^^  —  ir)|  r-  • 

Or  0« 

(*)  Cette  équation  du  second  degré  est  celle  du  $  43  de  la  note  du  n*  456, 
p.  379ou3Si. 
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été  traités  nulle  part,  de  corps  à  la  fois  fléchis  et  tordus,  comme 
les  arbres  de  machines  sollicités  à  la  fois  par  deux  engrenages 
et  deux  courroies,  ou  en  même  temps  étendus^  comprimés  et 
tordus,  du  même  étendus  et  cisaillés  ou  éprouvant  des  glissements 
intérieurs  autres  que  ceux  qui  sont  dus  à  la  torsion,  comme  les 
rivets,  les  boulons,  etc.  La  pratique  de  ces  sortes  de  calculs  nous 
a  fait  reconnaître  que  la  recherche  des  points  dangereux,  ou  du 
maximum  absolu  du  rapport  dont  le  maximum  relatif  à  un  seul 
point  est  donné  par  la  formule  dont  nous  parlons,  doit  se  faire 
numériquement,  avec  emploi  final  d'une  méthode  particulière 
d'approximations  successives  (^),  et  non  pas  par  larègle  analytique 
tirée  du  calcul  difiérentiel,  car  celle-ci,  dans  les  cas  rares  où  la 
complication  des  calculs  ne  la  rend  pas  impraticable,  se  trouve 
en  défaut,  ou  bien  conduit  à  des  points  hors  du  contour  ou  de 
Fenveloppe,  qui  ne  sauraient  convenir.  Nous  donnons  assez 
d'exemples  pour  montrer  comment  cette  recherche  peut  se  faire. 
Cette  formule,  fondée  sur  la  limitation  des  dilatations  dans  tous 
les  .sens,  devait  fournir  et  fournit  en  efifet,  comme  un  de  ses  cas 
particuliers/ la  limite  des  compressions  longitudinales,  déduite, 
comme  a  fait  M.  Poncelet,  de  celle  des  dilatations  transversales. 
Au  reste  elle  se  prête  facilement  à  ce  qu'on  y  introduise ,  sans 
en  altérer  la  forme,  comme  on  a  dit  aux  n**  X  et  XLIV,  les  con- 
stantes tirées  directement  des  expériences  et  observations  rela- 
tives à  chaque  genre  de  rupture,  et  qui  représentent  des  forces, 
limites  des  efforts  normaux  ou  tangentiels  que  la  même  matière 
peut  supporter  d'une  manière  permanente  dans  des  circonstances 
déterminées. 

XLVI.  Bxcepti#flui  apparentes.  —  Nous  ne  prétendons 
pas,  au^reste^  qu'une  théorie  subordonnant  uniquement  le  dan- 
ger de  rupture  d'un  solide  à  la  grandeur  qu'atteint  une  dilatation 
linéaire  nlmporte  dans  quelle  de  ses  parties ,  et  indépendam- 
ment des  autres  drconstances  où  il  se  trouve  en  même  temps, 
soit  le  dernier  mot  de  la  science  et  de  l'art.  Une  expérience  re- 
marquable, dtée  au  S  i6  àe  la  note  du  n*  113  (p.  119),  a  mon- 


(M  SS  34,  S6  de  ta  note  do  n*  456,  p.  34S,  397. 
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tré  qtt*ttne  dilatâtioti  énorme,  produite  dans  tili  sètts  (atigénilel 
à  la  BUifttce  ititéhettre  du  cylindi^  ûteut  eu  fottte  d'une  forte 
pre«i6  hydraulique,  mais  accompagnée  d'une  contraction  consi- 
dérable dans  un  ^ns  perpendiculaire ,  n'amenait  aucune  ger- 
çure ni  autre  désagrégation.  Gela  peut  tenii*  uniquement,  il  est 
vnd,  à  cé  que  le  cylindre  en  fonte  était  contenu  et  serré  dans  un 
fort  cylindre  en  fer,  en  sorte  que  les  circonstances  de  l'épreuve 
s'opposaient  k  toute  disjonction  et  qu'il  n'en  pouvait  résulter 
qu'Un  emboutissage  ou  forgeage  à  froid.  Néanmoins  nous  ne 
saurions  assurer  d'une  manière  absolument  certaine  que  ce  qu1l 
convient  de  limiter  ne  soit  pas  une  fonction,  encore  inconnue, 
des  trois  dilatations  linéaires  principales  (n'  XXY),  au  lieu  d'être 
uniquement  la  plus  grande  des  trois  {*).  Nous  dirons  seulement 
que,  quoi  qu'il  en  puisse  être,  cela  ne  changera  rien  aut  coiidl- 
f  ions  dnlessus  indiquées  dé  non-rupture,  toutes  les  fols  qu'un 
prisme  ou  cylindre,  dont  les  fbces  latérales  sont  libres  comme  à 
l'ordinaire,  n'éprouvera  que  des  eitensions  ou  compressions  lon- 
gitudinales aveo  des  flexions,  puisque  les  deux  contractions 
transversales,  pour  chaque  fibre,  sont  fonctions  de  son  exten- 
sion à  laquelle  on  impose  une  limite,  et  que  lorsqu^il  y  aura  en 
même  temps  des  glissements  et  des  torsions,  une  formule  comme 
celle  du  §  tô  de  la  note  du  nM96  (p.  379  au  bas),  qui- satisfait 
aux  divers  cas  extrêmes  conformément  aux  expériences,  en  les 
reliant  entre  eux  d'une  manière  continue,  est  dans  toutes  les 
conditions  requises  pour  satisfaire  aux  cas  intermédiaires  avec 
l'approximation  qu'on  peut  désirer. 

n  peut  aussi  y  avoir  rupture  de  certaines  fibres,  oU  désagréga- 
tion de  quelques  petites  parties  d'une  pièce  solide,  sans  que  la 
stabilité  soit  compromise  m  que  la  ré^stanee  du  reste  de  la 
masse  solt  diminuée.  Depuis  longtemps  Emerson  (*)  i^nvancé 
qu'en  faisant  subir  à  une  section  transversale  de  forme  carrée 
certaines  troncatures  revenant  à  abattre  en  chanfrein  deux  arêtes 
vives  de  la  pièoe  prismatique  à  laquelle  elle  appartient^  ad  lieu 


.  {})  Ed  toag  cas,  cette  foocUon  ne  peut  ëYtdemmenl  pas  être  leur  somme,  oo  la 
ditatalion  enhique^  car  un  gtlssemeot,  ou  ane  torsion,  n'en  produit  pas^  et  peut 
cependant  amener  la  nipUire. 

(>)  Smerton's  Meéhtmkt  (sonvent  cité  par  Tredgold). 
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d'affaiblir  Cette  pièce  stippcséé  solHdiée  k  fotnpre  pif  flexloa 
dafis  xxù  plan  eontcnatit  une  diagonale  des  sëçtUms^  on  aug" 
mente  sa  iréslsianee  ju^'à  la  propœiion  d'im  neuvième*  On 
▼erra  ani  §§  8  de  la  note  dn  n*  143  (p.  94)  et  9  de  celle  du 
n*  110  (p.  435)^  que  cette  aMertion  n'a  rien  de  pamdoxali  et 
qu'elle  «'étend  même  à  une  section  circulaire  ou  à  une  section 
en  croix,  ete.,  si  l'on  veut  parler  de  laT  résistence  telle  que  la 
donne  la  formule;  c'est  une  raison,  si  ce  n'esl  pouf  retrancher 
effectivement  les  fibres  qui  théoriquement  ne  sont  point  utiles 
et  qui  pratiquement  le  sont  fort  peu ,  au  moins  pour  calculer  la 
résistence  comme  si  elles  n'existeient  pas. 

XLYII.   Matière  hétéroyène.   Matière  qui  n'est 
que  mjl%méHÊgmmÊÊàemê  mi  flpliéHqflte- 

ity  eie. — La  matière  peut  être  non^seulement  hétéeotrope, 
mais  encore  hétérogène^  ou  d'une  contexture  variable  d'un  point 
à  l'autre*  On  peut  alors  poser  facilement  des  formules  de  flexioUi 
comme  M.  Bresse^  en  faisant  varier>  dans  l'étendue  de  chaque 
section  de  la  pièce,  le  coefficient  E^  qui,  alors>  comme  nous  ver** 
rons  (S  7  de  la  note  du  n*  94,  p«  SO],  ne  représente  que  sous 
une  certeine  condition  le  module  d'élasticité  des  diverses  fibres. 
On  pentt  pour  les  bois,  faire  varier  ce  coefficient  suivant  une  loi 
parabolique  (  plutôt  que  suivant  la  loi  linéaire  qu'il  suppose),  à 
partir  du  centre  des  couches  ligneuses  ;  mais,  pour  les  fersi  c'est 
seulement  auprès  du  contour  des  sectiiws  que  le  changement  de 
nature  est  sensible,  et  il  convient  que  les  formules  i  soit  d'élasti- 
citéi  soit  de  cohésion  permanente,  se  composent  de  deux  termfs 
dont  l'un  est  affecté  du  moment  d'inertie  de  la  section,  l'autre 

de  celui  du  périmètre  (SS  '^  ^^  '^  ^^^^  ^^  ^°  ^  ^^  ^^  ^^  ^"^ 
du  n*"  4 13,  pages  43  et  446);  on  a  donc  deux  constentes  k  dé- 
terminer par  plusieurs  expériences,  en  compensant  leurs  écarts 
par  les  méthodes  graphiques  ou  analytiques  connues  (p.  43  et 
447-448). 

Une  matière  non  isotrope,  mais  homogène,  ne  l'est  pas  toujours 
rectiltgnement  ou  parallèlement  comme  les  corps  cristallisés  ou 
comme  les  plaques  de  tôle  dont  l'élasticite  est  constante  mais 
de  trois  grandeurs  différentes  dans  les  trois  sens  rectengùlaires 
de  sa  longueur,  de  sa  largeur  et  de  son  épaisseur.  En  effet ^ 
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qu'on  enroule  en  tuyau  cylindrique  cette  plaque  homogène  non 
isotrope  supposée  mince,  elle  ne  cessera  pas  d'être  homogène, 
mais  Fégalité  d'âiasticité  aux  divers  points  aura  lieu  suivant  les 
rayons  qui  convergent  sur  Taxe  du  tuyau  ^  et  aussi  suivant  les 
tangentes  à  leurs  cercles»  et  non  plus  suivant  des  directions  pa- 
rallèles entre  elles.  Ce  tuyau  jouit  d'une  homogéoéîté  qu'on  peut 
appeler  semi-polaire  ou  cylindrique*  On  conçoit  qu'il  y  a  de 
même  une  homogénéité  polaire  ou  sphérique,  etc. 
'  Les  formules  d'élasticité  relatives  à  ces  genres  d'homogénéité 
se  déduisent  4e  celles  du  cas  de  l'homogénéité  ordinaire  ou  pa- 
rallèle en  changeant  de  système  de  coordonnées ,  et  Ton  peut 
en  déduire  diverses  conséquences  (^). 


XLYin.  Baptape  Inunédlfite  ov  proeliaiiie.  — 
M.  Hod^kiiuMMi ,  ete.  —  Les  équations  de  cohésion  per- 
manente dont  on  vient  de  parler  n'expriment  que  les  conditions 
de  résistance  à  la  rupture  éloignée ,  ou  de  stabilité  indéfinie  de 
la  contexture,  vuja  petitesse  des  déformations;  et  ces  équa- 
tions ont  pu  être  établies  (n*"  X)  à  l'aide  des  équations  d'élasti-^ 
dtéqai  ne  s'obsorvent  que  dans  les  limites  de  la  proportionnalité 
des  petits  e£Fets  aux  intensités  de  leurs  causes. 

Mais  lorsqu^on  est  dans  le  cas  de  dresser  des  projets  d'é- 
chafaudages, de  barraquements ,  de  ponts  de  service  et  autres 
constructions  purement  temporaires  et  surveillées  d'une  ma- 
nière assez  continue  pour  qu'on  soit  aveiii  à  temps  de  leur 
chute^  il  peut  être  utile  de  savoir  calculer  les  justes  résistances, 
à  une  rupture  immédiate  ou  prochaine ,  des  matériaux  dont  on 
se  propose  de  les  composer  économiquement. 

On  ne  pourrait  faire  ce  calcul  exactement  que  si  l'on  connais^ 
sait  la  loi  plus  ou  moins  compliquée  des  extensions  et  compres- 
sions en  fonction  des  efforts  jusqu'à  l'instant  des  disjonctions , 
et  par  conséquent  la  situation,  à  cet  instant^  de  la  Ugne  dite 
neutre  ou  des  fibres  invariables.  Mais  on  démontre  quelques 
formules  générales  qui  sont  indépendantes  de  cette  loi  (comme 


(>)  Uéraoire  sur  let  direri  genres  d'homogèDèilé  mécanique  {Ccmptet  rendus 
U  mii  4860,  t.  L,  p.  980). 
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par  exemple  celle  qui  donne  la  proportionnalité  des  charges  aux 
largeurs,  aux  carrés  des  épaisseurs  et  aux  inverses  des  lon- 
gueurs des  pièces)  et  qui  permettent  d'appliquer  aux  pièces  de 
toute  dimension  et  d'une  certaine  forme  les  résultats  d'expé- 
riences relatifs  à  des  pièces  de  même  forme  et  de  certaines 
dimensions.  On  doit  aussi  au  savant  M.  Eaton  Hodgkinson  la 
tentative  d'un  calcul  plus  général,  fondé  sur  la  substitution,  à 
la  loi  inconnue,  d'une  loi  qui  s'en  rapproche  probablement  On 
peut  voir  aux  ^  2  et  3  de  la  note  du  n*  154 ,  p.  175,  et  60,  61 
de  la  note  du  n""  156 ,  p.  461,  des  calculs  de  rupture  immédiate 
par  flexion  et  par  torsion  que  nous  avons  faits  en  modifiant  et 
généralisant  sa  supposition,  et  les  conséquences  pratiques  qui 
peuvent  en  être  tirées. 

XLIX.  Pièces  posées  et  sollleltées  de  dUveraes 
■lanières.  Réactions  ineonimes.  Systèmes  de 
charpente.  Serrage  et  calage.  IVa^ier.  M.  Miclion. 
M.  Clapeyron ,  etc.  —  Ce  qui  a  été  dit  depuis  le  n"  XU  est 
relatif  à  une  seule  pièce  sollicitée  par  des  forces  supposées 
toutes  connues  y  et,  même,  à  une  seule  des  parties  dans  les- 
quelles on  doit  souvent  diviser  une  pièce  (comme  nous  avons 
dit  au  n**  XI,  note  p.  cviij  ]. 

Pour  passer  aux  systèmes^  ou  aux  ensembles  dont  sont  for* 
mées  les  constructions  y  et  calculer  les  résistances  de  leurs  di- 
verses parties,  il  faut,  avons-nous  dit  aussi ,  déterminer  préa- 
lablement les  forces  inconnues  ou  qui  ne  sont  pas  données  à 
priori,  à  savoir  les  réactions  des  points  fixes  et  les  actions  mu- 
tuelles des  diverses  pièces  ou  portions  de  pièces  aux  endroits 
où  elles  se  joignent  soit  avec  articulation  libre^  soit  avec  sujétion 
de  conserver  certaines  directions  relativement  les  unes  aux  au- 
tres, et  calculer  aussi  les  inclinaisons  nouvelles  et  surtout  les 
bras  de  levier  définitifs  dont  dépendent  les  grandeurs  des  com- 
posantes et  des  moments  des  forces  dans  l'état  d'équilibre  final 
du  système  déformé. 

Ces  réactions  ou  actions  mutuelles  peuvent  se  déterminer 
dans  un  certain  nombre  de  cas  en  se  servant  seulement  du  prin- 
cipe de  l'équilibre  autour  d'un  point,  et  des  équations  de  com- 
posantes et  de  moments  que  la  statique  élémentaire  établit  entre 

I.  n 
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les  seules  forces  extérieures  ou  non  récipto^Iueà  qui  SOlIiôitént 
un  eorps  ou  tin  sydtème  de  corps ,  les  forces  intérieures  ou  ré- 
ciproques se  trouvant  éliminées  par  les  additions  d'équations 
partielles  posées  pour  les  établir.  C'est  ce  qui  a  lieu  quand 
chaque  pièce  est  supportée  seulement  par  deux  points  autour 
desquels  elle  peut  tourner^  et  quand  les  diverses  pièces  né  s'ar- 
ticulent pas  au  nombre  de  plus  de  trois  au  même  point  si  leurs 
directions  sont  dans  un  mhme  plan  j  ou  de  quatre  si  elles  sont 
dans  des  plans  différents.  Cela  se  peut  encore  dans  quelques  cas 
où  les  pièces  se  joignent  aii  même  point  en  plus  grand  nombre, 
quand  par  exemple  elles  forment  deux  groupes  symétriques , 
et ,  encore ,  lorsque  deux  d'entre  elles  sont  directement  oppo« 
sées  y  car  alors  on  peut  établir  une  relation  entre  les  forces  qui 
agissent  suivant  les  autres  pièces  en  posant ,  pour  Téquilibre , 
la  nullité  de  la  somme  des  projections  de  celles-ci  suivant  une 
normale  à  la  direction  commune  de  celles-là;  et,  ensuite,  une 
nouvelle  relation  où  les  premières  forces  sont  comprises ,  en 
faisant  les  projections  sur  leur  direction  même  (^);  et  un  pareil 
artifice  pourrait  être  généralisé  pour  des  cas  où  certaines  pièces 
concourantes  seraient  dirigées  dans  un  plan  et  d'autres  dans  un 
plan  perpendiculaire,  etc.  Ces  sortes  de  calcul  ne  demandent 
que  quelque  attention  afin  d'éviter  les  fausses  décompositions. 

On  peut  encore  ramener  la  détermination  des  actions  incon- 
nues aux  principes  de  la  statique  des  forces  non  réciproques 
quand  certaines  pièces»  en  métal  ou  en  bois,  doivent  être  ser- 
rées, tendues  ou  calées,  après  leur  pose,  au  point  qu'il  faudra 
pour  que  plusieurs  réactions  s'annulent,  par  exemple  les  poussées 
horizontales  d'une  ferme  de  comble,  ou  bien  pour  que  certains 
points  n'éprouvent  aucun  déplacement  ou  restent  en  ligne 
droite,  ce  qu'on  peut  chercher  à  obtenir^  par  exemple,  des  ap- 
puis multiples  d'un  albalétrier,  etc.  Alors  les  grandeurs  et  les 
directions  d'une  partie  des  réactions  se  trouvant  connues,  les 
équations  de  la  statique  élémentaire  peuvent  fournir  assez  de 
relations  pour  déterminer  les  autres.  C'est  par  cet  artifice,  ou 


(1)  C'eit  le  cas  et  eerlaiMi  poutres  en  treillis  iimpUf  eonpoièe»  de  trfteglei 
Juitapofiés. 
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en  conséquence  de  celte  remarque  sur  les  conditions  dans  les- 
quelles se  mettent  en  place  certaines  constructions,  qiie  M.  Mi- 
cbon^  capitaine  du  génie  en  1848  et  chargé  alors  d'un  cours  h 
l'École  d'application  de  Metz,  a  donnée  pour  les  résistances  des 
diverses  fermes  de  charpente  à  grande  portée  et  à  tirants  mé- 
talliques horizontaux  et  inclinés  dont  on  recouvre  les  larges 
hangars  ou  les  gares^  des  calculs  cooit)lets^  fait^.avec  soin  et 
talent,  qui  ont  été  reproduits  à  peu  de  (;hose  près  dans  les  ou* 
vrages  récents  de  H.  Horin  et  de  M.  Bresse. 

MaiSy  comme  Fobserve  très*bien  Taù  de  ces  auteurs,  il  est 
difficile  de  réaliser  et  surtout  de  maintenir  poui*  les  tirants^  eUi. 
le  degré  de  serrage  qui  rend  exacts  les  résultats  dé  ce  procédé 
de  calcul,  en  sorte  qu'il  en  laisse  déslrei^  u£i  autre  où  les  ten- 
sions pourraient  avoir  diverses  valeurs^  au  nombre  desquellesf 
il  faudrait  considérer  celles  qui  s'établissent  d'elles-mêmes  sous 
Faction  de  charges  données  Ô). 

Et  il  y  a  aussi,  comme  nous  avons  Vu  (n»  XI),  inéme  pour 
une  seule  pièce,  ou  potir  des  assetdblages  fort  simples,  des  cM 
nombreux  où  les  th^rëmes  élémentaires  de  Id  statiq[ue  ne  suf- 
fisent pas  à  la  détermination  de  la  répartition  des  efforts. 
Enfin  les  déformations  changent  les  bras  de  levier  et  les  incli- 
naisons, sur  les  tangentes  aux  fibtes  moyennes,  des  farces 
même  patentes  ou  connues  d  priori,  et  ce  sont  les  inclinaisons 
et  les  bras  de  levier  définitifs  qui  doivent  entrer  dans  les  com- 
posantes et  dans  les  moments  dont  il  faut  tenir  comipte  pour 
assurer  la  stabilité,  en  sorte  que  l'établissement  des  équations 
de  résistance  demande,  à  double  titre,  la  détermination  préa- 
lable on  simultanée  des  déformations  des  pièces  ou  des  dépla- 
cements de  leurs  points. 


(1)  M.  PODCdety  dam  son  rapport  du  6  août  4S39,  qui  se  tronye  aux  Compièi 
.  rendus,  t.  IX,  p.  900,  et  aussi  en  tète  des  utiles  Étude$  tJiéoriqites  et  expéri- 
mentales sur  V établissement  des- charpentes  à  grande  portée  (in-4*,  4840),  de  feu 
le  général  ArdaDt,  remarque  que  l'on  pourrait^  même  par  flexion^  en  employant 
def  moyens  de  force^  annuler,  au  moment  de  la  pose,  la  poussée  horizontale  de 
beaucoup  d'autres  fermes  retroussées;  mais  il  observe  aussi  que  les  calculs  in- 
eooipleti  00  simplifiés  par  ùa  certain  nombre  de  suppositions  plus  ou  moins  ar- 
bitraiief  olErent  det  cbancef  considérables  d'incertitude. 
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On  a  dit  (même  n»  XI)  ce  que  Navier  a  fait  pour  surmonter 
cette' difficulté  dans  des  cas  simples,  mais  importants,  et  pour 
montrer  qu'il  doit  être  possible,  dans  tous  les  autres^  de  faire 
de  même  ou  de  compléter  toujours  un  nombre  d'équations  égal 
à  celui  des  inconnues^  mais  qu'ensuite,  pour  divers  systèmes,  il 
a  fait  usage  d'expédients  non  justifiés,  afin  de  suppléer  à  une 
méthode  générale  qu'il  n'a  peut-être  pas  bien  aperçue,  préoc- 
cupé comme  il  l'était  de  donner,  par  des  intégrations  d'équa- 
tions iipplicites,  les  expressions  les  plus  rigoureuses  des  flexions 
de  chacune  des  pièces  en  'particulier,  etc.  Nous  croyons  avoir 
formulé  cette  méthode  ('),  qui  consiste  à  poser  toutes  les  con- 
ditions d'appui  et  de  raccordement  après  avoir  exprimé  analy- 
tiquement,  pour  chaque  pièce  ou  portion  de  pièce,  les  dépla- 
cements, dans  les  trois  sens  des  coordonnées,  des  points  de  la 
fibre  moyenne,  en  fonction  des  intensités,  des  directions  et  des 
bras  de  levier  tant  connus  qu'inconnus  des  forces  qui  les  pro- 
duisent; et,  comme  celles  de  réaction  sont  souvent  en  nombre 
infini  (par  exemple  dans  les  parois  des  encastrements  ou  sur  les 
surfaces  de  contact  mutuel),  de  faire  entrer  seulement  dans  les 
équations  les  trois  sommes  de  composantes  et  les  trois  sommes  de 
moments  de  toutes  celles  qui  agissent  en  un  même  endroit.  Les 
conditions  définies  à  poser  seront  la  nullité  des  déplacements 
aux  points  fixes,  leur  égalité  pour  deux  pièces  ou  deux  parties 
de  pièces  aux  points  qui  leur  sont  communs,  et  la  conservation 
des  directions  de  Taxe  des  pièces  aux  encastrements  et  de  leurs 
inclinaisons  mutuelles  aux  endroits  où  elles  s'assemblent  d'une 
manière  stable,  sauf  les  petits  angles  de  glissement  transversal 
et  de  jeu  dans  les  encastrements  s'ils  sont  assez  influents  pour 
qu'il  faille  en  tenir  compte  :  ce  sera  aussi,  pour  les  cas  de  tor- 
sion et  de  double  courbure  (n*  XXI),  la  conservation  des  azi- 
muts de  sections  assujetties  à  ne  point  tourner  autour  de  la  fibre 
moyenne  qui  leur  est  perpendiculaire,  etc.  Tout  étant  exprimé, 
on  aura  autant  d'équations  algébriques  que  d'inconnues,  et  il 
restera  à  les  résoudre  pour  en  tirer  la  connaissance  des  forces 


(<)  Cours  Ulbographié,  1837-4838,  u»'  39  biê^  46,  47,  48;  ei  Comptes  rendus 
de  V Académie j  Némoirc  du  30  pclobrc  1843,  n*  48,  au  t.  XVU,  p.  953-954, 
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cadiées^  ce  qui  sera  long  quelquefois,  mais  possible^  vu  que  les 
équations  sont  toutes  du  premier  degré  (comme  il  a  été  dit  en 
iM3),  au  moins  en  se  tenant  à  une  première  approximation^ 
qui  sert  au  besoin  de  point  de  départ  pour  une  seconde  quand 
on  se  trouve^  pour  quelques  pièces,  dans  les  cas  (n**  XV]  où  les 
moments  et  les  composantes  sont  changés  d'une  manière  sen- 
sible par  les  déplacements. 

€ette  méthode  a  été  appliquée  en  4838  et  en  1843  à  quelques 
exemples^  comme  à  celui  d'une  pièce  horizontale  chargée  d'un 
poids  et  portée  sur  trois  pièces  verticales,  et  les  cas  singuliers 
de  ressorts  fermés  et  d'anneaux  fléchis  à  simple  et  à  double 
courbure,  qu'il  faut,  comme  nous  avons  dit,  diviser  en  plu- 
sieurs parties  qui  se  raccordent.  On  a  aussi  commencé  à  l'ap- 
pliquer à  des  ponts  à  contre-fiches  dans  un  travail  qui  est  à 
compléter,  mais  qui  a  manifesté  divers  particularités  (^). 

Depuis,  M.  Clapeyron  (*)  a  simplifié  considérablement  la  so- 
lution donnée  par  Navier  du  problème  de  la  poutre  horizontale 
reposant  sur  plusieurs  appuis,  et  il  a  pu  l'étendre  à  un  nombre 
indéfini  de  ceux-ci  en  découvrant  une  relation  générale  et 
simple  entre  les  grandeurs  des  moments  fléchissants  (ou  des 
moments  totaux  des  forces  s'exerçant  à  travers  une  section) 
au-dessus  de  trois  appuis  consécutifs. 

Enfin  M.  Bre^e  a  fait,  en  4854  ('],  une  application  complète 
de  cette  méthode  à  une  travée  de  pont ,  dite  du  système  Ver- 
gniais ,  composée  d'un  arc  circulaire  en  fonte  à  gi'ande  portée , 
ayant  une  fièche  du  sixième  de  la  corde,  surmonté  latérale- 
ment de  deux  demi-arcs  de  même  rayon  ayant  leurs  centres 
sous  les  naissances  du  premier  et  leurs  sommets  au  même  ni- 
veau que  celui-ci  sur  les  reins  duquel  ils  s'appuient.  Il  est  à  dé- 
sirer que  d'autres  ingénieurs  ne  se  laissent  pas  plus  rebuter  que 
lui  par  les  calculs  de  ce  genre ,  et  qu'ils  les  appliquent  à  un 


(<}  11  a  été  présenté  en  commun  arec  M.  Paul  Michelot,  le  4  décembre  4S43. 
CompUê  rettduê,  l.  XVII,  p.  4375. 

(*)  Dans  un  Mémoire  wr  le  etUeul  d^une  poutre  élaetique  repoêatU  Ubremeni 
nw  dt9  ûpfpmi»  inégaUnÊent  eêpacie,  lithographie  le  7  octobre  4857. 

p)  Beeherebet  analytiques  inr  la  flexion  et  la  résiitanco  des  pièces  courbes, 
eh.  m,  S  VI,  67  à  74. 
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perf;^  nombre  de  constnictioQ^  existantes  bien  stables ,  mais 
réputées  hardie^  i^u  dire  de  constracteurs  jexpérjmentés  qui 
ppi^vent  fin  avoir  vu  tomber  4'siutres  plus  légères;  car  tant  qu'on 
n'aura  pas  ^it  up  pareil  travail,  on  ne  possédera,  sur  les  valeurs 
4es  coefficients  de  cohésion  permanente  (R,,  R'.),  qu'il  faut  faire 
entrer  dai)$  les  éqji^ations,  que  des  données  tout  à  fait  vagues  ^t 
fournissant  des  valeurs  diflërant  peut-être  considérablement  de 
jcelles  qu'il  faudrait  leur  dpnper  pour  obtenir  à  la  fois  solidité 
fit  économie.  L'jinfitation  des  bonnes  constructions  9  sans  ces 
palcnls,  sera  toujours  avepgle  et  non  raisonner 

Et  quant  aux  /constructions  où  les  diverses  pièces  résistent 
surtout  par  tension  et  pression  longitudinale,  ce  sera  seulement 
69  y  appliquant  ce  calcul  compLstf  fondé  sur  la  prise  an  consi- 
dération, qui  n'a  presque  point  encore  été  faite,  des  petits  dér. 
placements  causés  par  leurs  allongements  et  accourcissements , 
dans  des  hypothèses  extrêmes  de  serrage  et  de  calage,  que  l'on 
pourra  être  complètement  assuré  que  les  répartitions  des  chaînes 
entre  les  diverses  pièces  du  système  resteront  aussi  entre  des 
limites  déterminées,  et  que  l'on  pourra  proportionner  leurs  ré- 
sistances aux  efforts,  de  manière  à  satisfaire  le  mieux  possible  à 
('économie  de  matière  conupe  à  la  stalHlité. 

L.  Viliratioiui.  WLémîmiakMkee  iriwe  ov  résIUenee  des 

.»        •  •  •     • 

plèec«.  Cas  où  l'on  peut  néyllyer  leur  inertie. 
Wonny.  M.  Poneelet.  M.  Clapeyron.  Modale  do 
Tredi;old.  Proportionnalité  an  simple  Tolnme. — 

Biais  les  solides  employés  dans  les  constructions  ne  sont  pas 
dans  un  état  constant  d'équilibre  de  leurs  parties.  Les  pièces  des 
machines  exercent  les  unes  sur  les  autres  des  actions  variables 
qui  changent  continuellement  leur  état  de  compression  ou  de 
dilatation.  Celles  des  ponts  et  autres  constructions  fixes  reçoi- 
vent, du  choc  ou  du  passage  rapide  des  charges,  des  mouve- 
ments vibratoires  qui  ajoutent  à  leurs  déformations  statiques  et 
augmentent  les  écartements  moléculaires  capables  de  détruire 
leur  c^bésioii. 

Longtemps  les  questions  de  ce  genre  ont  été  de  pures  énig- 
mes, comme  celles  de  répartition  des  efforts  dont  nous  avons 
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parlé  aux  n<^  XI  et  XLIX.  On  savait^  par  la  conaidération  den 
quantités  de  mouvement^  déterminer  jusqu'à  un  certain  point  les 
effets  du  choc  de  deux  corps  pour  modifier  les  vitesses  de  leurs 
centre^  de  gravité  y  et  mettre  en  équilibre  plusieurs  chocs  ou 
plusieurs  forces  dites  instantanées^  en  tant  que  capables  d'imprir 
mer  séparément  à  un  même  corps  différentes  vitesses.  Mais  le 
problèqae  si  couvent  posé  de  I4  comparaison  du  choc  avec  la 
pression  ne  pouvait  donner  )ieu,  quand  il  s'agissait  surtout 
d'effets  de  rupture,  qu'à  des  raisonnements  et  à  des  conjectures, 
dont  on  ne  serait  jamais  sortie  mêm^  en  s'aidant  d'expériences, 
si  Ton  avait  persisté  à  envisager  les  corps  abstraçtivement 
comme  dans  la  statique  élémentaire,  C'est  dans  l'application  de 
la  dynamique,  et,  aussi,  de  la  théorie  de  l'élasticité,  à  la  déter- 
mination de  ce  qui  se  passe  à  l'intérieur  des  corps,  que  ce  fameux 
problème  peut  trouver  sa  solution,  variable  suivant  les  cas  divers* 
L'effet  du  choc  d'uQ  corpa  très-résistant,  tel  qu^une  masse  spbé» 
rique  d^  métal,  cootn^  une  verge  ou  contre  un  système  de  verges 
élastiques,  est  facile  à  évaluer  quand  ou  néglige  }a  masse  de  ce 
système  ou  de  cette  pièce,  et  par  conséquent  l'iuertie  qui  r&t 
tarde  le  déplacement  de  ses  diverses  parties.  Alors  le  système 
peut  ôtre  regardé  comme  prenant  constamment  et  instantané- 
ment la  forme  que  lui  imprimeraient  des  actions  purement  sta- 
tiques, d'intensités  croissantes.  Il  réagit  avec  des  iatensités  égales 
contre  la  masse  qui  l'a  heurté,  et  on  peut ,  si  la  déformation 
n'a  qu'une  faible  amplitude,  regarder  les  actions  et  réactions 
comme  proportionnelles  aux  déplacements  successifs  du  point 
qui  a  reçu  l'impulsion,  déplacements  qui  seront  par  exemple  les 
allongements  ou  accourcissements  s'il  s'agit  d'une  pièce  heurtée 
lODgitudinalement,  et  les  flèches  de  flexion  si  elle  est  heurtée 
transversalement.  Le  mouvement  s'arrête  quand  le  travail  né- 
gatif total  de  ces  réactions  devient  égal  à  la  puissance  vive 
(demi-force  vive)  initiale  de  la  masse  heurtante  plus  le  travail 
dû  à  son  poids  pendant  qu'elle  agit  sur  la  pièce  ou  le  système, 
n  en  résulte  immédiatement  que  si  l'impulsion  a  été  horizon- 
tale, de  sorte  que  le  travail  du  poids  soit  nul ,  le  déplacement 
dynamique  maximum  du  point  heurté  est  égal  au  produit  de 
la  vitesse  d'impulsion  et  de  la  racine  carrée  du  quotient,  par 
la  pesanteur  g  »  9>*,609 ,  du  déplacement  purement  statifu^ 
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qui  serait  produit  par  une  force  égale  au  poids  de  la  masse 
heurtante  ;  théorème  depuis  longtemps  connu  (au  moins  pour 
le  cas  d'un  simple  fil  élastique  fixé  à  un  bout  et  portant  à 
Tautre  une  masse  oscillant  dans  sa  direction  ).  Et  si  l'impulsion 
a  lieu  verticalement ,  le  déplacement  maximum  est  égal  à  plus 
ou  moins  le  déplacement  statique  (  selon  que  Timpulsion  a  lieu 
du  haut  en  bas  ou  de  bas  en  haut  )  plus  la  racine  carrée  de  la 
somme  des  carrés  de  celui-ci  et  du  déplacement  dynamique  qui 
serait  produit  par  le  choc  horizontal  ;  résultat  trouvé  par  M.  Pon- 
celet  en  considérant  seulement  le  choc  longitudinal  d'une  barre 
verticale  Q)  y  mais  qui  s'étend  à  une  barre  horizontale  et  môme 
à  un  système  quelconque,  et  d'où  Ton  peut  déduire  comme  cas 
particulier ,  lorsque  la  vitesse  d'impulsion  est  nulle ,  ou  qu'un 
poids  est  simplement  posé  y  par  exemple  sur  une  pièce  horizon- 
tale soutenue  aux  deux  bouts ,  ce  théorème  de  Young  (*]  y  que 
la  flèche  de  mise  en  charge  est  double  de  la  flèche  d'équilibre  ('). 
On  n'a  pas  besoin  d'ajouter  qu'une  fois  la  flèche,  ou  l'allon- 
gement, ou  plus  généralement  le  petit  déplacement^  arrivé  à  son 
maximum,  le  système  exécute  et  fait  faire  aH  corps  heurtant 


(1)  lotrodocUoa  à  It  lléc<olque  iodustrielle,  4839^  n*  318,  p.  399  et  401. 

(>)  A  course  of  Lectures  on  natural  Philoaophy  and  mechamcal  Jrts,  4807. 

(S)  Soient  gèDértIeraent  Q  etv  le  poids  et  la  Titesseda  corps  qui  Tient  heurter 
le  système  dans  une  direction  que  nous  supposerons  faire  un  angle  a  ayee  la  fer- 
ticale,  f  le  déplaoeraent  statique  qui  serait  dû  A  une  force  Q  agissant  sur  le 
système  dans  cette  direction,  enfin  z  le  déplacement  effectif  A  un  instant  quel- 
conque, et  F  sa  plus  grande  Taleur,  qui  a  lieu  quand  la  vitesse  ou  la  force  me 
eal  annalèe.  La  réaction,  proportionnelle  au  dèplacenMnt  z  supposé  rester  trèt- 

z 
petit,  est  Q'  palsqu'elle  doit,  pour  l'équilibre  sUtique.ètre  égaleàQ  quand  z=:f. 

On  a  donc  -  -r  +  Q  ©osa.  F: 


.      Ç^Qz         QF« 

=  \   — rf«=  — ,  d'où 

jo  r       «r 

'=rc08a +V  (^co8a)«H-V»/, 


ce  qui  donne  bien  :  h"  quand  cosa=0  (choc  horisontal),  F=:  V  y -^  ,    déplaco- 

9 
ment  purement  dynamique,  que  nous  pouTOns   appeler  F^  ;  S*  quand  cosa =d=4 

(choc  Tertical],  Fscdr/'-f  ^(^  -f  F^*,  expression  de  M.  Poncelet  ;  3»  quand  V=:0, 
cpsa=4  (simple  mise  en  charge),  F =3^,  résolut  trourè  par  Young. 
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qui  y  est  joint,  des  oscillations  isochrones,  dont  l'équation  se 
détermine  comme  pour  celles  du  pendule  simple  (^). 

Pour  assurer  la  stabilité  de  la  cohésion,  il  faut  calculer  ce  que 
M.  Ponceleta  appelé  la  résistance  vive^  et  Young  la  résilience  de 
la  pièce  ou  du  système^  à  savoir  la  puissance  vive  que  doit  pos- 
séder le  corps  heurtant,  ou  <  le  produit  de  son  poids  par  la 
hauteur  due  à  sa  vitesse  »  pour  être  capable  de  produire  la 
rupture,  ou,  plutôt,  de  faire  éprouver  à  la  partie  la  plus  éten- 

R 
due  du  système  l'allongement  t'=  -^  regardé  comme  ne  pou- 
vant être  dépassé  sans  danger  (*];  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  il  faut  calculer  le  travail  dynamique  total  des  réac- 
tions élastiques  opposées  jusque-là  par  la  pièce  ou  le  système 
heurté  (•). 

On  pourrait  déduire  l'expression  de  cette  puissance  vive  ou  de 
ce  travail  résistant,  de  celle  que  nous  venons  de  donner  du  dé- 
placement maximum  du  point  qui  reçoit  le  choc.  Mais  on  peut, 
plus  simplement,  avec  Young,  M.  Poncelet  et  M.  Clapeyron,  la 
calculer  d'une  manière  directe  et  prouver  avec  facilité  que  la 
résilience  est  proportionnelle  au  volume  d'une  pièce  heurtée,  et 
par  conséquent'  indépendante  du  rapport  mutuel  de  ses  trois  di- 
mensions; théorème  donné  par  Young  pour  le  choc  transver- 
sal (^)  et  que  Tredgold  a  facilement  étendu  au*choc'Iongitudinal, 
en  montrant  aussi  que  cette  même  quantité  est  proportionnelle 

R  ' 

à  R«f ,  ou  à  ce  quotient  —  qu'il  a  appelé  module  de  résilience; 

en  sorte  que  la  résistance  au  choc  est  comme  le  carré  de  la 

i 

cohésion  permanente  Ro  de  la  matière,  et  conune  sa  flexibilité^ 

qui  est  l'inverse  de  la  roideur  ou  du  module  d'élasticité  E. 


(')  Avec  iei  DfiMi  ttotaUow  oo  a  en  effet  — 7^  =  Q  comi doDirinlégrale 

^  9  dfl  f 


eit 


z  =A»ia+V/»coi«(»  +  -V>,fin('lV -Y 


(*)  Letturti  on  naiural  Philoiopky,  roi.  I,  p.  443. 

(S)  II.  Porcelet,  IntrodacUoii  â  UMéeanlqae  industrielle,  n"  347,  p.  394, 

(*)  Lecturti  on  fMiteral  Pkilowphy,  yol,  II,  lect.lX,  n«  337. 
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On  peut  même  prouver  facilement,  pour  un  système  d'un 

nombre  quelconque  de  pièces,  cette  proportionnalité  de  la  ré- 

R  * 
sistance  vive  au  quotient -^(^)^  et  aussi  sa  proportionnalité  au 

volume  totale  si  les  pièces  composantes  résistent  toutes  de  la 
même  manière,  et  si  elles  ont  des  dimensions  relatives  telles 
qu'elles  ne  courent  pas  plus  de  danger  de  rompre  Tune  que 
l'autre.  On  n'a  pour  cela  qu'à  considérer  et  calculer,  avec 
M.  Clapeyron  (*),  afin  de  l'égaler  ensuite  à  la  puissance  viye  du 


(A)  Car  N  f  est  le  dèplacemeQl  du  point  heurté,  et  il  P  est  la  Taleur  finale  de 
la  réaetiQii  dont  t'iiitensité,  nulle  en  eopaneiiçant,  est  lupposèe  restée  dans  les 

4 
limites  d«  sa  proportionntlitd  à  9,  le  triTtil  résistant  total  98t  -Pf.  Or  P  est  pro- 

2 

portioonel  i  la  tension  finale  R»  des  parties  les  plus  tendues,  et  f  l'est  â  leurs  di- 
latations  finales — .  Dono  le  traTaii  résistant  total^  ou  la  puissance  Tire  consommée, 

B 

est  bien  en  raison  directe  de  •-—. 

E 

Si  Ton  veut  évaluer  le  trarail  ou  la  résistance  Tire  jusqu'à  la  rupture  dite 
immédiate^  on  même  seulement  Jusqu'à  un  étatod  les  réactions  |»  ont  cessé d'ètro 
proportioopeMes  am  alloqgeoients  ou  aux  déplaceqiepiSi  il  faut,  copme  il  i  été 
fait  pour  la  résistance  Tire  de  rupture  des  barres  sollicitées  longitudinalemcnt 
dans  l'Introduction  à  la  Mécanique  industrielle  (n*  S96,  p.  358),  calculer  Tlnté- 

Cf 

grale  1  pdz,  où  Ton  suppose  p  connu  expérimentalement  en  fonction  de  z  par 


une  courbe  ou  autrement.  M.  Poncelet  a  donné  un  grand  nombre  de  valeurs  de 
cette  résistance  vive  en  calculant  l'intégrale  par  quadrature  graphique,  d'après  la 
valeur  de  la  traction  p  et  de  l'allongement  z  4o  diverses  pièces  de  fer  jusqu'à 
rupture,  et  en  a  déduit  des  conséquences  remarqqables. 

Si  Ton  admet  une  expression  empirique  telle  que  celle  qui  est  employée  à  la 
p.  4^6  diaprés  pour  calculer  la  résistance  statique  à  la  rupture  immédiate, 

tfesf^à-flirp  «i   Von  pr^n4   |ï  =  pM  —  M--)     L  «tl^roufp  V  pd2  = 

— ;— -  ff,  ou  le  produit  d'un  coelBeiont  numérique  — — -  par  le  poids  qui  isit 
iii"4"  4  »»"4"  ^ 

rompre  statiquemcnt,  et  par  rallongement  ou  la  flèche  à  l'instant  de  la  rupture. 
Ce  coefficient  a  pour  limites  4/3  (pourm=4),  et  4  (pour  m  grand).  La  quan- 

Cf 
tité  \    pâz  est  à  égaler  à  la  demi-force  vive  du  corps   heurtant,  réduite  à 


Q       V« 

— ,  comme  montre  M.  Poncelet,  s'il  frappe  sur  un  eorps  Q^  d'un  poids 


notable,  lié  au  système  heurté  dont  on  supposa  toujours  que  l'iiiertie  peut 
être  négligée.  (V.  n»*  sulvanu.) 
(*)  Septième  leçon  de  M,  Lamé^  de  4852, 
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cfNPps  heurtant»  le  travail  total  des  actions  intérieures,  qui  3e 
réduiseBt  pair  ezeaiple  aux  résistances  élastiques  de  toutes  les 
fibres  longitudinales  (les  pièces  si  elles  ne  sont  qu'étendues^ 
comprimées  ou  fléchies  ;  et  Ton  peut  même  déterminer  ainsi  la 
fraction  pmnérique  doiit  il  faut  affecter  le  produit  du  volutne  du 

système  par  le  mocfu/é-rp  pour  avoir  la  résistance  vive.  Cette 

4 

fraction  est  -  si  les  pièces  sont  prismatiques  et  toutes  étendues  ou 

I 

toutes  comprimées;  j-  si  elles  sont  encore  prismatiques  et  à 

section  rectan^aire^  et  toutes  fléchies;  enfin  J/6  si  ce  sont  de^ 
soUdesde  largeur  constante  et  d'épaisseur  variant  de  manière  à 
remplir  I9  condition  d'égale  résistance  (^).  Mais  le  même  principe 


{^)  Car,  I*  fltua  )e  cas  où  touiaa  le«  pitef  soal  étaDdoMy  «QmoM  on  tfippote 
que  eul  antlNBeBi  dans  une  proportion  ^ ,  si  <  et  «a  sont  la  longnenr  et  la 

section  de  l'nne  d'elles,  R«cd  est  sa  tension  finale,  ou  -R«cd  est  la  moyenne  des  len- 

sionssoceessÎTes,  qui  ont  commencé  par  sèro;  et  comme —  I  est  l'allongement  ou 

'  S  B         S   B 

le  traTail.  qui  est,  comnie  on  foit.  -  de  —  mulUplié  par  le  volume, 

SB 

S*  S|  fooiM  If  S  pièoes  sont  des  prismes  reetang  les  |16chis  par  des  forées  pa- 
rallèles 4  l'épaisseur,  les  fibres  éprouTenl,  à  irayers  une  même  section,  des  ten- 
sions variant  uniformément  de  0  à  R«,  et  des  dilatations   Tariant  de  même  de 

0  à  —  dans  le  sens  de  Têpaisseur.  Le  trayait  total,  tu  qu'on  a .  en  général 

\    f-j<lv=^a,  ne  sera,  poarchaqu»élément  de  la  longaeur,  que  le  4/3  de 

M  qo*il  serait  s'il  y  arait  tension  et  dilatation  aniforme.  Pareille  rédnetion  4  4/8 
devra  avoir  lieu  en  raison  des  variations  uniformes  des  tensions  et  des  dilala- 

4    4    4         4 
tions  dans  le  sens  de  |a  longueur.  Il  en  résulte  bien  r  •  r  «'r  =  70  du  produit  de 

3    3    3        I0 

--^  par  le  volume. 
E 

3*  81  les  pièces  sont  d'égale  résistance,  la  plus  grande  tension  est  la  même 

pour  tontes  les  sections  ;  mais  comme  les  aires  des  sections  son(  comme  l9s  puis- 
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ne  sera  pas  applicable  si  quelques  pièces  d'un  système  sont 

étendues,  d*autres  comprimées,  ou  d'autres  fléchies,  etc. 

Young  se  livre,  à  cette  occasion,  à  diverses  considérations 

pratiques  sur  les  trois  qualités  à  rechercher  dans  les  pièces,  la 

roideur  (sti/fness)  qui  dépend  du  coefficient  E;  la  résistance 

{strength)  du  coefficient  R  on  R,;  enfin  la  résilience,  qu'on 

R  * 
vient  de  voir  mesurée  par  ~.  Pour  un  plafond  la  roideur  est 

surtout  désirable,  pour  un  navire  la  résistance,  pour  une  chaîne 
la  résilience,  pour  un  ressort  de  voiture  la  résilience  avec  la 
flexibilité^  c'est-à-dire  peu  de  roideur. 

En  étendant^  comme  nous  venons  de  dire  dans  une  note,  ces 
distinctions  aux  charges  capables  d'altérer  la  contexture  et 
même  de  rompre,  M.  Poncelet  a  conseillé  remploi  du  fer  doux 
et  ductile  plutôt  que  du  fer  fort  pour  les  chatnes-cftbles  de  ma- 
rine qui  ont  à  supporter  des  chocs,  en  montrant  par  ses  cal- 
culs (')  que  ces  derniers  fers,  quoique  résistant  mieux  à  une 
charge  morte,  peuvent  offrir  jusqu'à  cinquante  fois  moins  de 
résistance  vive  que  les  premiers,  qui  ont  aussi  l'avantage  d'aver- 
tir du  danger  par  les  grands  allongements  permanents  qui 
précèdent  la  rupture. 

LI.  Prise  en  considération  de  la  masse  des  pièces 
hevrtées,  qaaot  an  partage  de  la  Tltesse  Initiale. 
Trcid^old.  M.  Hodyklnson.  —  Pour  tenir  compte  de  la 
masse,  négligée  par  Young,  de  la  pièce  appuyée  aux  deux  bouts 
et  heurtée  transversalement  au  milieu,  M.  Tredgold  l'a  fait  en- 
trer en  partage  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  masse  heur- 
tante, ce  qui  diminue  la  vitesse  qu'on  doit  regarder  comme 
initiale  parce  que  c'est  celle  qty  est  possédée,  au  premier  instant 


I:-Vf=l- 


stttces  l/l  des  disUooes  à  ane  eUrèmiié,  el  comoie  \^d:e  1/ •-  = 'a,  le  irmil 

toul  ^*'  '^  j*  iT'  3       P"**"**  *•  ^»  longueur  par  |a  plus  grande  secUon  et 

i    R.* 
par  conséquent  les  ~ .  -^  du  Tolume. 

S     3E 

(<}  Introduction  i  laMéeanique  industrielle,  4839,  n*'  I96,i97,998,  p.  357-361. 
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qui  suit  le  choc,  par  la  masse  heurtante  et  par  le  point  heurté^  sur 
lequel  il  concentre  la  masse  de  la  pièce.  Pdis,  supposant  toujours 
que  la  courbure  et  la  réaction  élastique  sont  les  mêmes,  à  chaque 
instant,  que  dans  la  flexion  statique^  Tredgold  calcule  la  gran- 
deur que  la  flèche  de  flexion  doit  atteindre  pour  que  les  réac- 
tions anéantissent  la  vitesse  ainsi  réduite .('). 

M.  Ëaton  Hodgkinson  a  remarqué  que  dans  ce  calcul  la  masse 
de  la  pièce  devait  être  réduite  dans  une  certaine  proportion, 
parce  qu'elle  n'est  pas  libre,  et  que  ses  points  prennent  à  chaque 
instant  tous  les  degrés  de  vitesse  depuis  les  appuis  jusqu'au 
milieu.  Ika  reconnu  que  la  formule  de  Tredgold,  avec  cette  mo- 
dification, satisfaisait  assez  approximativement  à  ses  nom- 
breuses expériences  en  fixant  à  0,^1,  ou  plutôt,  comme  il  le 
conseille,  à  i/^  la  proportion  de  la  masse  de  la  barre  qu'on  sup- 
pose partager  ainsi,  comme  ferait  un  corps  libre,  la  quantité 
de  mouvemement  imprimée  (*J« 

Cette  proportion  peut  être  fixée  d'une  manière  générale  et 
fort  plausible  en  divisant,  à  un  instant  quelconque,  la  puissance 
vive  du  système  heurté  par  celle  qu'il  posséderait  si  les  vitesses 
de  tous  ses  points  étaient  égales  à  celle  du  point  qui  reçoit  le 
choc;  calcul  facile  puisque  en  supposant  que  les  déplacements 
de  ses  points  s'opèrent  comme  par  une  pression  statique,  on 
connaît  les  rapports  qu'ils  ont  entre  eux.  Cela  revient  à  égaler, 
conmie  dans  la  théorie  du  choc  des  corps  libres  restant  unis 
ensuite  l'un  à  l'autre,  la  diminution  de  force  vive  totale  causée 
par  le  choc,  à  la  force  vive  du  corps  heurtant,  due  à  la  vitesse 
qu'il  a  perdue  par  le  choc,  plus  celle  que  le  choc  a  fait  prendre 
brusquement  au  système  heurté  ('].  On  trouve  ainsi  la  fraction 


(>}  Eiui  sur  la  force  du  fer  coulé  {Strenglh  of  east  iroa),  Iraduclion  française 
de  M.  Durerne  sur  la  deuilème  édlUoa,  48S6,  fection  XI;  surtout  aux  u*^  251 
et  S64 .  Ou  Douvelle  éditiOD  aoglaise,  ■*  303.  Et  Blemeniary  PrincipUi  of  CarpeB" 
Iry.  i'ed-,48W,o«43S-. 

O  Report  of  ihe  Commiakmerê  appohUed  to  inqitin  irUo  tke  Application  of 
Jrom  to  Baiiway'Strveluret  4849,  Appeudix  A^  page  4.  — £1,  aussi^  Falrbairo,  de 
rAppUcaUon  de  la  dmtm  de  fer  et  de  de  la  tOle  dans  les  construciioof,  traduit  par 
M.  Perret -PorU,  4857,  page  448  (note). 

P  P  V.' 

(')  Ed  effet,  -  éUDt  la  masse  du  s|stdine  heurte,  et  A-  -  -~«  sa  puissance  rive. 

9  g  ^ 
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—  =0$  4857  pour  lê  cas  do  ohoc  transversal^  ce  qui  ne  diSère 
35 

point,  dans  la  limite  d^exaetîtude  des  expériences,  du  nombre 
0,47  ou  0,50  qu'elles  ont  donné  moyennement  à  M.  Hodgkinson^ 
et  on  trouve  i/3  pour  le  choc  longitudinal  (*).  Or  cela  est  tout 
à  fait  conforme  avec  ce  que  donnant  les  formules  exactes  dont 
on  parlera  aux  n"  LV  et  LVÏ,  quand  on  se  tient  à  leurs  termes 
les  plus  Influents,  c^est-à-dire  aux  deux  premiers  de  leurs  dé- 
veloppements en  série  (*). 


lorsque  le  point  heurté  possède  la  tilesse  V^,  l'égalité  dont  nous  Tenons  de  parler 
sera  : 

d'où,  pour  la  TÎtesse  du  corps  heurtant  et  dû  point  heiitté,  à  Flnsfairt  (|ut  sait  le 
ehoc,  la  valeur 

Q 

Q 

la  mémo  que  si  la  quanUté  de  mouTeraent  imprimé  -V  se  partageait  enlredeui 

0      AP 
masses  libres  -  et  —,  en  sorte  que  k  est  bien  la  proportion  que  Ton  cherchait. 

9       9 
.  (1)  En  eflTet,  quand  une  barre  de  longueur  a  est  fliée  i  «n  bout  et  tirée  à  l'autre, 
comme  son  allongement  statique  est  unirorme,  si  x  est  la  dislance  d'un  quel-    , 
conque  de  ses  points  au  preàiier  bout,  et  V^  la  ritesse  de  l'autre,  oft  a  pour  ià 
somme  des  puissances  yIycs  dei  éléments  : 

rapcto   4 /vy^i^P   V^ 

Jo  9«      2  V  «  /         3  y      2  '  ' 

Et  quand  celte  barre,  d'une  longueur  a^  Sa,  est  soutenue  aux  deux  bouts  et 

sollicitée  transversalement  au  milieu,  si  z'  est  le  déplacemeul  tranaversal  d'un 

de  ses  points  A  une  distance  x  du  milieu,  où  z  est  le  déplacement,  comme  on 

3r  rax*       sfl\ 
a  (»•  86,  p.  7Î  ci-après)  «'  =  z jl"i T  )*  **■  trouve 

« 

(*)  De  ce  résultat  relatif  au  choc  trUnsversal,  combiné  avec  ce  qu'en  a  trouvé 
au  numéro  précédent  el  à  sa  note,  il  résulte  que  si  un  poids  Q  heurte  horisonta- 

lement^  an  milieu,  avec  une  vitesse  VrzySpH,  une  barre  d'une  longueur  {et 
d'un  poids  P,  en  sorte  <|ue,  B  étant  sbn  élasticité  et  I  le  moment  d'inertie  de  sa 
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LTI.  Pri0«  en  eonsldération  de  leor  IneMie^ 
eontaiie  ciMise  que  leurs  parties  n^entreiii  en  moa- 
▼emeni  que  sueeesslTement.  —  Mais  Young,  dont  la 
perspicacité  a  embrassé  comme  d'un  seul  coup  d'œil  presque 
tous  les  points  du  sujet  qu'il  a  traité^  a  très-bien  observé  que 
le  mouvement  n'est  pas  instantanément  conitnuniqué  à  toutes 
les  parties  d'une  pièce  soumise  à  un  choc^  vu  que  leur  inertie 
s'y  oppose,  en  sorte  qu'il  faut  tm  certain  temps  poUf  que  l'eâet 
s'en  propagé  du  point  qui  le  reçoit  aux  extrémités  [^).  Si  dônc^ 
continue-t-il^  la  vitesse  avec  laquelle  arrive  le  corps  heurtant 
est  i  la  vitesse  de  propagation  de  l'ébranlement,  qui  dépend 


MetioB,  /=  j—  est  la  flèche  lUUqua  que  la  poids  Q  lui  ferait  prendre,  on 
aura  pow  la  flèeke  df  sanique 

P  = 


£lemit  aa  earr6  et  remplaçant  F*  par  F.—/,  Q'  étant  le  poids  capable  de 

donner  iiaiiqneDMnt  la  flèche  F,  on  a  la  relation  de  lf<  HodgUnion 

Q2(Q  +  AP) 

donnée  A  la  page  448  (note)  de  la  traduction  citée  de  ronvrage  de  M.  Fairhairn. 

Et  si  le  poids  Q  heurte  Terllcalemeot  la  barre  eo  tombant  de  la  hauteur  H,  on 
a  (noie  du  numéro  précèdent]  pour  la  flèche  dynamique  prise  en  lus  de  la  flèche 

statique  que  la  barre  prenait  déjà  sous  son  profTt  pcidSf  eo  faisant  A  =  ^, 


F=    ~        -    -  -  •     '      .     .     « 


4SB1  ^  V  V48Eiy  ^  S4EI  '  47  P* 

O'P  Q'  4   /         96iï  H        \ 

d'oé,  eomme  F=  ^,  reipression  ^  «  4  +  y  4  +  ^ jy^,  V^h 


4*7  P  _  <         -î  i  /.    .    ^9ÎEI 

■«ne  en  négligeant  -g  -  derant  4,  diflère  de  oelle  â  +  S  V         ~ô?"  " 

a  été  donnée  par  M.  Lemoine  dans  une  nete  inêéré«f  ant  ^fMMlei  tfes  PonU  0t 
Ckauêâin  en  4869,  4*^  temeslre,  page  399. 
(f)  A  Couru  of  LedtÊrea,  etc.,  Toi.  I,  p.  444. 
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du  module  d'élasticité  de  ia  matière  de  la  pièce  heurtée,  dans 
un  plus  grand  rapport  que  l'extension  ou  kt  compression  suscep- 
tible d'être  supportée  par  un  prisme  de  cette  matière,  est  à  sa 
longueur  totale,  sa  résilience  sera  vaincue,  et  le  corps  heurtant, 
quelque  petit  que  soit  son  volume,  le  brisera^  ou  bien  y  fera 
quelque  impressiqn  permanente  exigeant  que  sa  contexture  soit 
altérée,  au  moins  à  Tendroit  soumis  au  choc. 

On  voit  qu'il  ne  suflSt  pas,  pour  assurer  la  résistance  à  une 
impulsion  (en  supposant  même  que  les  petites  impressions  pu- 
rement locales  soient  sans  danger)  de  calculer  et  de  limiter  l'al- 
longement maximum  totale  ou  la  plus  grande  dilatation  moyenne 
d'une  pièce  droite  quand  elle  est  heurtée  longitudinalement 
(comme  les  tiges  de  ponts  suspendus)  ni  saplus  grande  flèche  et 
la  plus  grande  courbure  statique  correspondante  si  elle  est  heur- 
tée transversalement  comme  une  poutre  dé  pont).  Il  faut  en- 
core savoir  calculer,  afin  de  les  limiter  de  même,  les  dilatations 
individuelles  des  diverses  parties  de  la  première,  et  les  cour- 
bures prises  successivement  aux  différents  points  de  la  seconde 
(et  qui  déterminent  les  extensions  des  fibres  du  côté  convexe), 
vu  que  ces  dilatations  et  ces  courbures  peuvent  être,  en  quelques 
endroits  et  à  quelques  instants,  considérablement  au-dessus  des 
autres,  d'où  il  suit  qu'on  n'a  aucune  sécurité  en  établissant  les 
conditions  de  résistance  par  les  calculs  du  n^  précédent,  pour 
peu  que  la  masse  de  la  pièce  heurtée  approche  ou  surpasse  la 
masse  du  corps  heurtant. 

LUI.  Oalcal  da  moiiTeiiieiii  des  diverses  parties. 
Cordes  et  lames.  Taylor.  D.  Bentoalll.  Enler. 
D'Alembert.  — Le  calcul  des  modifications  successives  d'une 
pièce  Vibrante,  ou  la  mise  en  compte  complète  de  l'inertie  de 
ses  parties,  dépend  de  travaux  qui  ont  occupé  les  plus  grands 
géomètres  depuis  un  siècle  et  demi,  et  des  intégrations  qu'ils 
ont  appris  à  opérer  des  équations  au&  dérivées  partielles  li- 
néaires du  second  et  du  quatrième  ordre  avec  conditions  défi- 
nies aux  limites,  dans  la  vue  surtout  de  déterminer  les  lois  de 
la  production  et  de  la  propagation  du  son  par  les  cordes,  les 
lames  et  les  colonnes  d'air  vibrantes. 

Sauveur,  élu  en  i696  membre  de  l'Académie  des  sciences. 
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avait  déterminé  analyiiquement,  en  se  fondant  sur  la  théorie  du 
pendule  et  des  centres  d'oscillation^  les  rapports  mutuels  des 
nombres  de  vibrations  fournis  par  des  cordes  tendues  de  diffé- 
rentes longueurs  et  de  différents  poids  (^]. 

Mais  ce  fut  Taylor  qui  mit  sur  la  voie  de  déterminer  la  forme 
affectée  par  une  corde  pendant  qu'elle  oscille,  en  prouvant  [*) 
que  si  elle  a  initialement,  c'est-à-dire  au  moment  où  on  la  l&che, 
la  forme  de  la  compagne  de  la  cycloïde,  appelée  aussi  trochoïde 
ou  êinusoide  parce  que  ses  diverses  ordonnées  sont  proportion- 
nelles aux  sinus  de  mêmes  multiples  des  abscisses  correspon- 
dantes^ elle  conservera  pendant  ses  vibrations  constamment  cette 
même  forme,  en  sorte  qu'elle  redeviendra  périodiquement  reC' 
tiligne.  Il  avança,  au  reste^  l'opinion  hasardée  que  quel  qiie 
fût  l'état  initial,  cette  forme  de  trochoïde  serait  prise  au  bout  de 
peu  de  temps  et  était  nécessaire  à  la  régularité  des  vibrations. 

Jean  Benioulli  arriva  analytiquement  au  résultat  principal  de 
Taylor  (')  en  commençant  par  considérer  une  corde  sans  masse, 
mais  chargée,  à  des  distances  égales,  de  diverses  masses  étran- 
gères qu'il  finit  par  multiplier  à  l'infini  en  les  atténuant. 

Peu  après  Daniel  Beruoulii  s'occupa  des  lames  élastiques,  et 
proposa  a  Euier,  sur  les  petites  oscillations  de  celles  qui  sont  en- 
Cttstrées  à  une  extrémité,  un  problème  dont  celui-ci  donna  une 
solution  en  i  734  (^J. 

D.  Bemoulli  lui  adressa  alors  de  nouvelles  lettres,  offrant 
des  vues  neuves  C'],  et  publia  en  1741-1743,  sur  le  même  su- 
jet, deux  mémohres  où  il  l'envisage  analytiquement  d'une  ma- 
nière plus  générale,  avec  deux  séries  d'expériences  confirma- 
tives  (')•  U  ne  posa  pas  encore  l'équation  aux  dérivées  partielles 


(*)  Mémoiref  de  l'Académie,  4743.  U  rappelle  qa'aiu  tomes  de  4700,  4704, 
4701,  4707,  4714,  U  a  éubll  lei  foodemeoisde  FAcouitique. 

(*}  SâetkoUuê  ùuremenUiTum  direcia  et  inverta,  Loodini,  4747;  page  89,  pro- 
poMUo  XXJI,  problema  XVU.  Vejinire  motum  nervi  ienti, 

(*)0Euvres,  u lU,  a*  CXL.  Meditatûmesée  chordië  vibrantiàut. 

{*)  De  minèmU  oêcUlaUonUna  carporum  tam  riçidorum  quam  flexibiUum  nu* 
tkoduê  noqa  et  facUit.  Tome  VU  des  Anciens  Gommenlaires  de  l*Acad.  de  Saioi- 
t*diersbourg.  Vojei  aussi  t.  VIII. 

(*)  Tome  Xlli  des  môme  CommenUireSy  page  4.  SsQcerpta  ex  Utteris  à  Danieie 
BernoutU  ad  Leonardwn  BuUrvm. 

(<}  Mdme  lome,  p.  405.  J>e  vi^<UkmibuM  et  êono  laminanim  eUutiearum  DU" 

tertaUo,  — Et  plus  loio,  De  tono  tommamm experientiœ.  —  Eofln,  De  sonU 

mulUfariii  quoe  lantina  eUutieœdweramodé  eduiU,  experimeniU  UUuirata. 
I.  •  o 
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dont  Pune  des  variables  principales  6sUq  temps,  Tautve  Taboissa 
comptée  suivant  la  longueur  de  la  lame  ;  mais,  assimilant  le 
mouvement  transversal  oscillatoire  de  chaque  élément  à  celui 
d'un  pendule  simple,  il. rechercha  quelle  courbe  devait,  pour  la 
lame  oscillante,  remplacer  la  sinusoïde  donnée  par  Taylor  pour 
la  corde,  ou  donner  lieu  au  retour  périodique  à  Tétat  rectiiigne 
et  conserver,  la  même  forme  sauf  l'amplitude  des  écarts.  Il 
trouva  que  l'ordonnée  de  cettQ  courbe  dépendait  d'une  équa- 
tion simplement  différentielle  du  quatrième  ordre;  et,  se  ser- 
vant d'une  intégrale  de  ces  ftortes  d'équations,  due  à  Ëuler  (*), 
il  donna  pour  les  écarts  transversaux  deis  points  de  la  lame,  en 
*  fonction  des  distances  à  une  extrémité,  une  expression  composée 
de  quatre  teripes,  savoir  :  i"*  depx  semblables  à  ceux  qui  satis** 
font  à  récpiation  du  second  opdre  relative  à  la  corde  tendue  par^ 
faitement  flexible,  et  où  l'abscisse  est  engagée  dans  d^s  exponen*- 
tielles  imaginaires  à  exposants  égai}x  au  signe  près,  ou,  ce  qui 
revient  au  môme,  deux  termes  où  elle  entre  dans  la  ^inuii  et 
dans  le  cosinus  circulaire  d'un  même  arc  ^  â*  deux  termes  où 
Tabscisse  est  engagée  dans  des  exponentielles  à  (sxposant^  réels, 
aussi  égaux  et  de  signe  contraire,  et  qui  peuvent  être  remplacés 
par  deux  termes  affectés  de  ce  qu'on  nomme  aujourd'hui  un 
sinus  et  un  cosinus  hyperbolique. 

Dans  son  dernier  mémoire,  D.  Bernoulli  suppose  succasfiive«r 
ment  la  lame  encastrée  k  un  bout;  libre  (ou  suspendue  à  un  fil 
suffisamment  long);  encastrée  aux  depx  bouts;  enfin  simpldr 
ment  attachée,  c^ekUh-àirB  posée  et  soutenue  aux  deux  extré^ 
mités,  autour  desquelles  ella  peut  pivoter  librement.  L'expér 
rienœ  confirme,  quant  aux  son^  rendus,  les  résultats  comparatifs 
de  calculs  pour  des  lames  de  diflërentes  longueurs  et  de  diffé- 
rents poids,  attachées  des  différentes  manières  considérées. 

Euler  y  ajouta  beaucoup  à  la  fia  de  son  célèbre  mémoire  De 
curvis  elastids  ('),  toujours  en  regardant  comme  <(  absolument 
nécessaire  b  (a''  65  de  ce  aiéipoire)  de  connaître  préalablement 
a  la  courbe  que  la  lame  prend  pendant  qu'elle  oscille;  x>  con- 
naissance quil  croit  lui  être  fournie  par  Tintégration  de  l'équa- 


(<)  Académie  de  Berlin,  t.  vu. 

(*)  Aflditameniwm  au  grand ouyrai^e  Btethodus  invenieiidi,  etc,,  i^*"  63à&)S. 


tioD  simplemeai  différentielle  t-^  =  ^ .  U  y  montre  que  le  calcul 

des  inuUîp|ic$teur$  dopt  l'abspiss^  x  e^  affectée  d^p^  )e^  p^ppr 
oenflelles  et  (|ans  les  sinus,  ^t  p^r  conséquent  la  f}^t|3^|p^t(9{) 
dp  non^l^re  4es  osc|Ilatiqp9  selon  les  dfy^F^  fpiipjères  dqnt  ^ 
Iftme  pst  attac)iép  pu  souf^nqe^  dépend  de  1^  so}qtipn  d^  ^vfsr^s 
^uaMons  tr^scpndanteg  (');  fpais  |1  p'ei)  pi(}cu|^  qpel«  p)p« 
petite  Tffimy  la  ^{{fg  gii^jj  ÇFPJe  utjlp  de  pqpnaltrp. 

Mais,  dfHïs  \f^  q}êq)e  f^pnée  j747,  4'A}pfpl)Prt  mpntR^t  (?)  qp^ 
la  fjéterpiiq^tjpp  pppipl^te  et  gén^i^le  dp»  ipouveipept^  4'une 
cpr^  yi^p(nt0y  ou  de  |a  suitf^  in4étinie  fl^s  petits  ép^fife  t9»B4- 
venauf  de  s^  ppints,  jjéppndait  dp  ia  sq)ptiop  4'upft  f^q»UQ9 
aux  (diffpFPpces  partielles  du  sepond  or^re  ^pnt  ('une  deç  40li<lf^ 
yar|fii>l^  indépepjf^^nt^;  ps^  le  /em^i,  T^ptrp  l^absci^;  pt  \\ 

donnait  de  cette  équation  j-i+«  -y^  =^  l'intégrale  gépérale 

cppppe,  cQpt^papt  |lei}x  fi[>nptipns  arbitraires.  D'où  il  confiluait^ 
coipm^  eU^  peut  rjspréi^qter  ume  infinité  de  pourbes,  que  la  corde 
pept  affffpter  tppte  sorte  de  fqrm^  dans  sa  vibration. 

L'année  suivante,  Euler,  après  avoir  rectifié  l'analyse  de 
d'Al^nfbeft  ea  ce  qu|  reg^r4e  la  déterp^ioatÎQp  de^  fopctiQn«  ar- 
Jntr^ir^  ppujrup  ^^t  initial  doppé,  pppqyala  p9^ipecbPS|Bd*upe 
^utrp  manièrp,  ,ep  piontpant  (')  que  l'écart  op  Tqrdpppée  de  la 
corde,  ^  lieu  (l'^tpe  pu  ^  ^pvenir,  ^p  bpp^  4e  ppu  4e  tpmp«; 
comme  Tavait  soutenu  Taylor,  ][yropprtipppplle  ap  sinus  4'up 
ipultiple  déterminé  de  l'abscisse^  pORV^ft  bien  être  représentée 
par  la  sopupe  d'un  ppfpb)^  qpelcopgpe,  m^iie  infini,  de  tenpi^ 
aféctés  4^  s|p^3  4'une  suite  de  n^ultîples  ay^plt  ei)tr^  pux  pour 
rapports  peiuj:  4es  noFpbres  naturels  };  2»^,  4-,  ......  icp  qpî 

doqne  ppe  variété  infinie  de  cpurbes. 

Étonné  de  ces  résultats  et  disposé  d'abord  à  les  nier,  parce 


fJ)  TpMemv* iîo»i»:55±l,  Uof  m^  -*- . 

(*)  RMherchM  sur  la  courb«  qoe  forme  ose  opr/to  Undne  nûse  en  Tibr^tlpo. 
Académie  de  Berlin,  4747,  p.  %ik  et  220. 
(•)  Aead.  de  Berlin,  474S.  p.  S9.  Snrlna  vil>raUon9  dea  eordea.! 


CCXXViij  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

qu'il  ne  reconndssait  qu'à  la  sinusoïde  de  Taylor  la  propriété 
de  donner  des  vibrations  a  régulières^  simples  et  isochrones 
malgré  l'inégalité  des  petites  ekcursions^  d  Daniel  Bemoullî 
aperçut  bientôt  (*)  qu'on  pouvait  tout  concilier  en  c  faisant  un 
examen  synthétique  de  la  question  posée^  b  examen  sans  lequel 
on  est  en  général  sujet,  dit-il,  à  se  laisser  surprendre  plutôt 
qu'éclairer  par  les  résultats  d'une  analyse  abstraite.  11  montra 
donc  que  les  vibrations  nouvelles  de  d'Alembert  et  d'Ëuler  pou- 
vaient être  admises^  mais  dans  un  sens  nouveau  aussi^  et  en 
quelque  sorte  impropre  ;  qu'une  corde  tendue  pouvait  exécuter 
de  plusieurs  manières  des  vibrations  simples  et  isochrones; 
savoir  en  oscillant  dans  son  entier^  ou  partagée  en  deux»  trois» 

quatre parties  égales  offrant  autant  de  ventres  avec  nœuds 

immobiles  intermédiaires;  qu'on  pouvait^  en  mêlant  ces  vibra- 
tions de  divers  ordres  dans  des  proportions  quelconques^  dé- 
terminées à  volonté  par  les  grandeurs  des  coefficients  dont 
on  affecte  les  divers  sinus^  produire  des  formes  aussi  quel- 
conques^  et  que  les  courbes  nouvelles  de  MM.  d'Alembert  et 
Ëuler  n'étaient  absolument  que  de  pareils  mélanges  de  vibra- 
tions tayloriennes. 

Ce  fut  à  cette  occasion  que  le  célèbre  géomètre  révéla  le  Ca- 
meux  principe  physique  de  la  coexistence  dans  les  corps^  dans 
les  systèmes  et  jusque  dans  Tair,  des  petites  oscillations  qui  se 
produisent,  se  continuent  et  se  propagent  indépendamment  les 
unes  des  autres,  tout  en  se  superposant  (*). 

Ëuler  n'admit  pas  de  suite  (*)  qu'un  mélange  de  sinusoïdes, 
en  nombre  môme  infini,  pût  produire  toutes  les  courbes  pos- 
sibles. Et  d'Alembert,  après  avoir  tenté  de  prouver  le  contraire^), 
le  niait  encore  huit  ans  après  {^)y  alléguant  le  cas  où  la  figure 
initiale  de  la  corde  sevaii  discontinue ^  telle  qu'une  ligne  brisée  ou 


('}  Acid.  de  Berlin.  Réflexions  et  éclaircissements  sur  les  nouyelles  ?ibraUons 
des  corps  exposes  dans  les  Mémoires  de  rAcadémie  de  4747  ei  474S. 

(*)  Même  Académie  4763.  Sur  le  mélange  de  plusieurs  espèces  de  vibratioas 
simples  et  isochrones  qui  peuvent  coexister  dans  un  système  de  corps  ;  p.  473. 

(S)  Même  Tolnme  de  4753^  p.  496. 

{^}  Article  Fondamental  (en  musique]  de  l'Encyclopédie. 

(*)  Opuscules,  t.  1, 4764,  p.  4  et  66.  Idem,  supplément;  et,  ensuite^ t.  IV,  4768. 
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anguleuiey  et  ajoutant  que  D.  BernouUî  Ini-mème  avait  senti  la 
difficulté  (*).  *  ^ 

LIV.  Solntioii  eomplète  poar  la  eorde  d'abord, 
pals  poar  les  lames,  ete.  lia^ranse;  sa  formale 
de  rédaetloa  en  série  de  slnas.  Formales  d'^a- 
1er,  de  Foarler.  Relations  de  Polssoo,  de  Caa- 
eliy.  —  La  difficulté  fut  levée  (ainsi  que  d'Alembert  parut 
bientôt  le  reconnaître)  par  le  célèbre  mémoire  de  Lagrange^  de 
1759  ('),  où  il  jette  les  fondements  du  calcul  aux  différences 
partielles^  constitué  de  nos  jours  par  Fourier  et  ses  émules; 
mémoire  dans  lequel^  en  partageant  d'abord  la  corde  en  un 
nombre  fini  de  parties,  Lagrange  apprit  à  déterminer,  par  un 
genre  nouveau  d'élimination,  les  coefficients  de  la  série  de  pa- 
reil nombre  de  sinus  qui  est  capable  de  représenter,  en  fonction 
de  Tabscisse,  toutes  les  ordonnées  des  points  de  division  quelles 
que  soient  leurs  grandeurs  diverses  (*).  La  chose  parut  plus 
daiie  après  les  développements,  et  les  considérations  plus  di- 
rectes, d'un  mémoire  de  1762  (^],  où  Lagrange  remplace  de 
suite  par  une  intégration,  entre  les  deux  extrémités  de  la  corde, 
l'addition  qu*il  opérait  d'un  nombre  très-grand  de  séries,  suivie 
de  la  supposition  que  ce  nombre  était  infini  ;  et  où  il  donna  en 
conséquence  une  formule  très-générale  de  développement  de 
toute  fonction  considérée  entre  deux  limites  données  de  sa  va- 
riable ('}• 

Alors  on  comprit  que  les  lignes  brisées  ne  faisaient  pas  ex- 
ception, et  l'on  posséda  une  méthode  sûre  et  facile  pour  déter- 


(^)  lovnal  des  Savants  ;  jwirf  4758. 

(*)  MèBOiras  (niiaedianea),  de  Taris,  t«  I.  Recberebes  «ar  la  natore  pi  la  pro» 
pafatioa  do  bod. 

(*)  On  peut  voir  ee  caleal  ao  Réramé  dea  leçons  d'analyse  de  l'£cole  polytech- 
nique, de  Varier,  n*  494 . 

(*)  Mémoires  de  Turin.  I.  III*  Solution  de  diCTérents  problèmes  de  calcul  inté- 
gral, et  applications  aux  eordes  sonores. 

(»)  C'est  la  formule  9  {x)  =-    2      I  \  ®  K)  •'■  — <**'  !*•"  —  ,  oii  •  re- 

«  j^l   L.lo  •  «         J        a 

présente  tous  les  nombres  entiers  do  4  à  IMnflni;  et  0,  a  sont  les  deux  limites 
entre  lesquelles  on  teut  représenter  par  une  série  de  sinus  la  fonettoo  quel- 
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tfaioef  par  Ate$  iËid^ftles  d^fintei^  câlculéeè  idit  atial  jtiquemènt^ 
soit  au  besoin  par  des  quadratures,  la  suite  des  côeiiiciëtltiî  Ah 
séries  de  sinus  multiples,  toujours  convergentes,  capables  de 
représenter  toute  espèce  de  fonctiod  continue  ou  discontinue^ 
bu  même  des  parités  aé  fonctions  ayant  des  valeurs  données 
èntire  cerlaihes  liinltes^  et  s^annuiant  au  delà  comme  en  deçà. 

bn  pût  trouver  en  conséquence^  jpoiir  lin  état  initial  quelconque 
d'uiie  corde  vibrante^  la  suite  des  formes  par  lesquelles  elle  doit 
passer^  et  par  un  procédé  ayant  sur  celui  de  d'Âlembert  l'avan- 
tagé  dé  distinguer  les  vibrations  des  divers  ordres  qui  se  ^upei*- 
posenl  et  qui  rendent  des  sons  différents^  se  faisant  simultané- 
ment entendre  avec  dés  degrés  très-divers  d'intensité. 

Mais  d'autres  jprbblë'mes  dé  physique  inaihémâiiqùépeuveiit 
se  présenter  que  celui  dé  là  cordé  vibrànlé.  Lés  équations  aiix 
différences  partielles  qui  expriment,  ëomihé  le.  remarqué  Nà- 
viéir  (^),  les  lois  générales  dés  principaux  pliénomëhés  dont 
i^'étudè  est  l'objet  de  là  phiiôsbpnié  hàiùt'elie,  peuvent  être 
d'ùiié  autre  ifoi'mé  et  d'uii  autre  ordre,  ainsi  que  les  cohdilîoiis 
défimes  que  doivent  remplir  certaines  valeurs  particulières  de^ 
l'inconnue  qui  y  est  engagée.  Eiiler,  lé  pressentant  sans  doute, 
a  donné  en  \llii  déns  un  dé  ses  derniers  mémoires  (^j,  plu- 
sieurs JTormûles  de  développement  où  les  sinus  sont  remplacés 
pair  dés  cobinus  d'aires  prbcéâàni  d*ùné  manière  ùii  peli  diËé- 
ren^,  mais  toujoûî*s  par  progression  arithmétique.  Et  ces 
sortes  de  solutions  ont  été,  comme  on  sait,  considérablement 
èteiidbes  par  t^'oûrier  dans  son  immortelle  î%èorîe  àe  ïa  cha- 
leur ('),  où  l'on  trouvé  des  sériés  dans  lesquelles,  au  lied  de 
nombres  équidifférents-,  les  arcs  successifs  ont  pour  multiplica- 
teurs les  racines,  en  nombre  infini >  de  diverses  équations 
transtoendantes  comnve  loéllés  qui  ^e  sont  ^réMitées  à  E^liier 


(>)  Leçons  d'inalyie  de  l'École  polytechnique,  n*  487. 

(<)  Methoâus  facUU  iuveniendi  certes  per  Htuu  cosinusve  angtdorum  mulH- 
pUnwn  procedénteit.  Et,  sartôat  :  DUquiaiHo  uUerior  tuper  wridku  seciMdùm 
tmUHpla  éjutdem  angtai  projrredtenlt&tM  ;  littprlinéB  feulement  en  1798  au  t.  XI 
tfet  Nova  aeià  de  Saint-Pèlersbovrg,  p.  9.4  et  444. 

^  publia  en  4S<a,  mais  préeédée  de  divers  teémolres  intérêt  à  eeai  de  tttt- 
stitut  et  au  Journal  de  l'École  polytechnique. 
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dtttts  s0é  tftiviiUx  oitél  ëUIf  leé  vibrations  des  lames  (&*  LIII)^ 
Mais  dont  il  ne  pyenAit,  avons-noii»  dit,  que  lu  plus  petite  ta*' 
cine,  parce  qu'il  ne  considérait,  comme  Dt  Bernoalli,  que  les 
TibrationB  principales  donnant  le  son  le  plus  grave^  sdns  s'ôc- 
cupei^  des  vibrations  secondaires  qui  les  accompagnent  éd 
nombre  infini.  Enfin  le  tnéme  illustre  géomètre  de  notre  siècle, 
en  ràpplrochant  indéfidlmeut  l'une  de  Fautive  leë  grandeurs  des 
termes  consécuUfs  deâ  séries^  remplaçait  celles«-cî  par  des  in^^ 
tégrales  de  séi^o  à  rittfini,  et  attachait  son  nom  à  une  formule 
dont  MM.  Liouville  et  Bturni,  Lebesgùe^  etc.^  oàt  prouvé  que 
toutes  les  auti^  pouvaient  être  déduites  (^),  mais  dont  remploi 
tlirect  ne  convient  généralement  qu'à  des  problèmes  t*eiatife  à 
des  ébrps  ou  à  deé  espaces  de  dimensions  indéfiniest 

Poisson  >  presque  en  même  temps  que  Fourièr,  donnait 
ll'Uutlres  solutions  du  même  genre,  où  les  exponentielles  réelles 
se  trouvent  mêlées  aux  lignes  trigonométriques,  et,  ensuite> 
une  méthdde  générale  propre  à  y  conduire  dans-  des  cas  va- 
fiés  ;  et  bientôt  GàUchy^  ^^  l'invention  de  60n  Cistieikt  des  rési- 

tttt^,  \éi  ptéÈémii  âôus  uné  (bftne  jplud  géfiéralG  eli  les  rattA«> 
iAthX  à  dék  tiôttsltiéhttit)ns  unalytit|ue8  ifiipoi^nteâ  dnnt  on  lui 

»t  ^iehiêht  i^devabte. 

Dè!s  lors  on  put,  pour  les  laïUes  ou  les  tiges  vibrantes,  traiter 
réquation  aux  déHvéés  partielles  du  quatrième  ordre  donnée 
par  Ettlei^  en  ifl^  [^)^  comme  Lagrange  avait  traité  en  4)59 
Téquàtiton  du  second  oMre  relative  à  la  oorde,  et  déterminer 
non-^eulemehl  le  nomth^  des  oscillations^  dont  s'étaient  occupés 
Bernoulli  et  EUler,  mai^  encore  leui^  mmpliutde^  qui  est  ta 
«fto^  î^po^téMè  à  ieùnna(ti/t  dans  les  questions  de  Msistanœ, 
et  résoudre  complètement  le  problème  des  états  successifs  du 


if^^ 


(')  Premiers  Tolumet  du  Journal  de  mathèmaUques  pures  et  appliquées. 
{^  InvuUgatw  nwtuum  qmbuê  Uanmœ  4t  virgm  elatticm  cotilremiscunt,  aux 
SOTi  aeu  Petrop.  4779. 

Eb  faisant  dans  l'équation,  de  la  Miité  o^  —  4-  *^  =^i  V=VilnM%,on  la 

rMtfl  A  WM  ê<|iiatlèn  timplPiKni  diiférentieile  qu'E«ler  considérait  dans  «es 
pr6eèd«Éli  éerilSv  Bt  il  ne  vt  pas  plus  ioin  dans  celui  de  4770^  si  ce  n'est  en  con- 
MMHtai  MttVis  ntuTeaux  d'nne  iaae  eftcatlrée  i  «n  bout  et  siBRi»lement  pivo^ 
tante  A  l'autre,  enfin  pivotante  à  un  bout  et  libre  i  l'autre. 
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corps  vibrant ,  quand  on  oonnatt  initialement  les  écarts  de  ses 
points  de  l'état  d'équilibre,  et  les  vitesses  dont  ils  peuvent  être 
animés  en  commençant  de  vibrer. 

Pour  les  vibrations  longittidinales  des  tiges  élastiques,  le  pro« 
bième,  si  ces  tiges  vibrent  seules^  se  trouvait  déjà  résolu  depuis 
1759,  car  elles  dépendent  de  la  même  équation  que  les  vibra- 
tions transversales  de  la  corde  infiniment  flexible,  ainsi  que  l'a 
montré  Lagrange,  qui  applique  le  même  calcul  à  une  colonne 
d'air;  en  sorte  que  son  mémoire,  ainsi  que  le  titre  l'indique, 
résout  le  problème  de  la  propagation  du  son ,  dont  la  solution 
n'avait  été  indiquée  par  Newton  que  dans  des  termes  obscurs  (^). 

Pour  les  vibrations  transversales  des  mêmes  tiges,  lames  ou 
poutres,  le  problème  fut  résolu  complètement  et  en  même 
temps  en  4828  par  Poisson  (')  et  par  Cauchy  (*},  aussi  quand 
elles  vibrent  setdesy  et  pour  un  état  initial  quelconque  supposé 
connu  (^). 

LV.  Partieipatloiâ,  nécessaire  à  considérer,  des 
masses  iieortantes  an  mouTemeni  Tibrataire  da 
système  liearté*  Salatlon  de  IVaTler  poar  le  chfM 
longitudinal.   Complément   par  M.  Poncelet.  — 

Mais  ces  solutions  restent  inutiles  aux  calculs  de  résistance  des 
pièces  tant  qu'on  suppose  que  celles-ci  vibrent  seules. 

Leur  mise  en  état  de  vibration  est  en  effet  détenninée  géné- 
ralement par  le  choc  de  quelque  masse  étrangère  (telle  qu'une 
voiture  dont  une  roue  retombe  après  avoir  monté  sur  quelque 
corps  ou  quelque  aspérité).  Or,  en  supposant  même  que  cette 
masse  rebondisse,  elle  est  restée  unie  d  la  pièce  pendant  au 


'  (1)  Uplace,  au  Bulletin  de  la  Société  phllomatique,  Wt,  p.  490,  a  déduit  fa- 
dlement,  d'une  intégrale  comme  celle  de  d'Alembert,  la  titesae  de  propagation 
longitudinale  du  ion  dans  une  barre  solide. 

(>)  Mémoire  cité  du  tome  Vin  de  Tlostitut  n«*  46,  47,  48  ;  et,  aosii.  Traité  de 
mécaniqae,  édition  de  4833,  n**  649  à  639. 

(>)  Bxereices  de  maihématiques,  3*  année. 

(^)  Cette  solution  se  trouye  reproduite  en  partie.au  chapitre  inlilulé  Poutres 
vtfrrantef  du  court  de  H.  Bresse  (4869),  qui  lijoute  nn  terme  pour  les  petites 
oscillations  tonmantes  dés  diterseï  tranches  ou  sections  autour  de  la  ligne  des 
fibres  InTarlables,  mais  qui  ne  considère  de  même  que  les  poutres  Tibrant 
•eolos. 
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moÎDs  le  temps  d'une  demi-oscillatioQ  principale»  et  c'est  dans 
cette  durée  que  se  produisent  les  écarts  moléculaires  capables 
de  mettre  la  cohésion  en  danger. 

D  faut  donc  savoir  déterminer  les  oscillaticms  cPune  tige  unie 
à  une  masse  étrangère. 

lifais  ce  n'est  pas  tout  :  U  faut  encore  savoir  quelles  vitesses 
initiales  on  attribuera  à  la  masse  étrangère  et  aux  diverses  par- 
ties ou  sections  de  la  pièce;  puis  exécuter  le  calcul  avec  ces 
données. 

Sous  tous  ces  rapports,  Navier  est  le  premier  qui  ait  résolu 
complètement  et  dans  son  vrai  sens  un  problème  de  résistance 
vive. 

La  solution  qu'il  a  donnée  est  relative  à  un  choc  longitudinal 
produisant  extension,  c'est-à-dire,  pour  fixer  les  idées,  à  l'im- 
pulsion, tout  auprès  de  l'extrémité  libre  d'une  barre  attachée  à 
l'autre  extrémité  d'une  masse  qui  y  serait  enfilée,  et  qui  viendrait 
heurter  brusquement  un  petit  arrêt  formé  par  un  bourrelet 
saillant  dont  l'extrémité  mobile  serait  armée.  Pour  abstraire  la 
pesanteur,  on -peut  supposer  d'abord  la  barre  horizontale. 

Navier  trouve,  par  un  procédé  remarquable,  fondé  sur  l'em- 
ploi d'une  des  séries  à  cosinus  d'Ëuler,  que  le  déplacement 
d'un  point  quelconque  de  la  barre  unie  à  la  masse  étrangère  qui 
se  trouve  au  bout  libre,  est  donné  à  chaque  instant  par  une  sé- 
rie de  produits  de  deux  sinus  d'arcs  proportionnels  respective- 
ment au  temps  et  à  la  distance  du  point  à  l'extrémité  fixe, 
mais  où  les  multiplicateurs  des  arcs,  au  lieu  de  procéder  par 
èquidifférences  comme  quand  la  barre  est  seule,  sont  propor- 
tionnels à  toutes  les  racines  positives,  faciles  à  calculer,  d'une 
équation  transcendante  dans  laquelle  entre  le  rapport  du  poids 
de  la  barre  au  poids  étranger  (^].  Le  temps  écoulé  se  trouve 
multiplié  par  le  rapport  de  ces  racines  au  temps  très-court  de 
la  propagation  du  son  d'une  extrémité  à  l'autre  de  la  barre. 

Pour  appliquer  au  résultat  du  choc  du  corps  étranger  l'ex- 
pression ainsi  obtenue,  Navier  fait  sur  l'état  initial^  ou  relatif  à 


p 

(')  CetU  éqatiioDy  oà  m  désigne  Tinoonaoe,  eit  m  Uogm  ==■  ce  rapport  ~. 
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l'instaitt  qui  sUii  itiimédiâtëthent  rimpulsiôfl,  uHë  âuppositioii 
qiii  Mtnble  hnnlie,  à  savoir  qu'à  cet  îtistaDt  led  vitesses  de  lu 
barre  sont  nulles  partout^  excepté  dans  la  sectibki  heurtée,  qUl 
aurait  tout  jUste  alors  la  vitesse  du  c^k'ps  heurtant  Mais  on 
peut,  pour  se  conformer  mieux  à  Tétat  physique  des  choses^ 
partir  d'un  instant  non  immédiat^  où  lés  sections^  sur  une  lon- 
gueur très-petite  de  la  barre  proche  de  i'extréit^ité  heurtée^  ont 
acquis  déjà  des  vitesses  croissantes  suivant  une  loi  quelconque 
depuis  zéro  jusqu'à  celle  du  corps  heurtant ,  celle-ci  légère-» 
ment  diminuée  par  le  partage  qili  s*en  est  fait  avec  la  petite 
partie  i^rrespondante  de  la  masse  de  la  biUrre^  déjà  mise  en 
mouvement.  En  continuant  le  calcul,  la  longueur  indéterminée 
Hé  cette  pcJrtioh  excessivement  petite  disparaît,  et  l'oil  obtient, 
absblùment  le  même  résultat  que  l^avier,  qui  supposait  bette 
longueur  nulle. 

Ifavier  né  développé  cette  belle  solution  que  pour  le  cas  o& 
p 

le  rapport  ~  du  poids  P  de  la  barre  bu  du  fiï  au  }poiàs  heurtant 

Q  est  négligeable  devant  Tûnité.  Il  trouve  ainsi,  comme  cela  de- 
vait étihe,  Texpressiob  depuis  Ibngtemps  connue ,  dont  nous 
bvous  parlé  ali  n"  L,  relative  à  un  poids  osbillant  hu  bout  d'un 
fil  sans  masse>  s'allobgeattt  unlforfcnémiBnt  d'un  bout  à  l'autre  à 
tous  le&  instants  de  sob  mouvetnent  oscillatoire. 

Il  aurait  obtehu,  poiit*  l'allongement  maximum  total  de  la 
bàite^  une  ékpressiob  aussi  simple  et  inbomparablement  plus 

approchée  bh  dévt^bppant  l'expression  transcendante  suivant 

p 

les  puissances  du  rapport  rr  en  question  et  en  ne  négligeant 

t^ub  les  lelrhies  aBèbtés  de  son  carré  et  de  ses  puissances  supé- 

i^ibUreb,  cak"  cbmmé  le  carré  sùppritûé  trèit  pour  cbeflSdeùt 

1 
là  petite  fraction  rzrrf  la  série  réduite  à  ses  deux  premiers 

teî'mei  dotohé  encore  Une  valéUr  approbbée,  ttiéknb  qiiaud  le 
|)Olds  P  dé  la  bart*e  excède  lé  double  du  poids  heurtant  Q.  It  est 
digne  de  remarque  que  la  valeuj*  de  rallongement,  ainsi  trou- 
vée, est  exactement  celle  qu'on  obtient  par  le  procédé  dont 
nous  avons  parlé  au  n*  LI^  dont  Tredgold  a  eu  it  première 


ittte  eu  bë  ({tti  Obriicetnb  le  chiOb  ti'ftllslrèjrdAi;  iB^ët^à^tUre  (|ii*«ll6 
est  ce  qtt'ôb  Obtlèiit  ëA  âUt^pbèattt  tôUjoli»  t]Ûë  Itt  bftîM  s'Hi- 
h>tlg%  tthifortHéiiiënt  cbkhbié  dahd  t*étâi  Statique^  mhi&  ^uë  U 
vitesse  da  isbrpd  heurtadt  de  trouve  t^ùitë,  ihlnlédiftteisiéllt 
àft^  le  bhdbs  tomtne  fti  ià  quâfatité  de  tHdûvéïllént  s'était  f^^ 
lAgée  avec  la  bartë  hleiirlëé  i^édùite  à  une  fracttoti  db  bâ  tlltese 
c)ui  est,  peut*  le  bhbb  lotlgltudinaîj  du  i. 

Mais,  aindi  que  nous  aVons  dit  au  cbmmëncenleiit  du  ttti-i- 
mârù  préèédebt  Lll,  lëb  &lloiigëmétits,  dont  déjpénd  le  dangeL* 
dé  rupture^  lié  àbbi  t^ibt  UUifôrines  bôtnkné  dftbs  i'étal  sta- 
tique ;  et  ils  fté  trouvent,  à  bértâins  ihstants  surtout^  tlrèâ*inégà- 
lemetlt  l*é|[)Afe*tià  d'un  bout  ft  l'âuti*e  de  la  barre^  ëll  k^ison  des 
vibratSittift  sëeôhdairës  (cbhipàrilbléë  àuic  ViUi^tibbk  de  là  bdlndé  à 
deUx>  tHoi^.:..  Ventres) >  l^ûi  se  mêlent  à  là  vibl^lioh  pritidpble, 
et  lq[ui  kbbt  dbhhééë  par  lé  Second^  lé  trôidiëme  téi^thé....  de  là 
ëérie,  dbht  lés  àuti^  tërttieé  dttliiiiUébt  ràttfdéittéttt. 

Nôiis  hôiA  sbmtheè  donc  livré;  siir  là  fok^mule  etattê  de  Na- 
vier,  à  un  lonj^  travail  d'àt))[)libation  nùktiéH^bé^  en  nbàHàidàbt 
dé  tottëtructibbs  gràt^hiquës  à  ^[bànde  ééhëllé  afin  de  telier  en^ 
semble  lés  Valeurs  des  déplacéihénts^  calculées  pobr  cinit}  j^ointb 
dé  là  bahSé.  En  appelàbt  tôdjôtirs  P  :  Q  le  iNippori  de  là  massé 
de  là  bàlre  à  celle  du  poid^  faeurtabt,  et  t„  :  t^  le  rapport  ébtré 
là  dllà^tibh  maxinium  et  là  'diîàtàtm  mi/eÀfiè  (quotient  dé 
l'àtrougenlént  tblal  par  la  longueur  dé  la  barllé),  nous  avions 
Wûvé  iqde,  i^bbi^ 


on 


at.:tm=l,48    ,    i,5l9    ,    iM    y    5,67    .    SA 


D'où  l'ba  voit  bien  «tù^on  se  trompek*a  dans  une  proportidb  eatre 
1  à  i  ^,  et  1  à  3  I  (et  môme  plus  si  le  poids  comparatif  de  la 
barre  excède  A)  en  regardant  la  barre  comme  s^allougeant  uni- 
formément où  àé  là  niênle  manièk*e  qde  dàbs  l'état  ^tàtit^ué.  La 
formule  indiquée  au  n^LI^  analogue  à  celle  qui  a  etè  dressée 
))àr  MM.  tkiedgold  et  Hodgkinson  pôHr  bti  autre  {Moblème  (ce- 
lui du  choc  transversal)  ne  peut  donc  pas  suffire,  bien  que 
dOBlMMat  «nec  appnnimativement  les  allongements  totaux  >  et 
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par  suite  les  aHongements  moyens  ;  et  il  faut,  pour  déterminer 
les  conditions  de  résistance,  ou  de  limitation  de  la  plus  grande 
dilatation  produite  par  un  choc  longitudinal^  se  servir  de  la  for- 
mule en  série  transcendante  de  Navier,  ou  d'une  table  de  cor- 
rection de  calculs,  telle  que  celle  que  nous  venons  de  rapporter. 
Quand  la  barre  est  dans  une  situation  verticale,  il  faut  tenir 
compte  de  rallongement  produit  par  son  propre  poids^  et  de 
l'excédant  de  travail  moteur  résultant  de  la  chute  du  poids  heur- 
tant, qui  continue  après  son  choc.  Navier  n'avait  fait  ce  calcul 
qu'en  supposant  la  barre  déjà  tendue  statiquement  par  l'action 
de  celui-ci.  Mais  cela  ne  doit  guère  arriver.  Aussi  M.  Poncelet 
a-t-il  cherché  à  résoudre  le  problème  pour  le  cas  bien  plus 
ordinaire  où  le  poids  n'a  pas  agi  sur  la  barre  verticale  avant  de 
la  heurter.  Il  y  est  parvenu  en  ajoutant  à  la  série  trigonomé- 
trique  de  Navier  une  deuxième  série  du  même  genre,  mais  où  le 
temps  se  trouve  engagé  dans  des  cosinus  au  lieu  de  sinus  (').  H 
a  même,  dans  une  seconde  note  (*),  embrassé  le  cas  où  il  se 
trouverait  déjà,  à  l'extrémité  inférieure  de  la  barre,  une  certaine 
masse  que  la  masse  tombante  vient  heurter,  et  avec  laquelle  on 
peut  supposer  approximativement,  avec  lui  ('),  qu'elle  partage 
sa  quantité  de  mouvement  préalablement  à  toute  action  sur  la 
barre;  et  il  est  facile  de  voir  que  son  anafyse  s'appliquerait  en- 
core si  chacune  de  ces  deux  masses  était  sollicitée,  en  outre,  par 
une  force  autre  que  son  poids,  telle  que  la  pression  qu'exerce 
un  gaz  ou  un  liquide  sur  un  piston  de  machine  ou  de  pompe  (^). 

LVL  ftolntlon  analogue  par  le  «hoe  traïunrerflal. 
Expériences  À  l'appai.  —  Un  calcul  complet  du  même 
genre,  en  tenant  aussi  compte  de  l'inertie  de  la  barre,  était  dé- 
sirable pour  le  cas,  bien  plus  fréquent,  de  son  choc  transversal. 
Nous  l'avons  entrepris  (').  Les  vibrations  d'une  barre,  ap'puyée 


(>)  IntroduetioD  A  la  mécanique  induitrieUe,  4S39,  p.  440,  note  du  n*  3S9. 

(S)        Idem,      p.  434,  note  du  n«  395. 

(>)        Idem.      p.  445,  n«3S3. 

(^)  Ainsi  que  Ta  supposé  H.  Bélanger  (Cours  lithographie,  1848-49),  nais  en 
^en  tenant  au  calcul  qui  suppose  négligeables  la  masse  de  la  lige'  et  Tinertie  de 
ses  parties. 

(*)  Société  phllomatbique,  5  notembre1853  et  S4  Janyier  4854,  on  Journal 
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aux  deux  extrémités,  et  unie  à  une  masse  étrangère  placée  à 
8<m  milieu,  dépendent  d'une  équation  aux  différences  partielles 
du  quatrième  ordre.  L'intégrale  générale  est  une  somme  d'une 
infinité  d'intégrales  particulières  où  le  sinus  circulaire  d'un  mul- 
tiple du  temps  se  trouve  multiplié  par  un  sinus  aussi  circulaire 
ainsi  que  par  un  sinus  hyperbolique  d'un  multiple  de  l'abscisse  ; 
et  les  nombres  donnant  ces  divers  multiples  sont  toutes  les 
racines  réelles  et  positives,  en  nombre  infini,  d'une  équation 
transcendante  où  les  sinus  des  deux  espèces  se  trouvent  mê- 
lés (').  Les  coefiicients  de  la  série  se  déterminent,  pour  des 
vitesses  initiales  données,  par  un  procédé  d'élimination  analogue 
à  ceux  de  Lagrange,  Euler  Fourier  et  Poisson,  mais  modifié 
parce  que  tous  les  termes  de  la  série  qui  exprime  ces  vitesses 
ne  disparaissent  pas  hors  un  en  intégrant  les  deux  membres  de 
réquation  entre  les  limites  de  la  longueur  de  la  barre,  après 
l'avoir  multipliée  par  un  certain  facteur. 

Quant  au  choix  des  vitesses  initiales,  nous  les  faisons,  comme 
dans  le  problème  de  la  barre  heurtée  longitudinalement,  nulles 
partout  excepté  dans  une  étendue  fort  petite  où  elles  croissent  de 
part  et  d'autre  depuis  zéro  jusqu'à  leur  valeur  au  milieu  de  la 
barre,  où  elles  ont  la  grandeur  de  celle  du  corps  heurtant,  lé- 
gèrement diminuée  en  raison  du  partage  déjà  fait  de  sa  quantité 
de  nibuvement  avec  cette  petite  partie.  Gomme  la  longueur  de 
celle-ci  s'élimine,  on  a  la  même  chose  que  si  l'on  avait  supposé 
toutes  les  vitesses  nulles  hors  celle  de  la  section  heurtée. 

On  tient  compte  du  travail  de  la  pesanteur  de  la  barre  et  de 
celle  du  corps  heurtant  depuis  que  le  choc  est  opéré  en  ajou- 
tant une  deuxième  série,  ou  en  faisant  ce  qu'a  fait  M.  Poncelet 
pour  le  choc  longitudinal. 

Quand  le  rapport  du  poids  de  la  barre  au  poids  heurtant  est 
très-petit,  l'expression  ainsi  déterminée  pour  la  flèche  dyna- 
mique se  réduit  à  ce  qu'a  trouvé  Young  (n*"  L).  Quand  il  n'ex-  -. 


YInsUttU,  45  fèTrier,n*  406;  et  Cooptes  reodus  de  PAcadéotie,  40  août  4857, 
t.  XLV,  p.  S04. 

(sio  m       e** — e-*»\  P 
; J  =  J  -  ,   P  et  Q  étant  les  poids 

de  la  barre  et  du  corps  benrtam. 


t 
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iMe  pfts  3  et  rodine  4,  elle  se  cécluit  au  preiaier  temie  ()e  I4  s^fi^ 
traDsoeadanie}  ou  à  ce  qui  résulte  4p  la  vibrf^tion  partielle  ppiq- 
cipala;  et  j  eo  développ^ii^t  l'expression  de  la  flèqbe  suivant  )^$ 
puissances  4i|  rapport  du  poids  de  )a^9rr^  au  ppid^  heur^n^^ 
oq  peut  négliger  son  carré,  qui  est  affecté  d'une  trj^s-petite  friicr 
tion  numérique  ;  et  Ton  trouve  précisén^ept  ce  qpe  fpurqit  1^ 
mode  de  ca)ou(  éléi^entaire  du  n*"  14,  c'est-à-dire  c^  qu'op  auT 
rait  en  palpnl&nt  cette  (lècbe  comme  si  la  barre  epn^rvi^t  ]^ 

forme  qu'elle  prend  sou^  une  diavge  ep  repos,  après  aypjr 

17 
réduit  la  vitesse  du  corps  heurtant  par  un  partage  avec  les  ^ 

de  la  masse  du  corps  heurté  ;  en  sorte  que  les  résultats  de  aette 
analyse  se  trouvent  confirmés  par  de  nombreuses  expérienp^s 
de  M.  Podgkinsan,  méma  en  soumettant  dii^ectement  les  résul- 
tats au  ealoul  au  lieu  de  pirendr0  la  formule  empirique  qni  les 
résume. 

Mais  les  deuxième,  troisième  et  quatrième  termes  de  la  série  sont 
très-influents  quant  aux  diver^s  pourbureç  prises  par  la  barref  et 
qui  déterminent  la  plus  grande  dilatation  d^s  fibres  du  icâté 
devenu  convexe.  On  les  manifeste  très-bien  par  un  modèle  en 
pl&tre  représen^nt  )^  surfis^  très-ondMlée  déprite  par  la  bmi^ 
supposée  emportée  d'un  monvement  rapide  perpendipul^irp  k 
son  plan  pendant  qu'elle  yibre.  Aussi,  pour  calculer  sa  H&\^ 
tance,  il  faut,  sous  peine  de  comuïettre  de  graves  erreurs  qiii 
inspireraient  une  fausse  sécurité,  se  livrer  (»u  long  calcul  de  )a 
formule  ppnvelle  et  p^^c^.  Ce  calcul,  ,^jdé  de  constructions 
grapbiqpes,  a  été  fajt  pour  ijes  rapports 

P:Q  =  ^,    i    et   3 

du  poids  P  de  la  bacre  au  poids  Q  du  corps  heurtant;  il  en  ré- 
sulte que  les  résistances  calculées  à  la  manière  du  n*  li  sonl 
trop  faibles  dans  des  proportions  respectives  de  1  à 

.      I,«8,    à    1,33,    à    1,49, 

qui  différeraient  encore  plus  de  l'unité  ponr  fyi^  biirres  ^]F«nt 
plus  de  masse  par  rapport  au  corps  qui  les  heurte. 
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LVn,  ||é«|«|iHi0iD  ¥lve  MMts  éhmm.  WiaiM  ^t 
l»ii9ler#.  Wf  Ti^^il«oli|.  Cliar^»  irwyMTepm.  M*  n^il* 
U«.  !!•  tttfifceff*  m.  PMUIpv.  -n  }^  lésistaoee  vive  peut 
être  vfim  m  jeu  et  dç^  o^oill^tions  peuvent  6tpe  engendrées  par 
r^ption  mptuelle  des  pièces  d'une  nijinbine  qui  s'arrête  brus^ 
quenient,  ooimwe  le  fi^it  observer  M.  Tredgold  au  n^  357  de  son 
Trmfé  de  la  résistance  du  f^r  couié. 

Mais,  comme  l'observe  le  même  auteur,  la  œémfi  chose  peut 
^voir  \m  h  m  certain  dfsgré  sans  impulsion  brusque  et  par 
^eff^(  de  l'action  yapi^ble,  quoique  ^ntinue^  d'un  piston  sur 
un  balancier,  d'une  bielle  sur  une  manivelle,  etc.  Les  ealouls  et 
les  règles  pratiques  qu'il  donne  au^  n«<  266  à  i04  du  même  our 
vrage  auraient  besoin  d'être  analytiquement  discutés,  conme 
nous  avons  f^H  ppur  ses  évaluations  des  eifets  du  pboc.  Ce 
genre  de  r^cherphe^,  où  )p$  forces  qui  étendent,  cornpriipent 
ou  fléchissent  ^Qt  variables  et  se  trouvent  augnientées  et  «ém^ 
remplacée^  p^  d^s  produites  de  niasses  et  d'accélératiâns,  mé^ 
ritent  d'occuper  les  ingénieurs  non  moin^  que  les  analystes  (^). 

Oq  peut  regarder  CQpin^e  du  même  genre  le  problème  du 
pQid$  voyageur,  p'esi^àrdire  de  l'action,  sur  une  poutre  hoiizom 
taie,  d'une  pbarge  en  mouv0nient,  qui  ia  pareourt  unifiormémeot 
avec  assez  d^  rapidité  (pompe  une  locomotive  sup  un  pont)  pour 
qu'il  faille  tenir  compte  dps  inertie^  dues  mx  mouvements  veto 


(1)  SI  U  loi  du  déplacement  d'une  exlrémlti  d'une  pièce  élastique  est  connue 
ci  coflpne  oUi^iatoire,  la  décermiDallAo  àeë  dépUceoteDU  des  «utrea  parties  dé« 
pend  d'une  méthode  qui  a  été  donnée  par  H.  Duhamel  le  S3  STril  4832  sous  le 
litre  Mémoire  sur  les  vibrations  d^un  systètjïe  de  poinU  rmtérifl4  (lonrn.  d.e  TËc» 
pol.,  t^i*  cahier).  Elle  consiste  à  déterminer  d'abord  l'expression  des  déplace- 
ments successifs  que  prendra  un  quelconque  des  points  de  la  pièce  paf  suil^  4'un 
déplacement  invariable,  infiniment  petjl,  de  rexlrémité  jdpnnée,  pu^  à  ajouter 
ensembfe  les  grandeurs  de  ceux  qui  résulleront  de  même,  pour  le  point' qi^el~ 
conque,  d'une  suite  connue  d'autres  déplacements  infiniment  petits  imprimés 
encore  i  rextrémité.  Cette  méthode  serait  applicable  aux  elTets  des  Qe^ionf  fa- 
riables,  comme  celles  que  la  Gomioiasion  anglaise  qui  ta  être  citée  a  opérées  au 
mojfcn  d'un  exg»ntrl4|i|e  pressant  et  lâchant  allernaiimient  le  milieu  d'une  barr*. 

En  appliquant  cette  même  méthode  i  la  résistance  qu'éprouyerait  une  Yoilure 
roulant  sur  «•  ajatène  de  ressorts  Tertieaux  juxtaposés,  nous  avons  trouTé  une 
expression  du  frottement  de  roulement  sur  un  ^ol  élastique,  assez  CQnf9rip.e  | 
quelques  expériences  (Soc.  phil.,  34  ju|j9  1845^  911  n"  60f  dja  journfj  yinsUft^, 
Mole  sur  le  Crotteineni  de  rouleqnent  ou  .^e  àpf^éjf^e  eapéçio).  l|l.  Phillips  a  aussi 
appliqué  cette  méthode  (Comptes  Tf^fo^,  46  pjffpfir  f  864,  ^*  l.yiM,  9.  ^47). 


f 
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ticaux  qu'elle  prend  en  faisant  fléchir  la  poutre,  0U|  ce  qui  re- 
vient au  même,  des  forces  centrifuges  engendrées  ;  et,  aussi^ 
de  rinertie  mise  en  jeu  par  les  mouvements  des  dkerses  parties 
de  la  poutre  en  ayant  égard  à  ce  qu'elles  n'ont  pas  le  temps  de 
prendre  d'un  bout  à  l'autre  les  mêmes  flexions  et  les  mêmes 
situations  à  chaque  instant  que  dans  l'état  produit  statiquement 
par  une  force  verticale  agissant  dans  chacune  des  situatious 
occupées  par  la  charge. 

Cette  question  a  été  l'objet  de  V Appendice  B,  fort  étendu,  du 
célèbre  rapport  déposé  le  26  juillet  1849  par  la  commission  que 
le  gouvernement  anglais  avait  chargée  en  4847,  de  recherches 
sur  la  force  des  rails  et  des  poutres  métalliques  des  chemins  de 
fer  C). 

Après  plusieurs  séries  d'expériences,  où  MM.  Willis,  James  et 
Douglas  Galton  relevèrent  exactement  la  suite  des  formes  prises 
par  des  barres  sur  lesquelles  ils  faisaient  rouler  des  cylindres  de 
fonte  avec  différentes  vitesses  en  augmentant  à  volonté,  par  une 
disposition  ingénieuse^  l'effet  de  l'inertie  de  la  barre  sans  la 
rendre  plus  grosse  ni  moins  flexible,  M.  le  professeur  Willis 
s'est  livré  à  des  recherche^  analytiques  ayant  pour  objet  la  dé- 
termination théorique  de  la  trajectoire  du  poids  mobile  (!]. 
En  tenant  compte  de  l'inertie  de  ce  poids,  mais  en  négligeant 
celle  de  la  barre,  ou  en  supposant  que  celle-ci  prend  la  même 
forme  à  chaque  instant  que  si  la  pression  qui  s'y  exerce,  due  au 
poids  et  à  la  force  centrifuge,  agissait  sur  elle  statiquement,  il  a 
posé  facilement  une  équation  différentielle  de  cette  trajectoire  (') . 


(1)  Report  of  ih*  Committioners  appointed  io  inquire  into  the  Application  of 
Iron  io  Bailway  Struciurea,  Nous  reviendrons  sur  tes  imporUnts  trtTauz. 
(*)  MAme  Report,  p.  497.  Theoretical  inçuiry  of  the  Trt^'ctory, 

d'y       û  r  y  a*        n 

(»)  celle  èqutUoa  est— =-  [^^  }'  (to?-ryj^   *"  ***"'  **  longueur 

de   U  barre  enlre  les  deux  appuis,   y   étanl  la  dépressioo  teriicale  à  une 

Oa' 
dlsUnoe  x  du  premier  appui,  V  la  Titesse  horizonlale  de  la  cliarge  Qtf=  •-^• 

6EI 

la  fldche  stalique  qu'elle  ferail  prendre  i  la  barre  si /elle  élall  posée  sur  son  milieu, 

E  est  le  coeificieni  d'élaslicité  eti  le  momenl  d'inerlie  de  la  seclion.  Enelfsl,  si  l'on 

appelle  3  P  une  charge  statique  s'ezerçanl  transtersalement  i  des  disUncesapet 

Sa— ar  des  deux  appuis,  on  trouve  facilement  avec  Navier  (cité  par  M.  Willis}, 


r 
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M.  Stokes  l'a  intégrée  complétemeDt  ('},  et  il  a  évalué,  tantôt 
par  rintégrale  obtenue^  tantôt  par  des  séries  qui  prêtent  mieux 
aa  calcul  (*),  les  nombres  qui  composent  deux  tables  numériques 
(V  et  VI,  p.  199  et  200  du  Report)  fournissant,  pour  une  suite 
de  valeurs  de  l'abscisse,  de  cinquantième  en  cinquantième  et  de 
vingtième  en  vingtième  de  la  portée  totale  de  la  poutre,  celles 
de  la  dépression  ou  de  l'ordonnée  y  de  la  trajectoire,  ou  plutôt 

de  son  rappoil  ^  à  la  flèche  statique  f  que  produirait  la  charge 

en  équilibre  au  milieu  de  la  poutre.  Ces  deux  mêmes  tables^  qui 


que  la  dèpressloo   ou  flècho  y  produite  à    Teadroit  même  de  la  charge  etl 

y=: — L^_ ii.  (ôdilioD  de  IS33,  n»359).  Or  il  faut  y  faire 

3.  Sa,  El 

g  dl^  g   da^  ' 

car  il  faut  attribuer  à  l'action  de  la  ebarge  aur  la  barre  une  Taleor  égale  à  aon  poida 

Qd'y 
Q  augmenté,  aoit  de  ion  ffi«r(t>— -  --^,  aeit,  ce  qui  roTlent  au  même,  delà 

g  dt* 

QV*    4  d*» 

forée  eenirifuge ,  -  étant  la  «oarbare,  aenaiblement  égale  à  —--r  quand  elle 

g  p     p  dx* 

est  Ikibie.  Cea  aubatitutions  donnent  bien  l'équation  poaée,  du  aeeond  ordre. 

(')  Dana  un  lieau  mémoire  Inaéré  au  t.  Vllf,  part.  V,  année  4849,  dea  Tranaae- 

liona  of  tbe  Cambridge  philoaopbical  Society,  p.  787,  intitulé  :  DUcussion  of  a 

differenUai  XquaUon  rêlating  to  ihe  hreaking  ofJUUlway  Bridge.  L'intégrale  de 

celle  équation,  poaée  à  la  note  préeédenlOf  eat 

»=j^;;^[«"(»«»-«)"J'V(»«-*r«*-«"(s«-«)"^v  (««-«)"«•] 

ga* 
ai  M,  »  aont  deux  nombrea  lela  que  m  -f  «=4,    fmi=  — ^ . 

C)Par«iemple  quand,  dana  l'équation  différentielle  de  la  note  (3)^  réductible,  en 

biaant  «=:î«x,y=46nr,ei^=6,àla  forme  y=(i-x«)«-"^  (*""**)*ï^'  ** 

eoMianle  6  eal  grande,  on  obtient  facilement  par  dea  approximatlona  aucceaalYea 
eelM  aérie  couYergeote,  où  X  eat  éeritpour  (x— x*)* 


1    <i>X 


s*si(**rO~«»**»v*Âi(*Â»)  )+••"' 


procédé  qui  a'appliquerail  à  dea  équatlona  plui  compliquéea,  ;où  l'on  tiendrait 
eompie  de  t'ineriie  de  la  barre. 

I.  P 
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à'appliqiiefA  ï  tfeut  grandeurs  f  de  ^  ^  iùj  (Tuné  certaine  con- 
stante €  {%  doMient  «lissi,  dam  d'autres  colonnes,  lea  rB|)ports, 
appelés  z,  de  IVMdonnée  on  de  la  dépureteioD  dynamique  en 
chaque  fraîni,  à  la  dépression  statique  que  produtmt  au  ttêmc 
point  la  efaarge  tsa  éqttiKlire  (*)  ;  enfin^  dans  d'autres  colonnes^ 
les  valeuK  oorrespondanies  T  de  oe  que  M  8tokes  appeito  la  f  eti- 
donce  relative  à  la  rupture,  et  qui  est  le  rapport  du  plus  grand 
monieni  dé  àéxîûh  ou  de  la  plus  grande  courbure  dans  Tétat 
dynamique,  pourchaqne  position  de  la  charge  mobUe»  au  plus 
grand  moment  ou  à  la  plus  grande  courbure  qu'on  aurait  dans 
l'ûtat  statique  en  plaçant  cette  charge  au  milieu  de  la  poutre  ('). 
On  recomiatt  ainsi  que  le  rapport  de  la  dépression  dynamique 
à  la  dépression  statique  est  très-faible  aux  points  proches  du 
premier  appui,  c'est-à-dire  do  l'endroit  où  la  charge  arrive  sur 


i      v*    ioa 
^)  VXùietvb  ^:=^  —  .  -—  de  eette  tôtffllUitite  liuteérlque  (appela  B  à  la  tradue- 
o       g     3EI 

tloA  dû  ftàjp^tfn  par  H.  Buichd),  èél  égala  au  double  dé  la  hauteur  due  &  la  vi- 
teiie  V,  niAtlQ^Uée  par  4a  «onrlMire  -^  =  (  —  z-^  )        «a  milteii  dt  la  «r^iet- 

toire  y  =  '-^ — ^  éiû\  terait  pïN»uroè  tl  Ta  Vllesie  àé  la  charge  élâit  fniH- 

itldipn't  jpetilé;  en  aôrïe  qae  0(  *  +  s  J  m^  ^  pôiX»  Û  ngmMkiè  de  riaanie 

on  de  la  forée  centrifage  qn'il  aeqbiert  1  tM  ^mMï  ttliteà  M  p<re<iûltiit  «SlB 

pareille  trajectoire. 

•  /      a*      \*  A  t 

(*)oa*2=Mr — ^—37  iqnl,  c6mii*  OD  Tolt,  teréftiU  à  -  pour  •=:4l 

au  milieu  de  la  poutre. 

y       *•  *         . 

(S)  Ou  a  T  =  -  ^ri -..  tu  éSM,  4uà«d  I1  m^iie  àe  H  |K>àlrê  é'sl  nCgll- 

^  «Ait  ^  ^ 

geaMe',  )i  coiH^re  i^c^ie  A  <fhii|an  fnilURit  ^eoùkSiè  nofli  véo  tftiar^  Matiqtte 
(t—  7- v*  ^;  et  cadntn  U  pHA  trtade  OMÉtlmi*  1  Se*  àlon  ta  Iproliit  oè  (Éttt 

charge  agit,  le  plui  grand  mooMftt  ett eeUe  nea^  dMOfeainllIpUéeptr  ^{(te-^*)* 

Sel 

Or  ce  prodidt,  d'a^r^  Tèi^uatloii  préoédeaté;  èM  égal  à  -     ^     ,  .  ^|  ei  «on 

Sa*  -•  ••      i^ 

rapport  au  plut  grand  moment  de  l'éiat  atatlque  •— -  ett  bien  ce  que  noua  veoDot 
d'égaler  à  T. 
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M  ptfûtsre^  tk  efst  an  contraire  extrèrhement  grahd  au^  points 
pitMshes'dû  deintième  appui^  c^est4i-dire  de  Fendft)it  où  la  charge 
<|ùilte  ta  pontre;  et^  pour  certaines  vdleurs  de  la  constante  ap- 
pelée S,  ce  rapport^  après  avoir  atteint  Tinfini^  devient  négatif^  ce 
i(a\  pro4v)ô  que  la  poutre,  fléchie  pal*  le  passage  de  ta  charge  vers 
te  milieti,  rebondirait  vers  la  deuxième  extrémité,  et  quitterait 
quelquefois  ràj[>pui  correspondant.  La  tmdance  à  rupture,  qui 
ea^t  ptôporttbnnelle  à  ta  courbure  ptise^  acquiert  sa  plus  grande 
valeur  ftti  deli  dû  milieu  de  ta  poutre  ;  son  rapport^  appelé  T^ 
à  telle  qui  a  Heu  au  milieu  dans  l'étal  statique^  est  d'environ  3/2 
qtiand  )à  constante  dont  nous  avons  parié  est  3  ;  mais  elle  s'é- 
lëvetaen  plus  baut  quand  cetlie  constante  ^  est  nlotndt^ô  ou  quand 
les  viteâ^  sont  considérables. 

Lorsque  h  constante  S  est  grande,  &^est4-dire  la  Vitesse  pe- 
tite ainsi  que  te  poids  fléchissant^  ou  la  roldeur  de  la  \Ahce  con- 
sidârftblë  et  fa  ttèche  slatiqne  faible,  raugmentation  proportion- 
ndle  de  lOèthé,  au  mAieù^  due  au  mouvement,  est  sensiblement 

OMMvée  par  Tiaverae  >ss-^  s      '^^  de  cette  constorte^ 

et  JTïûgmentattèA  correspondante  de  là  plus  grande  c6ùrl)ure,  ou 
d'à  Ynomént  qni  teAd  à  Rompre,  suit  la  même  proportion,  égalé 
tout  juste  A  cette  Aé  ta  partie  de  l'a  prèsstbh  de  t&  charge  qui  est 
due  â  ^qn  inertiej  ou  à  la  force  c^ntrifu^  ^'eUetiMM^àernît  aa 
milieu  de  la  trajectoire  répondant  à  une  vitesse  infiniment  petite, 
û  elle  la  parcourait  au  lieu  de  la  trajectoire  réelle  (^). 


«. .  • 

(f }  P'?*^'^1^^  f9®  ^  flèdifi  011 U  eowbiir«  na^^m  diotnl^e  mikU  §Mh9 
oà  à  iâ  oourburo  maiimua  tlaUque  coaum  4  ei t  à 

4       ,       '^     ^(^       .  .   ^*     V 

^/|  —  ^fz  jtoDÎIiil,  «n  âl|lig«ant— ^  éenot  4,  lâ  dètnmiton  «uilqua 

qai,  refardée  eomme  une  première  approiiouitloft,  et  anbaiitaée  dans  la  pareo- 

4rn    6ax  —  Zsfl  — *  to*  4rv* 

ihèM,  éMoe  <  +  -j^r  • ^ '•  ^'**  *  "*■  7?  •"  '■"*^  ®"  P^*" 
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M.  Willis  a  comparé  ces  résultats  du  calcul,  rendus  plus  ma- 
nifestes au  moyen  d'épurés  des  trajectoires,  avec  ceux  de  di- 
verses expériences  faites  à  Portsmouth  par  MM.  Henri  James  et 
Douglas  Galton^  et  d'expériences  non  moins  variées  faites  par 
lui  à  Cambridge  plus  en  petit,  mais  d'une  manière  qui  les  ren- 
dait plus  comparatives  entre  elles  et  qui  permettait  mieux  d'en 
saisir  la  loi,  surtout  en  ce  qui  regarde  la  part  d'influence  de 
l'inertie  de  la  barre.  Dans  celles-ci,  pour  ne  pas  diminuer  la* 
flexibilité  dont  dépendent  la  sensibilité  et  la  justesse  des  mesu- 
rages,  et  qui  diminue  naturellement  quand  la  masse  augmente, 
M.  Willis  se  sert  constamment  de  la  même  barre  d'acier,  de 
i",22  de  long  sur  5"^,84  d'équarrissage  ;  et  il  fait  varier  artifi- 
ciellement son  inertie  en  suspendant,  au  milieu,  par  une  bielle 
verticale  mince^  Tune  des  deux  extrémités  d'un  appareil  qu'il 
appelle  une  balance  d*inertiey  consistant  dans  un  simple  levier 
horizontal  à  deux  bras  égaux,  sur  lequel  on  met  des  masses  tan- 
tôt plus  petites  tantôt  plus  grandes,  mais  toujours  en  équilibre 
statique  sur  ce  levier  ;  de  sorte  qu'elles  ne  résistent  au  mouve-  ' 
ment  vertical  de  la  bielle  qu'autant  que  ce  mouvement  est  accé- 
léré ou  retardé.  Comme  M.  Willis  trouve  que  l'inertie  de  la  barre 
doit  résister  à  peu  près  de  la  même  manière  que  si  sa  masse 
était  concentrée  à  son  milieu,  mais  réduite  seulement  aux 

17 
0,486  r=  —  de  sa  grandeur  (^),  il  peut  comparer  facilement,  en 
35 


47 
P)  Od  t  VQ  (fia  da  n*  U,  aole]  *qa6  celte  nitie,  réduite  tuz  --  eoMeDirèe 

36 

tu  mfliea,  a  2a  même  force  vive  que  toute  Ut  barre  ti  l'on  tttppoie,  eomne  bit 
M.  WiUit,  que  les  diren  points  m  déplacent  traDBYertalemeiit  comme  dtu 
l'eut  «taUqae  eotii  TactiOD  d'une  charge  centrale. 

En  partant  de  cette  même  lupposltion  on  peat  facilement,  lana  remplacer  les 
maaiei  dea  éléments  de  la  barre  par  une  masse  centrale  unique»  calculer  pour  un 
instant  quelconque  les  rapports  approchés  de  leurs  dWerses  inerties  i  celle  du 
poids  roulant  (ou  à  sa  force  centrifuge)  et  en  déduire,  comme  deuiléme  approii- 
matioB,  par  deui  équations  de  momeou  de  flexion,  Tétat  de  la  barre  soumise  à 
ees  diTerses  forces  ainsi  qu'à  la  charge  et  aux  réactions  des  appuis  ;  d'od,  pour 
la  trajectoire,  une  équation  diflérentielle  du  second  ordre,  analogue  à  celle  de  la 

note  ci-dessus,  oucoiiienaot  — --,   y  première  puissance  ei  diverses  puissances 

entières  de  x.  En  l'Intégrant  en  série  comme  nous  avons  dit  qu'a  fait  M.  Stokes 
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divers  points  de  la  barre,  les  inerties  fiictices  créées  par  son  ap- 
pareil; et  il  trace  en  conséquence  les  trajectoires  que  suivrait  la 
charge  pour  divers  rapports  du  poids  roulant  au  poids  de  la 
barre  d'une  roideur  supposée  constante. 

La  comparaison  avec  les  trajectoires  calculées  de  M.  Stokes 
donne  une  concordance  approchée  quand  le  poids  de  la  barre 
est  très-faible  ;  mais  quand  le  poids  de  la  barre  approche  de 
celui  de  la  charge  roulante^  elle  donne  un  écart  déjà  sensible 
qni  augmente  beaucoup. 

En  conséquence  H.  Stokes,  dans  une  deuxième  addition  à  son 
mémoire  (où  il  &it  un  examen  critique  d'un  article  de  M.  Cox]  (^), 
pose  une  équation  complète  de  l'équilibre  de  rotation  de  la  barre 
autour  d'un  quelconque  de  ses  points,  sous  Taction  de  toutes 
les  forces  y  compris  les  inerties  de  ses  parties.  Débarrassée  par 
deux  différentiations,  comme  on  fait  ordinairement,  de  la  va- 
riable auxiliaire  qu'elle  contient  sous  deux  intégrales  qui  y  en« 
trent,  cette  équation  devient  exactement  celle  du  mémoire  de 
1 779  d'Enter,  à  deux  termes  différentiels  l'un  du  V  ordre  par 
rapport  à  l'abscisse  x,  l'autre  du  S*  ordre  par  rapport  au  temps 
t,  car  pour  tous  les  problèmes  relatifs  à  une  lame  ou  barre  vi- 
brant transversalement,  l'équation  indéfinie  est  la  même,  et  ils 
ne  diffèrent  que  par  les  conditions  définies  aux  limites  do  la 
barre  ou  de  chaque  partie  de  la  barre.  Comme  il  ne  parait  pas 
qu'on  puisse  l'intégrer  exactement  avec  les  conditions  du  pro- 
blème dont  nous  nous  occupons,  M.  Stokes  en  cherche  des  so- 
lutions approchées,  en  supposant  les  inerties  des  divers  élé- 
ments distribuées  proportionnelleihent  aux  dépressions  qu'ils 
prendraient  sous  l'action  de  poids  uniformément  répartis  d'un 
bout  à  l'autre.  Il  y  arrive,  mais  pour  le  second  cas  extrême  y  savoir 
le  cas  où  c'est  la  masse  mobile  qui  est  très-petite  par  rapport  à  la 
masse  de  la  barre  et  de  sa  charge  permanente. 

Enfin  H.  Phillips,  et,  quelques  années  après  lui,  M.  Renaudot, 


po«r  im  eu  plot  simple,  elle  ëODse  dei  réralUU  oA  l'inertie  pantt  comptée 
iTone  nuBière  fofflsante  quaet  au  eateul  des  flèchet  laeoetsiTet  lerTint  d*or- 
doBBëes  à  la  trajectoire. 
(1)  Ob  tbe  dynanlcal  DeOeetion  and  Strain  on  Rallway-Girdera  (CItU  Engi- 
Joonal»  aeplember  4S4S). 
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avril  i^j»  appvQKivéi  to  tô  {évrUi  «(S6  et  uisAvâ  aiHDi  il«a8<ef 
de«  faille  (^]y  le  «ecûttd  kiaéré  en  18691  aux  Àf^mles^  dfi$  p^tg  $t 
chaussées,  ont  cherché  d'une  maDière  nouveUe  à  donner  une  80- 
luUûO  complète  du  problème^  eu  t^ant  compte  de  la  oiasse  de  la 
poutre  9àmi  que  de  celte  d'uBe  ehavge  pewuanettle  r^ipertia  «ur 
«aloogueuf  (*)•  11.  PhiU^  poae  d'atbecdji  pour  la»  deux  pertîes 
dans  lesquelles  la  balte  ae  tcouve  partagéteaa  i^iuit  Q,^  S(U  trouve 
la  charge,  supposée  agir  en  un  seul  endroit  à  çliaqve  iusta^^W^ 
équatkttie  diÔàventîellee  du  quatrième  orchroen  #.et  ^  deu^ùèpie 
en  t  oocpMie  ceUe  d'Suler,  et  les  équations  de  ooodUioft  è  la 
joncAioB  aiosi  qu'aux  extréoûtés,  qu'il  suppose  aueiçesaiYeineat 
encastrées  et  simplement  appuya*  U  di^ceba  k  satislbiie  aia 
équations  en  exprimant  l'inûanama  par  dea  aérie&  ordonnées 
suivant  les  puissanoes  entières  de  l'abBoisso  ai»  et  deuil  ebaque 
coefficient  indéterminé  est  fonction  du  temps  jt.  U  trouve  tei*. 
lement  que  ces  eeeficîents  peuvent  se  dédu»a  tous»  pt^r  des 
différentiations  d^rdre  pair^  de  quatre  d'tantre  eui^»  dont  deux 
pour  chaque  portion.  Pour  déterminer  çeux^^i»  qui,  en  vertu 
des  eonditiona  de  raccordement  >  se  trwveat  engagée  dans 
quatre  équations  dittrentieUes  d'ordce  în&ni>  Uk  RhUtips  les 
regarde  comme  dévsk^HP^Ues  eux-mêmes  suivant  lea  pàtt- 

sances  entières  successives  d'une  certaine  constante  ^  propor- 
tionnelle au  poids  de  la  poutre  paD  unité  de  longueur,  et  à  sa 
fkxibiKté  ou  à  Pinverse  de  son  moment  d'élasticité  £1  (^)>  et 
dont  les  puissauiees  paires  aSsctrat  déià  les  termes  suceessiii 
des  équations  en  question.  Chacun  des  coeflicîenl&des  nouveaux 


(<)  Calcul  de  la  résUMl^cf^  <^f  R9ulc«^'droU^  if^fs  U^s^fi^  f  ^.  c;^«^  ^ 
moufemeDl.  Cimpt^s  rendw,  t.  J^L,  p.  951  çt  XLI^  p.  325  ;  et  ^nn.  des  Mines, 
t.  vil,  IS56. 

'  {*)  Nooi  peDioDt  arec  M.  Renaudot  que  celle  charge  permanente  doit  être 
supposée  Tibrer  comme  la  poutre  elle-même.  Cela  n'exige,  au  reste,  d'autre  mo- 
«MflcatiQD  9UX  équationi  de  M.  Phillips  ^ue  d'annuler  une  constante. 

(*}  Cette  eoMUDie  r^  est,  e»  efel,  avoeles  DOtalloM  préeMentes^  et  «  appe- 
lant  P  le  poids  de  la  poutre  et  de  sa  charge,  égale  i  ^-  — . 


développenente  m  tewrt  nSmi  dipmdva  dHinasksiidd  équation 
difléraDltoUe  4«i  Wfioiul  qmIk^  mkégnbk  par  uae  uarah»  d'aj^ 
pfoaiBUtipas  «lecosaivas»  «n  aéria  d»  tarmeaqm  9CsA  des  fooc- 
Uana  a»Qaua»  du  tooipa»  ou  da  l'ahscisse  aoluaUa  da  poids 
vfiqragwry  atfectéa  dea  puisaaocea  d'ua  produit  de  oe  poi^  par 
la  longueur  et  la  flexibilité  de  la  poutre  al  par  lea  deux  tiers  de 

k  hauteur  du6  i^  1»  vites^  du  mouvamaut  (c'ea(-4-^ira  des 

puissances  de  ta  constante  7  de  H.  Stokes). 

^  négligeait  partout  lea  puissanee»  deuxiàiUA  et  supéiriettres 
4a«iea  dew  çomrtaAtes»  U^  (tutlipa  obtint  dea  scAutiM^  qui  sa- 
^9iyi>dim  |9«  UwîtM  da  l'appvw^ 
9m  dftwrsaa  cottiittpftada  la  v^atfioivi  fo^oapté  à  k  oûnditioB 
îiytîale  d«t  riaiw)liilil4  i»  ta  p^ulkra,  car»  d'apiès  Isa  forawles 
tmavéea»  k*  éléiuaitta  autiMiit  dé^>  a^asé  ta  pasiaga  de  la 
ahsiga»  aartaû^^  vîtaasea  traiswKales.  MaïaH.  PlûUipa  nv^otra 
que  les  fOMvwiants  vtt>iatoiraaqui  résultera»Bld*6t>ra»togKMftts 
ioitkui^  aonttspondaata  tant»  dauaks  Uuûi^  des  dooaéea  de  la 
pratiqua»  faibles  ak  «ans  i^fliimica  sejdsibla  sur  fôvi^tkii  des 
déplacements  et  des  résistances. 

Ifi  résultat  çrinç^p^  e^,^  q\jç  1«^  çûW^y,çe^  do^t  d^pçjpcl  h  t^n- 
dance  à  roiQApre^  j^xA  é^^e,  éyf^uéQ  çopi.vi«i  pQur  ¥çh\  ^  ^epos 
sçiis  b^  ^viAe  açtioa  d^  k  ^^t!9  Pkcéç  ^U  V^\}}fi^  ^  d\i  poids 
prcipre  dç  \^  po,i\^çç,  çp  auççç^^ta^t  çç.tte,  cç.iwrbuj^  Çtetiqi^ç  Jo^ 
çflilie  ^ans  u|[^  çailaiqe  pro.pprti^i\,  q^i  ^\  çréçiséjpeic^t  celle  que 
çlpipn^  k  €ld«^l  ^e  81,  ^.tokes,  îjelatif  a^  ç^  QÙ  l'inertie  ^e  la 

utrç  peut  êtrç  i^égl^éÇjj  et  q«i  résulte; ^usfti,  ço^WÇ  PA  a  YU 

note  2^  ^,  cçi^)^  ^'une  intéjjr^lJQp  ep  ^éç(ç^  born^  à  deij:ç  çu 

trois  termesiy  dç  l'éc^uatipn  d[^éreQtielle  d^  ^copd  çrcbpç  poséç 

rçr}SAyUliA(>),et|eréduispL^qwnd  oç  §ç.  tiçnt  à  ç^iux  tçrm^, 
^  pe  dont  VipertiQ  YÇ^^içi^^Ç  ^^^  tft  Çl»?fP  W  ^  f^^Ç^  cç.9t"f"Çe 
i^Mgipente  s$^  pjeç^oiD^  s.uç  k  po^tre,  W[t  ?W^S^  ^^  P^^?  i®  9»* 
^'qje  poirtrç  enoasjli^e  *u}^  ^^  ^^ut§,  ^^  çQpséSl^ÇnçÇf  ana- 

4       SOaV^  4  4 

(^  M  <lfWlM  Vvrwfi  M  la  «cç«ad|l  ^anot^Md»  reipcf^iMiiS  awnéx^^  (7^ 
anrail  betoio  d'être  rédail  de  moitié,  eoinme  l^t  remarqué  M.  Dreiie,  en  rectifiaui 
UM  tasdfertaBee  dan*  le  caleol  final . 


^ 


CCXlviiJ  RÉSISTANCB  DES  SOLIDES. 

Le  calcul  de  M.  Renaudot  est  imité  de  celui  de  M.  Phillips^ 
mais  relatif  au  cas  où  la  charge  roulante  occupe^  comme  un 
convoi,  une  certaine  longueur  de  la  poutre.  Dans  ses  Résumés 
et  conclusions  (p.  497),  il  néglige  aussi  ce  qui  vient  de  la  masse 
de  la  poutre  en  ce  qui  est  relatif  aux  rapports  de  la  tension  dy- 
namique à  la  tension  statique. 

Cette  solution^  qui  se  distingue  par  la  hardiesse  des  expé- 
dients^ mériterait  qu'on  poussât  plus  loin  le  calcul  des  termes 
successifs  des  trois  ordres  de  séries  entières  dontM.  Phillips  acru 
pouvoir  faire  usage  et  qui  s'y  combinent,  principalement  celle  qui 
procède  suivant  les  puissances  de  la  masse  de  la  poutre,  afin  de 
s'assurer  au  moins  par  des  exemples  numériques  nombreux^  de 
leur  convergence  dans  les  cas  de  la  pratique.  La  question,  dans 
rétat  actuel,  ne  parait  point  épuisée.  On  a  vu  en  effet  tout  à 
l'heure  que  la  correction  de  la  flèche  statique,  semblable  à  celle 
qui  a  été  déduite  par  M.  Stokes  du  calcul  de  la  courbure  de  la 
trajectoire  pour  une  inertie  nulle  de  la  poutre,  donnait  des  ré- 
sultats très-différents  de  ceux  des  expériences  de  M.  Willis 
pour  peu  que  la  masse  de  la  poutre  approchât  de  celle  de  la 
charge  roulante. 

On  a  vu  aussi,  au  n«  XXXn,  et  l'on  verra  encore  au  n^  LX, 
que  les  séries  entières  n'ont  pas  toujours  fourni  à  MM.  Poisson 
et  Cauchy,  dans  des  problèmes  d'équilibre,  des  résultats  con- 
formes, même  par  .approximation,  avec  ceux  d'une  analyse 
plus  exacte  où  l'on  ne  faisait  point  usage  de  cette  forme  de  dé- 
veloppement non  justiflée;  et  Ton  a  encore  vu  (n**  LU  et  LUI) 
que  dans  des  questions  de  mouvement  ou  de  résistance  vive,  ces 
sortes  de  séries,  tout  en  donnant  à  peu  près  les  flèches  cen- 
trales ou  les  allongements  dynamiques  totaux  des  barres  heur-  ' 
tées  transversalement  ou  longitudinalement,  ne  fournissaient, 
pour  les  allongements  individuels  des  parties,  ou  pour  les 
courbures,  que  des  nombres  fort  différents  de  ceux  que  révè- 
lent les  intégrales  exactes  en  séries  de  sinus,  ou  de  sinus  et 
d'exponentielles.  Une  masse  roulante,  il  est  vrai,  ne  doit  pas 
produire  autant  qu'une  masse  heurtante,  ces  vibrations  du  se- 
cond et  du  troisième  ordre  qui  rendent  très-onduleuse  et  très- 
dirariable  la  forme  réelle  de  la  pièce,  et  qui  produisent,  en  cer- 


HISTOBIQUE.  CCXliX 

tains  points,  des  courbures  très-fort  au-dessus  de  celles  qu*on  a 
quand  l'inertie  est  négligée^  ou  la  déformation  supposée  propa- 
gée instantanément.  Mais  quelque  chose  de  semblable  doit 
néanmoins  se  produire  ici  à  un  certain  degré,  et  paratt  échapper 
aux  calculs  que  nous  citons^  ainsi  qu'aux  expériences  faites  jus* 
qu'à  présent,  où  l'on  n*a  guère  observé  que  les  flèches  de 
courbure  (*). 

Nous  pensons  donc  que  jusqu'ici  il  n'y  a  de  solutions  ana- 
lytiques complètes  et  certaines  du  problème  de  la  résistance 
aux  déformations  dynamiques  des  pièces  solides  que  celle  qui 
a  été  donnée  par  Navier  pour  les  allongements  produits  par  un 
choc  longitudinal^  en  y  joignant  6elle  que  nous  avons  donnée 
suivant  les  mêmes  principes  et  par  une  marche  analogue  pour 
le  choc  transversal  (n'  précédent  LVI). 

LVIIL  Snrfbccs  élafftiqoes.  Spbère  ei  eyllndre 
creox.  Tuyaux,  \mmem.  Cliaiidières  et  réservoirs, 
Mariette.  IVairier.  M.  liamé.  —  Voyons  maintenant  ce 
qui  a  été  fait  pour  le  calcul  des  déformations  et  des  vibrations 
des  vases  et  des  placpies. 

C'est  pour  arriver  au  calcul  des  épaisseurs  des  tuyaux  cylin- 
driques supportant  des  pressions  dans  leur  intérieur,  et  de 
celles  des  rondelles  ou  platines  qui  les  ferment,  que  Mariotte  a 
entrepris  et  inséré  dans  le  Traité  du  mouvement  des  eaux  ses 
recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  la  résistance  des 
solides  en  général. 

D'après  la 'première  des  deux  règles  qui  terminent  son 
deuxième  discours  déjà  cité  (n'  IV),  Tépaisseur  du  tuyau,  sup- 
posé cylindrique  à  section  circulaire,  doit  être  proportionnelle 
à  la  fois  à  la  pression  et  au  diamètre. 

Ce  théorème  se  démontre  de  suite  en  supposant  le  tuyau 


{})  Il  serait  ponible  d'obtenir  tt  suite  des  formes  d'usé  iMirre  ou  heurtée  ou 
sollidiée  psr  une  charge  roulaste,  eo  fixent  latéralement,  à  plusieurs  de  ses 
points,  des  styles  qui  marqueraient  leur  trace  sur  un  plan  Tertical  enduit  de  noir 
de  fUnée  et  entraîné  rapidement  dans  une  direction  oblique  à  rhoriion  pour 
ériler  la  eonAision  des  différentes  Uraees.  Ce  serait  un  si^et  digne  de  la  sagacité 
des  habiles  expérimentaleun  qui  ont  enrichi  la  science  de  tant  de  faits  soigneu- 
sement obserrés,  surtout  au  ConserTStoire  sous  la  direction  de  N.  Ilorin.  • 


ÇÇI  RÉ$ISTANG&  W&  a^lDES. 


ooiu>é  longiiudiBatoiaeBt  par  un  pUn  méiidifiB .  IV>uk  l'^uiUbre 
d'um  moitié  4tt  tuyau  et  du  fluide  owteuu»  la  teiuian  sur  Tu- 
nité  de  longueur,  dans  ebacuue  des  deux  coupea  de  la  matière 
tiuivaat  son  épaisseur^  doH  être  égale  à  la  pre$$ion  intérieure  de 
l'eau  sur  l'unité  néper/ieielle,  multipliée  par  l^  rayon. 

De  même,  pour  une  sphère  Greuse^  Navier  a  remarqué  que  la 
tension  totale,  dans  une  coupe  annulaire  diamétrale,  doit  être 
égale  à  la  pression  iatérieure  par  unité  superficielle,  multipliée 
par  la  surface  d'un  grand  cercle  intérieur,  ce  qui  donne^^  par 
unité  de  longueur  de  l'arc  intérieur  de  la  coupe,  une  tension 
égale  à  la  pression  multipliée  par  la  moitié  du  rayon. 

Quant  aux  dilatations^  que  les  tensions  font  éprouver  à  la  pa^ 
roi  suivant  les  sens  tangentiels  transversaux,  ^  auxquels  û  faut 

imposer  la  limite  jdésignée  ordinairement  par  ^  pour  établir 

Ci 

Inéquation  de  cohésion»  elles  ne  sont  poînl  égales  dans  toute 
répaisseur  de  la  paroi,  sek  cylindrique,  sait  sphérique;  et  leurs 
moyennes  U'ont  point  pour  mesure,  même  lorsque  répaisseur 
est  très-petite,  les  tractions  divisées  par  la  section  et  par  le  mo- 
dule d'élasticité  E  de  l'allongement  et  de  la  flexion  d'un  prisme 
de  même  matière  dont  les  faces  sont  libres.  MM.  Lamé  et  Cla- 
peyron  ont  déterminé,  en  i  8â^  par  une  analyse,  rigoureuse, 
fondée  sur  la  théorie  de  l'élasticité  (^),  la  manière  dont  les  ten- 
sions et  les  dilatations  varient  dans  l'épaisseur,  soit  d'un  tuyau 
cylindrique  indéfini,  fermé  aux  deux  bouts  (*),  soit  d'une  sphère 
creuse,  dont  Poisson  s'est  occupé  là  même  année  k  peu  près 
dans  les  mêmes  termes  (').  On  en  déduit  que  lorsque  les  parois 
sont  très-minoes,  leurs  dilatations  dans  le  sens  tangentiel  tcstna- 
versai  sont  ^)es  aux  tensions  par  unité  de  secti^  diainétrale, 
divisées,  non  pas  par  le  coefficient  d'élasticité  ordinaire  E,  mais 

par  -  E  pour  le  cylindre,  et  par  -  E  pour  la  sphère.  On  trouve, 


(^)  Sur  réquilibre  {Blérieur  des  solM^  honogiiiei,  4SM  ($tT.  élr.,  1.  IV), 
B- 45  à  48,  et  57  à  SO. 

(*)  Nouf  pensODB  qa'tl  oosTient  de  supposer  toujoan  celte  fèrmetaire,  mèine 
daos  un  tuyâu  de  oooduile  OQTert  aux  deux  boni»  s'il  eel  d'une,  grande  longueur, 
car  In  pression  de  reau  contenue  doit  être  à  peu  ppàs  égale  en  tous  sens. 

(*)  Jnn.  de  eh.  et  de  ph,^  48SS,  f  série,  t.  XXXVIU,  p.  S30. 


f 


t^tion  MiPgejaUeU^  (iao$  U  sphère  coiQmçi  (teiiak  cylin^çe^  est  ^ 
peu  près  deux  fois  plus  forte  du  côté  intérieiir  ^vie  du  pAt4 

\^  deux  thçocà^Ç*  ^lé»e;[^t«iise5î  ci-des3^s  ^^yr  poujr  le 

itqHMieft  T?:^-  jMT  peur  la  sphère  creuse  à  parois  minœs  (r  ek  r 

étant  leurs  rayons,  p  la  pression  intérieure^  ou  plutôt  son  ex- 
cès sur  la  pression  extérieure  de  Tatmosphère,  et  T  la*  traction 
tangenticlle]^  peuvent  se  démontrer  aussi  sur  des  portions^ 
même  infiniment  petites^  de  leurs  parois,  à  savoir  sur  une  ca- 
lotte de  la  sphère  et  sur  une  bande  longitudinale  du  tuyau. 
Mais  ils  exigent  pour  être  exacts^  coipme  l'observe  M.  Lamé  ^\ 
que  les  tractions  tangentielles  exercées  aux  contours  de  ces 
portions!  produisent  les  mêmes  dilatations  que  si  la  sphère  était 
entière  et  partout  également  pressée  et  que  si  le  cylindre  était 
aussi  entier  et  même  de  longueur  infinie^  ou  que  si  la  partie 
considérée  était  infiniment  éloignée  des  deux  couvercles  ou 
platines  de  fermeture.  Il  en  résulte^  continue  M.  Lamé^  que  si 
une  chaudière  à  vapeur  est  composée  d'un  cylindre  term^é 
par  deux  calpttes  de  sphère,  les  tractions  ne  se  régleront  con- 

f<Vrméweo.t  fu^  ^eus^  théorèmes  T  ;;â  j«r  et  ^|2ir  qu'^utw^  (^ 

les  épaisseiii;^  de  ta  paroi  eylindrique  et  dtt  fond  spbérîqiie  se- 
roBi  estre  elles  conune  7  fois  le  rayon  r  de  bi  partie  cythÂdrique 
est  à  3  fois  le  rayon  r  de  la  partie  sphérique.  G^est^  en  ^et,  la 
cQQdition  pour  que  les  dilatations  tangentielles  soient  les 
mêmes  pour  toutes  deux^  à  leur  cercle  de  jonction,  et  ponsé- 
quemment  partout,  et  que  par  conséquent  aussi  le  rayon  de  ce 
cercle  s*étende  autant  comme  faisant  partie  de  Time  qwe  comme 
faisant  partie  de  Pautre  (*). 

(1)  H.  Barlow;  dans  son  chapitre  Foret  des  presses  hydrauliques,  trouva  que  m 
rapport  n'est  que  celui  &e$  favertes  des  dUniètree  tuièrteur  et  extérieur.  On  voit 
qu'Û  est  bieo  plus  consid^iible.  C'eit  que  sou  calcul  est  basé  sur  la  supposition 
que  Faire  de  ranoead  est  la  même  après  qu'avant  la  dilatation^  et  que  la  densité  est 
MUée  nailsme,  ee  qui  «'est  poial  9i^Q\  (A  Treaiise  ol  Jke  Streiust^,  etc., 
é)di«todelSa7). 

|9^  Ittt»  tut  les  èpsisêeurs  el  les  c«i»rlmfes  des  ^pareils,  4  ustm  (QoWïi^ 
rendus,  48  février  4850,  t.  XXX,  p.  457). 

If  y  Bi\  efld  si  «,  e  iQ»t  les  diei»  ^HftiKS  fuppoifBes.  pflM^i  lei  4i^tatâons 


CClij  BÊSISTANGE  DES  SOLIDES. 

La  même  règle  peut  servir  à  très-pea  près  pour  les  épaisseurs 
de  la  paroi  cylindrique  et  du  fond  spbérique  d'un  réservoir 
d'eau  en  tôle  (*). 

C'est  au  moyen  des  mêmes  formules  du  mémoire  de  1828^ 
modifiées  comme  à  la  16*  leçon  sur  Télasticité  en  y  introdui- 
sant deux  coefficients,  que  M.  Lamé  a  fourni  à  M.  Regnault 
un  calcul  approximatif  des  dilatations  de  ses  piézomètres  de 
deux  formes,  dont  nous  parlons  à  Tappendice  V^  p.  668  et  674. 

Si  un  tuyau  cylindrique  a  une  coupe  transversale  d'une  autre 
forme  que  le  cercle,  la  tension  en  un  endroit  quelconque, 
comme  le  prouve  Navier  par  un  raisonnement  simple,  est  la 
moitié  de  la  pression  intérieure  (supposée  constante)  pour  une 
surface  égale  à  la  projection  de  Tunité  de  longueur  du  tuyau 
sur  un  plan  parallèle  à  ses  arêtes  et  à  la  normale  en  cet  en- 
droit. Et;  pour  un  vase  fermée  par  une  raison  semblable^  la 
somme  des  tensions  dans  la  portion  de  paroi  répondant  à  la 
courbe  de  contact  d*un  cylindre  qui  envelopperait  ce  vase  tan- 
gentiellement,  est  égale  à  la  pression  intérieure  sur  une  surbce 
égale  à  la  section  droite  du  cylindre.  . 

Mais  quand  les  coupes  ne  sont  pas  circulaires^  la  pression 
produit  généralement,  avec  la  tension  qu'elle  développe»  des 
flexions  qui  tendent  à  les  rendre  telles,  et  dont  il  résulte  des  iné- 
galités plus  ou  moins  considérables  dans  la  répartition  des 
dilatations  suivant  les  épaisseurs  :  il  faut  calculer  la  plus  grande 
pour  lui  imposer  une  limite  (')• 


des  parois  du  cylindre  et  de  la  sphère  seront  respectlTement,  comme  nous  Tenons 

4 
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de  dire,  ■       *  et .  Leur  égalité  donne  bien  la   proportion  -  =  --  de 

8  4                                                                            a         3r 

~  E€      -  Eff 

7  3 

U.  Lamé. 

(1)  La  formule  i  laquelle  arrire  M.  Dupait  pour  ce  fond  (Traiié  de  la  ooadoite 

A 
et  de  la  distribution  des  eaux,  page  24S)  rerlent  i  T=s  -i^r  donné  ci-dessua. 

z 

L'attaque  que  M.  LoTe  dirige  contre  cette  formule  (Des  diverses  résistances  de  la 
fonte,  du  fer  et  de  l'acier,  4859,  n"  453,  p.  235)  n*a'nul  fondement,  non  plaa 
que  le  raisonnement  par  lequel  il  prétend  prourer  qu'au  centre  de  la  calotte  la 
tension  est  nulle. 
(■)  C'est  ce  qu'a  fait  H.  Bresse  (Société  phiiomailiique,  28  février  4857),  sur  une 


HISTORIQUE.  CCllij 

• 

Quand  la  pression  la  plus  forte  vient  de  Textérieur  de  l'enve- 
loppe sphérique  ou  cylindrique^  les  conditions  sont  analogues» 
excepté  lorsque  des  inégalités  de  courbure  ou  d'épaisseur  dé- 
terminent des  flexions  qui  peuvent  amener  un  aplatissement  ou 
écrasement. 


é^vllilnre  et  levN  vlbratloii*.  Esler.  JaeqHCS 
Berm^iillI  (de  1787).  S^plile  Germain.  lAmgrmwàge. 
•Poi«B#a  (1814).  Première  rectiileaitoa,  preflqae 
complète,  et  application*  exactes,  par  IV^vier. 

—  Quant  aux  plaques,  aux  membranes,  et  aux  vases  ouverts, 
tels  tiue  les  cloches,  nous  pouvons  parler  ici  à  la  fois  de  ce 
qui  est  relatif  à  leurs  vibrations  et  de  ce  qui  r^arde  leurs  dé- 
formations statiques. 

Il  n'a  été  fait  dans  le  siècle  dernier,  comme  dit  M.  Poisson  (^), 
que  quelques  essais  infructueux  sur  les  surfaceà  Hcaiiques  pliées 
à  la  fois  dans  deux  sens  différents.  Ainsi  Euler,  après  avoir 

d*Ç  rf*Ç         rf'Ç 

donné  en  17 W  une  équation  de  la  forme  —  =  a*  rr-;  +  **  ti 

pour  le  mouvement  vibratoire  des  tambours  ou  membranes 
parfaitement  flexibles,  en  les  considérant  comme  des  tissus 
de  fils  élastiques  se  croisant  rectangulairement  (*),  a  présenté, 
dix-huit  pages  plus  loin,  un  essai  sûr  le  son  des  cloches  (*), 
qu*il  décompose,  moins  heureusement,  en  anneaux  vibrant  in- 
dépendamment l'un  de  l'autre,  supposition  qui  conduit  à  des 
résultats  en  désaccord  avec  l'expérience  comme  avec  le  véri- 
table état  des  choses. 
En  1787  un  jeune  géomètre  portant  le  beau  nom  de  Jacques 


fotieatioB  de  M.  BelaDger,  poor  ono  ehandiére  dont  la  coupe  offre  un  pelU  degré 
d'eUipUeité.  Voir  auMi  le  n*  407  deli  deuxième  édition  (4863)  de  la  Théorie  de 
la  rétisunee  et  de  la  flexion  plane  des  solides,  par  M.  Bélanger. 

(<)  MéBioire  sor  les  surfaces  élastiques,  lu  le  4*'  août  4844  (Mém.  de  la  classe 
des  sdeMSi  maUiénatiques  de  r Institut,  4843)|  déjà  cité  n«XXlI  et  xxa. 

(*)  Ht  motu  vibratorio  iympanorwm,  an  tome  X  (4767)  des  Novi  comnutUarii 
Aeademim  Petropolitaoa,  p.  S43. 

(*}  Tenitmen  de  imw  campanarum,  {ItUm,  p.  4785.) 


CCliV  RÉSISTANCE  t>ËS  ^LIDBS. 

Bef noHlIi  (0>  présenta,  à  l'occasion  des  expériences  ^ne  tenait 
de  publier  le  physicien  allemand  Chladni  snr  les  places  m- 
nores  (*),  un  mémoire  dans  lequel^  appliquant  à  Ime  plaque 
rectangulaire  une  hypothèse  analogue  à  celle  qu'avait  faite  Eu- 
1er  sur  les  toiles  ou  membranes,  il  la  considère  comme  formée  de 
deux  systèmes  superposés  de  lames  parallèles  à  ses  deux  côtés, 
oe  qui  lui  donne  facttemeot»  stiy  étant  tes  coordonnées  cotÀp- 
tées  dans  les  mêmes  diractiottS)  snr  le  pim  ihoyisn,  K  nite  ffim* 
stante  et  {  Tcrdomiéa  mmiaie  dli  le  petit  dépltMMMlt  pcfpeil-' 
dicukire  à  la  pteque^  vmè  équatml 


z  ou  =-m- 


selon  que  là  plaque  ejst  en  équilibre  sous  une  charge  Z  par  unit^ 
superficielle  au  point  {x,y)  ou  selon  qu'elle  vibre,  m  représen- 
tant sa  massé  aussi  par  unité.  Cette  équation  est  incomplète; 

elle  maimne  tfMi  tentai  3K ■*■  iv  ;  conrnië  nouiï  allons  voir. 

dx*dy* 

L'auteur  recohnaiâsait,  Htt  reste,  Iqof on  pontail  lui  objecter  Kâ 
division  également  possible  de  la  plaque  en  lames  non  droite^, 
ou  bien  non  orthogonales,  etc.,  a  ce  qui  ne  donnerait  peut-être 
pas  la  même  chose^  9  mais  en  ajoutant  qu'il  ne  présentait  «on 
mémoire  que  comme  un  premier  essai  sur  ce  sujet 

Cepen(iant  Chladni  étant  venu  en  France  vers  idt)8  ^  ayant 
montré  les  curieuses  lignes  nodales^  de  forme  cour^  réfuUèrê 
et  très-variée,  qui  sont  dessinées  par  le  sable^fin  r^ndu  sur 
les  plaques  qu'il  faisait  vibrer  à  l'aide  d'un  archet,  rAcadémi^ 
sur  l'indication  du  souverain  d'alors,  proposa  en  1810  pour  su* 
jet  de  prix  de  donner  la  théorie  maikématiqtte  des  vibrations  des 
surfaces  élastiqueSy  et  de  la  comparer  à  Vexpéricnce  (')•  Une  seule 


(i)  Fils  du  second  Jean  (oh  pe;il-au  4a  ^enkr,  «t  mmfm  4e  ftMM)>  aé  cb 
4759,  mort  en  4789  d'«n  accident  dans  la  rivière  de  Ke«a.  E9aai  théor^éUg^  nar 
Ut  vthratUmê  du  flaçptet  raoten^fet  ei  Zt&res,  prèsenù  le  94  arptfimhpe  478S. 
Tome  V  (4789)  des  Nova  acta, 

C)  (:clle  première  publication  â'e  Chladnt  parut  i  Leip8i|(  en  4787. 

('}  Traité  d'acoustique  de  Cbladni,  traduction  publiée  par  lui  en  1809. 
p.  357. 
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{nèsefut  envoyée,  car,  sente  entfeleis  géotnètreè  du  temps,  ma- 
riemolaeiie  Gemiàin  (^)  ne  se  laissa  pas  décourager  par  un  mot 
de  L&grange,  qui  avait  dit  qu'il  faudrait,  pour  la  solution  de 
ecftte  question,  un  nouveau  genre  d'analyse.  Elle  aperçut  et 
énohiça  un  principe  qui  lui  parut  eiipable  de  iK)nduit%  à  réqim- 

1      1 

Uon  véritable.  Ce  principe  revient  à  ce  que  la  somme  -  -f  *7  <^^ 

eDarbores^  ou  des  inverses  des  rayons  de  tourbure  p,  p'  dans 
deoi  i^ns  t^ctangnlaireS)  somme  qui  mesuré  en  quelque  sorte 

te  degré  de  déformation  de  chaque  élément  dé  la  plaque^  doit 

* 

1 
joœr  dans  te  flexion  te  même  ràle  q<ie  la  courbure  r  dans  la 

tietMm  â\ine  âimple  .tige  prlmffivement  droite  ;  en  sorte  que 
celte  Somme  multipliée  pat  une  constante  mesurei'âit  la  force 
élastique  teïitlant  h  ràtnener  h  fiA  forme  plane  l'élément  super- 
fitld  conrbë,  A  à  diminuer  pat  conséquent  là  Inême  somme; 
d*bfi  B  Sdîvratt  qute  te  fhofhènt  on  travail  virtuel  de  la  réaction 
eii  l[)nest!on  serait  égal^  pour  toute  la  plaque,  à  la  somme  des 
saperftetes  des  éléments  hmltiplïés  par  une  constante  K  et  par  le 

tMAttI  /^-  +  -  J  ^  (  -  +  -?  )  de  la  môme  «omme  plt  sa  f^ariù" 

Uon  ou  différentielle  par  8;  en  sorte  que  te  potentiel  des  forces 
élastiques  développées,  ou  la  quantité  dont  te  variation  donne 

te  travail  virtuel»  serait  ©•  (  -  +  -)   V^  ^^^^^  superÙcîelle, 

Oonime  elte  fit^  à  oe  qu'il  parait,  um  erreur  <i8  cakui  en  p(H 
sant  ou  en  développant  Véquation  de  travaux  virtuels  qui  en 
déoouley  son  mémoire  de  i  811  ne  fîit  pas  jugé  remplir  les  con- 
ditions du  programme.  Mais  Lagrange,  qui  encourageait  les 
travaux  de  cetïe  personne  aussi  modeste  qù'éminente,  adopta 
son  idée  et  lui  niontra  qti^on  en  tirait  teçitement,  par  les  mé- 
thodes de  te  mécanique  analytique,  l'équation 

i^  net  en  nTï^t  ^iB«rt«  ea  1*S84 .  taf^ét  la  nôtf  eè  eu  fêle  de  les  CànOiSraiwns 
iur  Véiai  de»  aeienca  et  des  lettres,  pabliéet  ea  4833. 
(*)  El  «an,  «a  réêubail  let  eoarburei   atit  Ttleun  qu'enei  prcàiftibt  ^nand 
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La  question  fut  remise  au  concours  une  deuxième  et  une 
troisième  fois,  et  Sophie  Germain,  en  présentant  en  1813  cette 
équation  différentielle  complète,  avec  un  essai  d'établissement, 
par  le  même  principe,  des  conditions-limites  pour  les  seules 
plaques  rectangulaires,  obtint  d'abord  une  mention  honorable; 
puis,  de  nouveaux  développements,  et  l'extension  à  des  plaques 
naturellement  courbées  en  forme  de  surface  cylindrique,  sur 
lesquelles  elle  fit  également  des  expériences,  lui  méritèrent  le 
grand  prix  en  1816.  Elle  ne  se  détermina  qu'en  1821,  sur  les 
exhortations  de  Fourier  et  de  Legendre,  à  publier  ses  travaux  ('), 
auxquels  elle  donna  une  suite  en  1826  (*).  Tout  en  soutenant 
son  hypothèse,  elle  semble  décliner  l'invention  de  l'équation 
différentielle,  en  se  réservant  pour  tout  onérite  de  l'avoir  appli- 
quée. Ses  intégrales,  exprimées  en  sinus  et  exponentielles,  sont 
particulières,  et  ne  fournissent  que  le  nombre  de  vibrations 
principales  ou  du  ton  le  plus  grave,  et  le  nombre  des  lignes  no- 
dales,  sans  déterminer  les  amplitudes  de  celles*là  ni  les  formes 
de  celles-ci.  On  verra  plus  loin  que  le  potentiel,  ou  la  quantité 
à  rendre  un  minimum  pour  l'équilibre,  est  proportionnel,  non 

/l       1\* 
pas  à  I  -  -|*  "7  )  9  ^^  ^  ^  ^^^^  plus  ^^^  constante  multipliée 

1       1 

par  la  somme  -7+~i9  V^h  traitée  de  même,  conduit  à  la 

P       P 
même  équation  du  quatrième  ordre  ('). 

Aussitôt  qu'il  eut  connaissance  de  l'équation  différentielle 
nouvelle,  Poisson  en  chercha  une  démonstration  exacte,  et  lut 


elldf  retient  irèt-petilei^  on  a,  pour  toute  l'étendue  de  la  plaque 

qui,  en  intégrant  par  partiel  deux  fois,  donne,  pcAr  le  terme  restant  affecté  du 

(I)  ftecberchei  inr  la  théorie  des  lurfacat  éUatiquei,  in->4% 
P)  Reoarqaei  lar  la  nature»  lea  bornes  et  l'étendue  de  la  qnestibn  des  surfacef 
éltstiqnei. 
(*)  En  effet,  les  deoi  rayons  de  courbure  principaux  p  et  p'  sont  donnés  comme 
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à  ce  sujet  le  mémoire,  déjà  cité,  du  i**  août  1814.  Dans  la  pre- 
mière partie,  il  s'occupe  des  membranes,  c'est-à-dire  des  sur- 
faces infiniment  flexibles  ne  résistant  aux  déformations,  comme 
la  corde  vibrante,  qu'en  vertu  de  tensions  longitudinales  ou 
tangentielles  y  et  il  parvient,  en  embrassant  le  cas  où  la  forme 
primitive  est  courbe,  aune  équation  qui  se  réduit,  lorsque  cette 
forme  est  plane,  à  celle  d'Euler  (de  1766),  plus  générale  que 
celle  de  Lagrange,  car,  dans  la  Mécanique  analytique  (*),  la  ten- 
— 1  —  -  -1^  .      «Il-     —  —  — ^^— ^— ^^^^^-^^.^^_ 

l'on  sait  (quand  la  courbare  est  petite)  par  l'équation  du  second  degré 
d'od  résulte,  en  tirant  leurs  râleurs  et  en  substituant, 


& 


HiiltipttaDl  par  dxdtff  prenant  lei  \\,  ditrérentiant  par  d et  intégrant  par  parties, 
ce  qui  restera  affecté  do  double  ligne  et  de  dxdy^  sera  le  mène  trindine  du 
quatrième  ordre  qui  est  fourni  par  i  ~  +  ~;  j  • 

0)  Edition  de  4844,  4 *•  parUe,  section  V,  cb.  III,  $  U,  n*>  44,  45. 

Fourier  a  aussi  étudié  lea  turfaeeê  éUuiiquet,  d'abord  seulement^  dans  un  Mé- 
noire  présenté  le  S  juin  4S48,  aous  le  rapport  de  la  propagation  d'un  mouTe-> 
ment  qu'on  y  excite  quelque  part,  lorsqu'elles  sont  infinies  en  tons  sens;  et  il  a 
donné  à  ce  sujet,  de  leur  équation  différentielle 

une  inlégrale  en  série  d'exponentielles  réelles  et  imaginaii^s  susceptible  d'être 
sommée  par  une  inlégrale  défloîe.  M.  Poisson  ayant  présenté  i  cette  occasion, 
à  la  séance  sulTanle  de  la  Société  pbilomatbique,  et  inséré  à  son  Bulletin,  p.  97, 
des  Bemarquet  sur  les  rapporit  qui  existent  entre  la  propagation  des  ondes  à 
la  surface  de  Veau  (sujet  dont  II  s'était  déjà  occupé,  même  Bulletin,  juin  4847, 
p.  86)  et  leur  propagation  dans  une  plaque  élastiquef  Fourier  répliqua  par  une 
IfoU  relative  aux  vibrations  des  surfaces  élastiques  et  au  mouvement  des  ondes, 
od  il  donne  de  l'équation  précédente  une  inlégrale  tous  forme  finie  contenant 
deux  fonctions  arbitraires  engagées  chacune  sous  une.  inlégrale  double  prise  de 
—  oo  â  oo  par  rapport  i  des  rariabies  auxiliaires.  La  même  inlégrale  est  don- 
née par  Poisson  quelques  pages  sTant,  au  même  cahier,  p.  495,  sous  le  litre  : 
Sur  thUégrale  de  Véquation  relative  omx  vibrations  des  êurfaees  élastiques,  en 

f     ^^       ai  i  /— \  dz  d*z 

partant  de  celle  z=z\  e"""  ®l«  +  ^aymtjdd    de    --  -=:  m  — - ,  trou- 

J— oo  dt  dafl 

▼ée  par  Laplace  (/.  de  VÉc,  pol,,  44*  cahier).  Mais  M.  Poisson  ne  fait  aucun 

usage  de  cette  intégrale  dans  son  Mémoire  de  482S  oà  11  ne  considère  qu'une 

plaque  de  dimensions  finies. 

I.  « 
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sion  est  saulemeoi  supposée  égale  en  tous  seas.  Passant  à  ce 
qu|  es\  relatif  à  use  plaque^  o'est*à*dire  k  upe  surface  capable 
de  résister  h  la  Qexion^  il  suppose  sa  résistance  due  à  d9S  forces 
répulsives  mutuelles  entre  ses  points  matériels  (n""  XXII  d -des- 
sus). Ces  forces»  sur  lesquelles  il  ne  fait  d'autre  supposition  qiie 
celle  de  leur  4ctiQQ  à  des  distances  insensili)les  seulementi  ne  se 
trouvent  ^paiement  engagées,  comme  dans  les  calculs  relatifs  k 
Tiiction  capilbûre^  etc.»  qu^  dans  des  intégrales  définies  se  r^ 
dnisant  à  des  constantes  arbitraires  déterminables  par  l'obser- 
vation. Les  changements  de  distance  qui  mettent  ces  actions  en 
jeu  ne  sont,  dans  son  analyse,  que  ceux  des  points  de  la  surface 
moyenne,  car,  comme  nous  l'avons  dit  au  n*  XXII  et  comme 
il  Ta  reconnu,  il  réduisait  la  plaque  à  une  série  de  points 
répandus  sur  cette  surface  plane,  d'où  il  suit  que  le  trinôme 
différentiel  de  Sophie  Germain  et  de  Lagrange  n'est  multiplié 
que  par  le  carré  de  la  masse  de  l'unité  de  surface  de  la  plaque  et 
par  conséquent  par  le  carré  de  son  épaisseur  tandis  qu'il  de^ 
vrait  Véise  par  le  cube.  Cette  équation  est  applicable  du  reste  à 
des  surfaces  douées  de  tous  les  degrés  de  flexibilité,  car  selon 
qu'on  néglige  certains  termes  ou  certains  autres  elle  peut  ser- 
vif  à  la  pluque  ou  à  la  membrane.  Poisson  termine  son  mémoire 
en  montrant  (comme  nous  venons  de  faire  dans  deux  notes,  mais 
en  embrassant  le  cas  de  courbures  plus  grandes]  que  la  surface 
élastique^  en  appelant  d^a  son  élément,  a  la  propriété  de  rendre 

un  minimum  non -seulement  Vd«>>(-'  +  ^]     mais  encore 

\  ^^  i^t  +  '^  ^^  P^'  conséquent  toutes  les  sommes  de  ces  deux 

intégrales  multipliées  par  des  constantes  ;  ce  qui  vient,  observe- 
t-iU  de  ce  qu'elles  diffèrent  entre  elles  d'une  constante  multi^ 

pliée  par  i-^ ,  dont  la  différentielle  par  8  est  nulle  quand  on 

n'a  égard  qu'à  ce  qui  reste  sous  le  double  signe  { {  après  qu'on 
a  remplacé  dta  par  sa  valeur  dxdy  et  intégré  par  parties. 
G^  propriété  généralise  celle  qui  avait  été  aperçue  par 
D.  BernouUi  et  développée  par  Euler  pour  les  simples  lames 
(n-  XIII). 
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Navier  le  premier  envisagea  les  surfaces  élastiques  ou  ]o& 
plaques  dans  leur  réalité  physique  en  tenant  compte  de  leur 
épaisseur,  dans  un  mémoire  déjà  cité  (n*  XXII)^  présenté  à  TAoa* 
demie  le  i4  août  1820  et  imprimé  par  extrait  en  1823  C).  Il 
composa  pour  cela  (comme  il  fit  Tannée  suivante  pour  des  corps 
de  forme  quelconque)  la  résultante  des  actions  a'exerçant  sur 
chaque  molécule  de  la  part  de  toutes  les  molécules  environ* 
nantesy  en  vertu  de  ce  que  leurs  distances  ont  été  augmentées 
ou  diminuées  par  la  courbure  de  la  plaque^  dont  il  suppose  que 
les  lignes  matérielles  primitivement  normales  aux  deux  faces 
leur  sont  restées  normales.  Comme  il  se  sert  du  calcul  des  va« 
nations  et  de  la  méthode  de  la  Mécanique  analytiquef  les  inté- 
grations par  parties  lui  fournissent  non-seulement  Féquation 
différentielle  du  quatrième  ordre  avec  un  coefficient  où  Képais- 
seur  entre  au  cube^  mais^  encore,  les  équations  aux  limites^  ou 
les  conditions  à  remplir  aux  bords  de  la  plaque  selon  la  direction 
et  rintensité  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  ces  bords. 

Son  analyse  est  exacte,  excepté  en  ce  qu'il  suppose  que  Isê 

petits  éléments  linéaires,  dans  le  sens  de  Tépaisseuri  restent  de 

la  même  grandeur  qu'avant  la  courbure  de  la  plaque,  tandis  que, 

z   z 
par  suite  des  dilatations  -,  -;  des  éléments  linéaires  dans  les  sens 

9  9 
parallèles  à  la  plaque,  au  point  à  la  distance  z  de  là  surfaée 

moyenne,  et  en  vertu  de  ce  qu'on  suppose  nulles  les  pressiotiS 

perpendiculaires  aux  deux  faces,  les  premiers  éléments  auraient 

dû  être  regardés  comme  se  contractant  dans  des  proportions 

-  (-4-^)  d'ûpl*s  la  théorie  de  l'élasticité,  qui  ne  fut  cré^  que 

l'année  suivante  par  Navier  lui*même,  et  développée  ftetltoflièflt 

en  1827  dans  ses  conséquences  par  Caudhy  et  Poisson^ 

De  cette  omission  il  résulte  que  le  potentiel  par  tirtlté  ÀÊ 

surface,  ou  la  quantité  dont  il  faut  rendre  un  rainimttni  Id 

somme  des  produits  par  les  éléments  superficiels,  est  propof* 

1/1      1  \*      Si 
tionnel,  datts  son  mémoire,  ^si--!--;)  — 5^*  tandis 

S  V  P      P  /        3  pj) 


(t)  Bnlletia  4e  U  Société  philoniithk|««,  p.  M. 
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4  /i      i  \  *      3  4 
qu'il  Test  réellement  à  -( — [--)  —7—;.  Cela  n'empêche  pas 

2\p      p/       4pp 

Navier  d'arriver  à  la  véritable  équation  indéfinie  du  quatrième 
ordre^  ce  que  Ton  comprend  d'après  la  remarque  finale  du  mé- 
moire de  Poisson  rapportée  tout  à  l'heure  ;  l'erreur  n'affecte  que 
les  équations  définies  à  satisfaire  au  contour.  Encore  est-elle 
tout  à  fait  sans  influence  sur  les  belles  applications  qu'il  en  fait 
à  la  plaque  rectangulaire,  en  sorte  qu'on  doit  considérer  Navier 
comme  ayant  le  premier  montré  le  genre  de  rectification  qu'il 
fallait  faire  subir  à  l'expression  du  travail  virtuel  de  déformation 
adoptée  par  Sophie  Germain  et  Lagrange. 

Il  suppose  horizontale  la  plaque  rectangulaire,  et  : 

1*  Appuyée  au  contour  sur  un  cadre  fixe  et  chargée  de  poids 
arbitrairement  répartis  sur  sa  surface;  d'où  il  déduit  comme  cas 
particulier  ce  qui  arrive  quand  la  charge  est  ou  au  milieu  ou 
également  répartie,  ce  qui  sert  à  démontrer  analytiquement  le 
théorème,  prouvé  tout  autrement  par  Mariotte,  de  la  con- 
stance du  poids  de  rupture  quelles  que  soient  les  dimensions. 

V  Appuyée  seulement  sur  quatre  angles  et  sollicitée  à  tous 
les  points  de  son  contour  par  une  force  constante  horizontale  ou 
parallèle  à  son  plan  primitif  (comme  Test  une  simple  lame 
sollicitée  debout  ou  longitudinalement). 

Les  Intégrales  offrent  une  belle  application  des  méthodes  de 
Fourier,  alors  nouvelles  et  non  encore  publiées. 

LX.  fitalte  de*  plaque*  et  membrane*.  Poàft«oii« 
CJaneliy.  M.  liamé.  M.  KlrcMiair.  Potentiel  mal^ 
•nlaire  Téritalile  de*  plaqne*.  IVombre  de*  ean- 
ditlan*  anm  limite*.  -^  Mais  la  découverte  des  équations 
générales  de  l'équilibre  d'élasticité  permit  bientôt  à  Poisson  en 
4828,  et  à  Cauchy  la  même  année,  de  présenter  d'une  autre 
manière  celles  qui  sont  relatives  aux  surfaces  élastiques. 

Poisson  s'occupe  d'abord  de  la  membrane  (*),  à  laquelle  il 
attribue  une  courbure  quelconque  primitive  ou  acquise.  Il  la 
suppose  sollicitée  seulement  par  des  forces  agissant  sur  son 


P)  M4aolrt  av  C  vm  4e  rinittUit,  1St8«  »-  54  et  BuiTiott. 
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contour^  ainsi  que  par  d'autres  s'exerçant  sur  tous  les  points  à 
la  manière  de  la  pesanteur  et  de  Tinertie^  et  assez  mince  pour 
que  les  pressions  intérieures  puissent  être  regardées  comme  les 
mêmes  dans  toute  l'étendue  de  son  épaisseur.  En  exprimant  l'é- 
quilibre d'un  de  ses  éléments  terminés  par  quatre  faces  normales^ 
il  obtient  une  équation,  à  laquelle  M.  Lamé  arrive  d'une  manière 
bien  plus  simple  (^)  en  taillant  l'élément  en  forme  de  prisme 
quadrangulaire  tronqué,  qui  a  ses  faces  latérales  perpendiculaires 
à  deux  des  coordonnées.  De  cette  équation  il  déduit^  quand  la 
membrane  est  primitivement  plane^  deux  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  donnant  les  déplacements  que  ses  points 
peuvent  éprouver  dans  deux  sens  parallèles  à  son  plan,  et^  aussi^ 
réquatioQ  du  second  ordre,  semblable  à  celle  d'EuIer  (1766) 
donnant  les  vibrations  perpendiculaires  au  même  plan.  M.  Lamé 
Ta  intégrée  pour  des  cas  remarquables  où  les  diverses  lignes 
nodales  doivent  se  déterminer  par  des  considérations  tirées  de 
la  théorie  des  nombres. 

Pour  la  plaque  susceptible  de  résister  à  la  flexion^  Poisson  et 
Cauchy  ('),  à  défaut  d'une  intégration  complète  des  équations  de 
l'élasticité,  jusqu'à  présent  ineffectuée  pour  les  corps  finis  non 
sphériques^  regardent  les  déplacements  à  l'intérieur  comme 
exprimables  en  séries  convergentes  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  de  la  très-petite  ordonnée  z  qui  est  la  distance 
de  chaque  point  à  la  surface  moyenne  divisant  l'épaisseur  en 
deux  parties  égales.  En  supposant  qu'aucune  pression  ne 
s'exerce  sur  les  deux  faces^  et  en  ne  conservant  qu'un  certain 
nombre  de  termes  des  développements,  ils  arrivent  à  l'équation 
différentielle  du  4*  ordre  ci-dessus,  où  Z  doit  être,  comme  l'on 
voit,  une  force  agissant  sur  toutes  les  molécules  à  la  manière  de 
la  pesanteur  ou  de  l'inertie,  et,  du  reste,  distribuée  d'une  ma- 
nière quelconque  aux  divers  points  (').  Hais  on  peut  en  étendre 


{>)  HeuTième  leçon  sur  l'éUiUeité,  4863. 

(S)  Ménolre  de  M.  Poiiioa  du  44  arril  48S8  au  t«  vm  de  llottitut,  n*  65,  p. 
593  et  tofr.  ;  et  Mémoire  du  6  octobre  4838  (préseoié  araut  la  pablictUon  de 
eeloi  de  Poisaon),  aux  Exercices  de  ma ibéma tiques,  3**  année,  p.  8S8-356. 

O  Pour  le  faire  comprendre  nous  croyooa  dcToir  rapporter  ici,  sous  une  forme 
simple,  oe  qu'il  y  a  de  plut  essentiel  dans  leur  analyse.  Soient  z  la  coordonnée 
normale,  comptée  depuis  le  plan  moyen  de  la  plaque,  a;  et  ff  les  deux  anUea  coor- 
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apprûximativement  remploi,  dans  les  problèmes  d'équilibre,  au 
cas  où  Z  repFéseûterait  une  pareille  force  augmentée  d'une 
charge  étrangère  distribuée  aussi  suivant  une  loi  quelconque 


dÔRD^ef  recUQgles,  Se  rôpaUseur  trèi-peiiie  de  U  plaque,  sur  \f$  deui  faces  de 
laquelle  oa  suppose  qu'aucuDo  pression  ne  s'exerce,  eo  sorte  qu'arec  les  nout- 
lions  du  troisième  Appendice,  p.  547^  on  doit  arolr  pxs  =  0,  pyz  =.  0,  p»  =  0 

Z 

pour  2=z±ti  coQn  soit  ~-  Tiatensité  de  la  force,  parallèle  aux  z,  qui  agit 

sur  l'unité  de  volume  à  la  manière  de  la  pesanteur  ou  de  l'inertie,  ^u  point 
{x,  y,  z),  ou  soit  Z  cette  force  rapportée  i  TuDiiè  de  surface.  Posons  les  équa- 
tions d'équilibre  intérieor  (même  Appendice,  p.  585}  *. 

^      dpxx  .  dpxy      dpzx    .      dpx^i      dpyy       d/)y,     Z       dpxg     dpyz  ,  dpt» 
ax         dy         dz  <ix         dy  dz      Se       dx        dy        dz 

Qlfférçnttoui-les  respectivement  par  rapport  i  c,  à  y,  à  z;  puiç  diftérealioiis  fiar 
rapport  à  z  ce  qui  en  résulte,  et  ajoutons^  à  ta  troisième  équation  non  diffùren- 
licc,  les  trois  résultats  de  eette  double  différentraiioo,  multipliés  respectivement 
eS    eS    c»  e«       e«       e» 

^"  ?'  3  '  s"'  °*^"*  *^^"*  ▼"  quo  ^  +  g-  =  j  î 

leV    "*■  6   dzV       ^  dz\  dc^    "^      dardy  "*"    dy*  J  "^ 

Si  l'on  fait  2  =  0,  les  trois  dernières  parenthèses  du  second  membre  s'annule- 
ront, car  si  Ton  s'arrête  aux  quatre  premiers  termes  du  développement  fuivani, 
supposé  convergent  et  appliqué  à  pzx,  Pyx,  Pss,  QÛ  les  indices  zéro  marquent  ce 
que  deviennent,  pour  s  =  Oj  les  quantités  qui  en  sont  affectées 


p  =  p»  +  * 


ceito  «konu^tioft  des  trois  binômes  entre  parenthèses  est  nécessaire  pour  que  ços 
trois  composantes  de  pression  pxx,  Py*»  p*i  deviennent  nulles  pour  z=sàzt 
comme  on  le  suppose. 

L'équaiioo  préoédente  se  réduit  done,  en  effaçant,  dans  la  parentbèM  du  prt» 
mier  membre,  te  terme  en  e*  vis-à-vis  du  terme  qui  n'en  est  pas  affecté,  i 

3  IKdzday , "^     \dzdxdyJo      \dzdy*J^] * 

Or  si  noni  meltona  dans  le  second  membre,  qui  est  affecté  de  %\  i  la  fUao*de 
pxxy  pmyy  Pyy  l^urs  valeMve  (35)  du  $  M,  p.  à84  du  3«  Appendice,  es  fonction 
des  dépUcements  u,  v,  w  des  points  dans  les  sens  x,  y,  z  pour  une  matière  iso- 
trope, BQtts  pouvons  y  remplacer^  au  même  degré  d'approximation,  les  dérivées 
des  déplacements  parallèles  n,  v  par  leurs  valeurs  en  foncdon  des  dérivées 
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sur  h  face  supérieure^  car  il  devra  en  résulter  sensiblement 
la  même  flexion,  sauf  à  changer  très- légèrement  là  valeur  de  la 
constante  affectant  le  trinôme  différentiel. 

Bi  des  forces  agissent  non- seulement  dans  le  sens  normal 
mais  encore  dans  deux  sens  tangentiels  rectangulaires^  on  arrive 
de  la  même  manière  à  une  équation  qui  se  sépare  en  deux  au- 
tres et  dont  Tune  donne  les  déplacements  tangentiels  comme 
dans  le  cas  de  la  membrane  susceptible  de  dilatations  et  de 
contractions,  l'autre  les  déplacements  normaux. 

Mais  il  faut  avoir  aussi  les  équations  d'équilibre  définies,  à 
satisfaire  aux  limites,  c*est-à-dlre  aux  bords  ou  an  contour  d'une 
portion  quelconque  de  plaque  dont  nous  supposons  les  faces 
borizont^es  pour  fixer  les  idées.  Poisson  en  pose  trois,  savoir  : 
i*  une  pour  la  somme  des  forces  verticales^  ou,  comme  on  dit, 
des  efforts  tranchants  qui  peuvent  agir  sur  l'unité  de  longueur 
de  ce  contour;  2*  et  3*  deux  pour  les  sommes  de  moments,  au- 
tour de  parallèles  aux  deux  coordonnées  horizontales,  des  forces 
tant  horizontales  que  verticales  s'exerçant  sur  la  même  unité  de 
longueur  du  bord  ou  cylindre  contournant.  Les  forces  verticales 
sont  tenues  en  équilibre  de  transli^tion  par  les  réactioios  trans- 
versales, c'est-à-dire  par  les  composantes  de  pression  iaiérienré, 
de  même  direction^  agissant  à  travers  une  section  aussi  verti- 
cale, rendue  légèrement  inclinée  et  courbe  par  les  petits  glisse- 
ments qui  les  développent.  Ces  composantes  sont  nulles  sur  les 


i^>— ^■w^<^'^>  — p— pii»»*.^!»» 


dw    dw 

— ,  —  do  déptaoemMit  noriMl  «p,  tirées  de  It  supposition  qaoD  a  j»sa=r  0, 

4»    4$ 


PyicsS,  Pa^wt^  4»m  I9III*  ripaftssMr  foaoM  •■  r»  s»r  !•■  dow  Aeit 

d«   Il  plique:  c'eitrà-dire  od  peut  faire  •t-  =  — t"i^  — ■"^~»    •* 

az  QX    tfz  dy 

îb  S"  ^  "  îeT7  dz\dx'^lly)''%t-\-e  Vite»  ^  dyV*  •    ** 

résulte 

c'est-à-dire  rèqottioD  du  quatrième  ordre  qui  èull  I  éftbiif  el  qut,  èUèt  toté* 
grée,  doDtten  le  dépl«ceoieDt  normal  «;«  dn  ptao  moien,  et  oi^  Z«  est  li  forée 
i||sMat,  à  fendfoti  («»  y)^  lur  wm  poitlon  d«  l«  plaqM  rdpéndati  4  Tnatté 
de  surfaee. 
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• 

faces  supérieure  et  inférieure,  et  Poisson  a  pu  les  négliger,  sur 
toute  l'épaisseur,  dans  le  calcul  qui  a  conduit  à  l'équation  dif- 
férentielle indéfinie;  mais,  ici,  il  faut  en  tenir  compte,  et  Pois- 
son conserve,  dans  la  série  entière  par  laquelle  il  les  représente, 
le  terme  affecté  du  carré  de  la  coordonnée  verticale  ('). 

Quant  aux  réactions  ou  composantes  de  pression  horizontales 
s'exerçant  à  travers  la  même  section  verticale,  comme  leurs 
sommes,  pour  toute  l'épaisseur,  sont  nulles  quand  la  plaque 
horizontale  n'est  sollicitée  que  par  des  forces  verticales,  les  dé- 
veloppements de  ces  forces  manquent  du  premier  terme;  et 
M.  Poisson  les  réduit  au  second  terme,  ce  qui  revient  à  les  sup- 
poser (comme  dans  la  théorie  de  la  flexion  des  simples  tiges  ou 
lames)  proportionnels  à  la  petite  ordonnée  z,  distance  de  chaque 


(')  L'annulalioQ  oécetsaire,  pour  z=d:,e,   de  cet  compounlea  pm*  et  py», 
représentées  ipproiimatlvemeol  par 

donne  [ -^  j  ^  ^>  '''>  ^  *"  T  (  Jl  )   ^^  ^^'^  ^^^^*  eipreMlons  i  la  forme 

p=f— ^j   .  —  M— ---j  analogue  i  celle  qu'on  a  trouvée,'  en  ce  qui  est  rela* 

tir  à  une  simple  tige,  pages  944,  39S^  394,  pour  le  glissement  qui  leur  est  pro- 
portionnel, ce  qui  fournit 

pour  lea  sommes  de  ces  réactions  sur  l'unité  de  longoeor  de  sections  perpen- 
diculaires aux  X  et  aux  y  respecUTemeni.  Et  comme  les  deux  premières  des  trois 
équations  d'équilibre  intérieur,  rapportées  tout  à  Theore  dans  une  note,  donnant 

\dz'^  ).     ""VdidarA     \dzdy  j  J  \  dz^  J .  \dzdxj^     \dzdyJo* 

on  peut,  au  moyen  des  relationa  entre  les  déplacements  u,  v,  w  données  à  la  fin 
de  cette  même  note,  exprimer  ficilement  ces  deux  sommes  de  forces  en  fonction 
du  seul  déplacement  to«,  et  arriver,  pour  celle  qui  agit  sur  l'unité  de  longueur 
horiiontale  d'une  section  verticale  dont  la  normale  fait  l'angle  a  aveo  l'axe  dea  9, 
à  l'expreasioQ  de  M.  Poisson 

îe»    ^[e -^  9')  r  rdiwo  ^    dhff.\  rdho.    ^   dhv^\   ,     1 
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point  au  plan  moyen^  dont  les  dimensions  restent  invariables; 
et  il  détermine  facilement^  en  fonction  des  dérivées  des  dépla- 
cements verticaux  u;.  des  points  de  ce  plan,  l'expression  de  leurs 
moments,  qu'il  égale  aux  moments  des  forces  extérieures  agis- 
sant sur  le  contour^  ces  moments  étant  pris  comme  les  autres 
autour  de  parallèles  aux  coordonnées  horizontales  x  et  y  (^]. 

Poisson  en  fait  une  belle  application  aux  vibrations  d'une 
plaque  circulaire  sollicitée  d'une  manière  égale  à  égale  distance 
de  son  centre^  et  détermine,  lorsqu'elle  est  libre,  ses  vibrations 
et  ses  lignes  nodales  circulaires  concentriques. 

Mais  M.  Kirchhoff  a  montré  qu'au  lieu  de  ces  trois  équations 
de  condition  aux  limites  il  n'en  fallait  que  deux^  dans  un  mé- 
moire des  plus  dignes  d'attention,  dont  un  extrait  a  paru  d'abord 
aux  Comptes  rendus  en  1848  (*),  et  qui  a  été  imprimé  in 


(')  Oo  a  ainsi  (même  ooUtiont] 

donnant  ponr  moments,  sur  l'unité  de  longueur  des  sections  Terticales,  ces  mêmes 
eipressions  multipliées  par  zdz  cosa  ou  xdz  sina  et  intégrées  de— *eà  e,  c'esl- 

l-dire  ---  multiplié  par  les  mêmes  trois  dériTées  i    j    et  par  cosa  ou  sina. 

du 

Mettant  dans  ces  dérivées,  pour  p«s,  pyy,  p^y  leurs  râleurs  (Se +e')  -r-  +  , 

dx 


2e»  /^  rfH*  \ 

etc.»  en  fonction  des  déplacements  ti,  v,  tp,  on  a  -^--(Se  +  e'K  r-r-  )   + « 

3  \diM2  J  o 

etc.,  od  les  dériTées  des  déplacements  seront,  comme  ans  deux  autres  notes, 

exprimées  bcilemeat  au  moyen  de  celles  de  w^  seul.  D'où  facilement  aussi,  les 

expressions  suivantes  (se  confondant  avec  celles  de  M.  Poisson  quand  on  fait 

e  =  e']  des  moments,  autour  de  parallèles  aux  x  et  aux  y,  des  forces  s'exerçaot  i 

travers  l'unité  de  longueur  de  la  face  dont  la  normale  Uii  avec  les  x  Tangle  a  : 


H'=  -  -—-7       e'  -^  +  2  e+e') -— î   sin a+  (2e+  t')  — -- 
3  2e  +  e'IL     dx^  dy^  J  ^  '  dxdy 

4      es*    (  .         ^  dhûa  r  ,  «P«^o        .  d'tPol 


cosa 


cosa  >• 


(s)  16  octobre.  NoU  relative  à  la  théorie  de  réquiUbre  et  du  numvement 
d^une plaque  élaeiique^  t.  XXVil,  p.  394.  l\  est  essentiel,  à  la  page  396,  au  lieu 
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exienso  en  1880  au  journal  de  Crelle  (*).  Ces  deux  équations 
sont  s 

V  Celle  qu'on  peut  tirer  des  deux  dernières  de  Poisson,  par 
le  principe  de  la  composition  des  moments  de  rotation^  en  éga- 
lant entre  eux  les  moments  des  forces  extérieures  et  des  forces 
intérieures  autour  d'une  tangente  au  contour. 

2'  La  première  de  Poisson,  relative  aux  forces  verticales,  mais 
additionnée,  comme  cela  paraît  nécessaire  à  M.  Kirchho£f,  avec 


des  deux  équations  n  +  (N)  =  0,  G  +  --  +  (F)  +  -j^  =  0,  d'écrire  G-|-(G)=0, 

dN  dis) 

y  4.  ^  +  (F)  -f  -^  =  0  ;  el,  à  U  4«  ligne  en  remonlint,  de  meiue  F  ot  N,  N,  N 
as  as 

an  Heu  de  0,C,G. 

(<)  40«folame,  4"  HvralsoDi  p.  54.  Vthtt  dos  Gteickfewicht  «fid  Béwêgung 
einer  elasiischen  scheibe» 

Il  commence  par  prouyer,  dans  ce  mémoire,  que  le  principe  de  Mademoiselle 

Germain,  qui  donne  une  équation  diCTérentielie  indèfloie  exacte,  conduit  à  des 

conséquences  faqsses  quant  aux  conditions    aux    limites.  En   effet,  en  faisant 

dK        d^  ce 

T-j  +  Jl  =  ^»  l*»nl*Sration  par  partie  de   l  V  dardytôU,  dont  on  a  parlé  A  une 

note  ci-dessufl,  p.  cclvj,  donne,  poar  les  inlégralei  amples  qu'elle  détache,  en 

désignant  par  T  1    de«  différences  entre  lei  faleura  de  Uttri  Umitea  qui  lont 

relatÏTCs  aux  points  oii  le  contour  est  percé  par  une  parallèle  aux  x  ou  par  une 
parallèle  aux  y 

[j.f*]>[j.f^:-a£H:-[ssH:. 

réductibles,  par  une  transformation  connue  (Appendice  complémentaire,  p.  793- 
794)  à  cette  somme  plus  simple  de  deux  intégrales  relatives  A  tout  le  contour 
dont  nous  appelons  ds  Télément  et  l  la  longueur,  et  oà  les  diflérenticilet  sur 
da  sont  ce  dont  it  él  V  augmenteraient  en  cheminant  sur  me  BOrBâle  n  tu 
contour 


Cl     dfH:  ^        (IdV  ^  ^ 

-yi^'"^ydn^''' 


Or^  dii-il,  si  le  contour  est  libre,  il  y  aurait  ainsi  A  remplir,  pour  ses  divers 

du 
points^  deux  eonditions  0  =:  0,  •--  =0.  Comme  la  première  suf&t  poQr  déter- 

an 

miner  conptétement  ta  aolution  de  réquatiot  indéfinie,  qui   peul  être  écrite 

(d*U       d*C  \ 
—  4-  j^  1  ==  9,  U  deuxième  condition  ne  pomrat^  être  remplie  en  géné- 
ral, et  le  problème  de  Téquilibre  de  la  plaque  serait  ians  soIntiOB  poMible. 
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ce  qui  résulte  de  la  djfférentiation^  par  rapport  à  Tare  «  du 
contour,  de  celle  qu'on  déduirait  eucore  des  deux  dernières  de 
Mf  Poisson  pour  l'égalité  des  moments  de  rotation  des  forces 
intérieures  et  extérieures  autour  d'un$  normale  au  même  are, 
et  qui  laadraient  à  produire^  au  contour,  des  espèces  de  tor^ 
sioos  ('). 

Q  regarde,  au  reste,  comme  exacte  l'application,  faite  par 
Poisson,  de  ses  équations  à  une  plaque  circulaire,  sollicitée 
d'une  manière  égale  aux  points  à  égale  distance  du  centre;  mais 
c'est  parce  qu'alors  une  de  ses  trois  conditions-limite  devient 
identique*  M»  Kirchhoff  donne  une  magnifique  solution  du  pro^ 
blême  des  vibrations  de  la  même  plaque  dans  le  cas  où  cette 
égalité  de  sollicitation  n'existe  pas,  et  où  les  lignes  nodales  sont 
à  la  (ois  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  (*).  Ses  réaul* 
tuia  s'accordent  avec  des  expériences  de  M.  Strehlke. 

Dana  ce  beau  mémoire  de  1848-1850,  M.  Kirchhoff  déduit 
l'équation  indéfinie  du  quatrième  ordre,  et  sea  deux  équations 
définies,  de  la  supposition,  sufiisamment  approchéCi  que  les 
lignes  matérielles  primitivement  normales  aux  faces  delà  plaque 
leur  restent  normales,  de  même  que  dans  la  théorie  de  la  flexion 
des  tiges,  et  pour  le  cas  ordinaire  où  les  glissements  sont  négli- 
geables, on  déduit  les  formules  de  la  supposition  que  les  sec- 
tions restent  planes  et  normales  aux  arêtes.  Mais,  dans  une  noie 
(l'un  mémoire  ultérieur,  non  moins  remarquable^  relatif  aux 
tiges  infiniment  minces,  et  dont  nous  donnons  un  extrait  à  la  fin 
de  notre  Appendice  complémentaire  (p.  830  à  848),  il  annonce 
qu'une  analyse  semblable  à  celle  dont  il  fait  usage  pour  les 
tiges,  et  qui  est  exempte  de  toute  hypothèse  de  ce  genre,  peut 
être  employée  pour  une  plaque  aussi  infiniment  mince.  Cette 
analyse  a  été  donnée  par  un  de  ses  élèves,  M.  Gebring,  dans 


(>)  Le  m^me  reproche  n'aUeiet  pas  Gaucby,  qui  n'a  coDsidéré  que  le  cai  où  les 
bords  ou  conioara  de  la  plaque  feraient  sollicités  normalement  au  cylipdre  con- 
lournant,  en  sorte  que  la  force  appelée  F  par  Poisson  et  qui  agit  dans  le  sens 
des  aréles  de  ce  cylindre,  soit  nulle.  H  Tait  lui-même  (Exercices,  3*  année, 
4SM,  p.  846)  une  objeciioa  eoQtr«  une  des  équalio«s  «io  PQiuoo  quand  U  plaque 
a  «M  autre  forme  que  le  cercku 

0  Comptes  rendus,  47  décembre  4S49,  t.  XXlX,  p.  753.  Ou  même  ttdmolrcy 
au  t.  40  de  Crelle. 
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une  thèse  (^)  de  doctorat,  où  il  Fétend  à  une  plaque  dont  la 
matière  n^est  pas  isotrope  :  elle  est  fondée  sur  un  artifice  con- 
sistant à  diviser  la  plaque^  comme  on  a  fait  pour  la  tige,  en  élé- 
ments rectangulaires  infiniment  petits,  dans  chacun  desquels 
on  imagine  une  origine  et  trois  axes  de  coordonnées  pour  leurs 
seuls  points,  et  à  égaler  la  dérivée  des  coordonnées  dans  l'espace^ 
d*un  point  quelconque,  par  rapport  à  l'une  de  ces  coordonnées 
infiniment  petites  parallèles  à  la  plaque,  à  la  dérivée  par  rapport 
à  la  coordonnée  finie,  de  même  direction,  de  l'origine  particu- 
lière des  petites  coordonnées  en  question.  Un  des  points  de 
doctrine  que  soutient  le  jeune  savant  contre  les  argumentateurs 
qu'on  lui  oppose,  est  que  la  théorie  des  corps  élastiques  ne  peut 
être  traitée  convenablement  que  par  le  calcul  des  variations  ;  il 
le  fonde  surtout  sur  ce  que  son  maître  n'a  réduit  et  rectifié  les 
équations  aux  limites  de  Poisson,  qu'en  posant  l'équation  d'équi- 
libre au  moyen  du  potentiel  des  forces  tant  intérieures  qu'exté- 
rieures, et  en  faisant  par  conséquent  usage,  suivant  la  méthode 
de  Lagrange,  de  cette  sorte  de  calcul;  méthode  qui  seule  con- 
duirait pour  chaque  question  au  nombre  justement  nécessaire 
et  suffisant  de  conditions  à  remplir  ('). 


(^)  i>0  jSquationibut  differeniiùlibu*  quihuê  aquiUhrwm  et  motui  lamina 
criitallinœ  definiuntur^  diuertatio  inauguralU.  M.  Glebsch  a  reproduit  cette  ana- 
lyse dam  son  beau  livre  Théorie  der  éUuUeiUit  fetter  KÔrper.  Il  7  considère,  ail- 
leurs, une  plaque  dont  rëpaisseur  n'est  pas  infiniment  petite. 

(*)  En  attendant  la  publication  des  Notes  à  l'article  XII  du  présent  ourrage,  on 
nous  saura  gré  d'indiquer  ici  succinctement  en  quoi  consiste  l'analyse  de 
H.  Kirchhoff,  de  4S4S,  fondée  sur  la  conservation ,  tonjours  très-approchée,  de 
la  normalité  des  petites  lignes  primitivement  normales  aux  faces  de  la  plaque. 

Le  potentiel  des  forces  intérieures,  que  nous  appelons  ^*  i  l'Appendice  oomplé- 
menisire  et  dont  nous  donnons  l'expression  générale  (499)  à  la  p.  788,  se  ré- 
duit, quand  la  matière  est  isotrope  .($  96  p.  584  de  l'Appendice  III)  et  en  appe- 
lant d',  d",  d'"  les  trois  dilatations  prineipalet  (App.  compl.  $  8S,  p.  784)  on 
dans  les  direetions  suivant  lesquelles  il  n'y  a  pas  de  glissements,  i 

♦»=e(;)'«-f-D"«-i-D'"«)  +  -(D'+c)"-i-D'")«. 

Or,  en  supposant  que  toute  normale  matérielle  reste  normale  i  la  surface  qui 
divise  en  deux  parties  égales  Tépaisseur  de  la  plaque,  et  que  cette  surface 
mofenne  ne  change  pas  de  grandeur  en  ae  courbant,  les  dilatations,  i  une  dis- 
tance z  de  cette  même  surface,  dans  les  sens  des  deux  courbures  principales 
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Ce  sujet  est  délicat.  Nous  ne  doutons  pas  que  les  équations 
aux  limites  de  M.  Kirchhoff  ne  soient  les  véritables;  mais  en 


~  ,  —  et  dtos  le  sens  Dormal,  ool  les  râleurs  suivantes,  dont  la  |troisième  ds 
P      P  ^ 

se  déduit  des  deux  premières  en  égalant  à   léro  la  valeur  (35)  pM»=:^t^^m4- 

+  e'()y+  (Se+e'j  d*  de  la  page  584  après  aroir  mis  cellei-ci  pour  ha,  dy  : 

SobititiUDl  i  d',  d",  9"'  4ant  ^,  puii  multipliiat  par  dxdydz  et  iDtègrtot  pour 
toola  la  plaque,  ou  •  en  eUBctuaot  l'intigratioo  d«  —  a  i  c  par  rapport  à  * 

xB"'[^r.-4-.(^f)'] 

On  voit  de  suite,  en  différeniiant  par  6  le  trinôme  entre  crochets,  quelle  est 
la  Traie  (orme  du  moment  Tirtael  des  réactions  élastiques  par  unité  superficielle 

de  la  plaque,  et  qu'il  n'est  pas  proportionnel  à(~  +  -]8(— ,  +  —  )  résul- 

vp    py   vp'     pv 

tant  de  l'hypothèse  on  de  l'Intuition  de  Sophie  Germain,  qui  a  pourtant  si  bien 

fait  découTTir  la  véritable  équation  difléreniielle  indéfinie  du  4'  ordre. 

4     4  4 

Or  on  sait  que  les  deux  valeurs  principales  ~,  -,  de  la  courbure  —  sont  don- 

P    P  P 

nées  par  les  racines  de  l'équation  do  second  degré  suivantes,  où  v>  représente 

U  peUte  ordonnée  de  la  surface  moyenne  devenue  courbe 

/4       d«io\  /4  _^\  _  (dho\ 
\p       d««jVp        dy«j~'^torpj" 

Substituant,  et  appelant  n  le  potentiel  des  forces  extérieures,  on  a  pour  l'équa*- 
tion  d'équilibre  ou  des  travaux  virtuels 

ElTectnant  la  différenUation  par  6  du  crochet,  puis  les  intégrations  par  parties  ; 
puis,  en  appelant  a  l'angle  que  fait  avec  les  x  la  normale  u  i  l'élément  d$  du 
contour,  mettons,  dans  les  intégrales  simples  détachées,  ±i  ds  sioo^  db  d9  cosa 
pour  dx  et  dy  de  manière  i  transformer  les  différences  de  ces  intégrales  en  des 

intégrales  \    ds  pour  tout  le  contour  dont  nous  appelons  I  la  longueur  déve* 

loppée  ;  enfin  remplaçons 

d&r        ddz  dtz  d&r  d^z  .   dàz  . 

—  par  —  sin  o  +  -—  eos  «,  et  -—  par  —  -—  cos  a  -f-  -T-  «lo  a  ; 
dx         ds  tfn  dy  dt  du 

et,  en  appelant,  avec  M.  Kirchhoff,  p  la  force  agissant  verticalement  sur  la 
plaqoe  par  unité  de  la  superficie,  F  la  force  agisunt  aussi  verticalement  par  unité 


CCIXX  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

quoi  celles  de  Poisson  sont^elles  fausses?  C'est  ce  que  nous 
n'avons  ))as  encore  eu  le  loisir  d'étudier  à  fond.  Est-ce,  comme 


de  longueur  du  contour^  G  el  N  les  moments  de  roiation,  autour  de  la  tangente 
el  autour  de  la  normale  n,  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  la  même  unité 
de  longueur,  remplaçons  6Q  par  sa  râleur,  qu'il  est  facile  de  reconnaître 
égale  i 

nous  trourerons,  en  faisant  en  outre^  pour  abréger,  avec  M.  Kirchhoff 

3  [^\dx*       dy*J  dxdy  J       ^  " 

l'équation  d'équilibre  suirante 

4-  y^  d*[f  +  (F)J8z  -  J'  ds  [N  -f  (N)]  ^  +  {[  ds  [G  +  (G)l  g  . 

En  égalant  i  zéro  le  premier  polynôme  entre  crochets  on  a  l'équation  diffé- 
rentielle indéfinie  connue. 

En  égalant  séparément  à  zéro  les  trois  binômes  contenus  dans  les  autres  cro- 
chets, le  premier  donnerait  la  première  équation  définie  de  Poisson,  qui  rerient 
à  F  +  (F)  ss  0  (noie  ci  desios  p.  coIxIt),  et  les  derniers  donneraient  les  dent 
autres  par  une  transformation  facile,  en  déduisant  les  moments  autour  de  paral- 
lèles aux  X  et  aux  y  des  moments  aotonr  de  la  normale  et  de  la  tangente. 

Mais  on  n'est  point  aotorisé  i  opérer  ainsi,  car  le  second  V   peut  être  Intégré 

Cl 
par  parties  et  peut  fournir  on  terme  en  \  A?  qui  «e  rénnlra  au  premier.  La  paN 

lie  détachée  oa  mise  hors  du  V  est  nulle  puitque,  sur  le  contour ,  lè$  limites  «  :=  0 

t!ts=tl  se  confondent;  on  a  ainsi,  lu  lieu  des  trois  dernières  intégrale^  l    : 

* 
Égalant  à  zéro  les  deux  quantités  entre  crochets,  on  a  les  deux  équations- 
limite  de  M.  Rirchboff,  i  substituer  aax  trois  équations  de  M.  Poisson. 
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parait  le  penser  M.  Kirchhoff,  parce  que  les  séries  entières  dont 
il  a  fait  usage  sont  divergentes?  Nous  avons  de  la  peine  à  le 
croire  ;  car,  de  même  qu'il  arrive  pour  les  simples  tiges  ou  lames 
dont  une  des  deux  courbures  reste  nulle,  il  doit. arriver  pour 
une  plaque  que  les  pressions  normales  à  travers  le  bord  varient 
à  peu  près  linéairement  d'une  face  à  Tautre,  et  les  pressions 
tangentielles,  qui  sont  nulles  à  la  rencontre  de  ces  deux  faces, 
doivent  varier  à  peu  près  paraboliquement  de  chacune  d'elles  à 
la  surface  moyenne;  et,  d'ailleurs,  les  deux  équations  de 
M.  Kirchhoff  contiennent  précisément  les  expressions  (F)^  (G), 
(S),  dont  M.  Poisson  a  fondé  le  csAcvl  sur  l'emploi  de  ces  se- 
riesj  emploi  qui  revient  jusqu'il  un  certain  point  à  la  supposition 
qui  a  été  faite  de  la  normalité  conservée  par  les  petites  lignes 
matérielles  primitivement  nortnates,  et  qui  doit  se  retrouver 
sous  une  autre  forme  dans  l'analyse  de  M.  Gebring  relative 
à  une  plaque  d'une  épaisseur  supposée  infîniment  petite.  La 
matière  demande  donc  un  examen  approfondi,  et  c'est  pour  y 
convier  les  géomètres  que  nous  en  avons  développé  ici  les  élé- 
ments avec  quelque  détail. 

LXI.  Expérieneeii  et  observations  sur  la  résls- 
tanee  et  l'élasticité  des  eorps  solides.  —  Outre  les 
calculs  théoriques,  la  résistance  et  l'élasticité  des  solides  ont  été, 
dès  le  premier  moment  où  on  les  a  fait  entrer  dans  le  domaine 
scientifique^  l'objet  de  nombreuses  recherches  expérimentales. 

Les  premières  que  l'on  mentionne  (sans  indiquer  où  l'on  en 
trouve  le  détail)  sont  celles  du  physicien  suédois  Wurtius,  cité 
au  n*  m  ci-dessus. 

Robert  Hooke,  peu  d'années  après^  appuya  de  quelques  ex- 
périences, principalement  sur  les  ressorts  en  hélice,  son  prin- 


M,  Kircbboff  justifie  ceUe  rédoclion  des  conditions  limitet  à  deux  de  cette 
forme  par  un  raisODoemeut  direct,  tneutioaué  i  rtrticle  cité  du  Compte  rendu 
de  1818,  mais  non  développé. 

Oo  reconoatt  par  là  rmilité  de  remploi,  dans  les  questions  de  rélasliciié,  de  \x 
méthode  de  Lagrange,  perrectionnée  par  Tusage  du  potentiel,  et  par  cette  substi- 
tution des  dérivées  sur  s  et  sur  d  aux  dérivées  sur  xeiy  pour  le  contour,  qui  pa* 
ralt  duei  Poissoifcomme  fournie  implicitement  par  son  Mémoire  sur  le  calcul 
de$  variationi  dn  40  novembre  4831  (tome  XH  de  Flnstitut);  bien  qu'il  ne  soit  pas 
eoeore  pàîtaiteiMBi  pronré  qu'on  ne  peul  pas  se  passer  dé  cctie  méthode. 
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cipe  de  proportionnalité  des  efforts  exercés  aux  allongements 
et  aux  flexions  qui  en  résultent  (^]. 

Vers  le  même  temps,  Mariotte  ayant  étudié  les  lois  du  choc 
des  corps  et  observé  la  flexibilité  dont  il  les  regarde  comme 
tous  doués  avec  ou  sans  ressort  (') ,  fut  conduit,  comme  nous  avons 
dit  (n*  IV),  à  baser  la  théorie  de  leur  rupture  sur  la  considéra- 
tion des  modifications  qui  la  précèdent.  Il  fit  sur  de  petites  tiges 
de  bois,  de  métal,  de  verre,  des  expériences  qui  infirment  une 
des  conclusions  de  Galilée,  en  vérifiant  les  autres  (*).  Il  are- 
connu  le  premier,  sur  une  lame  de  verre,  qu'un  solide  hori- 
zontal était  capable  de  supporter,  au  milieu,  une  charge  deux 
fois  plus  grande  lorsque  ses  deux  extrémités  sont  encastrées 
que  lorsqu'elles  sont  simplement  posées,  et  qu'il  pouvait  rompre 
alors  aussi  bien  vers  les  encastrements  qu'au  point  où  la  charge 
est  suspendue.  Il  a  aussi  montré  qu'un  prisme,  ou  bien  un  res- 
sort en  hélice,  éprouvait  toujours  longitudinalement,  sous  le 
même  poids,  la  même  extension  proportionnelle  quelle  que  fut 
sa  longueur;  et  il  a  fait  aussi,  sur  la  résistance  des  tuyaux  aux 
pressions  intérieures,  quelques  expériences,  mais  dans  des  con- 
ditions qui  les  rendent  peu  concluantes. 

Au  commencement  du  siècle  suivant,  Parent  fit  sur  la  rupture  de 
barreaux  de  bois  de  chêne  et  de  sapin,  tant  soutenus  qu'encastrés 
des  deux  côtés,  diverses  expériences  qui  lui  servirent  à  dresser 
les  premières  tables  destinées  à  la  pratique  (*).  Musschenbroek, 
en  1729,  en  publia  de  plus  précises  et  de  bien  plus  variées  ('), 


(')  PhHosophIcat  Tncls  and  GolleciioDS,  4676  ei  4678. 

(*)  De  U  percuislon  ou  du  choc  des  corps;  dont  U  troisième  édition  est 
de  4  679  (aris  en  tèie  de  set  œuvres  complètes) ,-  p.  4 . 

0  Traité  du  mouvement  des  eaux,  deuxième  Discours, 

(*)  Actdémie  des  Sciences,  4707,  el  4708,  p.  546.  Il  paraît  que  de  la  Hire, 
Couplet,  Pilot,  ont  fait  aussi  quelques  expériences  yers  le  même  temps. 

(>)  Introductio  ad  cokarentiatn  corporutn  firmorum,  faisant  partie  de  8C8  Dis- 
sertattonesphysica  experimenUdis  et  geomelrica^  Lugduni  Batàvorum  (Lejde)  4789, 
in-4*.  Il  les  a  reproduites  en  partie,  avec  quelques  autres,  i  son  ouvrage  Intro'^ 
duciioad  phUosophittm  naturalem,  traduit  en  hollandais;  puis  du  hollandais  en 
français  en  4739,  sous  le  titre  Essais  de  physique  par  Pierre  Massueti  traduction  où 
ailes  occupent  le  chap.  XIX  intitulé  De  la  cohésion  ou  de  Vadh^ence  des  corps. 
Elles  occupent  le  chap.  XXI  de  la  traduction  faite  en  4769  par  Sigaud  de  la  Fond 
ious  le  titre  Traité  de  physique.  Les  premières  expérieoeei  sur  les  plaques  de 
verre  sont  an  Compendium  physiem  experimentaliSf  476S  cap.  XVIH,  $  369. 
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qui  comprennent  la  rupture  par  extension,  par  flexion  et  par 
compression^  des  bois  d'un  grand  nombre  d'essenœs,  pris  dans 
diverses  parties  des  arbres  ;  du  fer  de  diverses  provenances^  de  la 
fonte  et  de  divers  autres  métaux,  ainsi  que  de  leurs  alliages;  et  du 
▼erre,  même  en  plaques  rondes  et  carrées.  Il  reconnut  un  fait 
slon  nouveau^  à  savoir  que  les  pièces  d'une  certaine  longueur, 
pressées  debout  ou  longitudinaiement,  offrent  une  résistance  en 
raison  inverse  du  carré  de  cette  longueur,  ce  qu'expliquèrent  et 
confirmèrent  en  1747  les  recherches  théoriques  d'Ëuler  (n*  XIII). 

C'est  aussi  dans  la  première  moitié  du  xviii*  siècle  que  furent 
faiti^,  avant  d'entourer  de  cercles  de  fer.  le  dôme  de  Saint-Pierre 
de  Rome,  les  expériences  sur  la  résistance  de  ce  métal  à  la 
traction ,  du  marquis  Poleni  (plus  connu  comme  hydraulicien 
célèbre)  appelé  vers  1742  pour  donner  son  avis  sur  les  crevasses 
qui  s'étaient  manifestées  dans  cet  édifice  et  sur  les  moyens  de 
prévenir  la  chute  de  sa  coupole  ('). 

Belidor  publia  vers  le  même  temps  ('),  sur  des  barreaux  de 
bois  de  27  et  de  54  millimètres  d'écarrissage,  sollicités  trans- 
versalement, ses  essais  destinés  à  dresser  des  tables  de  rési- 
stance qui  le  satisfissent  mieux  que  celles  de  Parent. 

Mais  bientôt  furent  faites  par  Buffon  les  premières  expé-* 
riences  en  grand  sur  la  rupture  des  bois  par  effort  transver- 
sal ('].  Il  put  observer  plus  complètement  que  Musschen- 
broek  les  différences  de  force  résultant  de  l'âge  des  arbres,  de 
la  densité  de  leur  bois,  de  leur  croissance  lente  ou  tardive,  du 
choix  des  échantillons  depuis  le  cœur  jusqu'à  l'aubier,  depuis 
le  tronc  jusqu'à  la  cime.  Et  comme  le  degré  de  dessication  lui 
parut  avoir  aussi  une  grande  influence  sur  la  résistance,  et  être 
du  reste  diflicile  à  constater,  il  se  décida,  pour  rendre  ses  prin- 
cipales expériences  comparables,  à  rie  les  exécuter  que  sur  des 
arbres  qu'on  venait  d'abattre  et  d'équarrir.  11  se  contenta  d'es- 
sayer des  pièces  simplement  posées,  en  remarquant  très-bien 


(*)  Hemorie  iiloricb«  délit  graa  eapola  del  (empio  Valicioo. 

(*)  Seieoce  des  Ingéo leurs,  47S9,  li?.  IV.  eh.  III  pour  leibolf,  el  IV  pour  les  Ter». 

^)  Publiées  d'alK»rd  aux  volumes  de  4740  el  4744  des  Mémoires  de  l'Académie, 
poit  iisèrées  an  i.  vni  de  ses  œarres,  sons  ce  titre  Partie  txpérimeniale  ; 
oniième  Mémoire;  Expérûneêt  sur  la  forcé  det  bois. 


). 


flf^f!?  RÉSISTAI^  Oi^  j^LIDES. 

iWMPQ«^rJMi(M^i«ajrftt,  il  m  fuil^  guère  «tompter,  duo»  te»  M*^ 
Umfiit^yfluc  i-wgaieiMio&  4^  ^isûtauioe  qu'ils  ootiioQOiiAdaw 
1«§  ^jtp^RP^  d^  M^piott^  ^  ^  Niwcfo6iit»r<^fc.  Après  gwaiv 

ftf(>  çofOfDp  f^  pr^^4;€89eurs,  qf»Mqim  evpéiiemiis  SOT  d« 
9ifH|49^  bpvMw^qui  le  cm^iinqowoet  de  Ji  grand»  frgmliiiM 

4»  tewfo^^f}|]  peud^iOQ^gsa6^  qwmiïi^wiUiêaaml^mm 

ipi'âp  Mr^  d(9  A^  (Wi  teu^  ^  relatif,  il  si»  dé^î4^  è  op^«r  pur  dis 

pièpiss  qMWAiabteff  k  (Cultes  qii*QA  «mploif  i^m  Ias  ^mrtniar 

ti^w^  ayant  4ss  ^iJl^rrisssg^s  dcpwi»  O^^U  siiF  0?,{{  juiqfi'à 
Q?,3»  aw  ^,»2|  rt'  des  longueur»  d^  »-,3Q  ^  9i"i0  (gn-il  M« 
4ins  1^  ca(cu1s,  dimipuer  4'uo  dpMzièfo^  piour  «vpîjr  leiir/)tfrMf 
fptiw  les  tf^tefwx  où  oa  }^  pos^t).  tf  obseiry^f  le  prei]ni^,  Mi 
Widm  4e  tfepon,  jooikis  seuleflDefM  w  m^vm^i  (^  les  piè0^ 
î^dti^if  Le  résultat  principal  4^  «es  $i  e^pi^enoei  0St  la 
presque-proportionnalité  des  charges  cie  rupture  immédiat» 
(  Voj/0^  R*  i$i  Pi-après,  et  g  i  de  sa  Uoie,  p.  173)  im^  torgeiii's, 
9mi  mr^  dw  épaif$(ws  et  apx  if^veraeii  des  longueivs,  pu  la 
pmqu^rcooatj^np»  du  nombre  appelé  fi  (du  §  i%  d^  la  note  du 
n*  ii3»  p.  ^07)  ;  vnw,  comme  le  remarque  JiBv'm,  eu  aySM^ 
soin  io\fb4m  de  ^ve»  &wl  formules  dont  ou  tire  ce  nombre, 
le^  .Qqfg^im$  indiquées  au  n""  iSS  pour  pnepdre  m  çopsid^#r 

tîQi)  )|(glj)l48  propre  de  la  pièce  et  rinclip^isap  de  ee9  extréputés, 
x)i^uU^  4e  $i9i  fl^e  0pale,  jt)ien  qu'où  S9(^  ^pi§  la  iorimle 
9>  UMrt  4  fiiii  ceMe  forme  que  dans  les  lipoitos  de  la  prQpoptipQr 
Qalité  de^  eOm^  %m  ei^ets  produit*  («), 

^)f9m  olMirv»  a^  rac490Û««(n^pt  |H!ogri^f,  en  <{uelquei 
v^i^,  et  quelquefois  jusqu'à  niptuEe*  dêi  flexions  des  pièo^ 

4^^  f<yteKam^  iohewées. 

f^  àt  m»  quelqMes  «périçuoes  sur  lei  feri(')»  et  observ»  m 
i^IBRP4  69iwdér«Ue>  4e  10  ou  iS  ii^  i,  enta  le  tengoiié  dM  91 


(^)  A  lertit  poiiible  de  tenir  compte  de  eei  ilémenti  d*iiDe  maniera  plot  appro- 
chée, an  moyen  dei  f^mvl^  U),  P.  i^tf*  ia  S  a  ^f  U  WMS  4»  a?  <M,  mn^i 

atec  mi  =  4 ,  ou  en  rempU^pt  |f  lecoi^dp  p«ir  g^  =»  P^  ?  cQmn^  |i|  j  ^, 

(I)  OBiiTrot,  t.  VII,  Jmêtêdueiim  à  fJUtlo^  df»  iii<fi^«Mr,  pwUe  eipMmoa- 
taie,  4*  Mémoire.  Les  rèinluti  aoni  rapportée  an  t.  n  deCanthey,  p.  463. 
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4^  fer  et  jcelle  ^  bffucles  de  gfos  ^cbgQtiJlQn^  pour  mépoe  s^r 
]^r6pie  de  ;5ieptM^p* 

Duhamel  du  Moi)ceau  fît  au^i,  sur  la  ré$ist^ce  tn^Q9V0iinip 
de?  l)pi§  {*),  diverse;?  e^pérjppce^  où  tn\  p^auri^  pour  1||  pr^^ 
fni^fe  fpis  )ii  Qèche  de  fle^pp  ay^flt  la  rupti^^^  4e  wslj^^  ^ 
pouvoir  évaluer  leur  ^lastiçit^;  et  d'iEnit^ea  par)[pî  lei^iieUi^  W 
do^t  i^parqper  (')  celles  des  tr^ts  de  jsci^  tpj||^syer$§|i^,  ppj^ti- 
qué;  4n  jcOté  dev^papt  cgnci^ve,  ef,  qpi  proj^y^i^,  e»  i|0  j}i|iÂT 
i)i|,ant  pojfl^  li»  résjM^nAe,  qi|e  Ijèg  fîbre^  ppipprirpé^  $i^(  pl|^^ 
nombreuses  au  moment  de  la  rupture  que  les  fibres  ^fiaa^iW 
(  Ypirm^i  »•  XXIff,  15^  S  *§  <}fi  >a  pote  dp  p-  4^,  p.  .39»). 

Vipjren^  ensuivie  trcris  séries  4'e^périppç^ç  d^  M^  Anjjiy,  mr 
isp^cteur  jgépjé^^  des  pant3  et  chaussées  ('),  ^p  to  flexions  4e 
trpjs  pièjcpg  de  <^jlp§  sou^  di.ve^ç^§  i^aige^, 

Ç'fi^t  yfit^  ce  p(i.êiiie  (eipp^  qp'i^  rQcpa$ii9q  40s  Aouf^  ékyés 
sur  la  suffisante  solidité  des  piliers  destiné^  ^  ^ojiteoir  le  d4me 
de  l'église  de  S^ipie-lGrepeviève,  furent  entreprises  psp  /Situthey^ 
sin  moyep  dt'ope  n^^cl^ipe  j^  leviep,  les  ppeaû/^e^  expériep^  mv 
U  fyfç^  (m^  le§  pierre  pf^uvept  sop^ni^  sans  ftÉne  éec»sri^'  (0- 
SoulQpt,  ^cbi^pte  4l$  cpt  ^difipe^  ^p  g|;  4p  gfa«4,noiEn))i^  i!^^T 
très  ep  .c^pipiun  .^yec  Pepropef;,  en  ppéir^pt  de  p^éim  Viwmr- 
PN^t  4e  pi^^  (&pI)4nti))op§  paraUélîpipMeg.  Mais»  upe  doMble 
et  grave  défectposi^  ^yapt  é^  recpniMjfe  daps  la  vmdvm  k 
çbarp}^  ^plpyée,  Popdelet  (')  fit  icoArt^ttif»  Wd  «Mdiinc 


(t)  Kèoi^ire  4b  Tic^Miie,  pour  i769  (ou  «'Vli»)^  et,  w#aii«  :  dMfiltn  m  ia 
Traité  du  tr^WDfirt  ll«  U  copt^riaUon  at  de  la  force  dea  bois,  478d. 

(*)  Même  Traité,  livre  V,  p.  446. 

(')  Ifénolre  «w:  /iifférentei  i|iiefliiOf  s  de  la  acioace  daa  «MitriiolioBi  pobli* 
qnea  et  éôooomiqoes.  Lyon,  4790,  p.  55  et  66.  H,  AoJNpy  a  firit  aoeri  oiM  eipé- 
rience  tor  me  pièce  i^ppiéa  de  pluiicurs  partiel  asa^jétiei  entre  ellef  par 
des  armatares  en  for» 

(^)  Pabliées  en  novembre  4774  dans  le  Journal  4o  pbyafiiae  de  Pabbé  Itoiler. 

(*)  Ar^  de  bâ^,  tofve  I  di»  1»  4F?  Mi^oa»  p.  JiaS;  reproduite  à  la  p.  840  de  la 
6*  édition. 

Cesi  en  comparant  le  résultat  d'une  expérience  sur  la 'pierre  des  deus  eolonnes 
jiff  l'église  da  7ou8sa|p^  d'éMers*  ff m  le  poids  des  vo*lies  ^uTeUes  supportfi^t, 
fVe  Rondelet  a  donné  pour  régie  d^  fâir^  porter  aux  aouliens  le  dixièmt  de  la 
ebarge  capfble  do  ls9  .écf|is9r  P9iur  mk"^  secijpn  en  les  ré4uisaB4  en  eubes  4e  5 
oent^tref  ^p  cO|,é.  Ce^  /^iSce  bli:.di,  flu»  gpiarlmtil  aulrefois  vn  fiénoréiites, 
n'est  plus  qu'dne  ruine  magnifique^  serrant  de  musée  d'f^iiiBilds  m  |ri«iii  «ir. 
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oà  le  levier  était  à  couteaux  et  à  appui  mobile,  et  à  l'aide  de 
laquelle  il  écrasa  un  très -grand  nombre  d'échantillons  de 
pierres  ;  en  sorte  qu*il  donna,  de  leur  résistance,  des  mesures 
qui  sont  encore  adoptées,  et  dont  plusieurs  ne  s'élevèrent 
qu'aux  deux  tiers  ou  à  la  moitié  de  celles  que  la  première  sorte 
de  machine  avait  fournies  à  ses  prédécesseurs  (*). 

Rondelet  a  fait  d'autres  expériences  sur  la  résistance  des 
mortiers  et  du  plfttre  ('),  et  aussi,  sur  la  diminution  notable 
de  résistance  qui  lui  parait  résulter  de  la  superposition  de  plu- 
sieurs cubes. 

Depuis,  on  a  eu  sur  les  pierres  et  les  briques  une  expérience 
de  White  (*),  et  un  grand  nombre  de  M.  Georges  Réunie  (^). 
Hais  M.  Yicat  pense  que  les  résultats  de  ces  dernières,  comme 
ceux  des  expériences  de  Gauthey  et  de  Soufflet,  auraient  besoin 
d'être  réduites  de  plus  d'un  tiers  à  cause  des  dispositions  de  la 
machine  employée  (*). 

M.  Yicat  lui-même  en  a  fait  un  certain  nombre,  sur  les  mor- 
tiers d'abord  ('),  puis  sur  diverses  pierres,  celles-ci  dans  le  but 
surtout  de  mieux  déterminer  qu'on  n'avait  fait,  les  lois  de  ce 
qu'il  appelle  leur  force  portante.  Il  a  prouvé,  en  prévenant  les 
p<Mrte-à-&ux  ou  l'inégale  répartition  des  charges,  au  moyen  de 
rondelles  de  carton  interposées,  que  les  échantillons  les  plus 
minces  étaient  ceux  qui  résistaient  le  mieux,  etc.,  etc.  (^). 

D'autres  expériences  du  même  genre  ont  été  faites  dans  ces 


Oa  a  cosMiré  qnekiaoi  ironçoot  de  ses  deui  colomot,  de  4  4  poace«  (enviroa 
0^,30)  de  dltnètre,  retirés  da  milieu  des  décombres  par  M.  Godard -Faultrier, 
conserfateur  du  musée  d'Aogers. 

Lee  piliers  de  SaiDle-Geoerlére  sont  plus  hardis.  Ils  supportent  Jusqu'à  uo 
huitième  ou  un  neuvième. 

(1)  Boudelet,  Mémoire  historique  sur  le  Panthéon  français. 

(•)  Art  de  btUr,  1. 1, 4'*  éait.,  p.  309,  ou  6«  édit.,  p.  S4  8  i  ns. 

(^  Phlloeophleal  Hagaiine,  april  4S33. 

(^)  Pbllosophical  Transactions,  4  84  S.  Traduit  et  inséré  la  même  année  en  sep- 
tembre au  Anualea  de  chimie  et  de  physique. 

(I)  Mêmes  Annales,  t.  UL,  48I8« 

(f)  Kecfaercbes  eipérimenules  aur  le  cbaui  de  construction,  les  bétons  et  les 
mortiers,  4  84  8.  Et  Résumé  des  connaissances  posiiiTos  sur  \e9  mortiers,  etc.,  4898. 

Ç)  Bacberebes  expérimentales  sur  les  phénomènes  qui  précédent  et  accompa- 
lOMt  la  raptore  d'nne  certaine  daste  de  solides  (Annales  des  l^nu  et  Cbans- 
iéei,483S»rieaMitre). 
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derniers  temps  en  Angleterre;  elles  sont  disséminées  dans 
divers  recueils. 

Pour  terminer  ici  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  les  charges 
que  les  pierres  sont  capables  de  porter,  nous  citerons  les  expé- 
riences récentes,  très- variées  et  très-bien  ^faites,  de  M.  Pingé- 
nieur  en  chef  Paul  Michelot.  Leur  but  et  la  haute  utilité  des 
recherches  statistiques  dont  elles  font  partie,  ont  été  caractéri- 
sés en  1855  dans  un  lumineux  rapport  de  M.  Belgrand  (');  et 
un  premier  résumé  de  plus  de  trois  mille  expériences  syr  les 
pierres  de  taille  non-seulement  du  bassin  dit  de  Paris^  mais  de 
toutes  les  carrières  dont  les  produits  sont  employés  aux  con- 
structions dans  cette  capitale»  a  été  récemment  publié  (*).  La 
machine^  exécutée  sur  les  dessins  de  M.  Michelot,  se  compose 
principalement  d'un  grand  levier  gradué  à  couteaux,  à  une  ex- 
trémité duquel  on  suspend  un  poids  plus  petit  que  celui  que 
l'échantillon  pourra  supporter,  et  Téciiisement  est  déterminé 
par  un  second  poids  soutenu  par  un  plateau  mobile  à  roulettes, 
qu'on  éloigne  graduellement  du  point  d'appui.  Toutes  les  pré- 
cautions sont  prises  pour  éviter  les  porte-à-faux  et  pour  obte- 
nir des  résultats  justes  et  comparables.  Ces  expériences  se  con- 
tinuent de  manière  à  pouvoir  résoudre  plusieurs  des  questions 
soulevées  par  Rondelet^  sur  Tinfluence  de  la  hauteur,  de  la  su- 
perposition de  plusieurs  assises,  etc. 

D'autres  expériences  de  Rondelet  (même  ouvrage)^  de  Réu- 
nie (mémoire  cité),  de  Reynolds  ('),.  de  MM.  Minard  e^De^ 
sonnes  (*)  antérieures  à  i833,  ont  été  faites  sur  l'écrasement 
de  petits  cubes  de  bois,  de  fer,  de  fonte  et  d'autres  métaux.  On 
a  eu  aussi,  sur  la  résistance  de  pièces  de  bois,  de  fer  et  de  fonte 
d'une  certaine  longueur  à  la  rupture  par  compression  ou  plu- 
tôt par  la  flexion  que  détermine  un  effort  longitudinal,  les  ex- 
périences de  MM.  Aubry  (ouvrage  cité)^  Girard  (faites  au  Havre 
avec  une  machine  que  Lamblardie  avait  destinée  à  cet  usage)  ('), 


(t)  Aoailea  dei  pools  el  ehausséef,  4S66,  2*  lemetlre,  p.  4S9. 

{>)  Idem,  4S63,  l«  lemeitre,  p.  485. 

(*)  Tredgold.  A  praciieal  Eisay  on  tho  Strength  of  eut  Iroo,  p.  438. 

f)  Éditioo  do  4833  dot  Leçons  do  Havlor. 

(^  Traité  do  la  rèsiBlanee  dos  solides,  p.  438  ei  Tables. 
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LàttiaUdA  (6HéS  à  Pbdea^cM  de  Petabli^idëtt  dëi  èiritfeé;  du 
pontd'Iéna)  ('],  Rondelet  (Art  de  bâtir),  Reynolds  ('].  Celles  de 
Gii'âfd  suriotH  sont  noiflb^etisèâ  ;  tnais  il  est  ditflrïle  d'en  tirer 
fltlcdfié  tkf^ë  ittè,  cAt  on  n'a  pas  assez  dé  délails  sul^  les  condl- 
tioifft  AatiÈ  lèsqtièUes  elles  oUt  été  éitéciitées  pour  savoir  si  là 
fë^ltâiltë  des  ëfrcMs  èxëf'cés  «dx  èltfêmités  pdssali  ail  niilieu 
m  toèâ  bvt  plus  bû  ihoïhs  fi^èâ  des  bords,  et  ki  teé  bàséâ 
ftaient,  ou  Hàh^  aisset  bien  posées  et  appliquée^  pàixi!  {{dé  léiir 
M&iëttè  m  Pèfiït  ffuâ  encâ^i^nlént,  drctitsfàncé^  qUÎ  ont  M 
les  résultats  une  infiuebeë  feonsidëf  dble.  Âusâi,  des  expéHèilcëi 
pltiâ  récèhtes^  dont  ndhÈ  parlei'ons,  pardteSênt  dëttHr  tëtn^cét 
Èiec  àviiAA^é  lès  eipérièntlès  anciëtidéè  sdi^  H  ëodlt)i''e^dfi 
teil^tudiiiàle  dès  (tièce^  dé  bdis  et  de  fëi^. 

Oh  k  aussi  uiië  èxpétieilce  dé  Gbytôii  de  Sltirvëâti  ktit  fâ  té- 
IJàéite  tf uii  fil  de  fef  de  (f  ,0025  de  dîatfiètre  (»). 

0H/ë^^  ëxpéHénbë^  fdtent  faites  ëtisSi  à  là  fid  du  Slëëlë  tfë»- 
iiîêr  et  dû  commelidenietit  dé  celui-ci  stir  \i  rësistàhce  8  lit  riip- 
Um  pdlt  exiéMi&n  des  f^iei^^ë^,  dé  là  briqdè,  db  |)]fttrë,  dë^  fntir- 
tici%,  du  bdië  é(  du  fer,  ^àr  ftobdelet  ({^^772),  Vtéat  [')-,  d'àiiires 
m  là  flëiidii^  que  nbiis  ëitérOiis  plus  IdiU  (">). 

Olf  dttit  àtisSi  &  M.  Pictet,  de  Gehèvè^  t>^ysi^leU  tf4s-côtinu, 
(|tieltiuè^  ei|)ërieticès  sur  l'àlltib^enlëfit  deé  Uar^eS  dé  fef*  dans 
les  limites  de  sa  proportidtitialitg  âtii  cbà^gë^  ({ûi  lé  ptb- 
dtrtôèntn. 

iÛh  m  lirëmlë^ës  expéf  iéh^s  st(^  là  flexiôh,  dlH^éëS  ddiis 
Uri  ès^ifit  fëëlleilieDt  scietitifl^tie  et  dé  riiafiière  à  pouvoir  en  dé- 
iëfirtinël*  les  16i^,  stot  celles  ^di  ont  été  fdltes  sUr  les  bdis  dans 
l'île  de  Cbrcyté  en  I8ll  pdr  M.  Charles  Dùplii,  ft  la  sdltë  d'ùde 
fdlssion  ëdnidie  ingénieur  de  U  mûtmë  frabtiaisë  C);  et,  pour 


(1)  Gautber,^  Uli,  p.  48. 

(*)  îfeiUM  on  îhe  Power  oikiciilneê,  hj  Jodn  Èàiiks  keodâll,  4  $03,  p.  fo. 

(>)  Mémoire  la  les  29  mai  ei  49  Juin  4  809,  aux  llém.  de  riosUiuu 

(^)  Recberchei  lur  les  chaux,  etc,  4848,  ou  Résumé  dei  connaissaocei,  elc.  48S8. 

(6)  Young  lui-mdme  en  a  faii  quelques-unes  sur  le  cuivre  jaune  afin  de  déter- 
miner son  module  d'éïaslicilé.  (Nalural  Phiiôsopby»  roi.  H,  p.  86.) 

(<)  Bibliolhéque  universelle  de  Genéye,  U  I,  p.  474  i  SOO. 

(f)  Expériences  sur  la  flexibililé^  la  force  et  l'élasticilé  des  bois,  faites  dans  l'ar- 
senal de  la  marine  à  Gorcyre  en  4814.  Premier  mémoire,  présenté  le  4  S  avril  4843. 
(Journal  de  Tècole  Polytechnique,  Hh), 
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ttê  AM|  i^  GaMfld  m  1818  psf  Ui  Doléfltt  {*)f  MMM  ingéiiteM' 
dltfgé  %ii  #8»  â«  Tétridé  éii  t)r(i}et  d'ftif  {foui  §tf  kl  Bdf-L 

«fiil0f^0É  il  «eut  dil  pertft  d'Aasiéf )Hz  éê  Pmftêi  mk  de  ife» 
Mfé  el  Mtfi^oêé^  4f  bttll  bârréft  M  â€r  d^Udtlbii!!: 
'   Siiis#mpl«iDi6rMétoOfa«,MjDa(>itiêt|K)4ëqt('l^ 
ft  deM  dhîèMèà  dé  fhiUlniètrë  ptë$  lëè  kfifiimiàiioÛÉ  Éatté^ 
Mtèi  (kè  dèche»  de  cOtifbdf e  pt'lseé  par  dei  {AëtieÉ  UdUMAUd^s 
8M8  dè^  «bftpgès  tiroissanteâ  flgi&âftrït  àti  nlUiën>  tl  1«9  «  Ihititée^ 
pro|fortîdnnelleâ  aux  charges  tant  qu'elles  sont  l^'ètées  dans 
ûtaMnèB  linlftés.  Il  a  trouvé  que  la  même  ebai'ge  tépdftiè  fat^ 
ftdt  ptméte  ifldjennëtnéàt  une  flèehe  des  2/3  =s  0^66  éutlroti 
de  ee  (|ii'ellë  produirait  étaQt  ooncentrée  au  tidlieti,  té  qui  se 
lÂpproèhe  suflBsamment  du  rapport  théorique  S/8  =  0^895  ('}; 
que^  jpotir  fflêuieâ  largeur  el  longueur,  leé  flèchéA  éttfieiit  en 
HdsM  interne  des  eObeé  des  épaisseurs,  et  (|ue^  pmt  thèmes 
dimensions  transversales,  elles  étaient  comme  les  cubëft  des 
longueurs^  ou  plutôt  des  portées  ou  des  distanees  des  appuis. 
Toutes  ie9  conclusions  de  la  théorie  de  la  flexion  sont  dono  eoâ» 
firmées,  pour  les  bois,  par  ces  expériences  de  M.  Dopin,  qui  a 
vénbé  aussi  les  fondements  de  cette  tbéorie  en  constatant  que 
la  ^ace  devenant  concave  s'accourcissait  autant  quela^ace  deve- 
nant convexe  s'allongeait;  que  les  libres  qu'il  appelle  invariables 
restaient  au  milieu  de  l'épdisseur  dans  ses  expériences  sur  de 
petites  âexions  éloignées  de  celle  de  ru()ture,  en6n  que  tes  sec- 
fions  transversales  des  pièces  fléchies  circulairement  restaieitl 
ndrinates  aux  faces  et  aux  fibres.  U.  tiupin  remarq&e  auisi  (jue 
[es  coiiésions  n'ont  âiicuhe  relation  nécessaire  avee  lesélasticitérf, 

Duieafa  teumit  à  la  flexion,  sous  diverses  charges,  clés  pièces 


m       m^^*^  «»A  «^   ^>  »^««     «      ^»**        A^  «V^lA^^  '  ■»«  V*        •>« 


(i)  RMlwMieft  Uiè0rii|uèii  et  «p6rineBUl«i  rar  to  réiltUMS  éû  tté  f0r|è^  ptê»- 
feaitef  an  Conseil  général  des  ponts  et  obtussées  en  4  84  â^  et  imprimées  en  4830| 
lî-iT 

A  i;  Ux(0  i  ^mixinUi  ritâs  U^n  mai  H  ttècidi^OS  def  Jtf tl  ri  tJhef I. 
4lr  ftfMrjé'ifltrH  ëlpèriéaeeii  Urtee  put  ior  èlr  4f43,  l  Toiflurt  SI  fo  tSfH^  1 
Dunkerque.  Les  résultats ,  dont  il  ne  rapporte  pas  le  deuil  »  conflrmenl  eem 
2é   4^44,   et  joonent  même  4il/30,  bien  plus  rapproché   du  rapport  théo- 
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droites  à  section  soit  rectangulaire,  soit  circulaire^  encastrées  à 
un  bout  et  sollicitées  transversalement  au  bout  opposé  ;  d^aatres, 
qui  étaient  posées  sur  deux  appuis  et  chaînées  soit  au  milieu 
soit  uniformément  sur  toute  la  longueur,  soit  encastrées  aux 
deux  bouts,  ou  bien  à  un  bout  et  appuyées  à  l'autre,  enfin 
chargées  debout  ou  parallèlement  à  leur  longueur,  avec  extré-* 
mités  tantôt  libres,  tantôt  encastrées  ou  astreintes  à  rester  dans 
leur  direction  primitive  ;  puis  des  cylindres  creux,  des  tuyaux 
carrés  ou  ronds,  puis  une  pièce  composée  de  deux  autres  sé- 
parées et  rendues  solidaires,  et  une  pièce  cintrée  en  arc  inva- 
riablement retenu  aux  extrémités.  Il  mesura,  aussi,  compara- 
tivement, les  flexions  d'une  pièce  carrée  posée  successivement  à 
plat  et  sur  une  arête,  et,  aussi,  celles  d'une  pièce  ayant  une  sec- 
tion en  forme  de  triangle  équilatéral,  en  tournant  successive- 
ment en  haut  la  base  et  le  sommet  de  ce  triangle.  Il  soumit 
ensuite  à  la  torsion  diverses  barres  rondes,  carrées  et  rectan* 
gulaires. 

Il  reconnaît  avoir  été  aidé  des  conseils  de  M.  Bernard,  {llus  an- 
cien que  lui  d'un  ou  deux  ans,  et  alors  ingénieur  à  Bordeaux. 

Duleau  résume  ses  résultats  en  vingt-cinq  lois.  Les  neuf  pre- 
mières sont  relatives  à  la  flexion'  de  pièces  pleines,  et  la  17*  à 
la  flexion  d'un  tuyau  sous  un  effort  transversal  :  elles  sont  exac- 
tement'en  rapport  avec  ce  qu'indique  la  théorie.  Les  lois  40*  à 
iS*  sont  relatives  aux  pièces  sollicitées  debout,  dont  les  lon- 
gueurs ont  excédé  presque  constamment  cent  fois  l'épaisseur 
ou  le  plus  petit  côté  de  la  base;  elles  montrent  que  la  charge 
qui  détermine  la  flexion  est  bien,  conformément  à  la  formule 
d'Ëuler  (n*  XIII),  modifiée  par  Lagrange  (n^  XIV)  quand  la 
flexion  a  lieu  avec  une  ou  deux  inflexions,  proportionnelle  au. 
moment  d'inertie  de  la  base  et  à  l'inverse  du  carré  des  lon- 
gueurs, mais  qu*elle  est  moyennement  plus  forte  d'un  septième 
ou  d'un  huitième  que  ce  qu'on  aurait  en  substituant,  dans  cette 
formule,  le  coeflScient  d^élasticité  déterminé  par  les  expériences 
de  flexion  des  mêmes  pièces  par  un  effort  transversal  ;  ce  que 
Duleau  attribue  à  un  frottement  considérable  de  son  appareil, 
car  il  manquait  de  ressources  pour  en  faire  construire  de  hiieux 
constitués.  La  pièce  cintrée  et  la  pièce  en  deux  parties  sépa- 
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rées  (lois  16^  et  18  à  21)  ont  donné  aussi  des  flexions  qu^il  se- 
rait facile  de  faire  rentrer  dans  la  théorie.  Enfin  la  torsion  com- 
parative des  pierres  rondes^  carrées  et  rectangulaires  (lois  22  à 
25)  ont  donné  des  résultats  qui  ont  étonné  Navier  (comme 
nous  avons  dit  n"*  XXXYI^  p.  clxxxj)^  mais  qui  rentrent,  avec 
toute  l'approximation  désirable,  dans  les  formules  que  nous 
avons  données  depuis  lui  pour  ce  genre  de  déformation  des 
prismes  ayant  des  sections  de  diverses  formes  (*). 

On  voit  que  Duleau  s'est  proposé  surtout  de  déterminer  les 
lois  de  l'élasticité,  et  n'a  poussé  jusqu'à  rupture  ou  forte  flexion 
que  les  pièces  debout,  ce  qui  était  la  chose  importante  pour  le 
genre  de  construction  auquel  ses  fers  étaient  destinés. 

Vers  le  même  temps  furent  faites  au  Greusot,  par  M.  Ramus, 
quelques  expériences  destinées  à  comparer  entre  elles  diverses 
espèces  de  fonte  (*).  Elles  avaient  été  précédées  de  quelques 
autres  faites  en  petit  à  Saint-Gervais  en  Dauphiné  (*). 

Des  expériences  remarquables  de  traction  ou  d'extension 
furent  faites  peu  de  temps  après  (1815)  à  Yerbery,  par  M.  Mi- 
nard,  depuis  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  et  par 
M.  Desormes,  connu  comme  physicien  et  manufacturier  distin- 
gué (*).  Les  unes  eurent  pour  objet  la  cohésion  longitudinale 
ou  transversale  du  chêne  et  du  tremble,  les  autres  l'allonge- 
ment progressif,  sous  des  charges  croissantes,  d'un  barreau  de 
chêne,  qui  est  revenu  à  sa  longueur  primitive  tant  que  cet  al- 
longement n'a  pas  dépassé  une  proportion  de  1/629;  d'autres, 
enfin,  en  grand  nombre,  sur  la  rupture  par  extension  de  barres 
et  de  fils  de  fer  ou  de  cuivre,  de  diverses  qualités  et  contexturés, 
et  sur  rallongement  progressif  d'autres  barres  sous  des  charges 
qu'on  augmentait.  Cet  allongement,  passé  une  certaine  charge^ 
et  surtout  lorsqu'on  approche  de  celle  qui  produit  la  rupture. 


(^)  Mémoire  sur  la  torsion  des  prismes.  Savaiili  étrangers,  t.  XIV,  art.  78. 

{*)  Publiées  aaz  Aonalei  de  chimie,  t.  VII,  loui  le  Dom  de  Gazeran  (alors 
directeur  de  l'UBine  du  Creusot).  Oo  peut  Toir  aussi  Sidérotechnie  d'Uassenflratz, 
1. 1,  p.  47. 

(')  Rapportées  dans  les  Recherches  sur  V Artillerie  de  Tessier  de  Norbeck. 

(^]  Elles  ont  été  communiquées  i  Kavier  et  insérées  par  extrait  i  Tédltion  4833 
de  ses  Leçons,  D'autres,  encore  inédites,  feront  insérées  i  une  autre  partie 
de  oeile*ei. 
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dévient  relatHrefméM  foft  cMâidéirablé,  cofrinië  tel  t)i-o)ife!it 
sussi  d'tftttres  expérience^  que  nous  dHéfoils  plti^  loîà.  l)es 
hUttdÈ  d6  tOMe  tatëni  égdeinent  rompue^  pB^  ë^niioU. 

MA\È  la  piibticâtion,  en  i8i7^  dé  l^oiitragè  de  M.  te  ptofèsr- 
Sètif  Peler  Bârlow,  intitulé  î  ^^5ai  ««r  FélasttcUè  et  là  fbfcé  dèi 
bàiéy  fondé  Éur  lès  expériences  etécutéëè  à  VAcadéfnië  Hytde  mi- 
liiairè  âVed  éë^  pièces  prises  d^n§  l'arsetàl  inaritline  dé  IV&dl- 
wich  (^),  fit  connaître  ùii  grand  nombre  d'autres  expérRnees 
non-seulement  sur  les  bois^  mais  encore  Sur  les  métatrx. 

Celles  qui  sont  particulières  à  Tauteut*  furent  ehtfëprisiès  mxt 
Fintitation  du  colonel  Mudge,  sous-gouverneur  de  cette  Acadé- 
mie^ destinée  stirtotit  k  Finstruetioti  des  officiers  de  Pàrtill.érie  6t 
du  gétiie  de  l'Angleterre. 

Barlôw  en  fait  connaître  diverses  autres  i  d'abord  d'Emël'smi 
sur  la  résistance  de  diverses  espèces  dé  bois  à  là  rupture  par 
traction,  et  qui  paraîtraient  avoir  été  faites  11  if  a  enviroil  tin 
mèGie(*)';  puis  celles  du  docteur  Robison  (');  puis  celles  qui  Ve- 
naient d'être  exécutées  à  l'arsenal  de  marine  de  Deptfotd^  prèfc 
Londres^  par  lé  colonel  Beaufoy  C"),  et  qtii  donnent  une  suite 
de  mesures  exactes  des  flèches  de  courbure  prises  sous  diverse^ 
charges  par  des  pièces  de  chêne  et  de  pin^  de  5  cefatiiAètres 
d'équarrissagé  environ;  puis  Celles  de  MMx  Peake  et'BâraUler 
shr  des  pièces  encastrées  à  un  bodt  et  sollicitées  transvei^de- 
ment  à  l'autre,  et  sous  l'encastrement  desquelles  ils  avaient 
filé  un  corps  saillant  semi-cylindrique  pOùr  éviter  t'attâration 
que  le  bord  tranchant  Inférieur  de  l'enclave  fait  subir  Mux 
pièces  ;  puis  èelles  de  M.  Benjamin  Gouch,  itiaHre  de  tnftift  dans 
Farsenal  de  Plymouth,  sttr  des  pièces  auséii  encastrée^  itmtAt 
à  une  extrémttéj  tantôt  aux  deux^  nyant  des  Sections  m  forooe 
de  triangle  et  dé  trapèze^  qu'il  ployait,  comme  Duleaui  eU  touN 
nant  en  haut  tantôt  la  grande  base,  tantôt  lé  sommet  ou  la  pe- 
tite base,  et,  aussi,  sur  de  longues  perches  rondes  de  sapin,  d'iné- 


(>)  Jn  Eêsay  on  the  Slrefigih  of  Timberj  etc.,  LondoD,  4817. 
p)  ÈmersoD*8  Mechanics.  (Nous  D'avons  pii  nous  [)focuref  cet  oûvrirge.; 
^  âes  articles  on(  ét£  Réunis  après  sa  mori  ioui  ie  titré  A  System  o/  mécka" 
nicat  Pkitosophy,  ^ 

(*)  Publiées  vers  4846  dans  les  JnnaU  of  Philosophy  du  D'  ThomsÔD,  vol.  IX. 
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^àle  gi^ôàsëuf  ou  èb  itittdë  de  tronc  ûe  cbtie,  sdtliâtées  au  bout 
le  |>lu$  iniiiœ. 

Celles  de  U.  BàrloV  lui-même  ont  eu  d'abord  ^ùr  bbjet  li 
cohésion,  ôii  le  poidà  ca{)àblè  de  l*ompr6,  pàf  trûcifbA  iaùtôt  ^Zr 
rallèle,  tantôt  perpendiculaire  aux  fibl*es  naiùi'elles  du  boid^  deâ 
biocs  longs  de  30  ceD(ifiièl(i*ès  dont  le  tniliéu,  suf  i  à  5  centi- 
mèires  de  longueur,  éUtJi  réduit,  âtir  le  tour,  k  un  diamètre  dé 
È  tbîllimëti^és  ehViroh.  Ensuite  il  rbmplt  par  flexion  des  bar- 
reaux dé  is  fnillimëtres  d'équàrrissage^  eti  notant  leâ  flëcliesy 
tantôt  seulement  à  l'inâiailt  qliî  précède  la  rupture^  tantôt  gra- 
duellement S  mesure  qu'on  leâ  cliargëait  dé  poids  croissante, 
t'iiiâ  il  éniàillà  deâ  pièces,  comme  autrefois  tfubamel,  dand  le 
l)ilt  dé  déterminer^  à  l'instant  de  la  rùptU^e^  la  j)osition  dé 
Vaxe  neutre  (qu'il  trouva  en  gétiéral  placé  aux  5/S  de  Tépaiâ- 
séurj;  puis  il  encastra  èks  barres  &  nh  seul  bout  sous  dibèrséè  in- 
cltriaisohSy  etc. 

tllé  âeS  observations  des  flèches  de  courbure,  il  déduisit 
(comme  ritfléaa  ètcoiiitileM.Dupin)  (|u'elleâ  suivaient  indubi- 
tableineht  la  raison  inverse  des  cubes  des  épaisseiirs,  et  lion 
celle  deâ  carrés  cOmiiië  l'aVsiit  dit  Girard  (n^  Vltl),  dont  lès  ei^- 
reurs  et  lès  cofatradictions^  tion  afièrOdës  par  Patiteùr  du  Rap- 
port ap|)r6batif  de  son  ouvrage,  furent  en  gùailde  partie  Tocca- 
sion  dés  expériences  du  savant  professeur  de  WoolwJch,  que 
l^bstitut  a  Inâèrit  depuis  àu  iiOhibre  dé  ses  èOrrèstiiondants.  On 
liii  doit  d^àutres  séries  d'ëxt)ériences  sur  le  poiiit  où  les  iléxlons 
commencéiit  à  deveflir  |)ermanentes,  et  le  mesuragè,  après  là 
rùptiii'è,  des  partiel  de  la  section  où  les  fibres  se  sont  séparées. 
D'aùtreâ  expériences  soilt  relatives  ëùx  bois  tendus  [berii  tim- 
be*J,  c^e^t^à-diré  courtéà  par  une  itiachine  (*),  ou  bien  ployés 
apr^  ùù  sciage  longitudinal  éùivi  de  l'introduction  de  clefs,  et^ 
aussî^  à  des  pièces  juxtaposées^  fortement  unies  par  des  cordes. 

Deux  autres  sont  intitulées  on  the  Momentum^  c'est-à-dire 
sur  la  force  vive  ou  le  choc  que  des  fils  déjà  tendus  peuvent 


(1)  De  M.  Hoskey,  décrite  su  U  XXXH  des  Transactions  de  la, Société  iés  àrîs, 
et  doni  l'emploi  6lait  précédé  d'une  iinmérsioo  «lé  plusieurs  heures  dans  l'eau 
boailUnle,  que  Itarlow  reconnaît  ne  point  (ilminuer  la  Tôfce  des  bois. 
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supporter  sans  se  rompre.  Elles  ont  été  faites  sur  un  long  til  de 
fer  tendu  horizontalement,  au  milieu  duquel  était  attachée  une 
corde  verticale  de  â*,20%  portant  un  poids.  En  élevant  ce 
poids  et  en  le  laissant  retomber,  tantôt  il  n'endommageait  pas 
le  fil  de  fer,  tantôt  il  le  rompait  (^). 

Dans  un  appendice,  M.  Barlow  rapporte  les  expériences  de 
Telforty  de  Banks  (*)  et  de  Sickingen  sur  la  ténacité  du  fil  de  fer 
et  sur  la  résistance  des  barres  de  fonte  à  la  rupture  par  flexion. 

Dans  la  3*  édition  de  son  ouvrage,  publiée  en  1837  sous  le 
titre  Traité  de  la  force  des  boiSy  du  fer  coulé  et  autres  ma- 
tières, etc  (*)y  il  ajoute  des  expériences  de  M.  Hodgkinson  dont 
nous  parlerons  tout  à  Theure^  celles  qui  ont  été  faites  à  l'ar- 
senal de  Woolwich  par  ordre  de  l'amirauté,  sur  le  cuivre,  par 
M.  Kingston  avec  une  machine  à  levier  construite  par  M.  Bra- 
mahy  et,  aussi,  par  le  capitaine  Brown,  le  célèbre  inventeur  des 
câbles  en  chaînes  de  fer  pour  la  marine,  et  le  premier  construc- 
teur de  ponts  suspendus  en  Angleterre  ;  enfin  des  expériences 
faites  par  lui-même  en  1805  sur  l'allongement  progressif  et  la 
flexion  graduelle  des  barres  de  fer  forgé  et  les  limites  de  leur 
élasticité  si  l'on  entend  par  là  leur  faculté  de  retour  à  la  lon- 
gueur ou  à  la  forme  primitive;  mais  les  conclusions  qu'il  en  ' 
tire  quant  à  la  position  de  Taxe  neutre  à  l'instant  qu'il  caracté- 
rise par  Elasticity  injuried  ou  destroyed  n'ont  rien  d'assuré. 

Cette  nouvelle  édition  se  termine  par  la  relation  de  plusieurs 
séries  d'expériences  sur  la  flexion  de  rails  de  diverses  formes, 
tant  au  repos  que  sous  l'action  d'une  charge  roulante. 

Une  partie  de  ces  expériences  se  trouve  citée  également  aux 
Principes  de  charpente  publiés  vers  1817  par  M.  Tredgold  (*), 
qui  contiennent  aussi  celles  de  Fincham  C^)  pour  la  résistance 
des  bois  à  la  rupture  par  traction  et  par  fleidon,  de  Rumford 


(*)  celte  expérieoce,  comne  platieun  sutret,  est  eilée  à  l'ouTrage  de  Nafier 
sur  les  poDts  sutpcDdus. 

(*)  John  BaDki  Keodall.  Treaiise  on  the  Power  of  Machines^  4803. 

(*)  TreatÎMe  on  ihe  Strength,  eie.,  by  Peler  Barlow»  menber  or  InsUUite  of 
Fraooe,  etc.  (Makogani  Hispaniola  doU  dire  Iraduil  par  Ac«0ou  do  SaûU" 
Domingtie] . 

(^)  SUmêutary  Prineiplet  of  Citrpentry, 

(*)  Paper»  on  naval  JrchUecture,  publithed  by  UnrgaD  aod  CreuM,  vol.  I. 
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pour  li^  traction  du  fer.*  Une  seconde  édition^  de  18^8,  en  con- 
tient d'autres^  de  M.  Bevan  (^),  sur-  la  rupture  des  bois  par 
traction  et  par  flexion,  et  aussi  par  detrmion  ou  glissement  des 
partie»^  genre  de  rupture  qui  s'opère^  par  exemple,  lors  de  l'ar- 
rachage des  vis  à  bois. 

Mais  un  grand  nombre  d^autres  expériences  furent  bientôt 
entreprises  sur  les  métaux,  à  l'occasion  de  rétablissement  des 
ponts  suspendus^  ou  de  la  substitution  des  chaînes  de  fer  au 
chanvre  dans  le  gréement  des  navires,  ou  à  la  suite  de  Télan  que 
la  paix  de  1814  imprima  à  la  métallurgie  et  aux  constructions. 
L'usage  de  la  fonte  {cast  iron,  fer  coulé]  attira  surtout  l'atten- 
tion. Employée  depuis  longtemps  pour  divers  ustensiles^  et 
aussi  pour  l'artillerie^  eUe  paraît  avoir  été  introduite  dans  les 
bâtiments  seulement  en  i755  par  Smeaton,  dont  la  hardiesse  h 
cet  égard  fut  Tobjet  d'un  étonnemçnt  général  (*).  M.  Tredgold^ 
par  son  traité  spécial  sur  la  force  de  cette  matière  {*),  et  M.  Du- 
veme  par  la  traduction  française  qu  il  en  fit  en  1826  sur  la 
2*  édition^  contribuèrent  beaucoup  à  en  étendre  l'usage.  Après 
avoir  rapporté  les  expériences  de  Banks  (%  d'Ebbels^  etc.^ 
il  donne  les  siennes^  faites  sur  des  solives  ayant  une  forme 
longitudinale  parabolique  comme  celles  d'égale  résistance^  et 
une  section  transversale  en  double  T  ;  puis  sur  des  barreaux 
de  fonte  de  diverses  provenances^  de  25  millimètres  d'écarris- 
sage.  Il  remarqua  que  malgré  la  dureté  et  Taigreur  qu'on  attri- 
bue à  la  fonte  elle  prend  comme  le  fer^  passé  certaines  charges, 
des  flexions  permanentes.  Il  fit  aussi  quelques  expériences 
d'extension  et  de  compression  sans  rupture.  Il  cite  aussi 
celles  de  résilience  de  M.  Bevan^  de  pénétration  du  bois  de- 
bout dans  le  bois  à  plat,  et  celles  de  l'auteur  de  l'article  Bridge 
du  Supplément  à  V Encyclopédie  britannique  de  Napier^  qui  a 
observé  la  compression  d'un  prisme  rectangle  suivant  une  de 
ses  diagonales^  etc. 


(*)  Thé  pkQotephical  Magazine,  october  4837^  toK  I. 
(^  Smtalomt  ReporU,  vol.  I,  p.  41 0-44  4 . 

0  Praciical  Bttay  upon  Slrengih  of  cast  Iron  and  otiùri  Metals,  Cet  efioi 
iTiitèlé  précédé  d'an  mémoire  inséré  aux  PhilosopMcal  Transactions^  4824,  i.  II. 
(*)  Ouvnfe  eiié.  Cee  expérience!  ont  été  faites  dans  une  fonderie  de  Wakefleld. 
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Des  exp|ifi^aces  oop  moins  intéressanties  étaiept  faites  en 
France.. 

M.  Seguipy  qui  y  construisit^  en  1824,  le  premier  pont 
S|]spenclU|  sur  ^e  Rhône  eiitre  Tain  et  T^urnon^  après  avoir 
établi  avec  une  étonnante  économie  une  passerelle  devant 
^n  établissement  d'^nnonay^  en  fit  un  p^nd  nombre  sur 
r^lQngefîfiei^t  et  la  ténacité  du  fil  de  fer  (*)^  et  (}uel<}ues- 
^pe$  aussi  s^r  f}es  t)arjreç  de  fonte  (*].  L'allongement^  d'a- 
bord pirc^ortionne^  ^  la  charge,  augmente  en^uitç  d^^  i|n 
bijep  plus  ^and  rapport^  et  devient  en  partie  pisrsjstant  (').  Le 
reppit  dji  ^1  diçîiwue  ))/5fiucQjjp  l^  Jéoaçilé  en  ajjgijjeï^t^pt  la 
4uctilitér 

D'a^Ures  ejtpériences  gur  Je  fil  4.e  f/er  f^r^pt  fajlpç  k  pQpèye 
par  M.  Diifour,  cplonel  ,di|  génie  (^},  I)  rjaqopnut  eif  éprpuv^ijti 
comme  ¥M.  l^in^d  et  Peçoripe^,  .<iBs  6\^  d^  cpivr/^  et  .415  \^i{f)jï 
(dopt  il  ^vait  été  qm^stiop  4,6  faipe  le  pont  de  Qf^i^Fe)^  (jpie 
le  recuit  diminuait  aussi  beaucoup  leiir  téoapité^ 

Oq  dpit  h  M.  Lamé^  ^Ipfs  ingéniei^f'  at|  §eryipe  4^  U  Bu^» 
qiîfî}qu,e§  /expépieupes  s^v  la  force  dij  fij  4ie  fer  4^  ppjte  conîriée  ; 
j^}j3  paraît  consiciér^bleC^).  I)  en  fit  aiossi  sur  (}ps  barrpç  (^)f 

M;  Lagerhjelm,  ingénipjjr  des  inin.es  ,de  S.uède,  youl^^t  rér 
jduir^  à  sa  just$  yaleur  l'opii^ion  qui  fait  pré^per,  à^f^  pju^ieurç 
PWf  Jfi^  fep^  Jaminés  apgiais  aux  fe^^  forgés  çwéffpiç,  ^l»tr.çp4!t 
^  StocKholfn  en  J836  u»  très-graijd  noïï^\}ip^  d'jçxpép^pçes  avep 
up»  a>(ïpbin/e  d^  l'invention  d^  M,  pammiïrpc>ii,œ|4,  9P  popippr 
;^ant  d'i^ne  pi^ssi^  bydray}iicpie  qui  tirait,  par  up  ))jDu{;^|[|p3  lucres 
horizontales,  dp^t  J'aytr^  bout  était  Mt^ché  pi  pgtit  jip)^  4'pp 


P)  pes  poDU  en  f^\  de  fer,  fÇâ^,  ^>8«.  El  dçi^jèjs^e  é4iUon  in-V»  4.810- 

(*)  M.  Seguin  rapporte  aussi  un  fail  obser?é  par  If.  de  MontgolQier  fils;  c'^t 
4e  peu  de  durée  du  fer  exposé,  dana  une  presse  à  papier,  à  un  effort  de  tràoUoa 
modéré,  mais  iniermiUent.  Les  pièces  sont  hors  de  senrijs  ^^t^  ffiHDV  99  ^^ 
mille  de  ces  alternatiTes. 

JL^  C§t  f)]lpn£ement  persUtant,  nommé  Set  par  les  Anglais,  était  signalé 
dès  4845  â  l'article  Strengîh  of  Materials  de  rEncyciopédïe  briunniqae. 

(*)  Description  d'un  pont  suspendu  construit  à  Genève  en  482f.  Oç  4nn(iUs 
des  Ponts  et  Chaussées,  4833,  pour  une  yn^iyse  de  cet  ouvrage  et  de  celui  q%e  le 
môme  officier  a  publjé  en  4  834  sur  les  ponts  siuspç^djiB  (çn  gé^ép^. 

(»)  journal  d^y  voiçs  et  comgiunicaiions,  4828. 

(«)  fL^tre  i  M.  Baillât,  Anpales  des  ^inei,  t.  ^,  p.  339. 


to€i  hmr  coudé  que  l'on  chargent  de  poi^f»  As  minière  h 
maloMoir  30P  grand  bra»  bor^ontal,  et  qui  «cciisaît  ainri  le* 
ti^Aj^iops^  lues  résultats  ont'  été  consignés  en  i827  aux  4wn(ile$ 
du  bfirefff*  des  min$$  de  fer  (Je  Suède  {Jev^-KontoreU  Awaler) 
e|  pi|))4é$  ^  part  (*).  Il  a  remarqué,  cofpme  4*aptrief  .ei^i? 
n^ptaieurs,  que  la  çfection  «e  rétrécit  consMér^blenoent  à  1'^.* 
droit  de  la  rupture.  L'ouvrage  a  été  traduit^  ^{einand  ^  ijl^30 
par  )p  D'  Pf^ff  j(*)  ;  il  e$t  regrettable  qu'op  ne  Je  connaisse  en 
pjqinç^  qpe  p^r  we  courte  aualyse  ('),  indiquât  les  prppp^t^ 
général^e^  con^tatés^^  sans  donner  a^cun  chiffr^ 

Nf«|er  4t  aussi,  spr  la  traction  de  I9  tdle^  du  cuivre  rouge  et 
do  ploipb  I^wini^f  quelques  expérjiepces  ^i  00  trouye  tes  ^- 
msA^  an¥  n"  59,  70, 7S  de  Véditiop  iS33  de  sa»  Leçim,  m  il 
g  TffggpiF^  eussi  le  résultat  inoye^  de  répreuve  des  barres  de»- 
tinéçy»  m  pont  des  Invalides^  ^  dont  on  trouve  la  détail  k  h 
t  édition  de  $on  ouvrage  si^r  I^  ponts  suspendu^^  avee  diverâ^^ 
expéri^npe$  qiui  lui  ont  été  ponwuniqi^ées  pj^r  le  capitaine 
3roivn  j^  par  M.  Prunel. 

il.  Vipat»  4près  avoir  f(^it  vers  i897  quelques  expériences 
d'tJlongegient  des  fil$  de  fe^?  de  3  3/3  ji  3  miHimètres  employés 
au  p^  suspendu  d'Argentat  (%  donna  en  4831,  à  la  suite  du 
coffipte  rendu  d'un  ^xainen  de  c^iix  du  Rfaôiie  \f)y  d'autiies 
expériencen  où  il  ooxnpstra  les  allongements  permanents  des  fiU 
non  necjujts  et  recuits  (').  Depuis,  l'illustre  ingénieur  a  fait  plu  • 
sieim  eipépenoes  remarquables,  où  quatre  brins  de  Qi  de  fer 
ont  snpiiprté  des  poidbi  pendwt  plusieurs  années,  et  où  il  a  noté 
reccngi^seiRent  que  le  temp$  apporte  à  l'alloBgement  passé  le  1/4 


(1)  fçTiôk  (U  beêianmq,  etc.  Essai  pour  détenniDer  If  i^e^si^é»  |t  4ffc^Ul^|  If 
BillèâbÙité,  l'élasticité  du  fer  en  barre  passé  au  cylindre  et  forgé,  2  toI.  iii-8»  e( 
allêi. 

(*)  Soos  le  Utre  Peter  Lagerhjelm  verntch  zut  BeeUmmmg  der  DkMkeit^ 
GÙkkartigkeit,  eie. 

(*)  Bolletia  technologique  (Férassac),  4839,  t.  XI,  n<>  46^  p.  44.  Voirausii 

t.  «u,  ri^,  »<.  9on 

(*)  DetcripUon  du  p<mt  syyawrfti  conêtniU  mr  <«  JDord9fue  à  Jf$tmUi,  ISSê. 
.  (')  #W*l^<f  ^'  MV  AbimUm  4#s  p9fit8  et  fihaussèes^  4S34,  4v  seiaestre^ 
p.  «44, 

(•)  V .  vicat  a  proposé  de  préférer  lo  U  4»  f er  tu  liarrei  à  4a  anUt  «wlna 
rcmarquei. 
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•  * 

ou  le  1/3  de  la  charge  capable  de  rompre  (^)  ;  effet  qu'il  compare 
à  celui  qu'offrent  certaines  matières  bitumineuses  qui  se  brisent 
en  éclats  lorsqu'on  les  frappe^  mais  qui^  abandonnées  à  leur 
propre  poids,  s'affaissent  peu  à  peu  sur  elles-mêmes  ;  et  d'où  il 
conclut  que  pour  employer  des  matériaux  quelconques  avec  sé- 
curité il  conviendrait  de  les  soumettre  à  des  épreuves  de  plu- 
sieurs mois  au  moins. 

C'est  une  des  conclusions  que  le  même  H.  Yicat  avait  tirées, 
en  1833;  d'expériences  relatives  à  de  tout  autres  matériaux  (les 
pierres,  les  briques,  le  plâtre,  le  mortieiO  dans  un  mémoire  cé- 
lèbre (*]  dont  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  parlé  (n''  XViU,  et 
note  du  152,  S  ^  ^^  ^^)  ^^  ^ù  il  fyit  une  distinction  des  forces 
tirante,  portante  ou  transverse  instantanées  et  des  mêmes  forces 
permanentes.  Nous  avons  dit  (V.  ci-après,  p.  ^173)  que  la  manière 
dont  il  mesure  la  force  iransverse  ou  la  résistance  au  glissement 
ou  dsaillement,  était  propre  à  la  faire  évaluer  beaucoup  trop 
haut,  et  qu'il  valait  mieux,  pour  comparer  cette  force  à  la  force 
tirante,  s'en  rapporter  à  des  expériences  récentes  (§  9  de  la  note 
du  n»  152,  p.  203;  Voir  aussi  p.  ccxcviij).  Dans  ce  mémoire 
il  se  trouve,  du  reste,  bien  des  choses  précieuses  à  enregis- 
trer^  entre  autres  ce  qu'il  dit  sur  les  encastrements  parfaits  et 
imparfaits  (ci-après  notes  des  n**'  152^  15^1, 156)  etc.^  etc.  Mais 
le  but  en  étant  surtout  polémique,  il  convient  d'étudier  comme 
réponse  le  Rapport  de  MM.  de  Prony  et  Girard  {*),  qui  suffit, 
même  après  la  réplique  de  M.  Vicat^  pour  venger  la  théorie  de 
ses  attaques,  portant  d'ailleurs  sur  d'autres  points  que  ceux 
où  elle  pose  des  affirmations,  puisqu'elle  ne  prétend  pas  que 
ses  formules  s'appliquent  jusqu'à  l'instant  où  il  y  a  rupture* 

Pour  en  revenir  aux  fers,  l'augmentation  de  leur  allongement, 
dans  une  plus  forte  proportion. que  la  charge  par  unité  de  sec- 
tion passé  une  certaine  tension,  fut  encore  plus  mise  en  lumière 


(*)  Note  nar  Tallongement  progressif  du  fil  de  fer  soumis  à  diverses  ieiuions. 
Annales  des  ponts  el  cbaossëes,  4834,  l**  semestre,  p.  40.  • 

(*)  Mectierches  expérimentales  sur  les  phénomènes  phytiqnet  qui  précédait  et- 
accompagnent  la  rupture  ou  l'affaissement  d'une  ceruine  classe  de  solides.  Ann« 
dei  ponts  et  chaussées,  4833,  2*  semestre. 

[*)  Annales  dat  ponta  et  chaussées,  4834,  4*'  semestre,  p.  393. 
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par  des-expëriences  de  H.  Bornet  faites  à  la  presse  hydraulique 
aux  folies  de  la  marine  à  Guérigny  (Nièvre)  (^).  La  ligne  dont 
les  abscisses  sont  les  forces  et  dont  les  ordonnées  sont  les  allon* 
gements,  après  être  restée  droite  jusqu'à  une  certaine  charge, 
se  relève  tout  d'un  coup  avec  rapidité,  surtout  pour  les  fers 
doux  et  ductiles;  mais,  alors,  les  allongements  sont  pour  la  plus 
grande  partie  persistants. 

Do  reste^  en  retranchant  la  partie  persistante,  on  trouve 
que  les  parties  ilastiques  ou  qui  disparaissent  quand  on  sous- 
trait les  charges^  restent  assez  sensiblement  proportionnelles 
à  celles-ci,  rapportées  à  l'unité  superficielle  de  la  section  en 
ayant  égard  au  besoin  à  la  petite  diminution  progressive  qu'é- 
prouve celle-ci,  ou  que  le  coefficient  é^ élasticité  reste  à  peu  près 
conttant. 

Cest  ce  qu'on  appelle  la  loi  de  M.  de  Gerstner  (*),  déduite  par 
ce  ctièbre  ingénieur  allemand  d'expériences  sur  des  fils  de  fer 
très-fins.  Elle  a  été  remarquée  aussi  par  le  physicien  Leslie  (') 
sur  des  barres.  Mais  on  pourrait  l'appeler  aussi  la  loi  de  Cou- 
lomb, car  le  physicien  français  a  remarqué,  dans  ses  expé- 
riences sur  la  torsion  des  fils  de  métal  et  la  flexion  des  lames 
[voir  d-après),  le  même  fait^  qui  prouve  que  l'élasticité  reste  enr 
tiire  dans  le  nouvel  état  que  déterminent  les  torsions,  exten- 
sions ou  flexions  permanentes.  (  Voir  S  8  de  la  Note  du  n«  SI, 
p.».) 

Cette  loi,  au  reste,  n'est  qu'approchée,  et  ne  s'observe  pas 
d'une  manière  tout  à  fait  exacte,  comme  on  voit  par  les  expé- 
riences sur  le  fer  recuit  ou  non  recuit,  et  l'acier,  faites  par  M.  Ar- 
dant;  et  il  y  a,  à  cet  égards  des  effets  un  peu  diflérents  selon 
qu'on  laisse  ou  non  le  filen  repos  un  certain  temps  sous  sa  der- 
nière charge,  car  il  en  résulte  un  écrouissage  (voir  p.  4  et  p.  22) 


(I)  Dm  fer  damé  Uê  jNmte  nupêndÊU^  par  M.  Emile  Martio,  br.  io  4*,  808  ;  ou 
ABDitot  dof  poaU  et  cbaïuièeSy  4834,  S*  lemeetre,  p.  457. 

(>)  Mammêl  de  Méetmiqiie,  t.  I,  p.  980.  Oa  Mémoire  (ailemaDd)  wir  la  forcé 
de»  matériaux^  par  M.  Adaoi  Barg,  4838.  Oa  Extrait  da  Jmtnèa.  de  rintUiut 
prfflidbii'giie  de  rietme,  t.  XIX.  —  Oa  uvnre  auni  un  cerUln  nombre  d'expé- 
rtoMas  de  VSùb  Gentatr  au  Jwmikê  der  Phyeik  tmd  Chemie  von  Poggendorff, 
4838,  t.  XXVI. 

(*)  UaUe.  MlemeiUi  ofnaiitral  PAOoiopfty.  Edinbarg,  4893. 

I.  » 
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longue  <:lmtP  #IP  In^  l'ét^ 

w  cor]»»  dp  c«pk«  4'Mte^  ^e^iimoe^  mnp  V^  tf»  4s  )«fa«ii 

de  plomb,  etc.,  et  un  grand  nombre  àê  m»mipêê  jffémmiÊ^ 

f^  toi  p9t  mui^é^  i^iv«  .]#uMai«  mm^i^- 

^OM»  99<miAi¥^  m  ¥<>ficm^  ^m^  ^HM^  fu)to»  «nj)4^ 
i)#r Ji^  /cte  i»ef  ^^iv^^te  m^  k^s9istà^ikfim9imiê  (^»  te  y 

expériences,  sur  une  constitution  bien  homogène  d^  Wl^tê, 
Sups  ]^lf^  .<jie^  hfii&,  4iii  offrant  à  ^t  ^égn^d  Aes  îq^aiit^  pro- 
aoiiq^  iv^  plus  ]j(^),  )^^ngeaxe;3t  sojus  ^we  teo^ioa  49m^ 
p'^4  {)#^  k>W>^^  1«  n»^  4^s  i^  4ifféi?e^s  partîeç  4'U9  #< 
xl/ç  f^,  itîçjgttwe  l'ii  ,F9^]Uiu  1^  mfim^  M-  A*4aitf.  JE*  fo  suis- 
t^,  Vépidfirpif,  ^QiQ^e  4it  M.  ^^d,  ^$jt  é)^)demn^t  d'Wie 
§ifi^^  cfiï^^te  qu^  le  centjne.  Say^,  par  4/3s  ^Kpi^rj^e^  |]^ 

^Uf  iwi  )W  Beuye#  /B'^jLpIiqv^  (m  Wf  ^  4^imm  0^ 
contexture  non-seulement  dans  les  divers  sens  mais  au^  agif 

fMWfis,  c»  /*#Rip  d^vjïif  ^  pwour«  1^1  j^$  j^ysipi^Of ,  m 
^^vYfiifP  4e  plu^  |)p^  fi^  f^  ^  »oj/^  jffpém  tel  râr^ 
9^pq^S;  dans  [e  but  4'pf)  4é(^i;ee  .4p$  }Qi^  4pnt  J^  sqm)f  pmtf 
s'enrichir. 

Déjà,  comme  nous  avons  dit  (n*  LIX),  vers  1785,  CSiladui,  en 
Allemagne,  avait  non-seulement  observé  les  vibrations  lon^iu- 


grande  portée.  Metz,  in-4%  4840. 
(S)  JnnaUi  de  ckfgiie  et  de phyfHPf9,  é§  IM3  à  iS37. 


tàm^  H  lMimemk9  de$  vargei»  élastiques^  4^  msA,  l0im 
vibrulia^  n^nmle$  0^  }0i^wibvfAm^  iaurrumt(f$,  sur  ImsmVtiB^ 

il  a  le  premier  appelé  Vati0n\ion,  ipaîs^  ^notm^  fait  de^  etqp4- 
ri^c#s  oopibr^u/sas  ^|;  curjei^se^  i51|f  )^i|  vibratipps  à^  plaques 
et  mf  Ifif^  siegiiliè^eft  lignes  poclal^s^  (^).  S^ayi^t  çqqIIwm  #t 
IWif»  coii8i4éF»^l«i»eBt  fj^  e^péri^nqes,  /ç»  réyébpt  iiusçi  (to 
Cedts  Douveaux  et  importants  sur  les  vibration^  Ippgil^4ÎMJ^» 
$i]s.ceptibl6s  par  a^pap^ple  4'étre  éBergiqueo^^j^t  l^voqn^  far 
m  SMopte  frpttem.e»t  s'il  est  AQBt|opé  qu  reftopvpïé, 

Uo  4^  «éifli^jts  les  pb^  ppiQ^rquablen  d^8  reeberobds  de 
cet  habile  expérimentateur  fut  la  vérificatiqn  dfi  frittsieurs 
]m  de  rib^tian  dépojuvert^s  ^paly)iquem/spt  p^f  Af •  Pwcky> 
et,  ao^î,  de  sa  {Qm^i^  4?^  jnpipeot  dç^  tof^oa  pptfp  las 
pi^^Ojuef  f^çt^figijil^esi  quand  i^  sont.  plaU  ou  fninces,  cas 
où  ]fL  fopfn^f  comme  m^s  avo^s  dit  (r)'  P^^VI),  ^st  exacte; 
et  se$  ^w  pxp/^ieAC/^  s»^  4^  prisfn^s  où  |e  «apport  des 
deux  ^qfgoûi^qn^  tjransyers^s  était  4^  ^  ^  3)3  ^t  de  i  ^  3,9, 
vér|0f9p^  oof^e  formule,  dont  C^uchy  ^  approifv^  la  substitution 
è  I9  /^we. 

Ç'^  d«n9  cet  esprit  ^i^ntifiqqe  qu'Qpt  étfi  fMtes  les  nom- 
breuses et  fxst^îe^àfgis^  f&^pén^pces  4^  W^theim^  exécutées 
eu  obsenvant  ^v^  w  c^hétoinètre  tF^s-90Qsib)e  lea  aUoiige- 
n)ept«  pu  l^s  ^xipp^  (e$  plu^.îfpp^ceptibl^Sj  at  Ctfi  cevaptant 
P9r  4A9  H^^ïI^  9u#s^  tf ès^xact^  t§^  Q^nihrea  dfi  vibrationa*  On 
h)î  d^t  àê^  Jfeçli^chçs  mr  Vilq^tidti  ci  l^  oç/mi^^  i^  méu^  (?) 
(platk^e^  01,  /urgent^  plomb»  cuivre,  :iinc^  fer,  acier,  eto.)^  étirés, 
ifim^}^9 m^i^i  ^rétel  pur  Q»  légèrement  ^Hié^  k  diveis^a  iem- 
péniti}jres  àé^TTi^kr\'  900'  {%  U$  modulas  d'ébrtieité  futeat 
mef  qrés  pa^  lui  tant  par  TextausiQU  ^tdtiqufii  que  pa»  la  yitesse 
du  son  dans  les  tiges,  ou  bien  par  les  vibrations  transversales.  D 
a  vérifié  la  loi  de  Gertsner.  Il  a  cru  trouver  que  la  partie  persis- 


(>)  Traité  d^aeousUque. 

^  Prétenté  leS  juiUei  h%i%  jâtmàUi de dk»  ti^pK  3^  liHf,  Il  XD. 

(*)0a  Mltqoe  MV.  Tremery  et  Poirier  Sainl-Brie»  ont  liit  ausiirAM  expérieneet 
tendant  à  évaluer  rinflaence  dea  tentes  tempèfatarea  pov  modlAv  le»  coeffl- 
eienta  é'étastkité  (Ann.  des  Minea,  9«  aérie»  t.  3). 
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taote  des  allongeaieats  se  manifestait  dès  le  commenoemeDt  de 
rextension  :  c'est  la  seule  oondusion  qu'oD  puisse  lui  contester. 
[Voir  S  iO  de  la  Note  du  n*  2i,  p.  23.) 

Wertheim  présenta  bientôt  une  suite  à  ce  travail,  intitulé  Be- 
cherches  iur  Pélasticitéy  où  il  examine  d'abord  (2*  mémoire)  les 
alliages  (')  ;  puis,  dans  un  troisième  ^lémoirey  Tinfluence  d'un 
courant  électrique. 

Le  même  physicien,  dont  les  premières  études  avai^t  porté 
sur  l'anatomie,  a  présenta  un  nouveau  mémoire,  le  28  décem- 
bre 4846,  sur  l'élasticité  et  la  cohésion  des  principaux  tissus  du 
corps  humain  ('). 

Vers  le  même  temps,  les  Annales  de  chimie  et  de  physique 
donnèrent  un  mémoire  fait  en  commun  par  lui  et  par  H.  Ghe- 
vandier  sur  l'élasticité  et  la  cohésion  des  différentes  espèces  de 
verre  (*}.  Ils  remarquèrent  que,  comme  pour  les  métaux,  le 
coefficient  d'élasticité  c&lculé  par  les  allongements  statiques  est 
constamment  moindre  que  celui  qu'on  déduit  des  vibrations. 

Mais  le  travail  le  plus  considérable,  le  plus  complet  et  le  plus 
entouré  de  toutes  les  précautions  propres  à  garantir  l'exactitude 
des  résultats  est  celui  qui  a  été  présenté  encore  en  commun  le 
5  octobre  1846  par  MM.  Chevandier  et  Wertheim  sous  le  titre 
Mémoire  sur  les  propriiiés  mécaniques  des  bois  (*).  Il  est  pré- 
cédé d'un  historique  qui  fiût  connaître  encore  quelques  expé- 
rimentateurs, savoir  M.  Wheastone  ('),  qui  a  taôlé  des  plaques 
de  bois  de  forme  rectangulaire,  en  réglant  le  grand  côté,  paral- 
lèle aux  fibres,  et  le  petit  côté,  de  telle  sorte  qu'en  les  mettant 
en  vibration  on  ait  des  lignes  nodales  diagonales,  ce  qui  permet 
de  déduire  le  rapport  des  élasticités  dans  les  deux  sens;  ïf .  Ha- 
gen  (*),  dont  il  est  question  à  TAppendice  complânentaire  $9%; 


(>}  s  mal  4S43,  nèine  tome. 

(*)  Hoos  iTont  eitéy  an  %  74  do  5"  Appendiee,  les  expériences  de  M.-  Weber 
(Ann.  de  Pogiendorfl;  u  UV)  sur  les  fils  de  sole,  le  comportant  d'une  manière 
analogae. 

(>)  S  Juin  4S45,  8*  série,  t.  XIX. 

(^)  In-8%  4S4S,  chei  BacheUer. 

O  PkOoêtpkiaa  Dfmmêoetiom»,  4SS8,  p.  SOS. 

n  JmaUê  de  Pcggendorg,  U  LVUI,  p.  196. 


et  MM.  Fadnotti  et  Péri  (^)  dont  les  expàriences  de  flexion  ont 
été  feites  en  posant  les  barres  de  bois  tantôt  sur  deux  appuis  à 
faces  horizontales  et  verticales^  tantôt  sur  des  rouleaux^  tantôt 
sur  des  poulies.  Ces  derniers  auteurs  ont  trouvé  qu'en  défal- 
quant les  parties  persistantes,  les  extensions  et  flexions  restaient 
proportionnelles  aux  charges^  même  en  approchant  du  point  de 
rupture  (loi  de  Gertsner),  et  que  le  coeflScient  d'élasticité  E  est 
presque  proportionnel  à  la  densité  dans  les  diverses  variétés 
d'un  même  bois,  ce  qui  rendrait  sensiblement  constante  la  Aau- 
Hur  du  module  de  Young.  Les  expériences  de  MM.  Chevandier 
et  Wertheim,  faites  dans  les  Vosges,  ont  porté  sur  des  échan- 
tillons de  dix-sept  espèces  de  bois,  tirés  de  quatre-vingt-quatorze 
arbres.  Les  barreaux  ont  été  extraits  dans  diverses  orientations, 
ils  ont  été  éprouvés  à  divers  degrés  de  dessiccation  ]  on  a  déter- 
miné les  allongements,  les  flexions  statiques^  les  cohésions  ou 
chaqies  de  rupture,  le  nombre  des  vibrations;  et  on  a  comparé 
les  résultats  des  expériences  sur  les  tringles  et  les  barreaux  avec 
-celles  qui  ont  été  faites  sur  les  pièces  entières  débitées  dans  les 
dimensions  ordinaires  du  commerce  et  des  constructions.  On  a 
noté  les  densités^  la  nature  du  sol.  On  a  mesuré  les  allongements 
élastiques  et  les  allongements  persistants.  On  a  éprouvé  des 
tringles  taillées  dans  le  sens  des  fibres,  dans  le  sens  des  rayons 
des  couches  concentriques  et  dans  le  sens  de  leurs  tangentes. 
Ce  grand  et  beau  travail  sera  toujours  consulté  avec  fruit. 

On  doit  aussi  à  M.  Wertheim  des  expériences  sur  la  vitesse  du 
son  dans  le  fer,  faites  en  commun  avec  M.  Breguet  (*)  ;  et 
une  dernière  note  (')  présentée  à  l'occasion  d'expériences  de 
M.  Kirchhoff  sur  la  comparaison  de  la  flexion  avec  la  torsion 
dans  les  verges  rondes  d'ader  trempé  et  de  cuivre  (^). 

M.  Wertheim  a  inséré  aussi  aux  AnnaUê  de  chimie  et  de  phy^ 
rique[y  série^  t.  XXV)  une  Note  sur  la  torsion  des  verges  homo^ 


(i)  n  CimemU^Z*  année,  4S45. 
O  Complet  rendas,  t.  XXXn. 
f)  Comptée  reiidne,  t.  Ll,  p.  969. 

(*)  ABulee  de  PoggendorfT;  on  l'oiirtii  poMié  par  M.  Verdet  an  Ann.  de  eh. 
et  de  ph.»  3*  idrie,  t.  LIX. 
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et  «m  t\Éte  {pèé&éÈÈtêe  le  iOdêtemtlteiSi^  èot  la  propagation 
iU  fkouvemefit  Hmè  Ie$  corps  solides  et  dans  te^  Rqtf dei^.  ht 
pëtlAfit  dt  cé^  ti^is  mémoires  avait  pour  Irat  dé  jokilléir,  par 
I*  tëttipsnélion  des  réstiHats  de  flexion  avec  cetr*  de  toi^itm^ 
iêi  tiiodifleatkMi  èùx  tonÈmlts  que  nous  avons  longnetfienf  d?»- 
èatôes  h  îtdM  AppehâicB  Y.  Le  mériioi^  snr  FëqniHbve  dès  So- 
néei  homogènes^  présenté  le  10  février  1948  (^,  o3  il  pttypose 
cette  iflodification  pen  htèiïfeiise,  contient  trrt  asse«  gràfiïd 
ttëttÈhre  d'expériences  stif  des  tubes  en  verre  et  en  hiitoVr^  mais 
qui  petivem^  comme  nous  a^ons  dit  (motte  Apfién^ce)  être 
terterprétées  ftdtreffîent  qu'il  ne  fait  (*}. 

Un  des  travaux  les  plus  considérables  dé  Wéft^eîitL  est  son 
mémoire  de  1$55  sur  la  torsion  (']. 

Ce  sujet  a  été,  comme  nous  l'avons  dit,  traité  pour  la  pre- 
mière fois  par  Coulomb  (^)  avec  sa  supériorité  ordinaire.  Son 
mémoire  contient,  avec  une  théorie  saine  mais  s'appliquant  uni- 
quement aux  fils  ou  aux  cylindres  à  section  circulaire^  des  expé- 
riences à  Tappui)  dans  une  partie  desquelles  la  résistance  est  éva- 
luée en  comptant  le  nombre  des  vibrations  tournantes.  On  y  trouve 
(XX  à  XXY,  seconde  section]  la  première  remarque  qui  ait  été 
faite  des  parties  persistantes  n'empêchant  pas,  quand  on  les  dé- 
falque, l'élasticité  de  se  conserver,  ou  lés  parties  non-persistantes 
de  rester  proportionnelles  aux  efforts.  Depuis,  M.  Banks  ('], 


(i|  IM.  âé  thiiait  éi  de  ^by^'qtie,  3*  féHe,  t.  XXIU. 

(>)  An  il6iftbr6  dei  tiifaéx  4e  |)%yrfci«iil  myué  iM  detèn»  p»é  ^Vtkr  et  atén- 
ilunner  cdai  de  M<  Perso»  (ConpleB  readat,  4  scplembre  k%k%  t.  XXVll, 
p.  S58),  dms  lequel  11  trouve  pour  la  chaleur  lalenle  l  de  fusion  de  divers  métaux 
delnl  E  réprèieiKe  le  èeeSdeif  d'él4ëticlt6,  M  D  M  pfA&É  i^ûidë  (eéfui  du 

Aèlrt.cobè  Hùi  éodiè),  àne  fardinle  i  =  Kfi  M  +  - — I .  Le  côefficlèol  ft  est 

ifottfè  le  même  pour  le  zinc»  le  plomb,  le  btsmntb,  l'argent,  etc.  l\  se  sert  des 
ezpèrieoces  de  U.  Wertheim  sur  les  élasticités. 

(>}  Présenté  le  4  9  féf  rier  4  855.  Annales  de  cb.  et  de  pli.  Juin  4M8,  p.  495. 

(^)  Recherches  théoriques  et  expérimentales  sur  la  force  de  tortkm  «I  wmr  fêlas- 
ticUé  des  fiU  de  métal,  Mém.  de  l'Académitt  pour  47S4...  OlMervtUOQt  silf  les 
lois  de  rélasticilé  et  de  la  cohérence. 

(*)  TreaUse  on  the  Power  of  Machines^ 


M.  thsÉktf  (»>,  m  Rfeûinte  {*)^  M.  Bf  ama»  (*)  et  ».  Bevan  (♦), 
oM  Mt  Af éèsès  63epÉf}«fio6âr/  «ttrtMt  ée  ^âq^re  ^  torsim. 
Nous  avons  parlé  de  celles  de  Duleau  et  de  Savart  pote  )« 

ÉkH  ^  plu^tëërs'  j^as^ges  êh  ïriéitt6\ré  Ae  ^ertHèîiii  $xit  W 
kfhion  àïëm  été  rê&f^eé  dWné  ttù  esf^tît  évî'd^t  âe  poKHft^; 
eC  fATAi  tfé  pmHè  tei  Accoi^der  Ai  te  retotïr  S-  uYièr  fei^MMè  flé 
Cauohy  à  laquelle  ce  géomèt^'  avait  rénoï^v  ta  Fé^aHraMto 
tftf  c(fMetéYâ  éPéia^fieité'  tfe  forsîèW,  èft  te  dijdôfsiffity  f^ï»  ses 
fMMMéR^  tt«6#l^ièS  mméëiy  Al  èiMffictent  réUftVtlcM  &€jé- 
fénéio^/  iÉbf  ftieSHM^/  1^  èx^et^<ées'  èOnsèieft^leiMêlMfeht  e! 
soigneusement  faites,  comme  toutes  celles  &f  ^  ié}gtéffê  f^^ 
sicien^  et  qui  ont  porté  sur  des  prismes  ou  cylindres  circulaires, 
téciàti%ûmtédy  èmpliques,  éù  Verre,  crîstaF,  fer,  scîéf  foWdu^ 
faitôn,  tôYé;  É^bis  dé  ch^è  et  âé  ^apfn,  Hé  âàïiùUi  pWfàbîàs 
une  suite'  die'  résultats  précîeu)^ 

Des  expériences  récentes  sûr  ii  torsion  rfes  Éois  onï  été  faîtes 
aussi  par  M.  Èouniceau^  ingéhïeuf  eh  ciïét  des  ponfs  élt  chaus- 
sées (">  les  (orsions  sont  proportionnelles  aux  eâbrts  tant  qtié 
ceux-ci  ne  d^épassenf  pas  une  certaine  limite  ;  Tes'  angTes  de 
iorsibn  sont  bien  en  raison  inverse  d^es  quatrièmes  puissances  des 
côtes  de  îa  ^se  supposée  carrée  ;  et  les  e£lbr&  qui  rom^ehï  soât 
cbnhiàie  Tes  cubes. 


-  -.' 


D'autses  expériences  sur  la  torsion,  qui  paraissent  très-pré* 
cises^  avaient  été  publiées  en  Ï842  par  M.  6iulio  (^).  il  déduit 
la  torsion  des  fils  métaïliaties  de  rallongement  des  ressorts  en 
hélice  que  1  on  en  compose^  car^  lorsque  le  pks  de  l'oélice  est 
Wès-peu  (SoBsïdérable,  ta  tovsiense  tifouve seule  en  jeuV et  peu 

(ly  IF  ITioSuoi^t  JnniJ^  f.  XUr,  p.  STKT. 

(9  Fhiioêofkical  JrAiwscliaiu^  4848;- ou  j^miii^  (iec^t  ettf#|iA;y4848.- 

(^  PracUeal  Éatay  on  ihe  Stt^nptlk  of  e^  Iwn^y  T|[edgold^ 

(^).  Eœpefritkmkiê  0f   ihë  iMutUâ-  of  Tonion  by   Mfnjamm  Sevan*'  Tnci. 

pbiL^  4899;  faites  snr  47  espècet;d9be{f.elv4^es]|èoe«<ie»éUu«. 
(f >  jànmakê  âm-poHt»  eP  aJ^ufet^^f  t664  ».  4^  wmwvre^ 
\n  JÉcaéémiédo  Turin^  4a4^;«liKl».i4  jMlll6t.48U..  Deus^MMi^s  mémoire»  du 

nème  eipéiimeaUtair,  la»  le  S  Jaille(.€t:  le  90  déotmbra  4840/  flgureni-au  tome 

de  4844.  L'un  eet' relatif  i  û  fleiion  dei  fenyliaulr*  eei  folatÂtiUeiieoûoa  dei 

flle  de  fer. 
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oa  point  la  flexion.  Ses  expériences  sur  le  fer^  le  cuivre.  Tan- 
gent, rétain»  le  plomb,  lui  paraissent  confirmer  la  loi  de  Gerts- 
ner  (*). 

On  trouve  aussi  dan3  la  Bibliothèque  tmivenelle  de  Genève j 
t.  y,  n*  20,  SO  août  4889  (Archives,  p.  394)  l'extrait  d'un 
mémoire  de  M.  G.  Wiedeman  sur  la  torsion  des  fils  (*)•  Elles 
ont  rapport  surtout  aux  lois  des  torsions  et  détorsions  perma- 
nentes, successivement  imprimées. 

Enfin,  en  4862,  le  numéro  de  mars  du  Civil  Engineer  and 
Arehiteefs  Journal  contient,  p.  85,  quelques  expériences  fiiites 
à  Glasgow  par  H.  Rankine  sur  la  résistance  d^  barres  à  la 
rupture  par  torsion. 

La  résistance  à  la  torsion  dérive,  comme  nous  avons  vu,  de  la 
risistanee  au  glissement.  Mais  celle-ci  peut  être  mise  aussi  enjeu 
sans  qu'il  y  ait  torsion,  à  savoir  lorsque  l'action  extérieure  contre 
laquelle  elle  réagit  s'exerce  dans  un  sens  transversal  aux  {ûèces, 
ou  dans  une  direction  tangentielle  aux  sections  ou  faces  de 
rupture,  qui  soit  sensiblement  la  même  sur  tous  leurs  éléments, 
en  .sorte  que  cette  action  tende  à  trancher,  cisailler,  détruire 
l'adhérence;  tendance  qui  a  plus  ou  moins  lieu  dans  toute 
flexion  qui  ne  s'opère  pas  d'une  manière  égale  d'un  bout  à 
l'autre  ou  en  arc  de  cercle.  Avant  que  M.  Vicat  ^t  appelé 
l'attention  sur  cette  force  transverse^  et  basé  sur  son  omission 
la  principale  accusation  qu'il  porte  contre  la  théorie  ordinaire  de 
la  résistance  des  pièces  solides  aux  efforts  perpendiculaires  à 
leur  longueur  ('),  cette  espèce  de  force  ou  de  résistance  avait 
été  l'objet  de  diverses  expériences.  On  peut  en  effet  y  rattacher 
celles  de  M.  fioitard  (^),  sur  l'adhérence  des  mortiers  et  sur  la 
résistance  que  leur  interposition  entre  les  pierres  de  taille  op- 


(^)  Le  gtifseiiMDt  trtDneruI  doit  aroir  aaiii  une  influence  (Mémoire  du  6  no- 
Tembre  4S4S  aux  Complet  retÊâui,  W  XVII,  p.  4030). 

(*)  Le  mémoire  complet  se  troufe  dans  lee  rerJumdhmffen  der  tfaharfon^ 
ekanden  GetelUchaffl  in  Bûiel,  H*  Hefl.,  S,  4869. 

(*)  Ce  reproche  de  M.  vicat  se  tronve  formulé  pour  la  première  foie  à  ta  JDt»- 
cription  ^um  poni  êuipendu  cotuùruU  tw  la  Dordogne  à  Argmiai,  in.4*,  4S30, 
p.  S  et  S.  U  cite  les  eùrbeaux^  lei  lourtUoiw,  let  got^oiu  et  antret  pièeet  eoorl4pi, 
comme  te  tootrayant  à  cette  théorie. 

(*)  Elles  sont  décrites  au  1. 1  du  Traiié  éUê  pouis^  deGautbej»  p.  S63, 
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pose  au  glissement  de  oelles-d  riitie  devant  Tantre.  Perronet 
avait  fiiit  anssi  diverses  expériences  sur  le  frottement  mutuel 
des  pierres.  On  en  doit  aussi  k  M.  Horin  (^)  sur  l'adhérence  des 
pierres  avec  mibrtier  interposé,  indépendamment  de  leur  frot^ 
Ument  qui  ne  résiste  que  lorsqu'il  y  a  mouvement  commencé  ou 
que  Vadhérenee  est  déjà  vaincue.  Enfin  nous  avons  déjà  parlé 
(p.  473)  de  celles  de  cisaillement  da  tringles  de  fer^  qui  ont  été 
faites  par  MM.  Gouin  et  C*^  et  d'autres  plus  récentes,  sur  des 
rivets  d'acier^  faites  par  MM.  Combes,  Lorieux  et  Coudie  (*),  qui 
ont  montré  que  cette  sorte  de  résistance,  au  lieu  de  s'élever^ 
comme  pensait  M.  Vicat^  à  cinq  ou  six  fois  la  résistance  à  la 
rupture  par  extension^  restait  un  peu  au-dessous  de  ceile-d  et 
pouvait  être  regardée  comme  en  étant  les  quatre  cinquième, 
conformément  k  la  théorie,  qui^  cependant^  est  donnée  comme 
ne  s'appliquant  à  la  rigueur  que  pour  des  corps  non-seule- 
ment isotropes^  mais  encore  restant  dans  les  limites  de  la  con- 
servation intacte  de  leur  contexture  moIéQuhiire. 

A  mesure  que  nous  avançons  les  expériences  se  multiplent, 
surtout  au  point  de  vue  d'une  application  pratique  immédiate  ('). 
Presque  aucun  pont  suspendu  ou  autre  ouvrage  de  fer,  fil  de 
fer  ou  fonte,  ne  s'exécute  sans  éprouver  préalablement  les 
pièces,  indépendamment  de  l'épreuve  totale  à  laquelle  ces  ou- 
vrages sont  finalement  soumis  (*).  Toutes  les  usines,  tous  les 
entrepôts  de  pièces  de  fer,  essayent  leurs  produits. 

Ainsi,  les  fils  de  3  millimètres  de  diamètre  du  pont  de  Fri- 
bourg,  d'une  portée  de  300  mètres,  l'ouvrage  le  plus  hardi  qui 
ait  été  construit,  ont  été  reconnus  par  l'ingénieur,  M.  C3ialey, 


(^  iVoiiveBe«  expérteneatur  f  adhérence  de»  pterree  et  de»  brique»  po»ée»  à  bain 
4ê  wurtier,  elc,^  48S8,  et,  aoul»  Leçon»  mit  la  rèeUtance  de»  nuOériaux, 

(*)  Uèmeê  Leçons  de  M.  Morin,  3*  édit,  (486S),  U  I,  n*  70. 

(*)  M.  Wletbteh  (Lekrbnek  der  Ingénieur  and  Maehinen  Meehanik)  cite  encore 
a*aotrefl  eipèrioMntatean  tant  anciens  que  récents  :  S' Graresande,  Brir,  Moselej, 
Voil,  Bomenann,  Ettelireln  ;  pois  H.  KaoMrcb,  arec  ona  commission  qommée 
•n  Hanorre;  et,  anssi,  M.  Ernest  Lamarle,  dont  nous  aronsea  occasion  de  parler 
illlenrs,  el  qui  a  eonflrmé  les  formnles  de  flexion,  comme  Dnleiu,  en  j  soumet- 
tant des  règles  i  seetlon  Iriangnlairef  posées  allemathenent  sur  leur  plat  et  sur 
leur  aréfe. 

(*)  La  plus  ancienne  épreore  peut-être  est  celle  du  Pani  de»  Art»^  k  Paris  :  on 
en  toit  la  reUtlon  au  BvXMh^  de  la  SociiU  phOomaauqae^  4S03,  p.  454. 


eCXCVttj  BÉSXSTANGB  DSS  SOLIDES. 

supporter»  avant  de  roupie;  8â  lûtegrananie»  pat  fHilUaiëlr& 
eaxfé.  lift  fiôBt  aoiiiiHS  à  un  afibrt  penBaB«»4  de*  iT'fi^i^  el^  lar» 
dfi  la  charge  nraxkmuxi;  à  un  efbrt  de  96^yW.r  Le  poni  a^  lésislé 
à  tOHtas  k&  épreuves^  méffied^pa^eadeBeés^  aiiso»âakm»- 
sîque  miUtair^;!  ai  aialgré  de  fortes  escUtatieiia  f^). 

Aprèf  anToir  présenté,  en  1835  (*)y  drrei^e^  c^mrtétlièmi  com^ 
pitréttme»  sur  Kempkn*  desi  fils  et  des  barrer  et  k!p,  M.  LM^n^y 
(ftfî  avait  ooKielQ  èi  l'adoption  dés  ffis^  tf  j^éseiit^,  è»  4999,  pilG^- 
sieur^  série»  (fexpértenfces,*  aceompiifgaéss'  d^iinfmtantes'  re- 
marqnes  sur  eenx  qu'it  a  êfAiployés  aiÉf  grantf  powi  d^  toBOêke-» 
Bernard  ("*)  ;  et,  ensuite,  il  en  a  pnMié  te  «^oiri^lémiuk  {^)y  irtr  il 
rensar^ae  qoe  h»  aUengetnents  ail^knentent'  avecr  rapidité  a^èa 
une  tenskm  de»  dem  tier»  de*  ceHs'  de  te  nipieQirej  ttaia^  (f&e, 
somsie  p^dairt  eent  jours  à;  tKh  efert  eensid^life&y  ïês  fÊè'  eût 
effsrlenaaîte  nne  résîstanee  plutôt  sopéviem^e  qtfinfétfkwe'à  ta 
résistaÉce  pntmitive,»  ete.' 

On  trouve  aus!^  êhli$ts^  empMeiitëê  sW  l«â  Mi^ré!^  éi  ^'  Fês 
ffl^  flfttt  pttgé^  995  èl  ^tS^-Z39  d'une  néflceF  stfl^  le'  j^iif  Ètf^ffebdn 
dé  9ânlM»fri6«epl)fe,  prèsLoiHent,  paV  lHlW; LécIei^b^l^jWf n^- 

DâfnsïeniÂtoérecuéîl  (^nna/éi?  de$  poMs  etthàu^^e^'ôn  frbùvte; 
jusqu'à  répoqfné  acfuèffe,  les  résûMs  d*uiï  cerfato  n'éttifere 
d'autres  eipârîenées  sùi^  là  force  ou  fa  ffexïoh  d'es  nSàférlaux.  — ^ 
E'û  i8'l2  {{**  semestre,  p.  336)  un  mémoire  de  M.  thcUiei 
Petiet  sur  les  potttssuâpendfùs  avec  cSïAtsexirùèan^Jèfertaminéy 
eïïi^loyés  &  la  passerelle  rf^Abaînvîlïè  étaïïpontdeè^ùreshes'.  (  Voir 
alissf  p.  3â:i,  leraplffortdeM.6àudesùrïeisépï*euveé.y--Erfrê'é6 
(<•*"  semestre,  p.  âés),  des  recherches  expérîitie&teles  dfejrf.  Che- 
vallier sur  la  construction  des  grandes  portes  d'écluses^sea  expé- 
riences vérifient  la  théorie  connue  et  le  coiyluisent  à  établir,  sur 
te  MpairtMiôiï  tfé^ôhaï-ges,  quelques  pttûéî^es  ^atfrWieflf  Èesoiu 

(*)  Armâtes  éte$  j^U  e^chaOuïes,  fS35',  l"  sémesire,  p.  4. 

(*).  Idaur  3*  iemMlre,,9»  345.    * 

(S)  Mem,  «S39,)»mmilnvp.  3^ 

(^)  DetcriptUm  du  pont  tutpmdu  de  la  Roche-Bernard^  4B44 . 

(^  ^ftn.  (/e«  p.  <<  cA.,  4é50,  4*'  semestre. 


• 

put  M.  Féterier^  d«s  épf^teâ  (f  nue  énMtoéèe  dettîBée  aux 
portas  é»  la  ipaode  édme  de  Saîal'Malo.  ^^En  i^fô^i**  se^ 
mestre^  p.  78),  une  note  de  M.  Brème  sur  Fcpj^icalkiti  de  ht 
%ùi%  h  giidqiies  pmks  du  dtmmn  de  lar  de  esmifire  de  Pafis; 
œ  méiDOM  i^Rtnrfne  ki  relMkiA  de  fàvttmas  épreuve»  mx- 
qaeUee  ees  po«t$  e»  tôle  osl  été  soumis^  et  de  Ifciriqadd  expé- 
fieBces  iaédite»  fuies  aux  fotges  d'Imphy^  prèe  Nevers,  sur  les 
tôles,  par  MM.  Gouin  et  C\  —  En  1854  {ï"  semertpe^  p^  257), 
un  vapfwl,  par  MM.  GûMei-Meygret  eè  Dctepteeesy  sm  les 
épreuve»  faîlea  à  roecasioft  de  la  péeeptie»  du  viadMc  eta  fcMe 
eoBMrail  aur  lô-RMaa  à  Tanneoii,  ei  eer  tedf  iDOMemenle  des 
archee  pnr  riafluenee  de  la  teœpérakve  et  des  dnr^esy  ele. 
A  la  aaiie  du  ecMni(^  r^odu  dâs  çlbserTatioiiâ  préeisai  deat 
ce&  mouvements  e&t  été  Fobjet,  scf  tr^NJvenl  les  péetihàt9  d'un 
aesea  (rand  nombre  d'expérieMes  svr  dea  baitee  dè^  fe«te  de 
3  mètree  de  long,  de  S(  el  10  centimètre^  de  eôié,  faîlèe  a0x 
ateliers  du  chemin  de  fe«  à  Arlee.  -^  Ea  1855  (!*'  8ein.y  p^i9^), 
dea  expériences  de  M.  Pirel»  sur  la  fletioa  dea  avoa  et  peulres 
en  fonte  de  Lormont  et  de  Chauvin  au  atoBaent  du  passage  des 
convois,  et  sur  les  mouvements  que  kffr  font  épiteiiter  kx»  va- 
riations de  température. — Même  volume,  p.  225,  desexpériefiêes 
sur  le  eœflkient  d'étaslicité  de  la  toiM  par  M.  ^ttingàtlett.  — 
ËQ  i8&1  (V  seni.>  p^  2S7),  «n  méilioire  de  M.  D^eomMe  srar  la 
taeiOeure  bmub  h  donoev  awt  poutres  droMéfs  eu  Um^  i  oeé  y 
trouve  plusieurs  éxpàrîeneesy  et  u»  grand  nombre  (t'a  (i tes  eon- 
sidérationst  basée»  sur  des  fait»  de  la  pratique  der  coulage  des 
pièces.  —  En  i88d  (f  sem.,  p.  139),  u»  mémoîre  de  M.  Ploeq 
sur  les  épreuve»  d^tm  pont  tontiiattt  en  tôléf  de  I>ORkef^é.  -^ 
Même  année  (V  sem. ,  p.  326),  les  expériences  faites  jMtMJf.  Noyon 
sur  les  fils  des  e&blea  du  pont  de  la  ftoehe-Bevnafrd,  aprèsf  Tàcci- 
dent  causé  eu  ittiâpar  des  oseiDalâons  hopïzontales  pendant  une 
violente  tempête.  —  En  1860  (2*'  sen».yp.  ii3),  fcâf  rtrtfàftpies 
de  M.  te  eokwel  russe* Jourafskr  sor  te$  pouivee  m  îtéïlfk  et  les 
poulrea  pleifice  en  tôloy  sui'vîs»  ié  quelques*  épreuves  et  expé- 
neuees.  --^Eu  iS&ê  (2*  senr.,  p.  l)v  no  rapport  dte  MM.  Cbiïibes, 
Lanieus  el  GanaliÉi  auv  Isa  coaditieiiB  dl'épaMSéuT'  pour  te^  tôles 
imi»  fmimemfkoFfè^  dana  1»  eouslmctien  de»  cfaaudrëres  à 
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Tapeur.  On  y  trouve  un  certain  nomt>re  d'essais  d'ettension  et 
de  rupture  de  la  tAle  à  froid  et  à  chaud^  et  les  avis  de  divers 
ingénieurs  9  offrant  comme  le  résumé  de  ce  que  leur  expé- 
rience leur  a  appris  à  ce  sujet. 

Cette  commission  avait  exprimé  l'avis  que  de  nouvelles  expé- 
riences étaient  nécessaires.  Elles  furent  faites  (même  volume 
de  4860)  par  H.  Tresca,  sous- directeur  du  Conservatoire  des 
arts  et  métiers;  son  procès-verbal  en  contient  aussi  sur  di- 
verses barres  d'acier  vif. 

Les  Annales  des  mines  (où  Ton  trouve  déjà,  en  1826,  un  ar- 
ticle de  M.  d'Aubuisson  sur  les  limites  d'élastidté)  ont  enre- 
gistré également  diverses  expériences  qui  sont  consignées, 
entre  autres,  dans  des  mémoires  de  M.  Couche,  de  1852  et  1854, 
principalement  sur  les  rails  de  différentes  formes.  On  y  trouve 
aussi  (1852),  k  la  suite  du  Mémoire  sur  les  ressorts  en  acier  em- 
ployés dans  le  matériel  du  chemin  de  fer,  par  M.  Phillips,  un 
certain  nombre  d'expériences  sur  l'élasticité  de  l'ader. 

M.  Ferdinand  Zorès,  dans  une  notice  jointe  à  son  Recudl  de 

fers  spéciaux,  dont  il  était  entrepositaire  (quai  Jemmapes,  212],  ' 

a  donné  les  résultats  d'un  certain  nombre  d'expériences  sur  la 

flexion  et  la  rupture  de  ses  échantillons  à  double  T  (p.  113  ci- 
après). 

Depuis  1852,  il  se  fait  à  Saint-Pétersbourg,  dans  l'Observa- 
tobe  de  physique  central,  des  expériences  dont  il  est  rendu  on 
compte  annuel  au  ministre  des  finances.  Les  comptes  ainsi  ran-- 
dus  de  1852, 1853, 1855  en  contiennent  sur  l'élasticité  des  mé- 
taux, déterminée  tant  par  leurs  flexions  ou  torsions  statiques 
que  par  leurs  vibrations  transversales  ou  tournantes.  Le  compte 
de  1856  en  contient  qui  sont  relatives  à  l'influence  de  la  chaleur 
sur  l'élasticité. 

Mais  les  principales  expériences  du  milieu  du  siècle  où  nous 
sommes  ont  été  faites  en  Angleterre,  et  quelques-unes  sur  une 
échelle  presque  gigantesque. 

Depuis  longtemps,  le  célèbre  M.  Fairbahn  (aiqourd'hui  cor- 
respondant de  l'Institut  de  France)  qui,  le  premier,  a  construit 
pour  la  marine  anglaise  des  navires  de  grande  dimension  tout 
en  fer,  avait  entrepris  dans  son  bel  établissement  de  Man- 
chester une  suite  d'expériences  sur  la  résistance  des  matériaux» 


h 
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et  il  avait,  pour  en  étendre  le  cadre,  mis  à  la  disposition  de  son 
savant  ami  M.  Eatob  Hodgkinson,  profi^sseur  de  physique,  les 
moyens  dont  il  disposait.  Dès  1830,  M.  Hodgkinson  s'était  fait 
avantageusement  connaître  par  divers  beaux  mémoires,  dont 
dnq  insérés  au  volume  de  1831  de  ceux  de  la  Société  littéraire 
tt  philoiophique  de  Manchester;  quatre  d'entre  eux  étaient  re- 
latifs aux  ponts  suspendus;  Tautre,  qui  doit  axer  davantage 
notre  attention,  était  intitulé  :  Recherches  théoriques  et  expéri- 
mentales pour  déterminer  la  force  et  la  meilleure  forme  des 
poutres  en  fer  (^).  Devenu  collaborateur  de  M.  Fairbairn,  il  en- 
treprit d'abord  avec  lui  diverses  séries  d'expériences  ayant  sur- 
tout pour  objet  la  comparaison  des  fontes  fabriquées  à  tair 
froid  et  à  Pair  chaud;  et  ces  deux  habiles  expérimentateurs  pu- 
blièrent, dans  deux  mémoires  séparés,  au  môme  volume  de 
l'Association  britannique  pour  l'avancement  des  sciences  (*),  les 
résultats  que  chacun  avait  plus  particulièrement  recueillis.  Ces 
expériences  furent  suivies  d'autres  non  moins  précieuses,  dues 
à  H.  Hodgkinson,  sur  la  résistance  des  colonnes  (pillars)  de 
fonte,  et  qui  donnèrent  lieu  à  la  présentation  d'un  mémoire  du 
22  avril,  lu  le  14  mai  1840  devant  la  Société  royale  de  Londres, 
et  inséré  au  volume  de  la  même  année  1840  des  PhUosophical 
Transactions  (*),  p.  385. 

Les  divers  mémoires  dont  nous  venons  de  parler  furent  réu- 
nis de  manière  k  former  la  matière  d'un  supplément  à  une 
nouvelle  édition  du  Casi  Iran  de  Tredgold,  supplément  publié 
k  part  en  1846. 

Cet  ouvrage  plein  de  faits,  dont  M.  Combe  avait  donné 
quelque  idée  dès  1844  en  publiant  le  premier  volume  de  son 


(1)  Hem&in  ofUOn»^  and  plUlMcphkal  SocUly  of  ManekegUr^  toi.  V,  4SS4, 
p.  407. 544. 

(*)  M^cri  of  Ikê  êevenih  tmeeHng  of  UU  Britith  at9oeiaiian  for  ikê  advanee^ 
mmi  ofSekneo^  kOd  ai  lÀverpooi^  wpl.  4837^  roi.  VI.  Page  337,  On  thertlatiTa 
•irengUi  and  oUier  ■«eanteal  FroperUM  of  eait  Iron  oblalnml  bj  bot  and  cold 
blait  bj  Xaum  Bogdklnaoo.  Pag*  377,  On  Ibe  ttrenglb  and  oUier  Properiiet  from 
Ibn  bol  and  oold  blati,  bj  W.  Pairbairn. 

if)  MmptHmtaiai  reêÊafeha  of  tko  ttrmfth  of  PUImr$  of  ea$i  ironandoiker 
wuUirioli. 
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Traité  de  raifilaitalioA  des  VioM,  a  élé  taêMi  pvwqiie  entière» 
amn^  «1  teapaît  van  48M  et  inaéré  «ik  AiuHdes  4ds  ponts  el 
chswiséet  «wiiflinflBt  en  l8Sft  ('),  par  M.  Pwd^  i  qui  il  afait  élé 
ftèé  i  Boirieaox  {MUT  un  iogéttiattr  soédsia. 

Las  aspérisBcea  de  M.  Bodgkinsoa  sur  la  fimta  ttriquée 
tant  à  l'air  ckaad  qt^k  Tair  froid,  portent  d'abord  sur  la  réns» 
tanoe  i  Faxtensioa  de  pièces  de  fonte  à  sfsetion  en  croix  d'é- 
quem,  et  en  opérant  quelquefois  la  traction  dans  une  direction 
qui  n'était  pas  suivant  l'axe  mais  suivant  une  arête;  dans  oe 
dernier  cas  la  résistance  était  réduite  au  tiers.  U  en  a  Ant  beau- 
coup aussi  sur  la  résistance  à  la  flenion  et  à  la  rupture  par  flexion 
des  poutres  ep  fonte. 

(Celles  de  M«  Fairbaini  (même  ouvrage  traduit,  et  tirées  du 
même  volume  VI  de  VAModaiion  bmtanmqMt)  sont  relatives  en 
grande  partie  à  des  presêtonê  longtemps  ooniimtée$y  transversale- 
ment  et  au  milieu,  et  voisines  de  celles  de  rupture,  faites  sur 
des  l^res  de  fonte.  Trois  de  ces  neuf  barres  furent  trouvées 
rompues  au  bout  de  cinq  ans.  I^auti^s  expériences  de  M.  Fttr- 
bairn  sont  rdatives  aux  âèches  non  permanentes  ou  perma- 
nentes, etc.,  et  ont  porté  sur  des  fontes  de  tous  les  fouvasaux  de 
la  fiffand&rBretagne.  Beaucoup  forent  faites  sur  des  peutres  à 
section  transversales  en  T  et  à  section  iengt|tudioale  double* 
ïoeU  paraboliqua  comme  œlle  des  pièces  qui  sont  d'égale  ré- 
sistance pour  upe  largeur  cMstftnte.  La  sépsr^ion  d'une  sorte 
de  coip  du  cùté^^yenn  cfmwQ  «  été  plusieurs  fois  observée  lors 
de  la  rupture. 

I^pon^Feu«ss  e¥pérp)Bnpf^(2Vfmjtiré9s  4^  TraHUrSkii- 1840] 


(})  Mechercheê  tur  la  rétistance  et  le$  diverses  propriétés  de  la  fonte  de  fer, 
ptr  Etton  HodgkiDfOD,  traduites  par  H.  Pirel  (4*'  semestre,  page  4). 

l^^  fleures  53  et  ,64  4ç  la  plaochi?  74  dps  AQnajej^;  jointes  ^  cefte  traduction  de 
H.  Pirel,  ont  été  copiées  sûr  des  figures  dans  le  texte  avec  traits  épa^s,  quf  put 
fait  juger  à  tort  au  dessinateur  qu'elles  ireprésentaient  des.plècçs  creuses^  taodia 
que  ce  sont  des  pièces  pleines,  ayant  même  d'autres  proportions. 

H.  Pirel  n'a  pis  traduit  le  dernier  article  (sûr  la  torsion)  qui,  en  effet,  n'offre 
pas  d'intérêt,  e(  i'afant-dernier  intitulé  Theorefical  inqulries  wùh  regard  U^  ihe 
strength  of  BeaimSf  où  11  m'a  paru  qu'il  y  avait  une  idée  propre  î  résoudre 
approsimatiTement  le  problème  de  la  résistance  à  la  rupture  immédiate.  C'est 
celta  idée  que  S'al  dé? doppée,  en  la  modiSant  d'âne  manière  eistnlielle,  à  U  note 
du  n*  464  ei<-tprèi. 
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fûtct  DM  M»  Hfldriiyiiin  mv  iw  rémfttfiots  à  la  4MXMwesâoD. 
fOtlàtÊgd  4fabûid  mm  Â$g  ffifmeg  «Mpto  <ée  bois,  piik  de 
fonte)  qui  cédaient  par  écraseoieot,  en  b^  dJqoigPMBt  laténfe- 
ïBesd  djç  $yer^  maoiè^/sç^  pui^  4^  f^^lopneê  (pitiai»)  ffii  cé- 
àfff^efA  4'}lf^e  W^W^  întBrméK^aiijs  eotr/e  f^elle  qvf,  o^fmt^  à 
s'écraser  et  celle  aui  consiste  à  fléchir  latéraleiBeni  conuxie  les 
pièce?  4f te)f  ^ei/»i/^  1^,  ftodgjtipsop  r^iî^septo  eiiypjri/Wffweff^ 
lesrésuljt^  par  j^ne  fîi^rawle  pQi^mp  cé^  i'Eulpfj  f^^e  k 
celles-ci  (  ^?  ^l  )  exp^pté  (f^'m  Û^V  d^  >&  pwiss^ffjRft  J^  4i^ 
iliauiètf e  j)  y  a  ajui  ;ii^ér;i)^ui^  we  puis^ce  3,j$^  ^  ^*ao 
lieu  de  la  puissance  2  de  la  longueur  il  y  a  aj^  dr^i>piBin/j|^fff  la 
puissance  !^7  {*)• 

Enfi^  le^  expérience^  d^e  lg30  die  Jfi.  ^pdg^in^n,  pqfir  dé- 
termineor  }a  n^eiileure  C^rme  à  dqiijqyer  h  1^  section  diès  ^.Q^itres 
en  fonjtjè^  fiOfiJL  fort  nopibreuses.  Ce|.te  for^pe  ^  double  T  eçt, 
sttiwit  liii,  .cejl/e  où  Ja  semelle  îi^férieurfB  a  une  si^perftcie  qui 
est  à  .celle  de  la  semelle  sypérieure  dan?  If^  f^ppQvi  4e  .Ç  à  f  des 
résisJUinces  à  l'écr^sen^ent  des' pièces  coufies,  età^a  rupture 
par  extension.  En  $upp9$ant  cette  (^OQclpsiop  fi^^f^  pour  la 
rupture  immédiate,  rien  ne  dit  qu'on  doive  l'adopter  pour  la 
rupture  éloignée;  aussi  les  constructeurs  s'accordent-ils  géné- 
raient ^  préfiépep  les  sepji.elles  ^jb$.  /  Voyez  ^  id^sqKssions 
aux^  i^  ,et  17,  i»  dés  ^Qt^  4ee  n*'  113  ^  120,  p,  Iffjifii  146.) 


{*)  V.  LoTe^  qae  nooi  citeront  de  nouTeaa  loot  &  l'heure,  a  représenté  les 
Uteirs.MKfÂricpeni  pir  uae  Normale  plus  Caeile  à  fsàciiler  et  qnl  donne  on  mêoie 
tempe  des  résultaif  nli:\^  r|i^ro,cb^,  pu  J^  4*  po^^saoce  dja  f^a^n&Urp  «»f  laissée 
au  numérateur,  mais  où  il  y  a,  au  dénominateur,  ,deux  termes,  sayoir  un  afleclê 
de  la  puissance  ;!  de  la  lonf  «eur,  et  Jin  afléclô  de  la  puissance  v  du  diamètre. 

où  je  fcyce  gui  /ail  romore  est  simpleqaent  ^rp^o;ti9^%ç^e  aji  cafpé  ^u  dia- 
m'ètré  et  à  peu  près  IndépeDdantê  de  la  longueur,  èi  de  pièces  ayant  des  longueurs 
pottrkiqucttcal^aUau  a  rMWBnn  qn«  ia  lormulo  d'fiuler  ^observait.  One  Tor» 

BMlo  leHo  ^'^•("f  =\5r- j   +  (-iTj)*  *"^**^  l'mnuge   de  donner, 

poor  la  force  qui  fait  rompre,  P  =  la  formule  d'écrasement  K'ta  (  cd  étant 
Ivllfy  if  fà  secUo»)  i|«w<l  Aa  iongufur  l  ^  esirémem#n(  peM^f,  ^  P  s^rex- 
pression  d'Euler  <yuand  la  loogneux  est  exirè^en^nt  £ra,udQ.  U  n'^  ayrfit  fiu'f 
déterminer  rezposant  ii  de  manière  i  '  satisfaire  le  mieux  possible  aux  inter- 
médiairea. 
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M.  Hodgkiliscm  reovoie^  pour  les  résistances  au  choe  et  a^x 
vibrations^  à  son  cinquième  rapport,  inséré  aux  Mémoires  de 
Tassociation  britannique  en  183S. 

Il  dte  aussi  des  expériences  inédites  d'autres  auteurs,  entre 
autres  de  H.  ^ramah  et  de  M..Thomas'Cubbitt,  que  nous  allons 
retrouver  membre  d'une  commission  célèbre;  expériences  dont 
qudques-unes  avaient  été  faites  en  commun  avec  M.  Henri  de 
la  Bêché  pour  s'acquitter  d'une  mission  du  gouvernement 
ayant  pour  objet  de  rechercher  les  causes  de  la  chute  de 
deux  bâtiments  d'usines;  elles  portent  sur  diverses  longues 
poutres  en  double  T. 

On  trouve  aussi,  dans  un  ouvrage  plus  récent  de  M.  Fairbairn^ 
intitulé  De  Vapplicaiioa  de  la  fonte,  du  fer  et  de  la  tôle  dam  les 
constructions,  traduit  en  1857  par  E.  Perret-Porta,  et  réuni  en 
un  même  volume  avec  la  traduction  ci-dessus  de  M.  Pirel,  quel- 
ques expériences  sur  les  poutres  en  T  et  à  double  T,  et,  aussi, 
sur  les  poutres  en  treillis;  mais,  surtout,  un  grand  nombre  de 
conseils  et  d'indications  pour  leur  emploi  dans  des  planchers, 
et  la  construction  «  d'entrepôts  incombustibles.  » 


LXn.  Suite  dM  expéricneM.  -7  Mais,  en  1845,  Til- 
lustre  ingénieur  Stephenson,  chargé  de  la  construction  du  che<- 
min  de  fer  qui  aujourd'hui  longe  la  côte  nord  du  pays  de  Galles 
en  se  prolongeant  à  travers  111e  d'Anglesey  jusqu'au  port  le  plus 
rapproché  de  l'Irlande,  s'étant  décidé,  afin  de  satisfaire  aux  exi- 
gences de  l'amirauté,  à  construire  sur  de  très-hautes  culées,  pour 
la  traversée  du  détroit  de  Menai  et  pour  celle  de  la  baie  de  l'em- 
bouchure de  la  rivière  de  Conv^ay,  des  ponts  composés  de  pou- 
tres droites  et  creuses  d'une  grande  portée,  dans  T  intérieur 
desquelles  les  trains  pussent  passer,  pria  M.  Fairbairn  d'entre- 
prendre une  suite  d'expériences  sur  la  force  de  la  tôle,  matière 
dont  il  se  proposait  de  construire  ces  ponts  iubulaires,  A'\xù 
genre  aussi  harcp  que  nouveau. 

Les  expériences  à  ce  sujet  ont  été  publiées,  ainsi  que 
tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  construction  de  ces  deux  grands 
ponts,  et  aux  incidents  instructifs  qui  s'y  sont  passés,  dans 
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un  ouvrage  de  son  collaborateur  M.  Edwin  Clarke  (^j,  qui 
a  été  traduit  en  partie  par  M.  Yvert  ('). 

Les  expériences  consistèrent  d'abord  à  soumettre  à  la  rup- 
ture  par  flexion»  au-  moyen  d'un  poids  suspendu  an  milieu, 
divers  tuyaux  de  tôle  rivée^  posés  horizontalemeht  sur  deux 
appuis.  On  reconnut  qu'une  section  elliptique  posée  de  champ 
était  préférable  à  une  section  circulaire,  et  qu'une  section  rec- 
tangulaire» plus  haute  que  large,  valait  encore  mieux.  Et  comme 
on  aperçut  que  la  rupture  avait  presque  toujours  lieu  par 
Fécrasement  ou  plutôt  le  ploiement  ou  le  soulèvement  de  la 
partie  devenue  concave,  c'est-à-dire  de  la  partie  supérieure, 
sous  l'effort  de  compression  longitudinale  qu'elle  avait  à  sup- 
porter, on  se  décida  à  donner  à  cette  partie  supérieure  une 
coupe  transversale  eellulaire,  ou  à  la  composer,  dans  un  pre- 
mier essai,  de  deux  tuyaux  ovoïdes,  puis  ensuite  d^un  plus 
grand  nombre  de  tuyaux,  à  section  rectangle  et  juxtaposés. 
On  fit  quelques  expériences  sur  la  résistance,  à  la  compression 
longitudinale»  d'un  tuyau  de  cette  forme  rectangle;  puis  les 
expériences  portèrent  sur  un  modèle,  au  sixième,  du  grand 
tube  projeté  en  tôle.  Ce  modèle  avait  environ  23  mètres  de 
portée»  et  sa  partie  supérieure  était»  en  coupe  transversale, 
divisée  ensix  cellules  rectangles.  Chaque  fois  qu'il  a  été  rompu, 
ce  qui  a  eu  lieu  désormais  par  déchirement  de  la  partie  infé- 
rieure» on  le  réparait  en  renforçant  cette  partie;  on  a  reconnu 
aussi  par  expérience  le  rapport  à  donner  aux  forces  respectives 
des  deux  parties.  Puis»  comme  le  pont  devait  être  un  grand 
ouvrage  de  chaudronnerie»  on  s'est  livré  à  plusieurs  séries  d'ex- 
périences sur  la  résistance,  à  la  traction,  des  tôles  simples  ou 
assemblées,  et  de  leurs  rivets  d'assemblages»  placés  de  diverses 
manières  et  unissant  deux,  trois»  quatre  feuilles,  et  sur  la  part 


(*)  Tke  Britannia  and  Conway  tubular  Bridge^  with  gênerai  Inquiriet  of 
BÙm»  and  «n  the  Propertiet  of  mater ial  uscd  in  Conêtruciion.  LondoD,  4  850, 
pubiitbed  wiih  tbe  laociion  aod  uoder  ihe.ftuporYision  of  Robert  Siepheoson. 
2  TOI.  io-S"  and  Allas  in-8«. 

On  peut  consalicr  auasi  :  On  Aceowti  of  the  Conslruetûm  of  ike  Briiannia  and 
CoHway  Bridge,  by  Slepbenson. 

p)  Notice  9ur  les  ponts  avec  poutres  tutntlaires  en  télé,  par  t.  Yrerl,  ayec  une 
ioiroduclioB  par  E.  Flaebal,  et  un  atlat  trés*dètaillé. 

I.  /. 
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d'influence  du  frottement  mutuel  des  feuilles  dans  les  résis- 
tances. 

Dans  les  dernières  expériences  on  mesura  les  flèches  ou 
flexions  prises  sous  diverses  charges  graduées. 

La  mise  au  levage  des  immenses  tubes^  la  liaison  ensemble 
des  quatre  de  Menai»  au-dessus  de  trois  piles  (dont  Tune  était 
fondée  sur  le  rocher  BaiTANNu  qui  se  trouve  à  peu  près  au  mi* 
lieu  du  détroit),  de  manière  à  ne  former  qu'une  seule  poutre, 
donnèrent  lieu  à  d'autres  observations  curieuses;  et  un  acci- 
dent, qui  heureusement  n'eut  pas  de  suites  fâcheuses^  donna 
lieu  à  d'autres  remarques  sur  les  forts  cylindres  de  presses 
hydrauliques  et  sur  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  observer  en  les 
fabriquant. 

Mais  une  autre  circonstance^  vers  le  môme  temps  et  dans  le 
même  royaume,  fut  l'occasion  d'expériences  précises,  plus 
nombreuses  et  plus  variées,  et  de  la  réunion  d'un  grand  nombre 
de  documents  et  d'avis,  résumant  le  savoir  pratique  de  ses 
constructeurs  les  plus  distingués.  Un  accident  grave  étant  sur- 
venu, en  1847,  par  la  rupture  d'une  poutre  en  fonte  d'un  pont 
de  chemin  de  fer,  une  commission  fut  nommée  par  la  Reine,  le 
27  août  de  cette  même  année,  pour  faire  une  enquête  sur  l'em- 
ploi du  fer  et  de  la  fonte  dans  les  constructions  dépendant  des 
chemins  de  fer,  surtout  dans  les  parties  exposées  à  des  secousses 
et  à  des  vibrations.  Le  rapport  de  la  commission,  du  26  juillet 
1849,  a  été  imprimé  avec  des  Appendix  étendus  contenant 
tout  le  détail  des  expériences,  et  les  procès-verbaux  de  l'au- 
dition des  personnes  appelées  à  lui  donner  des  renseigne- 
ments, ainsi  que  les  calculs  qui  ont  été  faits  par  M.  Wiilis, 
de  l'université  de  Cambridge,  l'un  des  membres  de  la  com- 
mission ,  secondé  par  M.  Stokes,  membre  éminent  du  Collège 
de  Pembroke  de  la  môme  ville  (*). 


(^)  Report  of  ihe  Commisskmnert  appointed  to  inquire  into  the  Application 
of  Iron  to  Railways  structures;  signé  :  lord  Wroteflicy,  WllIis,  llenri  James, 
KoDDie,  CubbiU,  Hodfklnson,  Doaglas  Galion  (lieutenant  du  génie,  secrétaire j, 
4849. 

Ce  rapport,  sans  les  appendices  ni  les  planches,  a  été  traduit  par  M.  Busclie, 
et  inséré  aux  jénnalet  des  ponts  et  chauuéesy  185f ,  4"^  semestre,  p.  493. 
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Les  dépositions,  quoique  pas  toujours  concordantes,  de  divers 
constructeurs,  ont  paru  cependant  établir  que  les  pièces  de  fer 
exposées  à  des  vibrations  se  rompent  souvent  après  un  long 
usage  et  présentent  alors  une  structure  cristalline.  C'est  aussi 
Tétat  auquel  le  filetage  amène  souvent  le  fer  fibreux,  au  moins 
dans  la  partie  filetée,  à  cause  de  Tébranlement  qui  accompagne 
toujours  cette  opération. 

Les  expériences  sur  les  barres  de  fonte  ont  été  de  divers 
genres.  Les  unes  ont  été  soumises  jusqu'à  4,000  fois  au  choc  ho- 
rizontal d'un  boulet  suspendu  au  bout  d'un  fil  comme  un  pen- 
dule; les  autres  jusqu'à  iOO,000  fois  à  la  flexion  intermittente 
produite  par  une  came  tournante;  d'autres  barres  horizontales 
ont  été  heurtées  verticalement.  Elles  ne  se  brisaient  que  lorsque 
la  flexion,  répétée  ainsi  un  grand  nombre  de  fois,  excédait  sen- 
siblement le  tiers  de  celle  de  rupture  sous  une  charge  statique. 

D'autres  barres  ont  été  soumises  à  l'action  lente  et  continue 
d'un  poids  presque  égal  à  celui  de  rupture  statique,  promené 
d'un  bout  à  l'autre  alternativement  en  avant  et  en  arrière  jus- 
qu'à 96000  mille  fois. 

Ces  expériences  ont  confirmé  divers  résultats  de  la  théorie  ; 
elles  ont  montré  par  exemple,  que  la  flèche  dynamique  est  à 
peu  près  proportionnelle  à  la  vitesse  d'impulsion  (n*"  L,  LI, 
LVI)  ;  qu^il  faut  un  choc  de  même  force  pour  rompre  une  barre 
rectangulaire  et  môme  plate  soit  qu'on  la  frappe  sur  le  plus 
grand  côté  ou  sur  le  plus  petit,  et  qu'une  barre  carrée  de  même 
volume  rompt  sous  le  même  choc  (idem)  ;  que  des  poids  addi- 
tionnels, également  répartis  sur  une  barre,  de  manière  à  aug- 
menter la  masse  à  mouvoir  sans  augmenter  la  résistance 
statique,  la  rendent  capable  de  résister  à  des  chocs  plus  forts 
[idem).  Les  flèches  sont  alors  assez  exactement  représentées 
par  la  formule  où  l'on  tient  compte  (idem)  du  partage  de  la  vi- 
tesse entre  la  masse  hei|ptante  et  la  masse  heurtée  réduite  aux 
17/35  environ* 

A  Portsmouth,  des  chariots  ont  été  abandonnés  à  leur  poids 
au  sommet  de  plans  inclinés  de  manière  à  passer,  avec  diverses 
vitesses  acquises,  sur  des  barres  faisant  rails  au  bas  :  on  mesu* 
rait  les  flèches  dynamiques,  etc.  ;  et,  comme  nous  avons  déjà  eu 
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occasion  de  le  dire  (n<*  LYIl),  on  disposait,'  dans  des  expériences 
plus  en  petiti  un  appareil  pour  augmenter  artificiellement  à 
volonté  Tinertic  de  la  barre. 

Deux  expériences  de  charge  voyageuse  en  grand  ont  été  aussi 
exécutées  en  faisant  passer  rapidement  une  locomotive  et  son 
tender  sur  les  ponts  d'Ewel  et  de  Godstone,  et  les  flexions  ou 
dépressions  en  divers  points  des  poutres  ont  été  observées  au 
moyen  de  styles  faisant  leurs  traces  sur  une  planchette  fixe^ 
appuyée  de  part  et  d'autre  sur  les  culées. 

Enfin^  des  expériences  d'efiets  statiques  ont  été  faites  avec 
précision  et  en  grand  pour  connaître  les  allongements  et  les 
accourcissements  de  longues  barres,  de  fonte  ou  de  fer  tirées 
ou  pressées  longitudinalement.  Les  effets,  passé  une  certaine 
grandeur^  ont  crû  plus  rapidement  que  les  causes ^  en  sorte  que 
M.  Hodgkinson,  auteur  de  ces  expériences,  les  représente  en 
égalant  la  charge  à  une  expression  binôme  dont  le  premier 
terme^  positif,  est  proportionnel  à  la  dilatation  ou  à  la  con- 
traction^ et  le  second;  négatif,  est  proportionnel  à  son  carré. 
M.  Hodgkinson  fait  le  coefficient  du  premier  terme  moindre 
d'un  quatorzième  dans  la  formule  des  pressions  que  dans  la  for- 
mule des  tractions;  mais  les  chilTres  même  fournis  par  les  expé- 
riences prouvent  pour  le  principe  dk  Tégalité  des  extensions  et 
des  compressions  produites  par  des  charges  égales  suffisam- 
ment petites,  surtout  si  l'on  défalque  les  petits  effets  perma- 
nents, attribuables  à  un  léger  écrouissage. 

Le  même  expérimentateur  a  fait  à  cette  occasion  de  nouvelles 
expériences  d'écrasement  des  prismes  courts. 

Des  barres  ont  été  aussi  soumises,  à  Portsmouth,  en  grand 
nombre,  à  des  flexions  transversales  statiques. 

Les  jéppendix  du  même  ouvrage  reproduisent,  en  en  faisant 
connaître  de  nouvelles,  des  résultats  d'expériences  précédem- 
ment exécutées  ;  celles  par  exemple  qui  l'ont  été  sous  la  direc- 
tion de  M.  Stephenson  sur  la  résistance  des  poteaux  creux  en 
tôle;  des  détails  nouveaux  sur  les  ponts  de  Conway  et  de  Menai 
(ou  Britannia);  celles  de  M.  Fairbaim,  etc.  Parmi  le  grand 
nombre  d'ingénieurs  dont  les  interrogatoires  détaillés  figurent 
à  Tenquéte,  plusieurs  ont  inséré  des  tableaux  d'expériences  qui 
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leur  sont  propres  :  ce  sont  MM.  Barlow»  Rastrick,  Stepbenson 
et  Hoskingy  W.  Fairbaim^  Hawkskaw^  Goocb,  Moris  Stirling  : 
elles  portent  principalenoent  sur  des  fontes  et  sur  les  divers 
mélanges  qu'on  en  opère  pour  compenser  mutuellement  leurs 
défauts  ou  augmenter  leurs  qualités. 

D'utiles  et  intelligents  extraits  ont  été  faits  des  résultats  de  ces 
diverses  expériences  par  M.  Love^  dont  l'écrit  de  1852  [%  réédité 
avec  des  additions  considérables  en  i859^  contient^  avec  quel- 
ques accusations  non  fondées  contre  la  tbéorie^  un  grand 
nombre  de  vues  utiles.  La  deuxième  édition  (*)  relate  un  grand 
nombre  d'expériences  encore  peu  connues.  Telles  sont  celles  de 
M.  Brottier,  de  M.  Faure,.de  M.  Houlbrat,  sur  la  traction  des 
fontes  ;  de  MM.  Ernest  Gouin  et  Lavalley  sur  la  tôle  d'acier 
fondUy  sur  les  fers  spéciaux  de  la  Moselle^  etc.  ;  du  même 
M.  Lavalley  sur  des  fontes  de  mélange,  sur  les  tôles  dlmpby 
et  de  la  Moselle,  et  sur  le  cisaillement  des  rivets-,  de  M.  Ten- 
brink  (chef  des  ateliers  de  Montigny-Iès-Metz,  chemin  de 
fer  de  VEst)  sur  rallongement  des  barreaux  du  même 
métal,  etc.  ;  de  M.  Delaportc  sur  les  fontes  de  Mazières  (Cher); 
de  M.  Laine  sur  les  fontes  de  Torteron  (au  bois  et  au  coke]  ;  de 
M.  Faure  sur  les  fers  dont  on  fait  les  boulons  et  les  ri- 
vets^ etc.  Plusieurs  des  faits  nouveaux  cités  par  M.  Love  pa- 
raissent de  nature  à  amener  des  économies  notables  dans  les 
poids  de  métal  à  donner  aux  conduites  d'eau  et  aux  chaudières 
à  vapeur. 

Ces  résultats  divers  se  trouvent  aussi  résumés  dans  ce  qu'ils 
ont  déplus  propre  à  éclairer  la  pratique,  et  discutés  de  manière 
à  fournir  les  coefficients  numériques  de  ses  formules,  dans  les 
Leçons  sur  la  résistance  des  matériaux  de  M.  le  général  Morin, 
où  l'on  trouve  aussi  des  expériences  récentes  et  nombreuses  de 
M.  Fairbaini  sur  l'écrasement  des  tubes  en  tôle  par  pression 


(1)  Mémûire  sur  la  résistance  du  fer  et  de  la  fonte,  4852,  in-8*. 

(*)  Des  divenes  résistances  et  autr/s  proprictès  de  la  fonte  y  du  fer  et  de  V  acier, 
4859,  ln-8\ 
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extérieure  sur  leur  surface  latérale;  une  expérience  analogue 
faite  à  Montluçon;  des  expériences  inédites  de  M.  Pronier  sur 
les  bandages  en  fer  et  en  acier,  de  M.  Guettier  suc  des  poutres 
en  fonte  à  T^  de  MM.  Hick  sur  la  résistance  au  découpage;  de 
M.  Garillion  et  de  la  Société  de  l'Expansion  de  Mulhouse  sur  la 
torsion  des  cylindres  de  fonte.  Mais  la  dernière  édition  (')  con- 
tient en  outre  les  résultats  d'un  grand  nombre  d'expériences 
nouvelles  faites  par  lui  ou  bien  sous  ses  yeux  au  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers,  surtout  par  M.  Tresca,  sous-directeur,  an- 
cien élève  de  l'école  polytechnique  et  de  l'école  des  ponts  et 
chaussées.  Ces  diverses  expériences^  comparables  à  celles  des 
constructeurs  quant  à  l'échelle,  ou  à  la  dimension  des  pièces 
sur  lesquelles  elles  portent,  le  sont  à  celles  des  physiciens 
quant  aux  précautions  dont  elles  sont  entourées,  et  à  la  pré- 
cision des  résultats,  obtenus  avec  des  cathétomètres  très-sen- 
sibles. Plusieurs  ont  eu  pour  objet,  et  ont  aussi  eu  pour  con- 
séquences, de  confirmer  les  formules  de  la  théorie ,  attaquées 
par  divers  expérimentateurs ,  parmi  lesquels  se  sont  trouvés 
quelquefois  des  savants  qui  ne  s'étaient  pas  suffisamment  pé- 
nétrés de  leur  vrai  sens.  Ainsi,  elles  ont  prouvé  que  les 
allongements  et  accourcisseraents  permanents  qui  empêchaient 
M.  Hodgkinson  de  souscrire  au  principe  de  proportionnalité  des 
petits  effets  aux  efforts,  étaient  extrêmement  faibles,  compa- 
rables aux  changements  de  longueur  produits  par  de  petits 
changements  de  température,  et  attribuables  d'ailleurs  à  des 
circonstances  de  l'opération,  etc.  ;  que  la  proportionnalité  et 
les  autres  lois  admises  s'observaient  aussi  dans  les  flexions,  etc. 
D'autres,  dont  nous  parlons  ailleurs  (Appendice  complémen- 
taire, n**  78,  p.  766),  ont  eu  rapport  aux  poutres  en  fer  à 
double  T  des  planchers,  et  à  leurs  assemblages.  D'autres  ont 
été  faites  sur  des  barreaux  de  bronze,  sur  des  rails  de  chemin 
de  fer  de  diverses  formes  et  provenances  ;  d'autres  Tout  été  sur 
des  fermes  en  fer  et  ont  confirmé  à  peu  près  les  formules  établies 
comme  nous  avons  dit  au  n"  XLIX,  p.  ccx,  ccxj.  D'autres, 


(»)  Cours  de  Mécanique  pratique.  Résistance  des  matériaur.  3*  édil.,  2  vol. 
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en  grand  nombre,  l'ont  été  sur  l'acier  et  sur  ses  tôles,  qui 
fixent  (le  plus  en  plus  l'attention  depuis  que  la  métallurgie  est 
^  parvenue  à  les  donner  à  un  plus  bas  prix,  etc. 

Espérons  que  grâce  à  ces  observations  multipliées,  faites 
dans  un  esprit  à  la  fois  scientifique  et  pratique^  les  points  encore 
incertains  pourront  s'éclaircir,  et  que,  la  théorie  ne  restant 
point  en  arrière  de  l'expérience,  mais,  au  contraire,  fournissant 
des  formules  pour  des  problèmes  qui  se  sont  longtemps  sous- 
traits à  ses  calculs^  on  pourra  un  jour  donner  des  règles  et  des 
cbifTres  plus  sûrs  et  plus  propres  à  faire  remplir  aux  construc- 
tions la  double  condition  de  solidité  et  d'économie,  surtout 
si  des  expériences  prolongées,  ou  dans  les  résultats  desquels  le 
temps  entre  comme  élément,  permettent  d'arriver  à  ces  nombres 
et  à  ces  proportions  de  réduction  des  résultats  de  rupture  immé- 
diate, que  jusqu'à  présent  on  ne  fait  presque  que  conjecturer. 
(I.n-XLIX.) 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

GOMTENANT  LES  LEÇONS  SUR  LA  RÉSISTANCE  DBS  UATÈMAJUX 
ET  SUR  L^ÉTABLISSBMENT  DBS  CONSTRUCTIONS. 


PREMIÈRE  SECTION. 
De  I»  jréffiiitMaae  des  corps  ••llfles. 


I.  Un  corps  solide  oppose  de  la  résistance  à  un  effort  qui 
tend  à  le  fléchir  oi^  à  le  rompre.  En  recherchant  les  lois  aux- 
quelles cette  propriété  est  assujettie^  on  peut  se  proposer  deux 
objets  principaux  :  i*"  étant  donnés  la  figure  d'un  corps  et  les 
efforts  quMi  doit  supporter,  reconnaître  si  ce  corps  doit  fléchir  {*)  y 

m 

et  de  quelle  quantité ,  ou  s'il  doit  rompre;  ^  déterminer  la 

(*}  Dans  raccepUoo  générale  que  Navier  donne  ici  au  mot  fléchir^ 
on  peut  dire  que  le  corps^^cAiï  toigours;  car,  dans  la  nature,  tout 
corps,  quelle  qu'en  soit  la  rigidité,  cède  ou  change  un  peu  de  figure 
sous  tout  effort,  même  minime. 

1.  1 
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figure  d'un  corps  de  manière  qu'il  présente  sous  le  moindre 
volume  la  plus  grande  résistance  possible  à  un  effort  donné. 

Les  corps  paraissent  être  composés  de  parties  ou  molécules, 
maintenues  à  certaines  distances  les  unes  des  autres  par  des 
forces  opposées  qui  se  font  mutuellement  équilibre.  L'une  de 
ces  forces  est  une  attraction  propre  aux  molécules  des  corps  ; 
l'autre  est  une  force  de  répulsion  due  au  principe  de  la  cha- 
leur {*).  Le  jeu  de  ces  forces  d'attraction  et  de  répulsion  rend 
raison  des  principaux  phénomènes  qui  ont  lieu  quand  on  entre- 
prend de  changer  la  figure  d'un  corps.  C'est  évidemment  dans 
la  considération  des  forces  dont  il  s'agit  qu^il  faut  chercher  la 
solution  directe  des  problèmes  relatifs  à  la  résistance  des  solides. 

Les  recherches  générales^  fondées  sur  ces  notions,  sont  trop 
compliquées  pour  qu'on  puisse  les  présenter  dans  un  cours 
élémentaire.  On  se  b(H*nera  à  déduire  des  résultats  simples  et 
applicables,  d'hypothèses  dont  la  justesse  ait  été  vérifiée  par  des 
comparaisons  nombreuses  avec  les  efiets  naturels  (**). 

{*)  Ampère  objecte  (Bibliot  univ.  de  Genève^  1832,  p.  225]  que  si 
toute  répulsion  était  due  à  la  chaleur^  il  faudrait  renoncer  à  expli- 
quer la  chaleur  par  des  vibrations ,  comme  on  explique  si  bien  la 
lumière,  car  les  vibrations  supposent  des  actions  répulsives.  La  ré- 
pulsion mutuelle  est  une  propriété  probablement  aussi  primitive 
et  inhérente  aux  molécules,  si  ce  n'est  plus,  que  Tattraction. 

(•*)  S  i«  Recherches  générales  dont  parle  PaïUeur, — Ces  recher- 
che» de  mécanique  dite  moléculaire^  dont  la  première  idée  lui 
appartient  0),  se  trouvent  résumées  d'une  manière  élémentaire  dans 
les  premières  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité , 
de  M.  Lamé,  1852,  et  aussi  au  commencement  de  deux  mémoires 
que  nous  avons  publiés,  Fun  sur  la  Torsion  des  prismes  (1855,  in-Zi'', 
ou  Savants  étrangers,  t  XIY),  l'autre  sur  leur  Flexion  (Journal  de 
mathématiques  de  M.  Lioumlle^  1856).  ^ 

S  2.  Hypothèses  citées.  Possibilité  de  s'en  passer.  — *  Quant  aux 

(t)  Mémêirê  sur  VéqfitiUkn  et  le  mmivemeni  Vei  «oInTm  ilaHipM^  lu  à  FAca- 
démit  le  4  4  nui  4  834 ,  U  VU  (4  837}  des  If énoires  de  nutiiut,'  i 
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hypothèses  auxquelles  Navier  fait  aussi  allusion,  et  qui  consistent 
principalement  à  admettre  que  les  sections  transyersales  des 
prismes  restent  planes  après  la  flexion ,  Textension  ou  la  torsion  de 
oeux-cl ,  et  que  leurs  fibres  longitudinales  résistent  tout  à  fait  In- 
dépendamment les  unes  des  autres,  elles  ont  été  reconnues  In* 
exactes  et  conduisant  à  plusieurs  résultats  ou  foux  ou  incomplets. 
Nous  montrerons  dans  les  notes  qu'on  peut  s*en  passer  sans  cesser 
de  raisonner  d'une  manière  élémentaire. 

S  3.  Principe  des  actions  attractives  et  répulstves,  fonctions  con^ 
tinues  des  distances  moléculaires,  —  C'est  uniquement  sur  ce  prin- 
cipe que  nous  nous  appuierons  pour  ceU*  Il  consiste  en  ce  que  les 
actions  mutuelles  entre  molécules,  ou  entre  points  matériels,  dé- 
pendent de  leurs  distances;  qu'elles  en  sont  fonctions  continues, 
en  sorte  que  leurs  variations  très-petites  sont  proportionnelles  aux 
variations  des  distances  supposées  très-petites  aussi  ;  et  que  ces  ac- 
tions, répulsives  pour  les  distances  les  moindres,  et  indéfioiment 
croissantes  à  mesure  que  celles-ci  diminuent  (ce  qui  remplace  Vim- 
pénétrabiliié  des  anciens),  changent  de  signe  et  deviennent  attrac- 
tives pour  des  distances  plus  grandes,  en  croissant  d'abord  avec  ces 
distances,  mais  pour  décroître  bientôt  en  sorte  qu'elles  n'ont  plus 
qu'une  intensité  relativement  insensible  dès  que  les  distances  de- 
viennent perceptibles. 

S  U*  Premières  conséquences.  Elasticité,  —  Il  en  jrésulte  immédia- 
tement que  les  molécules  d'un  corps  solide  se  maintiennent  naturel- 
lement les  unes  relativement  aux  autres  dans  un  état  d'équilibre 
stable;  que  lorsqu'une  action  extérieure  les  en  dérange  très-pôu, 
le  changement  des  distances  fait  naître  des  actions  nouvelles  qui 
s^opposent  plus  ou  moins  énergîquement  à  la  continuation  des  dé- 
placements commencés,  et  qui  font  revenir  les  molécules  à  leurs 
premières  positions  relatives  lorsque  la  force  extérieure  a  cessé 
d^agir;  ce  qui  constitue  le  ressort  ou  V élasticité. 

%  5.  Vibrations.  Ébranlements,  Effets  de  Vinertie,  —  Lorsque  le 
retour  est  prompt,  Jl  est  aussitôt  outre-passé  en  vertu  des  vitesses  ac- 
quises, et  c'est  après  plusieurs  oscillations  et  l'extinction  de  ces  vi- 
tesses par  communication  aux  corps  environnants  que  ré<)utlibre  se 
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S.  Nous  considérerons,  pour  fixer  les  idées ,  un  corps  pris- 
matique. Ce  corps  peut  être  soumis  à  divers  efforts,  parmi  les- 
quels on  distingue  principalement  : 

i*  Un  effort  dirigé  dans  le  sens  de  la  longueur  du  solide,  de 
manière  à  le  comprimer.  Le  solide  peut  céder  en  s'écrasant,  ou 
bieii  en  pliant  et  en  se  rompant^  si  la  longueur  est  suffisanunent 
grande  par  rapport  aux  dimensions  de  la  section  transversale. 

^  Un  effort  dirigé  dans  le  sens  de  la  longueur  du  solide,  de 
manière  à  retendre.  Le  corps  peut  céder  en  s'allongeant  et  en  se 
rompant,  par  la  séparation  des  parties  dans  une  des  sections 
transversales. 

Z^  Un  effort  dirigé  perpendiculairement  à  la  longueur  du 
corps.  Le  corps  cède  en  pliant,  de  manière  que  les  parties  voi- 
sines de  la  face  convexe  sont  étendues  et  les  parties  voisines  de 
la  &ce  concave  comprimées.  La  rupture  a  lieu  si  l'extension  ou 
la  compression  est  assez  grande  pour  déterminer  la  séparation 
ou  récrasement  des  parties. 


rétablit  Toute  action  intermittente  ou  seulement  variable  engendre 
aussi  des  oscillations  ;  tout  choc  ou  ébranlement ,  en  donnant  de 
la  vitesse  à  certains  points  du  corps  relativement  à  d^autres,  pro- 
duit des  flexions  ou  autres  déformations  comme  les  efforts  stati- 
ques ou  pressions;  ce  qu*on  exprime  en  mettant  Vinertie  au 
nombre  des  forces  capables  de  déformer  un  système  moléculaire. 

S  6.  Écrouissage.  Énervatian,  Rupture.-— Si  les écartements  ou 
rapprochements  moléculaires  produits  par  Faction  constante  ou  va- 
riable des  forces  ont  été  Jusqu'à  franchir  les  limites  de  stabilité  des 
arrangements  primitifs,  le  corps  ne  peut  plus  revenir  de  lui-même 
à  son  premier  état,  et  les  molécules  prennent  d'autres  arrange- 
ments» persiHanis  comme  les  premiers.  Ces  arrangements  nou- 
veaux sont  d*abord  ordinairement  plus  stables  que  les  arrangements 
primitifs,  ce  qui  constitue  Yécrouissage.  Mais  si  les  efforts  crois- 
sent, les  arrangements  deviennent  moins  stables,  ce  qui  produit 
YénertatUm  qui  est  suivie  finalement  d'une  désagrégation  et  d*une 
rupture.  On  y  reviendra  aux  notes  des  n**  3,  "21, 118. 


ART«   I*  GOMPRBSSION. 

4*  Un  effort  qui  tend  à  Uwdre  le  corps  (*). 


ARTICLE  PREBOER. 

DB  LA  RÉ8I8TARGB  DES  CORPS  A  UN  IPTORT  QUI  TIHD  A  PRODUIRI 

L'éCRASEMERT. 

5.  Les  notions  que  Ton  peut  présenter  sur  cette  matière  con- 
sistent principalement  dans  l'exposition  des  résultats  des  expé- 
riences faites  sur  divers  corpsl  Les  résultats  suivants  conviennent 
seulement  aux  corps  dont  la  longueur  est  trop  petite^  par  rapport 

aux  dimensions  de  la  section  transversale ,  pour  qu'ils  puissent 
céder  enpUant^**). 

n  On  considère  aujourd'hui  (voyez  notes  des  n**  152  &  156)  une 
cinquième  sorte  d'effort,  qui  tend  à  faire  glisser  les  parties  les  unes 
devant  les  autres.  Ce  glissement  est  à  la  torsion  ce  que  Textension 
est  au  ploiement;  mais  le  glissement  a  quelquefois  lieu  sans  torsion, 
par  exemple  dans  le  cisaillement  d'une  pièce  solide  sous  Taotion 
d'une  force  transversale  s'exerçant  parallèlement  au  plan  où  la  sé- 
paration s'opéra 

(•*)  S  4.  Théorie  de  Vécrasement  ou  de  la  rupture  des  prismes 
courts  par  compression,-^  Les  recherches  faites  depuis  1833  permet- 
tent d'en  établir  une  qui  peut  être  utile  dans  plusieurs  circon- 
stances. En  général  une  théorie,  si  eUe  est  judicieuse*  sert  tout  au 
moins  à  combler  les  lacunes  des  expériences,  qui  ne  peuvent  ja- 
mais embrasser  tous  les  cas. 

GeUe  qu'on  va  donner  est  très-simple»  puisqu'elle  se  réduit, 
comme  on  verra,  à  ramener  en  définitive  la  rupture  par  compres- 
sion longitudinale  à  la  rupture  par  extension  transversale^  supposée 
d^à  étudiée  expérimentalement  (note  du  n«  21  ci-après).  Mais  nous 
devrons  montrer  d'abord  comment  cette  extension  est  une  suite 
nécessaire  de  la  compression  quand  les  faces  latérales  sont  11** 
bres  ;  indiquer  déjà  la  méthode  générale  d'établissement  des  con- 
ditions de  fum^Tvpture  ou  de  stabilité  de  la  cohésion  des  solides,  et 
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anticiper  un  pen  sur  ce  que  nous  aurons  à  dire  plus  tard  de  la 
rupture  par  glissement  (aux  notes  des  n**  152  à  155),  afin  de  dis- 
cuter ici  une  théorie  de  Coulomb  «  admise  encore  par  quelques 
ingénieurs,  et  par  laquelle  il  a  essayé  de  ramener  Técrasement  à  ce 
dernier  genre  de  rupture. 

$  2.  La  compression  toute  seule  rCest  pas  une  cause  de  désagré* 
galion,  —  Lorsqu^un  corps  est  comprimé,  on  ne  voit  pas  au  premier 
abord  comment  il  se  fait  que  ses  parties  puissent  être  disjointes; 
et,  ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  le  capitaine  du  génie  Michon 
dans  une  excellente  Instruction  sur  la  résistance  des  matériaux  ^ 
rédigée  en  partie  sur  des  notes  de  M.  Poncelet  et  lithographiée  en 
18/i8  à  récole  de  TArtillerie  et  du  Génie  de  Metz,  «le  rapproche- 
ment des  molécules  ne  peut  être  une  cause  d'instabilité,  et  il  est 
bien  évident  que  si  un  prisme  était  comprimé  de  toute  part  avec 
une  égale  force  il  ne  se  romprait  Jamais.  » 

A  Tappui  de  cette  assertion  du  savant  officier,  on  peut  citer  les 
effets  delà  machine  si  remarquable  de  M.  Blanchard,  de  Boston, 
dont  un  modèle  a  figuré  à  Paris,  à  Texposition  universelle  de  1855, 
et  qui  ploie  en  quart  de  cercle  d*un  petit  rayon  des  pièces  de  bois 
d*un  fortéquarrissage,  sans  rien  faire  perdre  de  leur  résistance,  en 
empêchant  de  s'étendre  longitudinalement  les  fibres  du  côté  deve- 
nant convexe»  et  de  se  séparer  transversalement  les  fibres  forte- 
ment comprimées  du  côté  devenant  concave  {Moniteur  du  13  Juin 
1866 ,  et  rapport  de  M.  Mangon  aux  Annaki  des  ponts  et  c?wufséu, 
novembre  et  décembre  1856,  p.  388). 

Aussi  «  dès  le  conmîencement  du  siècle  dernier,  Moschenbroek 
avançait  qu'un  pilier  serait  capable  de  supporter  tous  les  fardeaux 
sHl  M  se  courbait  pas  (^), 

S  3.  Essai  de  théorie  de  Coulomb,  ^  Coulomb  a  combattu  cette 
assertion  de  Muschembroek  dans  ce  qu'elle  avait  d^absolu  (*) ,  et 
tenté  dVxpliquer  l'écrasement  des  massifs  de  maçonnerie  (cf- 
après,  2*  section,  n*  197)  et  aussi  celui  des  prismes  solides  trop 

i<)  Stêoi  dephff$iquê ,  (  W,  PH^  358  de  la  IradncUon  françaiw  do  liMsuel. 
(*)  S$9ai  sur  VapflkaUon  iet  règUi  de  maxinis  et  minimis  à  quelques  pro^ 
bùmet  reMif»  àTanhiteeture.  'Sannts  étringer»,  1773,  volnnie  puMid  eo  4 776. 
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courts  pour  fléchir,  en  disant  que  lenr  partie  supérieore  peut 
glisser  obliquement  sur  leur  partie  inférieure,  ce  qui  est  ramener 
la  résistance  à  Técrasement  à  cette  résistance  à  la  rupture  par 
glissement  transversal  dont  nous  nous  occuperons  particulière- 
ment plus  loin  (notes  des  n"*  152  à  155}.  Soit,  par  unité  super- 
ficielle, T  la  grandeur  de  cette  dernière  résistance  supposée 
déjà  connue  par  des  expériences  spéciales  et  s'exerçant  ici  parallè- 
lement à  une  face  de  séparation  AG;  et  soit  a  Tangle  Inconnu  de 
cette  face  avec  la  base  ou  la  section  droite  AB=(i>  du  prisme  dont 

la  tôte  est  chargée  d*un  poids  P.  Gomme 

Taire  de  AG  est  •~^,  et  comme  la  compo- 

cosa'  '^ 

santé  de  P  suivant  cette  face  inclinée  est 

Psina^  Goulomb  pose,  pour  Tinstant  de  la 


raptore^  Téquation  P8inci  =  T 


0) 


COStt 


d'où 


P= 


2Ta> 


.  ^  ,  expression  dont  le  minimum,  ré- 
pondant à  a  demi-droit,  est  P=i2Tw.  D'où 
rillustre  physicien-Ingénieur  concluait  qu'une  pression  longitudi- 
nale P  disjoindrait  le  prisme  par  glissement  oblique  si  elle  était  seu- 
lement double  de  la  force  Q  =  Tw  capable  de  le  disjoindre  suivant 
BA  par  glissement  perpendiculaire  à  ses  arêtes,  ou  de  la  force  ca- 
pable de  le  rompre  par  extension,  car  quelques  expériences  lui 
faisaient  juger  ces  deux  dernières  forces  &  peu  près  égales.  Et  Ton 
aurait,  aujourd'hui,  seulement  V^^fi  au  lieu  de  2  fols  la  force  Rw 
rompant  par  extension  en  mettant  pour  T,  dans  P=2Tw,  la  valeur 
comparative  plus  approchée  0,8R  qui  lui  sera  assignée  aux  notes 
des  n°*  152  à  155. 

A  l'appui  de  cette  théorie  ingénieuse  on  a  cité  quelquefois  di- 
verses expériences  où  des  prismes  soit  de  pierre,  soit  de  fonte  de 
fer,  d'une  hauteur  comprise  entre  1  et  8  fois  la  largeur,  se  sont  par- 
tagés  par  la  compression  en  pyramides  ou  en  coins  qui  s'écartaient 
mutuellement  en  glissant  Tun  contre  l'autre. 

Mais  les  résultats  qu^elle  fournit  sont  beaucoup  trop  faibles,  oar 
leê  expériénoes  sur  l'éorasement  de  la  fonte,  par  exemple,  ont 
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donné  de  /i  à  9  fols  la  force  Ru  qui  rompt  par  extension  «  et 
non  pas  i'«"»,6. 

On  peut  aijjoard^hal  reconnaître  en  qnoi  elle  pèche,  et  en  substi- 
taer  une  autre  à  la  fois  plus  simple  et  plus  proche  des  faits. 

S  A«  Cause  générale  assignable  aux  ruptures  ou  aux  énervationsm 
Dilatations^  et  limites  à  leur  imposer,  —  Disons  d'abord  ici,  en  gé- 
néral ,  que  lorsque  des  forces  appliquées  à  un  corps  et  y  produisant 
de  petits  écartementB  moléculaires  viennent  à  le  rompre,  ou  seule- 
ment à  énerver  sa  contexture  de  manière  à  préparer  une  rupture 
prochaine  ou  éloignée,  c^est  (dernière  note  du  n*  i)  parce  que  les 
dilatations  ou  les  rapports  des  écartements  aux  distances  primitives 
entre  molécules  sont  arrivés  à  excéder,  dans  un  sens  ou  dans  un 
autre,  un  certain  taux  qui  est  relatif  au  mode  de  coptexture  du 
corps  dans  ce  sens  (voyez  le  S  8  ci-après  et  le  $  16  de  la  note  du  n*  113)« 
C*est  ce  que  Ton  conçoit  de  suite  lorsque  les  forces  agissent  par 
traction  longitudinale  sur  un  prisme  ou  un  fil  solide.  On  peut  le 
concevoir  encore  facilement  lorsqu'une  force  Q  agit  transversale- 
ment très-près  d'une  de  ses  sections  droites,  telle  que  BA(mème 
figure) ,  pour  faire  glisser  devant  elle  une  section  B'A'  très-voisine; 
car  cette  force  change  eu  losanges  les  petits  carrés  mnop  ayant 
leurs  côtés  parallèles  et  perpendiculaires  à  sa  direction,  ce  qui 
dilate  nécessairement  les  diagonales  np;  et  c'est  à  ces  dilatations 
k  &5  degrés  qu'on  doit  attribuer  la  rupture  par  glissement  sur  BA 
lorsqu'elles  viennent  à  excéder  une  certaine  proportion,  ou  lorsque 
la  force  Q  qui  les  produit  vient  à  dépasser  la  valeur  T  x  &>  pour  la- 
quelle cette  proportion  des  dilatations  obliques  est  atteinte. 

S  5.  Effets  contraires  des  deux  composantes  obliques  du  poids 
comprimant ,  et  nécessité  de  renoncer  au  raisonnement  du  $  3.  — 
D'après  cela,  si  la  composante  Psina  du  poids  supérieur  P  existait 
seule  t  et  agissait  directement  contre  la  face  AG  de  rupture  hypo- 
tiiétique,  on  comprend  qu'il  faudrait  l'égaler,  avec  Coulomb,  au 

produit  T  X  AG  =  T pour  exprimer  la  condition  de  juste  résis- 
tance à  la  rupture  par  glissement  le  long  de  cette  têce;  cela  revien- 
drait à  Imposer  aux  dilatations  des  diagonales  n'p'  de  petits  carrés 
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: 


m'n'oy^  produites  par  on  commeDcement  de  glissement,  de  ne  pas 
dépasser  la  limite  reconnue  dangereuse.  Mais  il  y  a^  en  outre ^ 
une  composante  Fcosa  perpendiculaire  à  AC,  dont  Coulomb  ne  tient 

pas  compte  ;  son  action  diminue  (si  môme  elle  ne  Tannule)  la  dila- 
tation des  petites  lignes  n'p\  due  à  la  composante  Psina.  On  con- 
çoit donc  que  le  poids  comprimant  P  ait  besoin  d^ôtre  beaucoup 
plus  fort,  pour  amener  une  disjonction,  que  s*il  était  réduit  à  une 
de  ses  deux  composantes  comme  dans  le  raisonnement  du  $  3. 

Il  convient  donc  d*abandonner  la  considération  des  glissements 
obliques,  et  d'imposer  directement  une  limite  aux  dilatations  qui 
peuvent  accompagner  la  compression  exercée  par  la  force  P  ten- 
dant k  écraser  le  prisme. 

S  6.  Dilatations  ou  contractions  transversales  qui  accompa' 
gnent  les  contractions  ou  dilatations  longitudinales  des  prismes 
lorsque  leurs  faces  latérales  sont  libres.  —  Ces  effets  transver- 
saux résultent  nécessairement  du  Jeu  des  actions 
moléculaires  répulsives  et  attractives,  fonctions 
des  distances,  dont  il  a  été  parlé  au  n*  i  et  à  sa 
dernière  note;  car  tout  rapprochement  de  deux 
molécules  m,  m,  situées  9ur  une  môme  parallèle  aux 
arêtes  du  prisme,  tend  à  écarter  Tune  de  Tautre 
deux  molécules  telles  que  9ï,n,  situées  sur  une  même  perpendicu- 
laire, puisque,  comme  les  distances  de  celles  m  à  celles  n  diminuent, 
elles  les  repoussent  plus  ou  les  attirent  moins  ensuite  qu*elles  ne 
faisaient  avant.  Et  si  toutes  se  rapprochent  longitudinalement, 
tontes  aussi  s'écarteront  transversalement ,  en  supposant  que  les 
faces  latérales  du  prisme  soient  libres  ou  que  rien  ne  les  con- 
tienne ou  ne  les  comprime  elles-mêmes. 

n  y  a  donc  une  dilatation  transversale  par  suite  de  la  contraction 
longitudinale^  dont  elle  est  une  certaine  fraction  ;  Araction  que  nous 
supposerons  moyennement  égale  à 

comme  nous  dirons  au  S  5  de  la  note  du  n*  21.  De  même  toute  dila- 
tafi<m  loogltodinale  très-petite  produira  une  contraction  trans- 
versale ,  aus^  d*un  quart  pour  le  même  prisme» 


•  t  ■ 
•         »         • 
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S  7.  Condition  théorique  de  la  résistance  à  la  rupture  par  corn- 
pression ,  en  supposant  connue  la  résistance  à  la  rupture  par  ex^ 
tension,  —  Un  prisme  courra  ainsi  le  danger  de  rompre  par  compres- 
sion longitudinale  lorsque  sa  contraction^  ou  le  quotient,  par  sa 
longueur,  de  son  accourclssement  supposé  uniformément  réparti 
(fun  bout  à  Vautre  (voyez  à  cet  égard  la  démonstration  du  S  3  de  la 
note  du  n""  21) ,  sera  arrivé  au  quadruple  de  la  dilatation  reconnue 
dangereuse,  ou  sous  laquelle  il  romprait  par  extension  sMl  est  de 
nfème  contexture  longitudinalement  et  transversalement. 

Donc,  si  les  contractions  et  les  dilatations  ont  un  même  rapport 
constant  avec  les  charges  qui  les  déterminent  (môme  paragraphe  de 
la  note  du  n"  21),  on  voit  quVn  prisme  d'égale  contexture  en  tous  sens, 
et  dont  les  faces  latérales  sont  libres ^  rompra  par  compression  lon- 
gitudinale ,  ou  éprouvera  ce  commencement  de  désagrégation  qui 
amène  la  séparation  et  Técrasement,  sous  une  charge  quatre  fois 
plus  grande  que  celle  qui  le  romprait  par  extension* 

S  8.  Modifications  à  y  apporter.  Diminution  des  dilatations 
latérales  par  suite  de  ce  que  les  bases  pressées  ne  peuvent  s'étendre. 
Influence  possible  de  la  dilatation  ou  contraction  cubique  ou  de 
volume.  Corps  ^breux.— dette  théorie  fort  simple,  due  à  M.  Michon, 
est  ce  qui  a  été  proposé  de  plus  satisfaisant  sur  la  résistance  à 
récrasement  . 

Un  grand  nombre  d'expériences  y  sont  favorables,  car  (voyez, 
après  le  n**  168,  le  complément  de  Tarticle  I]  les  pierres  dures  et 
compactes  se  divisent  en  lames  ou  aiguilles  verticales  avant  de  se 
réduire  en  poussière  par  la  compression  ;  les  fibres  longitudinales 
des  bois  se  désunissent,  et  les  pièces  de  fonte  très-courtes  se  gercent 
sur  les  bords  de  manière  à  prendre  en  s'aplatissant  la  forme  d'une 
rosette;  faits  annonçant  bien  des  séparations  transversales,  qui  se 
manifestent  aussi  dans  les  pièces  de  fonte  fléchies ,  puisqu'il  s'en 
détache  latéralement,  comme  on  verra  (complément  de  l'art  IV) 
une  sorte  de  coin  du  côté  concave  qui  est  comprimé  longitudina- 
lement 

Les  forces  qui  écrasent  la  fonte  de  fer  et  les  mortiers  ont  été  trou- 
vées, il  est  vrai,  moyenne mmit  6  fois  et  demie  et  8  ou  IQ  fois  (au 
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ilêu  de  A  fôisO  les  forces  qui  produisent  la  rupture  par  extenslou. 
Mais,  outre  que  la  constance  du  rapport  entre  la  dilatation  laté- 
rale et  la  contraction  longitudinale  ne  subsiste,  ainsi  que  la  pro« 
portlonnalité  des  accroissements  ou  allongements  aux  eflTorts,  que 

pour  des  tractions  ou  pressions  beaucoup  au- 
dessous  de  celles  qui  font  rompre  (voyez  S  8  de 
la  note  du  n*  31  et  S  3  de  la  note  du  n*  113) , 
il  faut  remarquer»  avec  M.  Michon ,  que  lorsque 
le  prisme  est  court  et  comprimé  par  Tintermé- 
dlaire  de  deux  faces  planes  solides  qui  débordent 
ordinairement  ses  bases ,  le  frottement  empêche 
celles-ci  de  s*étendre,  et,  suivant  Tobservation  déjà  fiiite  par  M.  Pon- 
celet  (*),  cet  empêchement  diminue  de  prochaen  proche  Textension 
latérale  du  reste  du  prisme;  en  sorte  que,  malgré  le  bombement 
pris  au  milieu  «  la  plus  grande  dilatation  transversale  ne  saurait  at- 
teindre lA  même  proportion  que  dans  les  prismes  long&  Il  y  a  lieu 
de  penser  même,  avec  M.  Vlcat  (*) ,  que  la  résistance  d'une  plaque 
minoe  à  la  rupture  par  eomprendon,  sous  Taotion  d'une  force  bien 
également  répartie  sur  sa  surface ,  et  sans  porte^i^faux»  serait  bien 
plus  grande  enoore*  et  en  quelque  sorte  indéfinie!  comme  on  voit 
par  les  grandes  niasses  schisteuses. 

il  est  possible  aussi  que  la  limite  à  imposer  aux  dilatations  longi- 
tudinales soit  un  peu  plus  petite  que  celle  dans  laquelle  il  faut 
renfermer  les  dilatations  transversales ,  parce  que  les  premières 
sont  accompagnées  d'une  dilatation  du  volume  ou  d'une  diminution 
de  la  densité,  tandis  que  les  secondes  le  sont  d'une  contraction  de 
volume  ou  d'une  augmentation  de  densité  :on  rapportera  même,  au 
$10  de  la  note  du  n^  118,  une  expérience  remarquable  où  un  cylindre 
crenx  de  fonte  a  subi  à  l'intérieur»  sans  se  désagréger,  une  dUa- 
tatlon  considérable  dans  le  sens  de  circonférence ,  moyennant  une 
fc^te  compression  éprouvée  simultanément  dans  le  sens  du  rayon. 

(*)  lHtroducli0i  à  la  Mécanique  induttrUlU ,  physique  ou  expérimentale, 
IS8^,  n*  940. 

(^  Recherekei  wr  leê  phénomèneg  phyeiquee  qui  précèdent  et  accompa§nent  la 
rupture  ou  raffaitsement  éFtme  certaine  classe  de  solides,  ADOtles  des  ponts  et 
cbausséet»  1833^  V  semestrr,  p.  fOi. 
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D'un  autre  côté,  dans  les  corps  fibreux,  tels  que  les  bois,  et  gé- 
néralement dans  les  corps  dont  la  matière  n*est  pas  d'égale  contez- 
ture  en  tous  sens,  le  rapport  entre  les  dilatations  transversales  et 
les  compressions  longitudinales  dont  elles  proviennent  peut  différer 
sensiblement  de  1/4,  sans  toutefois  excéder  Jamais  i/2  (voyez  $  5  de 
la  note  du  n"*  21).  De  plus,  le  taux  de  la  dilatation  dangereuse  ou  sus- 
ceptible d'amener  une  désagrégation  peut  être  considérablement 
moindre  dans  un  sens  transversal  ou  perpendiculaire  aux  fibres  que 
dans  le  sens  des  fibres  ou  de  leur  longueur.  Il  n'est  donc  pas  éton- 
nant que  la  résistance  des  bois  à  l'écrasement ,  ou  à  la  disjonction 
latérale  des  fibres  qui  ensuite  Jléchissent  en  détail  ^  soit  souvent 
moindre  que  leur  résistance  à  la  .rupture  par  extension,  au  lieu 
de  surpasser  celle-cL 

S  0.  Observation  des  constructions  éprouvées.  Expériences  (ft- 
rectes  d^écrasemeni  pour  établir  des  comparaisons.  Distinction  de 
la  rupture  immédiate  ou  prochaine  et  de  la  rupture  éloignée*  Usage 
de  la  théorie,  au  moins  dans  les  règles  de  prudence  qu'elle  conseille. 
—  Aussi ,  pour  déterminer  la  résistance  des  prismes  courts  (voyez 
A*  section,  n**  3S3  à  &11,  pour  la  compression  des  autres)  de  ma- 
tières quelconques  k  la  rupture  immédiate  ou  prochaine  produite 
par  une  compression  longitudinale,  11  est  généralement  préférable 
de  partir  d'expériences  directes  d'écrasement  (voyez  complément 
de  l'article  I]  sur  des  échantillons  de  môme  matière  ou  de  matières 
analogues ,  et  aussi  d'une  forme  à  peu  près  pareille;  car  on  verra 
que  c'est  seulement  pour  des  solides  semblables  que  les  résistances 
à  récrasement  immédiat  sont  proportionnelles  aux  sections  trans- 
versales. 

Et,  pour  'assigner  leur  résistance  à  une  action  indéfiniment  pro- 
longée d'une  force  comprimante  P  qui  ne  devra  jamais  aller  jusqu'à 
énerver  la  matière  (3*  note  du  n*  1  ) ,  et  qui  pour  cela  restera  assez 
petite  pour  ne  pas  cesser  d'être  sensiblement  proportionnelle  aux 
contractions ,  ainsi  qu'aux  superficies  (o  des  bases,  quelle  que  soit 
leur  forme  (démonstration  du  S  8  de  la  note  du  n*  21),  Il  faudra 
prendre 

P  =     ou    <  R> , 
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R'.  étant  un  coefficient  tiré  «  pour  quelques  matières ,  de  Tobserva- 
tion  de  constructions  déjà  anciennes ,  unissant  la  hardiesse  à  la 
solidité  (voyez  article  YII,  et  déjà  les  notes  des  n**  21  et  113),  en  se 
servant  des  expériences  d^écrasement  immédiat ,  seulement  pour 
établir  des  comparaisons  d'autres  matières  avec  celles-ci  (voyez 
idem). 

La  théorie  que  nous  venons  de  présenter*  et  qui  déduit  la  Téali&- 
tance  permaneTite  à  la  compression  des  prismes  courts  de  la  résis* 
tance  aussi  permanente  à  rextension,  n'en  est  pas  moins  utile,  non- 
seulement  comme  explication  simple  des  faits,  mais  aussi  comme 
fournissant,  pour  la  pratique,  une  limite  en  deçà  do  laquelle  il 
convient  de  se  tenir,  quand  bien  même  des  expériences  d'écra- 
sement auraient  été  faites  et  sembleraient  indiquer  d'aller  au  delà. 
En  effet,  conune  nous  venons  de  dire,  ce  n'est  pas  une  rupture 
immédiate  ou  prochaine  qu'il  s'agit  de  prévenir  en  réglant  les  di- 
mensions des  solides  à  employer  dans  les  constructions,  c'est  leur 
rupture  éloignée^  déterminée  par  une  charge  indéfiniment  sup« 
portée  et  quelquefois  intermittente,  à  laquelle  viennent  se  joindre 
des  vibrations  et  diverses  autres  causes  de  désagrégation  (voyez 
S  12  de  la  note  n*  21  et  S  10  de  la  note  du  n*  113).  Or,  pour 
cela,  la  prudence  ne  prescrit  pas  moins  d'imposer  une  limite  fort 
resserrée  aux  dilatations  latérales  provenant  de  la  compression 
qu'aux  dilatations  longitudinales  provenant  de  l'extension ,  et  Q 
y  aurait  inconséquence  à  modérer  les  unes  sans  songer  aux  autres. 
Cette  observation  trouvera  son  application,  surtout  (note  du  n*  120) 
pour  la  flexion  des  pièces  de  fonte  dites  en  T  simple  ou  double,  qui 
se  dilatent  d'un  côté  et  se  contractent  de  Tautre. 

O  On  renvoie  plus  loin  ces  numéros  de  Zi  à  20,  contenant  des  ré- 
sultats d'expériences  auxquels  on  joindra  ceux,  fort  nombreux,  qui 
ont  été  obtenus  depuis  1833,  tant  pour  la  rupture  par  écrasement 
que  pour  les  petites  compressùms  sans  rupture  (voyez ,  après  le 
n*  168,  le  complément  des  articles  I  à  VI}. 

De  cette  manière,  la  suite  des  raisonnements  de  Impartie  théo* 
tique ,  dont  nous  nous  occupons  ici ,  ne  sera  pas  interrompue,  e^ 
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ARTICLE  IL 

DE  LÀ  RÉSISTAlf  CE  DES  CORPS  A  UH  EFFORT  DIRIGÉ  DANS  LE  SENS  DE  LA 
LOtrcnEUB  t  QUI  TBID  A  PRODUIRE  L'CXTERSIOE  ET  LA  RUPTURE. 

SI.  En  considérant  un  corps  tiré  dans  le  sens  de  la  longueur, 
on  peut  se  demander  de  connaître  deux  choses  !  1*"  la  quantité 
dont  ce  corps  s'allongera  pour  un  effort  donné  ;  i"  TefFort  né- 
cessaire pour  séparer  les  parties  et  opérer  la  rupture.  Il  existe 
peu  d'expériences  directes^  faites  dans  la  vue  de  déterminer  la 
quantité  dont  un  corps  s'allonge  sous  un  effort  donné;  mais, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  cette  détermination  peut  être 
conclue  des  expériences  faites  sur  la  flexioni  La  résistance  à  la 
rupture  des  corps  tirés  dans  le  sens  de  la  longueur  est  l'objet 
(Jont  on  s'est  le  plus  occupé  i  et  le  seul  dont  il  s'agira  dans  oet 
article.  Les  notions  que  nous  présenterons  sur  oe  sujet  se  bor* 
nênt  encore  ici  à  l'exposition  des  résultats  obtenus  par  Texpé- 
riencQ«(*)- 


les  tableaux  d'expériences  propres  à  fixer  les  yaleurs  numériques 
des  coefficients  des  formules  seront  présentés  immédiatement  avant 
Tartiole  Vli»  où  Navier  propose  les  nombres  à  adopter  pour  ces 
ooefflclents*  et  les  règles  pratiques  qui  en  découlent 

(*)§!.  Résultats  généraux  des  expériences. — Elles  ont  appris  que 
les  efforts  capables  de  rompre  les  prismes  par  traction  sont  sen- 
siblement proportionnels  aux  superficies  de  leurs  sections  trans- 
versales pour  même  matière. 

Elles  ont  aussi  montré  (car  il  en  a  été  fait  beaucoup  depuis  1833, 
sur  les  allongements  ou  accourcisaements  sans  rupture)  que  les 
dilatations  extrêmement  faibles»  ou  les  allongements  très-petits  par 
unité  de  longueur  des  prismes,  sont  constants  d'un  bout  à  Tautre 
et  proportionnels  aux  forces  de  traction  par  unité  superficielle  des 
sections;  qu'une  méfie  force ,  appliquée  sucoessivement  comme 
traction  et  comme  pression,  produit  le  même  changement  de  lon- 
gueur, pounm  toiûoun  qu'il  soit  fort  petit;  enfin  que  toute  dila* 
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tatioD  loDgitQdiûale  est  accompagnQée  de  contractions  latérales  d*une 
proportion  moindre,  ce  qui  est  analogue  à  ce  que  nous  avons  vu 
pour  les  contractions.longitudlnales  au  $  6  de  la  note  du  n"*  3. 

Pour  nous  préparer  surtout  à  reconnaître  rationnellement  une 
loi  analogue  dans  un  cas  plus  composé  (celui  de  la  flexion),  et  &  pré- 
ciser la  condition  sous  laquelle  elle  est  tout  à  fait  exacte,  nous  allons 
montrer  comment  on  peut  déduire  théoriquement  celle-ci  du  seul 
principe  (dernière  note  du  n*  1)  des  actions  attractives  et  répul- 
sives fonctions  continues  des  distances  entre  molécules  très-pro- 
cbes. 

S  2,  Proporlîonnalité  des  efforts  avx  qffets  très-petits  ^  obtenus 
également  dans  deux  sens  opposés.  Théorème  de  superposition  ou 
de  composition  géométrique  correspondante  des  forces  et  des  petits 
déplacements  qu* elles  engendrent. — Considérons  pour  cela  qu'il  ré- 
sulte d*abord,  de  cette  continuité  des  fonctions,  que  lorsqu'on  aug- 
mente très-peu  les  distances,  les  molécules  exercent  les  unes  sur  les 
autres,  en  sus  de  leurs  actions  primitives  se  faisant  équilibre  sur 
ciiacune ,  des  actions  nouvelles  proportionnelles  à  ces  petites  aug- 
mentations^ et  que  d'égales  diminutions  des  distances  développent 
des  actions  égales,  mais  de  sens  opposé.  Gomme  les  forces  exté- 
rieures, dont  Tapplication  a  modifié  les  distances,  font  équilibre 
aux  résultantes  des  actions  intérieures  ainsi  développées,  il  est 
facile  de  conclure  immédiatement: 

i*"  Que  les  dilatations,  flexions,  torsions  très*petites,  par  lesquelles 
se  manifestent  les  changements  des  distances,  sont  proportionnelles 
aux  forces  extérieures  qui  les  amènent; 

2*  Que  des  forces  extérieures  qui  ne  diffèrent  que  par  le  sens  de 
Faction  amènent  des  modifications  égales  et  opposées,  comme  par 
exemple  des  contractions  au  lieu  de  dilatations  de  niôme  grandeur; 

3*  Que  ai  des  déplacements  très-petits  sont  résultants  géométri- 
quea  de  plusieurs  autres,  ou  ont,  sur  les  lignes  de  jonction  des  mo- 
lécules ,  des  projections  sommes  algébriques  des  projections  de 
ceux-ci,  ils  développent  des  actions  intérieures  dont  chacune  est 
aussi  somme  algébrique  de  celles  que  développeraient  les  déplace- 
ments composants»  puisque  ces  projections  donnent  les  petits  cban- 
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gementa  de  loB^eur  dont  dépendent  les  actions  déTeloppéea.  Par 
suite,  réciproquement,  let petit»  diplacemenU  du*  à  divertea  forces 
extérieures  te  superposent,  ou  se  composent  géométriquement  «n- 
semble  lorsque  ces  forces  s'exercent  simultanément  sur  un  corps. 

S  3.  DéiTumsiration  de  la  proportionnalité  des  forcer  de  traction 
longitudinale  aux  superficies  des  bases  des  prismes  ainsi  qi^aux 
dilaiaiions,  et  de  Fégalité  de  celles-ci  dajis  toute  retendue  du 
prisme  quand  les  forces  sont  appliquées  et  également  réparties  sur 
les  bases.  Contractions  transversales  aussi  égales  partout  dans 
chaque  sens.— Soli  m&lntenant  un  corps  prismatique.  Partageons-le 
en  fibres  b-ès-mlnces  etégales  par  deux  systèmes  de  plansortbogo- 
naux  parallèles  à  ses  arêtes,  puis  ces  fibres  en  éléments  paralléllpl- 
pëdes  par  des  plana  transversaux  équidistants.  Si  l'on  étend  tous  ces 
éléments  dans  le  sens  longitudinal  AB,  les  molécules 
m,  m  de  cliacun  d'eux  s'éloigneront  de  celles  m',  m' 
des  éléments  qui  les  touchent  par  leurs  bases,  ce  qui, 
en  augmentant  les  attractions  et  diminuant  les  répul- 
sions, engendrera  des  actions  attractives  totales  d'un 
élément  sur  l'autre  k  travers  ces  bases.  Les  molécules 
m,  m  s'éloigneront  aussi,  mais  moins,  de  celles  n,  n 
dos  éléments  latéralement  contigus,  ce  qui  dévoKq)- 
pera  !k  travers  les  Taces  latérales  des  actions  résultantes  aussi  attrac- 
ilvcs,  mais  moindres.  D'où  il  suit  immédiatement  que  pour  que  les 
éléments  dllatéslongitadinalementD'exercent  transversalement  l'un 
sur  l'autre  aucune  action,  il  faut  que  leurs  dimensions  transver- 
sales se  contractent ,  mais  moins  que  leur  longueur  n'a  été  dilatée. 
Ceci  établi,  supposons  que  tous  les  éléments  aient  éprouvé  ainsi 
ia  même  déTonnatlOD  ou  les  mêmes  altérations  de  dimensions,  dans 
des  proportions  telles  que  leurs  actions  les  unes  sur  les  autres 
soient  nulles  à  travers  leurs  faces  latérales,  tandis  qu'&  travers 
leurs  bases  les  actions  mutuelles  résultantes,  dirigées  longitu- 
dinalement,  soient  mesurées  par  les  superficies  très-petites  de  ces 
bases  multipliées  par  une  constante  p.  L'ensemble  sera  en  équi- 
libre si,  les  faces  latérales  du  prisme  n'éprouvant  aucune  action 
extérieure,  ses  deux  bases  extr&mes  sont  soumises  &  des  tractions 
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opposées  po»,  également  réparties  sur  les  divers  éléments  de  leurs 
superficies  «a. 

Or  un  système  de  points  matériels  ne  peut  se  comporter  que 
d'une  seule  manière  sous  Taction  de  forces  qu^on  y  applique;  et 
le  problème  de  ses  petits  déplacements  est  tout  à  fait  déterminé 
lorsque  ces  forces  sont  données.  Donc,  réciproquement,  t<mt  prisme 
homogène  dont  les  faces  latérales  sont  libres  et  dont  les  hases 
sont  tirées^  en  sens  opposé^  par  desfofbes  normales^  égales  et  éga^ 
lement  réparties  sur  leurs  superficies^  éprouvera^  dans  toutes  ses 
fibres  et  dans  toutes  les  parties  de  chacune  éTelles^  des  dilatations 
égales^  et  en  même  temps  des  contractions  transversales  moindres 
et  dans  un  rapport  déterminé  avec  les  dilatations  longitudinales.  Et 
ces  dilatations  seront  proportionnelles  aux  forces  par  unité  des 
bases,  même  lorsqu'elles  changeront  de  signe  et  deviendront  des 
contractions^  sous  Taction  de  forces  pressant  les  bases  au  lieu  de 
les  tirer. 

S  A.  Expression  de  cette  loi.  —  U  eA  résulte  que  si  : 

u>  est  Taire  de  la  section  ou  base  de  prisme  ; 

L  sa  longueur; 

/  l'augmentation  positive  ou  négative  que  cette  longueur  a  subie  ; 

tssf  rallongement  proportionnel  supposé  très-petit,  que  nous 

avons  aussi  appelé  la  dilatation  positive  ou  négative  (--t  étant  ce 
qu'on  appelle  aussi  la  contraction)  ; 

P  la  force  qui  aura  produit  Textension  /  (ou  la  compression  —  /), 
et  qui  est  supposée  appliquée  longitudinalement  et  uniformément 
répartie  sur  chacune  des  deux  bases; 

E,  V],  r/  des  coefficients  qui  dépendent  de  la  matière  du  prisme  et 

de  sa  contexture  en  divers  sens  ; 

P 
L'allongement  l  sera  proportionnel  à  la  longueur  L  et  à  TelTort  - 

par  unité  superficielle  de  la  section  t»,  ce  qui  s'exprime  par  l'égalité 

P=E«^  =  E««,    d'où    t=^. 

L  Eb) 

Et  les  contractions  latérales,  aussi  positives  ou  négatives,  pourront 
être  représentées,  dans  deux  sens  transversaux  rectangulaires,  par 


18  8BCT.  I.  BÊSISTINGE  DES  SOLIDES. 

(Dun*  M). 


^t.Vi    OU    n^.    V-;. 

S  f»  Cœffieifnt  ou  module  éTilasticité  E.  Rapporté  n*  V  ^'  con^ 

tracttom  latéraleê  aux  dilataiions  longitudinales  ^^lA  constante  E» 

p 

rapport  de  Teffbrt  ^  exercé  sur  Tunité  âe  surface  des  bases  du 

priÉme ,  à  rallongement  ou  raccourcissement  t  ==  s-  par  unité  de 

longueur,  est  ce  qu'on  appelle  le  Coefficient  ou  Module  d'élasticité 
d'extension  de  la  matière  du  prisme ,  pour  la  direction  où  elle  se 
trouve  sollicitée  (*}.  On  en  verra,  au  n'  77,  une  autre  définition  qui 
y  est  équivalente.  Son  unité  est  le  quotient  d'une  force  (soit  le  kilo- 
gramme) par  une  surface  (soit  le  mètre  carré,  et  quelquefois  le  cen- 
timètre ou  le  millimètre  carré). 

Quant  aux  deux  constantes  v),  y)',  qui  sont  des  fractions  purement 
numériques ,  elles  sont  égales  entre  elles  quand  la  contexture  de 
la  matière  est  la  mémo  dans  tous  les  sens  transversaux^  comme  !l 
arrive  ordinairement,  par  exemple,  dans  les  barres  métalliques 
rondes.  Nous  donnerons  aux  notes  des  n^*  152  et  153  les  considéra- 
tions théoriques  qui  ont  porté  à  adopter 

ri -m 

quand  cette  contexture  est  égale  dans  tous  les  sens ,  même  le 
sens  longitudinal  ou  les  sens  obliques.  Des  expériences  de  M.  Wer- 
tfaeim  ont  donné  à  peu  près  1/3,  mais  pour  des  tiges  de  métal  qui 
pouvaient  ne  pas  remplir  tout  à  fait  cette  condition  d'égalité.  En 
tous  cas,  et  quelle  que  soit  la  contexture,  ces  coefficients  t)  ,  t)'  ne 
sauraient  atteindre  1/2  ;  on  peut  remarquer  déjà  ici  que  le  volume 

(*}  Thomas  Young,  qui  a ,  le  premier,  considéré  ie  module  d'élaslicitè  (j4  courte 
of  Lecturn  on  naiural  Philotophy  and  the  Utechanieal  arts,  London,  4807,  roi.  I, 
p.  437,  et  yol.  II,  p.  46,  arU  349),  le  déGoii:  «  Uoe  colonne  ajant  un  poids  qui 
loit  au  poids  capable  de  donner  une  certaine  compreisinn  à  un  prisme  de  même 
matière  et  de  môme  base  (prise  pour  unité)  comme  la  longueur  de  ce  dernier  ,/\ 

prisme  est  à  la  diminution  de  sa  longueur.  >  'i 

La  hauteur  du  module  reyienl  éridemment,  d'après  cela,  au  quoUent  de  notre 
ooefficienl  E  par  le  poids  de  l'unité  de  rolume  de  la  matière;  quolieat  qui  Tarie 
bieo  moins  que  le  nombre  B ,  car  celui-ci ,  pour  dÎTorseï  variétés  d'une  même  ma- 

llère ,  augmeaie  avec  U  dtnilté. 

I 

I 
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ancien  est  an  yolume  nonvean  dn  prisme  dilaté  loDgitndinalement 
dans  la  proportion  i ,  comme  1  est  à  (i  + 1)  (1  —  Tit)  (l — iq't)  =  1  + 
(1 — t)  —  »ï')t  *  peu  près,  en  sorte  que  si  Ton  avait  tj  et  n'  supérieurs 
&1/2,  une  traction  longitudinale  diminuerait  le  volume,  ce  qui 
n*est  pas  supposable. 

S  6.  Conditions  de  la  parfaite  exactitude  de  la  formule  de  Tex- 
tension*  Observations  sur  le  mode  d'application  et  de  répartition 

des  actions  longitudinales  exercées.  —  La  démonstration  précédeûte 

p 
(S  3}  de  la  formule  fondamentale  t=  g-  de  Textension  des  prismes 

exige  que  les  forces  P  s^exercent  sur  leurs  bases  même^  qu'elles  y 
soient  également  réparties  et  qu'elles  y  agissent  normalement  par- 
tout (Test  qu'yen  effet  elle  rCest  tout  à  fait  exacte  qu*à  ces  conditions» 
L'analyse  n'a  encore  pu  déterminer  Jusqu'à  quel  degré  la  formule 
est  approchée  lorsqu'elles  ne  sont  pas  remplies. 

Mais  des  faits  nombreux  prouvent  que  la  manière  dont  des  forces 
sont  appliquées  et  distribuées  à  chaque  extrémité  de  prismes  d'une 
certaine  longueur  n'influe  que  dans  une  étendue  fort  petite  sur  leur 
extension,  ou  sur  leur  flexion  ou  leur  torsion,  qui  ne  dépendent, 
ainsi ,  dans  tout  le  reste  des  solides,  que  des  résultantes  et  des  mo- 
ments résultants  de  ces  mêmes  forces.  Des  expériences  spéciales 
prouvent  même  que  les  forces  qui  sont  en  équilibre  sur  de  petites 
portions  des  corps ,  et  dont  l'addition  peut  ramener  les  uns  aux 
autres  les  systèmes  ayant  même  résultante  et  même  moment ,  ne 
produisent  pas  d'impressions  sensibles  au  delà  de  ces  petites  por- 
tions. Les  formules  ci-dessus  peuvent  donc  servir  avec  toute  l'ap- 
proximation désirable  pour  la  pratique»  quel  que  soit  le  mode  d'ap- 
plication et  de  distribution  des  forces  de  traction,  par  exemple 
lorsqu'elles  agissent,  comme  à  l'ordinaire,  latéralement  auprès  des 
extrémités .  pourvu  que  leur  résultante  soit  parallèle  aux  arêtes  et 
passe  bien  par  le  centre  de  gravité  de  chaque  base;  car,  autrement, 
il  y  aurait  un  couple  et  une  petite  flexion  qu'on  apprendra  à  cal- 
culer à  la  section  IV,  n*  A09. 

Cette  démonstration  s^étend,  au  reste,  au  cas  où  la  matière  ho- 
mogène du  prisme  olTriraitt  en  chaque  point,  une  contexture  non 
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symétrique  par  rapport  aux  plans  de  sa  division  en  éléments  rec- 
tangles (comm^  lorsqu'elle  a,  par  exemple,  des  clivages  obliques 
aux  arêtes),  car  on  pourra  toujours,  en  supposant  leurs  angles  légè- 
rement altérés  en  même  temps  que  leurs  dimensions,  faire  en  sorte 
que  les  faces  latérales  ne  supportent  rien  et  que  les  bases  soient 
sollicitées  longitudioalement  ou  parallèlement  aux  arêtes  de  ces 
parallélipipèdes  devenus  légèrement  obliquangles. 

S  7.  Cas  ok  la  matière  rCesi  pas  de  même  nature  dans  l*é^ 
tendue  d^une  même  section.  Conditions  pour  que  les  formules  *'y 
appliquent  en  faisant  simplement  varier  E.  —  Quand  la  matière 
du  prisme  varie  de  nature  d'une  fibre  à  Tautre,  M.  Tingénieur 
Bresse,  professeur  à  TÉcole  des  ponts  et  chaussées,  pose  (}) ,  au 
lieu  de  ?=«•£&>,  une  équation 

P  =  t7E(f w, 

rintégrale  étant  prise  pour  tous  les  éléments  dta  de  la  section  ta. 
La  démonstration  précédente  peut  facilement  s'étendre  à  ce  cas; 
mais  les  E  ne  peuvent  représenter,  dans  cette  équation,  les  coejî- 
dents  S  élasticité  dC  extension  ($  5)  des  diverses  fibres  supposées  ex- 
traites de  la  masse  et  étendues  séparément,  qu'autant  que  les  frac- 
tions que  nous  avons  appelées  >)  et  r{  soient  les  mêmes  pour  toutes; 
car  si  ces  fibres.  Isolées  et  dilatées  toutes  également,  se  contrac- 
tent inégalement  dans  le  sens  latéral ,  elles  ne  peuvent  pas  rester 
contiguês.  Il  faut  aussi,  pour  que  Téquation  P=^t/Ed(i)  ait  lieu 
exactement,  que  les  tractions  P  soient  distribuées  sur  les  éléments 
du)  des  bases,  non  pas  également,  mais  proportionnellement  aux 
nombres  E  relatifs  à  chacun. 

Il  résulte  des  expériences  de  la  commission  anglaise  d'enquête 
sur  remploi  du  fer  et  de  la  fonte  (*},  et  aussi  des  observations  et 
essais  faits  en  France  par  MM.  les  ingénieurs  Gollet-Meygret  et  Des- 

(iy  Rtehârchâê  analytiqueê  ntr  la  flexion  et  la  risiitance  desjpièees  courbei, 
4S54,  cbap.  L 

(>)  Jleport  of  Ihe  Commiêtioners  appoinieâ  to  inquire  into  ihe  application  of 
trots  to  Aailway  itruetures.  London,  4849.  Une  traduclion  française  du  Rapport^ 
faile  par  M.  l'inipecleur  géDéral  Buscbe ,  sans  les  Appendices  qui  oontienneni  le 
détail  des  eipérieocev  (tojoi  ci-après  le  Compliment  des  arflcies  I  à  VI),  a  paru  ans 
Annaleê  detponttet  ehamsiioi,  4854,  4«r  aemeslre,  p.  493. 
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places  (^)  que*  pour  les  métaux  coulés  ou  laminés,  c'est  tout  auprès 
des  faces  latérales  que  la  contexture  varie  d'une  manière  no- 
table (').  Il  convient  donc,  pour  ces  sortes  de  matériaux,  de  réduire 
réquation  précédente  à  : 

X  étant  le  périmètre  de  la  section  supposée  diminuée  d'un  à  deux 
millimètres  tout  autour,  afin  de  représenter  le  développement  moyen 
de  la  croûte  douée  généralement  de  plus  de  roideur  et  de  nerf  que 
le  reste  ;  et  £«  et  e  étant  deux  coefficients  à  déterminer  par  les 
méthodes  connues  de  compensations  d^anomalies  (voyez  ci-après 
S  7  de  la  note  du  n*"  80  et  $  15  de  la  note  113)  en  faisant  des  ex- 
périences d'extension  sur  des  barres  ayant  des  grosseurs  ou  des 
formes  sensiblement  différentes.  Cette  formule  pourra  évaluer 
utilement  l'effet  des  tractions  de  barres  ayant  des  formes  ou  des 
dimensions  intermédiaires. 

$  8.  DilcUalions  qui  ne  sont  pas  très-petites,  DéformcUions 
permanentes.  Vélasjj^té  subsiste  malgré  ces  déformations.  — 
Lorsque  les  dilatations  i  dépassent  une  certaine  proportion  génér 
ralement  fort  petite,  les  considérations  théoriques  précédentes  ces* 
sent  de  s^appliquer  exactement  ;  car  ces  dilatations  ne  sont  plus 
proportionnelles  aux  efforts.  Elles  croissent  en  général  dans  un 
rapport  plus  grand  que  ceux-ci  (voy.  les  expériences  au  Complé- 
ment des  art.  làVl),  parce  qu'ordinairement  les  molécules  pren- 
nent entre  elles  de. nouveaux  arrangements  stables  (fin  de  la  der- 
nière note  du  n*  1).  En  sorte  que  les  dilatations  ont,  avec  la  partie 
élastique  ou  temporaire^  une  partie  persistante  ou  permanente^  qui 
croit  bien  plus  rapidement  que  la  charge. 

\f)  Bapport  sur  U$  épnmvet  du  viaiue  de  Tarascon,  aux  AnnaUê  de$  ponts 
Hdùnuéset,  4854,  4*'  lemestre,  pages  339  et  840-344). 

(*)  Cela  le  déduit  également  de  direrses  expériences  amérieurea  de  M.  Eatoo 
HodgUoflon  sur  les  résistances  comparées  de  barres  de  fonle  de  dlyerses  grosseurs, 
DODobstant  le  résultat  non  conflrmatif  qu'a  donné  une  expérience  spéciale,  maia 
oniqae  (royei  pages  75-76  de  la  traduction  libre ,  faite  par  M.  l'Ingénieur  Pirel ,  et 
insérée  aux  Annales  des  ponts  et  chaussées,  4855 ,  4«r  semestre,  des  MeekenAes 
eaq^iriasfintaUs  sur  la  résistance  et  \es  autres  propriétés  de  la  fonte  de  fer^  par 
M,  HodpklBSOBy  4846), 
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M.  Tredgold  et  d^autres  auteurs  disent  que  le  corps  a  éprouva 
alors  une  perte  d élasticité^  ou  que  cette  propriété  a  été  amoindrie  « 
altérée^  en  partie  détruite.  Il  est  bien  vrai  que  le  corps  ne  reprend 
pas  tout  à  fait  la  même  force  de  ressort  en  repassant  par  les  mêmes 
longueurs  (^).  Mais ,  malgré  cela,  il  est  de  fait  que  son  élasticité 
subsiste  entière;  il  y  a  eu  seulement  changement  du  point  à  partir 
duquel  ses  effets  doivent  être  comptés,  et,  en  même  temps,  augmen- 
tation légère  de  son  coefficient  E;  car  le  corps  revient  à  sa  noi^ 
velle  forme  lorsque  d^autres  efforts  Ten  ont  dérangé  dans  cer-« 
taines  limites.  M.  de  Gertsner  a  môme  observé  sur  des  fils  de 
fer  que,  dans  ces  limites,  il  y  a  proportionnalité  des  effets  aux 
efforts  ;  ce  qui  a  été  reconnu  aussi  pour  rallongement  des  tringles 
de  bois  (*).  Déjà  Coulomb  Pavait  remarqué  pour  la  torsion  des  fils 
métalliques  et  la  flexion  des  lames  (*).  Nous  dirons  donc  simplement 
qn^alors  la  contexture  a  été  modijiée. 

S  9.  Caractères  de  Pécrouissage  et  de  Vénervation,  Cause  pré' 
sumable  de  celle^cû  Rupture  finale  par  traction  ou  extension.  — 
Lorsque  les  allongements  cessent  de  s^accntf tre  sous  Taction  con- 
tinue et  prolongée  de  la  même  charge ,  en  sorte  quMl  faille  ensuite 
des  efforts  plus  considérables  pour  produire,  dans  le  même  sens^ 
des  modifications  permanentes  nouvelles,  le  nouvel  état  molécu- 
laire doit  être  regardé  comme  plus  stable  que  le  premier,  et  Ton 
peut  dire  ^d'après  ce  qu'on  a  vu  à  la  fin  de  la  note  du  n*  i)  que  le 
corps  a  été  écroui  dans  ce  sens.  Mais  lorsque  les  allongements  con- 
tinuent de  s'opérer,  même  sous  une  charge  moindre ,  Fétat  est  de^^ 
venu  moins  stable,  et  le  corps  aété^n^rv^  ou  sa  cohésion  a  diminué. 

L'énervation  tient,  probablement,  à  une  désagrégation  partielle  et 
latente ,  ou  à  une  multitude  de  disjonctions  intérieures  et  non  ap- 
parentes qui  ouvrent  des  pores  et  diminuent  la  superficie  de  la  sec- 
tion résistante  réelle» 

(']  If.  PoDcelet,  Introduction  à  la  Mécanique  industrielle^  arU  47,  p.  43. 

(<)  Mémoire  de  H  M.  Chevandier  et  Werlheim  Sur  les  propriétés  mécaniques  des 
bois  (4*  partie,  p.  43;.  Ces  habiles  expérimen  la  leurs  client  (4re  partie,  p.  41-4S) 
des  traTaux  de  IIM.  Pacfooili  et  Péri,  qui  ont  donné  la  même  loi  de  proportion- 
oalité  en  défalquant  les  parties  permanentes  des  alloo^emenis  {Jnn,  de  chimie  et 
dephysique,  4848). 

(>)  Mémoires  de  V Académie  deeecsencee,  4784,  p.  939. 
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Si,  lorsqu'elle  est  commencée,  les  mêmes  forces  extérieures 
continuent  d*agir,  elles  finiront  par  amener  une  rupture  apparente 
et  totale,  qui  est  précédée  de  déformations  permanentes,  tantôt 
considérables  comme  dans  les  corps  très-ductibles,  tantôt  à  peine 
sensibles  (mais  jamais  nulles)  comme  dans  les  corps  rigides  et  aigres. 

S  iO«  Les  déformations  persistantes  n'accompagnerU  pas  tou- 
jours les  déformations  élastiques  ou  temporaires.  —  A  Topinion 
abandonnée  que  toute  déformation  permanente  dénote  une  éner- 
.  vatîon  et  équivaut  à  un  commencement  de  rupture  (^)  a  succédé 
depuis  peu  une  opinion  tout  opposée  (*] ,  consistant  à  penser  que 
toute  dilatation  on  contraction,  quelque  petite  qu*elle  soit,  % 
une  partie  persistante.  Je  suppose  un  instant  (quoique  rien  ne 
le  prouve)  que  cela  soit  vrai  de  tous  les  corps  dans  Tétat  où  ils  se 
trouvent  naturellement  après  leur  solidification  ;  toujours  est-il  que 
ces  eflTets  permanents  de  petits  efforts  extérieurs  n'ont  plus  lieu 
lorsqu'on  on  en  a  exercé  pendant  quelque  temps  dans  le  même  sens, 
OU,  si  Ton  veut,  lorsque  la  matière  a  été  écroule  dans  ce  sens. 
M.  Poncelet  cite  judicieusement  à  Tappui ,  avec  quelques  expériences 
spéciales,  Texemple  des  constructions  anciennes  qui  supportent  une 
même  charge  depuis  des  siècles  et  qui  restent  cependant  dans  le 
même  état  (*)  ;  à  quoi  Ton  pourrait  ajouter  Texemple  non  moins 
évident  des  roches  et  autres  masses  minérales  grandes  ou  petites , 
qui  finiraient  par  s'affaisser  sous  leur  propre  poids,  et  par  prendre 
on  même  niveau  comme  un  fluide,  indépendaipmeDt  de  toute  dégra- 
dation de  leur  surface,  si  Faction  continiiée  de  toute  force  devait 
changer  indéfiniment  l'arrangement  intérieur  de  leun  parties. 

S  ii.  Le  calcul  théorique  est  toujours  applicable  pour  limiier 

[^)  Toang  ne  dirait  probablement  plus  aujoard'hai  «  une  aUération  permanente 
de  forme  Hmiie  la  force  dea  matériau ,  en  ce  qui  a  rapport  é  leur  emploi  dana  U 
pratique,  preaque  autant  que  U  fracture,  puisque  la  force  qui  est  capable  de  produire 
œt  effet  est  en  général  suffisante,  a▼ec^lDe  légère  addition,  pour  l'accroître  jusqu'au 
point  od  la  fracture  arrirera.  •  (Lectum  9f  nûiurai  PhUosophyt  London,  4807, 
TOI.  I,  On  pastiv  Strength,  p.  H1). 

(*)  Surtout  depuis  les  expériences  de  M.  Hodgkinson  sur  la  fonte ,  et  les  eipè- 
rtenoea  de  MM.  Weriheim  et  Gberandier  sur  (es  l^oii  (eitées  ci-dessus) ,  ainsi  que 
sur  les  métaux,  le  terre,  ele.  {Ann,  de  cAtm.  et  de  phfft,,  4S43  à  4S46). 

(>]  /mmllH^fto  àt  la  JtféeantgiM  in^ui^Ue,  i|«  954,  p.  997-399. 
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les  dilatcUions  et  établir  les  conditions  de  résistance  à  la  rupture 
éloignée.  —  Quoi  quMl  en  soit',  quand  les  déformations  sont  très- 
faibles,  les  parties  persistantes  sont  négligeables  devant  les  parties 
élastiques  ou  non  persistantes,  en  sorte  que  la  théorie  de  rélasli* 
cité,  dont  ce  qui  précède  est  comme  un  premier  chapitre,  est  ap- 
plicable, avec  toute  Tapproximation  désirable,  à  la  détermination 
des  plus  grandes  dilatations,  dans  les  limites  que  la  prudence  con- 
seille d^y  imposer. 

Cette  observation  trouvera  son  application  dans  toute  la  suite  du 
livre,  pour  rétablissement  des  conditions  de  stabilité  de  la  cohé- 
sion ,  ou  de  résistance  des  matériaux  à  la  rupture  éloignée. 

S  12.  Condition  de  la  résistance  à  la  rupture  par  extension , 
immédiate  ou  éloignée.  Expériences  désirables  du  point  qui  sépare 
récrouissage  de  Vénervation  pour  diverses  matières.  Circonstances 
axicidentelles  auxquelles  on  fait  une  part  en  bloc.  Double  ejet 
des  vibrations  ou  des  intermittences  d'action,  —  Dans  le  cas  simple 
que  nous  considérons  ici ,  la  condition  de  résistance  est  exprimée , 
si  Ton  veut  seulement  prévenir  la  rupture  immédiate  ou  prochaine, 
comme  dans  le  cas  d*une  construction  temporaire  et  bien  sur- 
veillée, telle  qu*un  échafaudage,  par  ($  1)  : 

P=  ou  <Rw 

où  (1)  est  la  section  du  prisme,  P  la  traction  longitudinale  résultant 
de  forces  dirigées  suivant  l'axe  ou  passant  par  les  centres  de  gravité 
des  sections,  comme  on  a  dit  (S  6),  et  où  le  coefficient  R  sera  fourni 
par  les  expériences  où  cette  rupture  aura  été  opérée ,  en  se  tenant 
un  peu  au-dessous. 

Mais  si  Ton  veut  prévenir  môme  l^rupture  éloignée  (fin  du  $  9 
delà  note  du  n""  3)  d'une  construction  destinée  à  durer  indéfiniment, 
la  condition  sera 

P=  ou  <R»(tf,  ou  P=  ou  <Ecût'; 
dans  laquelle  le  coefficient  R, ,  beaucoup  moindre  que  R«  ou  bien  la 
petite  dilatation  i'  =  ~ ,  limite  de  celles  qui  n'ofib^nt  aucun  danger, 
même  après  un  temps  considérable,  devrait  se  déterminer  par  4^8 
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expériences  d'une  longue  durée,  faites  non  pas  siir  le  point  où 
rélasticité  est ,  comme  on  dit,  altérée  ($  8  et  iO) ,  et  oiX  il  y  a  des 
allongements  permanents ,  mais  sur  le  point  où  la  matière  cesse  de 
s'écroulr  et  commence  k  s*énerver,  ce  qui  se  manifeste  ($  9)  par  la 
marche  des  allongements  persistants. 

Et  il  conviendra,  môme  si  ces  expériences  désirables  et  difficiles 
sont  faites,  de  rester  encore  bien  en  deçà  de  leur  résultat. (voy ex 
art  VU,  et,  déjà  au  $  il  de  la  note  113  relative  à  la  rupture  par 
flexion),  afin  de  faire  largement  une  part  en  bloc  aux  causes  acci- 
dentelles de  désagrégation ,  telles  que  les  ébranlements  non  calcu- 
lables, les  altérations  physiques  et  chimiques,  les  différences  de 
qualité,  les  défauts  cachés,  ainsi  que  les  porte-à-faux  et  autres 
malfaçons  difficiles  à  prévenir. 

A  cet  égard,  il  est  bon  d'observer  que  les  vibrations,  qfll  sont 
inévitables  f  ont  deux  effets  bien  distincts  ;  Tun,  pouvant  Jusqu'à 
un  certain  point  être  calculé,  et  susceptible  d'être  assimilé  aux 
effets  statiques ,  consiste  à  accroître  périodiquement  le  degré  des 
dilatations  et  compressions  des  solides  à  la  fois  chargés  et  ébranlés. 
L'autre  effet,  sur  la  nature  duquel  tous  les  praticiens  ne  sont  pas 
d'accord,  serait  de  changer  peu  à  peu  l'état  d'agrégation  et  de 
groupement  des  molécules  en  les  présentant  l'une  à  l'autre  dans 
des  situations  diverses  comme  ferait  une  fusion  ou  plut^^t  un  recuit. 
C'est  ainsi  que  des  ébranlements  longtemps  répétés  font  perdre  aux 
1>arre8  de  fer,  suivant  la  plupart  des  ingénieurs,  leur  nerf  ou  Tétat 
d'enchevêtrement  fibreux  dû  au  laminage,  et  leur  font  reprendre, 
d'après  eux,  l'état  cristallin  où  chaque  petit  groupe  peut  être  plus 
stable,  mais  où  l'ensemble  l'est  beaucoup  moins. 

n  suffit  même  de  simples  intermittences  ou  alternatives  d'action 
pour  amener  des  désagrégations,  en  produisant,  sans  doute,  à 
chaque  extension,  des  arrangements  moléculaires  un  peu  diffé- 
rents. Tout  le  monde  sait  que  l'on  rompt  facilement  un  fil  de  fer 
en  le  ployant  successivement  plusieurs  fois  en  des  sens  opposés, 
et,  comme  disent  quelquefois  les  ouvriers,  c  les  ressorts  les 
plus  parfaits  sont  susceptibles  de  se  fatiguer  à  la  longue  (*)  »•  On 

(1)  If .  Poneelel,  inirod.  à  la  Bféc.  iJuf .,  n*  M,  p.  205.  ^       .... 
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22  à  75  (*). 

a  vu  des  poutffes  en  fonte  rompre  par  cela  seul  qu'un  réserrolr 
d'eau  qu'elles  supportaient  était  alternativement  plein  et  vide  (*). 
M.  Fairbairn  a  été  môme  jusqu'à  avancer  qu'une  charge  constante 
purement  statique  ne  produirait  à  la  longue  aucun  accroissement 
d'allongement  ou  de  flexion,  même  si  elle  était  rapprochée  de  la 
charge  de  rupture  C)  ;  mais  qu'une  charge  si  faible  qu'elle  soit ,  qui 
produirait  une  déformation  permanente ,  «  finirait  par  rompre  si 
on  l'enlevait  et  la  replaçait  un  nombre  de  fois  suffisant  ».  Les 
expériences  entreprises  par  la  commission  d'enquête  anglaise, 
citée  au  $  7,  prouveraient  qu'il  faut  pour  cela  que  l'extension 
ou  la  flexion  atteigne  au  moins  le  tiers  de  celle  qui  précède  la 
rupture.  On  conçoit  que  les  variations  de  température  peuvent 
avoir  une  influence  de  ce  genre  sur  toute  espèce  de  construc- 
tion. 

Il  en  résulte  que  pour  déterminer  la  valeur  de  K  relative  k  une 
matière,  il  faut,  ou  soumettre  les  pièces  à  de  longues  épreuves 
statiques  et  dynamiques,  ou  bien  {$  9  de  la  note  du  n*  3)  se  servir 
de  l'examen  des  constructions  anciennes  et  hardies  soumises  aux 
mêmes  ébranlements  et  aux  mêmes  autres  circonstances  que  les 
édifices  qu'on  veut  ériger. 

Et  on  ne  consultera  les  expériences  de  rupture  immédiate  que 
pour  établir  approximativement  des  rapports  entre  les  diverses 
variétés  d'une  même  espèce  de  matière  (ci-après  $  12  de  la  note  du 
n'  113). 

(«)  Par  la  même  raison  qu'à  la  note  des  n*"  A  à  20,  on  renvoie 
après  le  n'  168,  au  Complément  des  art.  I  à  VI,  ces  numéros  de  22 
à  75,  contenant  des  résultats  d'expériences,  auxquels  on  Joindra 
ceux  fort  nombreux  obtenus  depuis  1833,  tant  sur  la  rupture  par 
extension  que  sur  les  dilatations  longitudinales  produites  par  des 
tractions  plus  faibles  que  celles  qui  font  rompre. 

(^)  Noie  de  M.  Brailwaiteau  Journal  ofArtt,  London,  4S54. 

(«)  Page  73  de  la  traduction  française  faite  par  M.  Penet-Porla,  en  4857, 
du  mémoire  de  M.  Fairbairn,  De  ^application  de  la  fonte  ^  du  fer  et  de  la  tôle  aux 
conttructione. 
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ARTICLE  III. 

DE  LA  RiSISTANGB  I>^N  CORPS  FRISUATIQUE  A  LA  FLEXION  PRODUITE 
PAR  Uir  EFFORT  DIRIGE  PERPSrfDIGULAIREMElfT  A  LA  LONGUEUR  DE 
CE  CORPS. 

76.  Quand  un  corps  prismatique  est  tiré  dans  le  sens  de  la 
longueur,  tous  les  éléments  longitudinaux^  ou  fibres^  s'allon- 
gent. Si  le  même  corps  est  comprimé^  et  qu'il  ne  puisse  céder 
en  pliant^  les  fibres  s'accourcissent.  Lorsque  les  allongements 
ou  accourcissements  sont  très-petits,  ils  sont  proportionnels  à 
l'effort  qui  les  produit.  La  variation  de  longueur  d'un  corps > 
pour  un  effort  dcmné,  est  d'ailleurs  évidemment  proportionnelle 
à  la  longueur  de  ce  corps  {*). 

77.  Quand  un  corps  prismatique  est  fléchi^  les  fibres  situées 
du  côté  de  la  face  convexe  sont  allongées;  les  fibres  situées  du 
cAté  de  la  face  concave  sont  accourcies;  certaines  fibres,  situées 
dans  l'intérieur  du  corps ,  conservent  une  longueur  invariable. 
En  admettant^  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus ,  que 
les  fibres  opposent  à  l'allongement  et  à  raccourcissement  des 
résistances  proportionnelles  aux  quantités  dont  les  longueurs  de 
ces  fibres  varient ,  on  peut  se  rendre  compte  de  la  manière  dont 
un  corps  résiste  à  la  flexion. 

Soit  un  solide  prismatique  droit  (fig.  1  des  planches  à  la  fin 
du  volume)  encastré  horizontalement  à  l'extrémité  A^  et  fléchi 
par  l'action  d'un  poids  P  suspendu  à  Tautre  extrémité  B.  Consi- 
dérons une  section  transversale  quelconque  mana'.  Soit  aa'  la 
ligne  horizontale  qui  est  la  section  des  fibres  dont  la  longueur 
n'a  pas  varié  (**).  Il  est  nécessaire,  pour  l'équilibre  de  la  partie 

■ 

(*)  Ces  principes  ont  été  Réduits  mathématiquement^  à  la  note  du 
n*  21,  de  celui  des  actioqs  Qioléculaîres  fonctiona  continues  des 
distances. 

(**)  L*auteur  suppose  cette  ligne  aa'  perpendiculaire  au  plan 
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du  corps  située  à  droite  de  mono'  :  1*  que  les  extensions  et  com- 
pressions des  fibres  aient  fait  naître^  dans  cette  section^  des 
forces  verticales  dont  la  somme  ^ale  le  poids  P  (*)  ;  2*  que  la 
somme  des  forces  horizontales  produites  par  ces  extensions  et 
compressions  soit  nulle;  3*  que  la  somme  des  moments  des 
ferces  verticales  et  horizontales  dont  il  s'agit,  et  du  poids  P^  pris 
par  rapport  à  Taxe  fixe  aol^  smt  nuOe. 

On  nommera 

E  la  force  nécessaire  pour  allonger  ou  pour  accourcir  un 
prisme  dont  la  section  transversale  est  l'unité  superfi- 
cielle «  d'ime  quantité  égale  à  la  longueur  de  ce  prisme. 

p  le  rayon  du  oerde  oscillateur  de  la  courbe  du  solide^  au 
point  où  osi  fiiite  la  section  transversale  mana\ 

M  Tabsdsse  d'un  point  quelconque  de  la  section  ama'n, 
comptée  sur  acf. 

p  Tordonnée  d'un  point  quelconque  de  cette  section,  prise 
perpendiculairement  à  aol. 

h  la  plus  grande  valeur  de  u. 

fiU  l'ordonnée  pm  de  la  courbe  qui  termine  la  partie  de  la 
•  section  transversale  où  les  fibres  s'allongent 

f^u  l'ordonnée  pn  de  la  courbe  qui  termine  là  partie  où  les 
fibres  s'accourcissent. 

X  la  distance  de  la  section  transversale  anutn  h  Textrémité 
encastrée. 

a  la  distance  du  point  d'application  du  poids  P  à  rextrémité 


vertical  de  êollicUation  ABP.  Gela  n'a  pas  toujours  lieu.  (Voyez  ci* 
après  la  note  du  n*  83). 

(*}  oh  montrera ,  aux  notes  des  n*'  152  à  155,  que  ce  ne  sont  pas 
les  extensions  et  compressions  des  fibres  longitudinales,  mais  Tin- 
clinalson  qu'elles  prennent  sur  la  section,  ou  ce  qu'on  a  déjà  appelé 
le  glissement  (note  du  n*  8)  qui  fait  naître  les  forces  transversales  gu 
verticales  dont  la  soiqiQe  égale  Iç  poids  P« 
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encastrée,  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  longueur 
AB  du  solide. 

Dans  rétat  naturel  du  corps,  dx  est  la  longueur  de  la  portion 
infiniment  petite  de  la  fibre  dont  les  coordonnées  sont  u,  v. 

Après  la  flexion,  cette  longueur  a  augmenté  de  —  v,  parce  que 

dx 
Tangle  des  deux  normales  consécutives  est  — .  La  proportion 

suivant  laquelle  cette  fibre  s'est  allongée  est  donc 

dx 

—  V 

L'aire  de  la  section  transversale  de  la  fibre  étant  dudv^  la 
résistance  qu'elle  oppose  à  l'allongement  est 

E .  dudv .  -  ; 

P 

et  le  moment  de  cette  résistance,  pris  par  rapport  à  l'axe  oa',  est 

E .  dudv .  — . 

P 

Par  conséquent  les  sommes  des  résistances  des  fibres  étendues 
et  comprimées  sont  respectivement 

pjo       Jo  PJo        Jo 

et  la  somme  des  moments  de  ces  résistances^  pris  par  rapport  à 
l'axe  aa\  est 

78.  On  aura  donc  pour  exprimer  l'équilibre  des  forces  hori- 
zontales^  condition  qui  détermine  la  situation  de  l'axe  <ul, 

Jo         Jo  Jo         Jo 


50  SEGT.  I.  BÉ8ISTANGE  DES  SOLIDES. 

Uaxe  od  passe  par  l6  centre  de  gravité  de  la  section  trans- 
versale tMKOXi, 

79.  On  aura  ensuite,  pour  exprimer  Féquilibre  de  rotation 
autour  de  cet  axe, 

On  néglige  les  moments  des  forces  verticales,  ce  qui  est  permis 
quand  Tépaisseur  du  corps  est  petite  par  rapport  à  sa  longueur  (*). 
n  est  nécessaire  d'ailleurs  que  l'épaisseur  du  corps  soit  petite 
par  rapport  à  sa  longueur  pour  que  les  allongements  .et  accour- 
cissements  des  fibres,  et  les  forces  intérieures  qui  en  résultent, 
soient  telles  qu'on  le  suppose  ici;  et  les  résultats  suivants  ne 
peuvent  être  appliqués  lorsque  cette  condition  n'est  pas  satisfaite. 

80.  La  quantité 

\Jo      .  Jo  Jo        Jo  / 

a,  pour  chaque  corps,  une  valeur  qui  dépend  de  la  nature  de  ce 
corps  et  de  la  figure  de  la  section  transversale.  Cette  quantité  est 
le  moment  de  la  résistance  à  la  flexion,  ou  plus  simplement  le 
moment  de  flexion  du  corps.  Nous  la  représenterons  ci -après 
par  la  lettre  e.  Quand  la  figure  de  la  section  peut  être  partagée 
par  une  ligne  horizontale  en  deux  parties  symétriques,  cette  ligne 
est  Taxe  d'équilibre  qui  contient  les  fibres  invariables,  et  à  partir 
de  laquelle  il  faut  prendre  la  valeur  de  l'intégrale 

E[^du{f'''dv.v\ 


{*)  Ces  forces  verticales  dont  la  somme,  comme  on  a  dit,  égale 
le  poids  P,  se  compensent  d'ailleurs,  quant  au  moment,  comme  ten- 
dant à  faire  tourner  également  dans  les  deux  sens.  Il  n*en  faudra 
pas  moins  tenir  compte  (voyez  notes  des  n**  152  à  155),  soit  dans 
le  calcul  complet  de  la  flèche  ou  ordonnée  extrême,  soit  dans  Téqua- 
tion  exprimant  la  condition  de  non-rupture ,  des  glissements  qui 
engendrent  ces  forces. 
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dont  le  double  est  alors  la  valeur  du  moment  de  résistance  à  la 
flexion.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  déterminer  d*abord  la  posi- 
tion de  l'axe  d'équilibre,  au  moyen  de  la  condition  exprimée 
n""  78,  et  calculer  ensuite  séparément- les  valeurs  des  deux  inté- 
grales qui  entrent  dans  l'expression  de  ce  moment  {*). 

(♦)  $  1.  Notations  et  âhn&nstrations  plus  simples.  Moments 
ff inertie  des  sections.  —  La  quantité  entre  parenthèses  des  n?*  77, 
79  et  80,  ou  celle  e  dégagée  du  facteur  E,  n'est  autre  chose 
que  le  moment  (Tinertie  de  la  section  ma'na  (supposée  avoir 
TuDîté  de  masse  par  unité  superficielle)  autour  de  la  lign£  des 
fibres  invariables  aa\  ainsi  que  Ta  remarqué  le  premier  M.  Persy, 
dans  son  cours  de  stabilité  des  constructions,  lithographie  en 
1831  à  TÉcole  de  Metz.  Aussi,  dans  les  cours  faits  à  TÉcole  des  ponts 
et  chaussées  depuis  novembre  1837,  on  a  simplifié  les  notations  en 

mettant  l    v^dAù  ou  bien  une  seule  lettre  pour  ce  moment  d'inertie 

\  du  V      dv.v*  +  1    dw  Y  ■  dt>.tj*;  V   désignant  une  Intégrale  re- 

lative  à  toute  la  section  «d.  En  appelant  donc»  comme  M.  Poncelet, 
I  ce  moment  dMnertie  /i?*dû>, 

M  le  moment,  autour  de  la  même  ligne  des  fibres  invariables 
tracée  sur  la  section  quelconque  (o,  de  la  force  ou  des  forces  exté- 
rieures en  nombre  quelconque  qui  sollicitent  le  prisme  entre  cette 
section  w  et  la  deuxième  extrémité  du  solide  ; 

L'équation  d'équilibre  de  rotation  entre  les  forces  extérieures  et 
intérieures  autour  de  cette  même  ligne,  s'écrit  simplement 

PJ,  P 

et  celle  d'équilibre  de  traosUtien  longitudinale  du  n*  78 


J 


où  les  V  sont  les  distances  positives  ou  négatives  des  diverses  fibres 
à  cette  ligne. 
On  a,  ainsi,  renoncé  à  appeler  moment  d'élasticité^  conune  faisait 
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(Da  B*  60). 

Navier  en  1826,  ce  produit  El  qu'il  désigne  par  e  et  quMl  propose» 

en  1833,  d'appeler  momerd  de  flexion;  et  Ton  applique  plutôt  cette 

El 
dernière  dénomination  au  moment  M  = — des  forces  qui  produisent 

la  flexion  ou  des  forces  qui  Tarrétent,  de  même  que  nous  appelle- 
rons plus  loin  moment  de  torsion  le  moment  des  forces  extérieures 
qui  produisent  la  torsion ,  ou  le  moment  égal  des  forces  inté- 
rieures qui  résistent  à  ce  qu'elle  augmente. 

On  appelle  aussi  maintenant,  d'une  manière  plus  précise,  p  le 
rayon  de  courbure,  non  pas  de  la  courbe  du  solide  ou  d'une  quel- 
conque de  ses  fibres,  mais  de  son  axe^  ou  de  la  fibre  qui  passe  par  les 
centres  de  gravité  de  ses  sections,  et  qui  est  aussi ,  dans  le  présent 
exemple^  Tune  de  celles  dont  la  longueur  rCa  pas  varié.  On  peut 
dire,  ainsi,  très-simplement  et  élémentairement  (sans  par]er  do 

dx 
l'apgle  infinitésimal  —  de  deux  normales  consécutives)  que  l'arc  de 

P 

fibre  invariable  et  Tare  de  fibre  quelconque,  compris  entre  deux  sec- 
tions très-voisines,  sont  entre  eux  comme  leurs  rayons  p  et  p  +  v, 
ce  qui  montre  de  suite  que  la  proportion  de  l'excès  du  second  arc 

sur  le  premier,  ou  la  dilatation  de  la  fibre,  a  pour  mesure  -. 

Ou  bien ,  pour  représenter  aux  yeux  ce  qui  se  passe,  on  figure 
comme  ci-contre,  dans  les  cours  d'Arts  et  métiers,  la  coupe  longi- 
tudinale de  laportion  du  prisme  comprise  en- 
tre deux  sections  dmoe^  d*m'o*e\  par  un  plan 
qui  contient  la  fibre  quelconque  mkm'  et  qui 
est  perpendiculaire  à  la  ligne  o  des  fibres  in- 
variables; car  si  C  est  le  point  de  rencontre 
des  coupes  de,  d'e'  des  deux  sections,  on  a 
Co==Co'a-p,  om=:o'm'  =Vf  en  sorte  que, 
o'k  étant  une  parallèle  menée  à  od,  comme  la 
longueur  primitive  de  la  fibre  était  oo'  =  mk^ 

la  dilatation  qu'elle  a  éprouvée  est  — j ,  égal  àTrr  =  -  d'après  la 

00  \jO  p 

similitude  des  triangles  isocèles  m'o%  oCo*. 
S  2.  Hypothèses  tacitement  invoquées.  Elles  ne  sont  point  nêces» 
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(  Da  B*  9#). 


jotref.  — Hais  cette  démoDstration,  comme  celle  du  texte,  se  fond  . 
sur  deux  hypothèses,  savoir  : 

1*  Que  les  sections  primitivement  planes  et  normales  aux  fibre 
rectilignes  du  prisme  sont  encore  planes  après  la  flexion,  et  nor- 
males à  ces  fibres  devenues  courbes  ; 

2*  Que  les  fibres  se  comportent  comme  feraient  de  petits  pris- 
mes isolés»  ou  comme  si  elles  étaient  sans  action  les  unes  sur  les 
autres. 

Or,  malgré  quelques  expériences  qui  paraissent  favorables  à  la 
première»  on  peut  tenir  pour  certain  et  nous  montrerons  qu^elles 
sont  toutes  deux  fausses,  excepté  dans  le  cas  très-particulier  de  la 
flexion  égale  ou  en  arc  de  cercle^  qui  est  celui  où  les  forces  agissant 
aux  extrémités  n^ont  pas  de  composante  totale  transversale.  Dans 
tout  autre. cas,  les  sections  planes  se  changent  en  surfaces  légère- 
ment courbes,  sur  lesquelles  toutes  les  fibres,  hors  celles  des  faces 
latérales,  prennent  une  petite  inclinaison,  et  ces  fibres  en  glissant 
uo  peu  Tune  devant  Fautre  se  sollicitent  alors  mutuellement  dans 
le  sens  de  la  longueur  par  une  sorte  de  frottement. 

Heureusement  qu^on  peut  obtenir  les  formula  sans  ces  deux  hy- 
pothèses, au  moins  pour  les  prismes  dont  là  matière  a  une  contexture 
qrmétrique  par  rapport  aux  sections  perpendiculaires  à  leurs  arêtes  ; 
cela  tient  à  ce  qu*alors  le  glissement  relatif  des  fibres  n*influe  pas 
sur  les  tensions  longitudinales  de  chacune  d'elles,  et  à  ce  que  toutes 
l68  sections  planes  se  changent,  comme  on  verra,  en  une  même 

surface  courbe ,  de  sorte  que  les  portions  de 
fibre  nn'  qu'interceptent  ces  sections  figurées 
par  les  coupes  infléchies/o5r,/o'5r'  ont  les  mô- 
mes longueurs  et  par  conséquent  se  sont  di- 

latées  dans  les  mêmes  proportions  -que  si  les 

r 

sections  étaient  restées  planes  et  normales  aux 
fibres.  D'où  nous  pourrons  conclure  que  les 
formules  ci-dessus,  bien  qu'incomplètes  ou  ne 
donnant  pas  tout,  sont  toujours  exactes  dans  ce  qu'elles  donnent , 

l  ^n 

sons  la  condition,  toutefois,  comme  pour  la  formule  P:=E(i>|-  d  ex- 

I.  3 
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(Du  n 


•)- 


teaslon  simple  (S  C  de  la  nota  du  n*  3i},  que  lea  foreet  Mrilioltantw 
soieDt  appliquées  et  distribuées  d'une  eertijH  nuLBiire  wf  Im 
bases  extrêmes  du  prisme. 

S  3'  Démonsiratùm  des/ormvier  de  lajlexion  dam  h  cas  o4  elle 
a  lieu  iTum  manière  égale  ou  en  arc  de  cercle.  Modtjlcattona  tiaïu- 
verialea.  — Pour  le  faire  voir,  et  démoatrer  alaai  eiactement  ces 
rormules  en  même  temp*  queee  qui  devra  le»  compléter,  proavoas 
d'abord  qu'elles  sont  vraies  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  un 
prisme  AOB,  d'égale  contexture  daus  les  sens  transversaux,  a  été 
flécbl  comme  nous  avons  dit  d'une  manière  égale ,  toutes  les  fibres 
s'ëtant  courbées  en  arcs  de  cercle  dont  nous  supposerons  les  centres 
sur  une  mfime  droite  G,  Intersection  commune  des  sections  restées 


normales  It  ces  fibres  dont  chacune  a  éprouva  d'un  bout  i  l'uitri 
une  même  dilatation  ou  contraction,  nulle  pour  celle  AOB  qui  passe 
par  les  centres  de  gravité.  II  noue  suffira  degénéraliser  la  démon- 
stration à  posti-riori  donnée  de  la  formule  de  l'extansion  au  $  3  de 
la  note  du  n'  31,  eu  montrant  que  les  fibres  peuvent  encore  ici , 
sans  perdre  leur  contignïté,  éprouver  toutes  ensemble  des  contrac- 
tions latérales  positives  ou  négatives  qui  soient  à  leurs  diverses  dila- 
tatlonalODgitudinales  dans  le  rapport  constanti  (soit  1/4),  qui  est  tel 
qu'elles  ne  se  pressent  pas  l'une  l'autre  normalement  (S  5  de  la  note 
du  n*  31}.  Or  cela  est  facile.  En  effet ,  al  la  fibre  centrale  AOB  est 
restée  de  mâme  longueur,  celles  situées  au-deasus  et  au-dessous, 
dans  le  même  plan  cok,  et  dont  les  rayons  excèdent  celui  p  de  quan- 
tités positives  on  négatives  r,  se  sont  trouvées  dilatées  loaslttidlna- 
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(Do  H*  M). 


lement  4d  -;  or  contricto.DA-les  d'abord  traDaversalemeot  dans  le« 

p 

0 

V 

proportions  Y}  -,  suiraot  ces  rayons  p+v  ;  puis  obangeons  la  ligna 
P 

(tob  tiréo  ^ur  1^  W>U()n  par  son  centre  de  gravité  parallèlement  à 
h  droita  Q  ou  ççç^  en  un  arc  d9  cercle  a^ob^  de  même  longueur, 

ayant  60B  rayon  oA  égal  à  ^  (soit  Ap  si  11=3 1/4),  dans  le  prolonge' 

.nxeiit  du  .rayon  de  oourbure  00  s  p,  et  obangeons  enfin,  sur  la  sec^ 
tion,  toutes  les  lignes  matérielles  parallèles  à  aob  en  arcs  concentri*- 
ques  dont  les  lignes  perpendiculaires  sont  devenues  les  rayons.  I 
en  résultera  (quelle  que  soit  la  forme  du  contour  des  sections,  quo 
nous  avons  figuré  rectangulaire  pour  fixer  les  idées)  que  les  fibres 

aoroot  été  contractées,  dans  le  sens  parallèle  h  ccc^  do  -^jï- 

£     ^ 

eomme  elloi  le  sont  d^à  dans  le  sens  perpendiculaire.  Comme  leun 
dilatationa  toagitudinales  positives  ou  négatives  sent  représentées 

par  -,  pn  voit  ($  6  de  la  note  du  n*  3  et  S  3  de  la  note  du  n*  21) 

qu'elles  nese  presseront  ai  ne  s'attireront  Tune  l'autre  normalement 

et  que  leurs  tensions  longitudinales  seront  bien  6  -  par  unité  de 

P 

l#oni  sectipos  ôm^  com7n$  si  elles  étaient  isolées, 

pppc  le  prisine  fléchi  «  dont  los  pojpts  ont  éprouvé  les  déplace- 
meots longitudinaux  et  transversaux  ain$i  supposés,  qui  sont,  comme 
00  voit,  possibles  çt compatibles  s^ns  disjonction,  est  en  équilibre 
si ,  SOS  faces  latérales  ne  supportant  rien ,  Ton  applique  aux  di- 

V 

vers  Mmetktsdta  des  deux  bases  des  traotions  longitudinales  £  -  d«». 

P 

Béciproquementi  comme  un  système  de  points  matériels  dérangés 
très-peu  de  leurs  positions  ne  peut  prendre  qu*un  seul  état  d*équi- 
libre^  sous  Taction  de  forces  données  ;  ou  comme  le  problème  des 
petits  déplacements  des  points  d'un  corps  élastique  est  complète- 
ment déterminé  quand  on  donne  les  forces  extérieures  qui  les  pro- 
duisent, on  voit  que  :  Lorsqu'un  prisme  dont  les  faces  latérales  ne 
supportent  aucune  action  aura  ses  bases  extrêmes  «ii  sollicitées  nor- 
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malement  par  des  tractions  Ed^-  (tant  positives  que   négatives) 

P 

proportionnelles  aux'distances  v  des  éléments  cba  àdes  droites  tra- 
cées de  la  même  manière  sur  les  deux  bases  par  leurs  centres  de 
gravité,  il  éprouvera  précisément  les  déplacements  tant  longitudi- 
naux que  transversaux  que  nous  venons  de  supposer,  c*estr4-dire 
une  incurvation  en  arc  de  cercle  dans  un  plan  parallèle  aux  arêtes 

et  à  la  coordonnée  v,  avec  des  dilatations  longitudinales-  partout , 

des  contractions  latérales  r^  -,  et,  aussi  partout  dans  Tintérieur,  les 

P 

mêmes  tractions  longitudinales  -  véUù  que  si  les  fibres  étaient  isolées . 

S  A.  Cas  général  de  lajlexion  inégale  ou  nori,  circulaire.  Glis- 
sements qui  raccompagnent  nécessairement,  Iriflexion  des  sections 
primitivement  planes.  — Passons  au  cas  plus  général,  et  le  plus  or- 
dinaire, de  la  flexion  non  circulaire,  dans  laquelle  Tinégalité  de  la 
courbure  d'un  bout  à  Tautre  du  prisme  est  déterminée  par  des  forces 
transversales  dont  nous  désignerons,  comme  dans  le  texte,  par  P  la 

composante  totale  dans  un  sens  parallèle 
à  celui  de  flexion  ou  à  la  coordonnée  que 
nous  avons  appelée  v,  en  supposant 
comme  Navier  (uniquement  pour  fixer 
les  idées),  que  le  prisme  d'une  longueur 
AB=a  est  encastré  à  Textrémité  A  oppo- 
sée à  celle  où  agissent  les  forces  qui  pro- 
duisent ainsi  un  moment  M=P(a*a;)  au- 
tour de  la  ligne  v=0  tracée  sur  la  section 
quelconque  <i>  dont  Tabscisse  est  Afa = x. 
Observons  d'abord  (comme  nous  avons  avancé)  que  si  la  ma* 
tière  du  prisme  a  une  contexture  symétrique  par  rapport  aux  di- 
verses sections  co  perpendiculaires  à  ses  arêtes  avant  la  flexion,  le 
petit  glissement  relatif  qui  peut  avoir  lieu  entre  les  files  longitudi- 
nales de  molécules  n'influe  aucunement  sur  la  tension  aussi  longi- 
tudinale des  fibres  :  car  si  la  file  comprenant  les  molécules  g,  q'  a 
glissé  de  qq^  =  q*q\^  devant  la  file  comprenant  celles  p,p'  supposées 
symétriquement  placées,  comme  les  premières^  par  rapport  au  plan 
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jnn  d*ttiie  section  transversale  w,  il  en  résultera,  dans  la  compo- 
sante lon^tudlnaie  de  Faction  de  p  sur  q',  une  petite  augmentation 
ou  diminution  exactement  compensée  par  la  diminution  ou  l'aug- 
mentation de  la  composante  de  Taction,  sorp\  de  g  devenu  q^;  d'où 
il  suit  que  la  résultante  des  actions  des  molécules  de  la  gauche  sur 
lesmoléculesdela  droite  de  lafacem/t,  ou  la  tension  de  la  fibre  dont 
rélément  mn= do»  est  la  base,  ne  dépendra  toujours  que  des  di- 
latations  ou  contractions  longitudinales  et  transversales  de  cette 
fibre,  et  nullement  des  glissements. 

Or  supposons,  aux  points  du  prisme,  les  mêmes  déplacements 
que  8*11  avait  d'abord  été  fléchi  comme  tout  à  Theure  (S  3),  ou  que 
ses  sections  fussent  restées  planes  et  normales  aux  fibres  étendues 

longitudinalement  dans  des  proportions  -  et  contractées  latéra- 

9 

lement  dans  des  proportions  >]  - ,  mais  avec  une  courbure  unifor- 

P 

méniefU  vcariable  -=  ■    J7    *  P^^^»  ensuite,  que  les  fibres  inva- 

P  Ëi 

riables  ou jrépondant  &  v=:o étant  restées  à  la  même  place,  on 

eût  fait  glisser  très-peu  toutes  les  autres  fibres  les  unes  contre 

les  autres  sans  en  changer  la  longueur,  en  transformant  ainsi 

les  sections  planes  en  surfaces  doe^  dVe'  légèrement  courbes,  mais 

coupant  toujours  normalement  les  faces  latérales  du  prisme.  Ces 

surfaces  auront  toutes  sensiblement  la  même  forme  ainsi  que  la 

même  inclinaison  sur  une  même  fibre  quelconque^  car  les  diflTô- 

renées  qui  existent  dans  les  contractions  latérales  successives  i]- 

P 

de  cette  fibre,  en  raison  de  la  variabilité  de  -,  n'exerceront  sur  ces 

P 

inclinaisons  qu'une  influence  négligeable.  Or  les  inclinaisons,  sur 
les  sections,  des  fibres  ou  files  de  molécules  qui  leur  étaient  primi- 
tivement normales,  ou  ce  qui  revient  au  même,  les  glissements  des 
sections  les  unes  devant  les  autres,  engendrent  des  actions  tangen- 
tidles  (note  du  n*  3  ou  notes  ci-après  des  n**  152  à  155);  ces  actions 
auront  donc,  pour  toutes  les  sections,  les  mêmes  grandeurs  et  la 
mèmesomme  de  composantes  dans  le  sens  v.  Gomme  la  formecourbe 
des  sections,  qui  détermine  lagrandeur  des  glissements,  est  du  reste 
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arbitraire,  choisissons-la  telle  :  i*  que  cette  somme  des  compôsailtés 
d'actions  dans  le  sens  transversal  v  sôit  égale  &  la  force  P  qui,  ainsi, 
ne  produira  pas  de  translation  latérale,  dans  ce  sens,  de  la  portion 
quelconque  coB  du  prisme  ;  portion  dont  Téquilibre  de  rotation  est 
déjà  assuré  autour  de  la  ligne  v  =:  0  tracée  sur  co  par  la  supposition 

E  1 

-  /t7*d<i»3sP  (a— x),  faite  sur  le  mode  de  variation  de  la  courbure- 

P  P 

puisque  la  traction  ou  tension  d*une  fibre  quelconque  à  travers  la 

V  V 

section  ta  a  pour  valeur  EdUa  -,  vu  la  dilatation  -   et  les  contrac* 

P  P 

tiens  7)  -  qu^on  lui  suppose  (S  précédent)  ;  2"  que  la  différence  des  ac- 

P 
tiens  longitudinales  des  fibres  environnantes  sur  les  diverses  faces 

latérales  77im\  nu'  d'un  même  élément  de  fibre  mm*p!n^  compris 
entre  deux  sections  voisines,  en  raison  de  ce  que  les  inclinaisons 
des  arêtes  sur  les  bases  ne  sont  pas  les  mêmes  en  m  qu'en  n,  en  m' 
qu'en  n',  se  trouve  Justement  contre-balancée  par  la  différence,  due 

I  la  variation  de  -,  des  actions  aussi  longitudinales  et  opposées 

P 

R(i(i>-,  s'exerçant  sur  les  deux  bases  mn  =  m'n'sr  dm  du  môme  élé- 

P 

ment  ;  ce  qui  assure  l'équilibre  de  détail  ou  l'équilibre  des  divers 
éléments,  chacun  en  particulier  (\\ 

Des  déplacements  ainsi  supposés,  il  résultera,  comme  au  paragraphe 
précédent,  que  les  faces  latérales  du  prisme  ne  supporteront  aucune 
pression  ou  traction  normale.  Elles  ne  supporteront,  non  plus,  au- 
cune action  extérieure,  analogue  à  des  frottements  longitudinaux, 
puisque  les  sections,  en  se  courbant,  leur  sont  restées  normales. 
Enfin  ses  bases,  ou  plus  généralement  deux  sections  quelconques , 
situées  à  une  distance  arbitraire  L  Tune  de  l'autre,  supporteront, 
sur  leurs  éléments  dcu^  avec  des  actions  tangentiellesou  transversales 
ayant  P  pour  composante  totale  dans  le  sens  v,  des  tractions  longi- 

(>)  Ud  eiemple  simple  prouvera,  si  l'on  en  doute ,  aui  noies  des  n»*  452  i  455, 
sans  aroir  besoin  de  recourir  i  la  solution  analytique  de  notre  Mémoire  sur  la 
ntilon  (Journal  Liouville,  4856),  que  ce  problème  de  la  lèrmeâ  taiigMr  ataial  i 
la  iorteoe  courbe  dea  aeetions  pour  chaque  figure  4u  ooilOBr,  n'impose  pas  plus 
de  conditions  qu'il  n'est  possible  d'en  remplir. 
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(udinales  £(2(i>--,  EcIcd-,  -  et  ~  étant  les  valeurs  particulières 

U  Pi      Po         Pi  ^ 

correspondantes  de  la  courbure  -=:P-pp  relative  à  ces  sections, 

en  sorte  qu^on  a  leur  différence =^77. 

Po     Pi      El 

D^où  Ton  conclura  réciproquement,  comme  au  $  3  précédent,  qu'un 
prisme  dont  les  faces  latérales  ne  sont  soumises  à  aucune  action  et 
dont  lee  deux  bases  u>,  situées  à  une  distance  L,  supportent  à  la  fois  : 
i*  dans  le  sens  longitudinal,  des  tractions  qui  varient  comme  une 

coordonnée  transversale  v  ou  qui  sont  exprimables  par  Edm — ,  Edta  -  ; 

Po  Pi 

2*  dans  le  sens  transversal  OU  tangentiel,  des  actions  qui  ont  les  mômes 
grandeurs  et  directions  aux  points  homologues  de  ces  bases,  et  une 

El  /  1         i\ 

composante  totale  P=  —  f  — * j,  dans  le  sens  i\  avec  un  mode 

de  distribution  qui  dépend  de  la  forme  du  contour  des  sections  ;  ce 
prisme,  dis-je,  fléchira  en  prenant  dans  toutes  ses  parties  des  dila- 

tatlOM  longitudinales- (positives  ou  négatives  avec  v\  avec  deseon- 

t;   1 

tractions  transversales  n  -»  -  variant  uniformément  ou  linéaire- 

P    P 

i    i 
ment  d'un  bouta  Tautre  entre  ses  valeurs  extrêmes  —,  -etrepré- 

Po     Pi 

sentant  la  courbure  de  Taxe;  et  les  éléments  dui  de  chaque  section 
intérieure  supporteront  des  actions  normales  ou  longitudinales 

ïdto  - ,  aveô  les  mêmes  actions  tangentiel  les  que  ceux  hojnolôgues 
9 

iêê  bas€s.  Ce  qui  est  06  qu'on  voulait  démontrer. 

9  5.  Cas  â^une  contexture  inégale  transversalement*  Nous  ne 
n<)tis  arrêterons  pas  à  fkire  voir  que  la  conclusion  sera  la  même  si 
la  ooDtexture^  au  lieu  d^être  la  môme  dans  tous  les  sens  transver- 
saux» est  simplement  symétrique  dans  deux  sens  rectangulaires, 
suivant  lesquels  il  faudra  en  conséquence  contraeter  les  fibres  dans 

des  rapports  différents  v)  -,  V  -;  ou  si,  plus  généralement^  il  n>  a 

dt  symétrie  de  eontêxture  que  de  part  et  d*autre  des  sections  trans- 
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vénales,  en  sorte  que»  comme  on  a  dit  à  la  fin  dn  $  6  de  la  noie 
du  n'  2i,  les  sections  dco  des  fibres  doivent  éprouver  de  petites  dé- 
formations transversales  outre  les  contractions  pour  qu'elles  ne  se 
pressent  pas  Tune  Tautre,  ce  qui  est  encore  possible  sans  qa*elles 
cessent  de  se  toucher.  (Mémoire  cité  sur  la  flexion.) 

$  6.  Observation  sur  le  mode  d'application  et  de  distribution  des 
forces  quifont/lvchir.  Cette  démonstration  des  expressions  connues  : 

-  de  la  dilatation  (positive  ou  négative  avec  v)  d'une  fibre , 

P 

V  E 

E  -  de  sa  tension  par  unité  de  section ,  d'où  -  fvd*^ = M  ou  P  (a  — x) 

P  P 

pour  l'équation  de  moments  autour  de  la  ligne  t;  =  0,  (équation  à 

poser  seulement  lorsque  cette  ligne  est  axe  principal  et  à  remplacer 

par  deux  autres  dans  tout  autre  cas  comme  on  le  verra  à  la  note 

du  n*  83) , 

Ne  convient,  comme  l'on  voit,  que  pour  un  mode  particulier 
d'application  et  de  distribution,  aux  extrémités  du  prisme,  des  forces 
extérieures  qui  ont  un  moment  M,  avec  une  composante  transver- 
sale P=  —  -.-  (qui  est  zéro  dans  le  cas  du  $  3  ou  de  la  flexion  circu- 
laire). 

C'est  qu'elle  iie  démontre  que  ce  qui  est^  et  que  ces  expressions 
ne  sont  exactes  que  pour  le  mode  d'application  et  de  distribution 
supposé  au  paragraphe  précédent. 

Mais,  par  les  motifs  déduits  au  S  6  de  la  note  du  n*  21,  elles  peu- 
vent être  employées  avec  toute  l'approximation  désirable  dans  la 
pratique,  pour  tout  autre  mode  d'application  et  de  distribution, 
aux*  extrémités,  des  forces  dont  il  n'y  a  ainsi  à  considérer  que  la 
résultante  et  le  moment  résultapt.  Des  expériences  spéciales  prou- 
vent même,  à  défaut  du  calcul,  que  les  systèmes  de  forces  se  faisant 
équilibre  par  Tintermédiaire  d'une  petite  portion  d^un  priflme,  ne 
produisent  de  déplacements  sensibles  que  sur  une  très-faible 
étendue  en  deçà  et  au  delà,  comme  tout  le  monde  peut  voir  en 
pihçant  avec  des  tenailles  un  prisme  de  caoutchouc  P,  ou  en  di- 
latant transversalement  une  lanière  mince  L  de  même  matière. 


ART.  111,  rUXlON. 


ai 


(Du  B"  M). 


^ 


car  on  remarquera  que  Timpression  ou  rélargissement  ne  se  fera 
point  sentir  à  des  distances  excédant  la  profondeur  ou  Tarn- 

plitude.  Aussi  les  constructeurs  ne  tiennent 
aucun  compte  de  ces  systèmes  de  forces  en 
équilibre,  lorsqu'ils  règlent  les  dimensions  à 
donner  aux  pièces,  et  ils  se  bornent  à  prendre 
quelques  précautions,  telles  que  Tlnterposition 
k  ,  de  coins  ou  de  fourrures,  contre  les  impres- 
sions que  pourrait  produire  leur  application 
trop  directe  et  trop  concentrée.  D'où  il  résulte 
bien  que  des  forces  quelconques  agissant  vers 
les  extrémités  des  pièces  peuvent  être  rempla- 
cées très-approximativement,  quant  à  leur  effet 
sur  tout  le  reste,  par  des  systèmes  de  forces 
équivalentes^  ou  ayant  même  moment  et  même  résultante,  appli- 
quées et  distribuées  comme  on  a  dit  aux  S§  3  et  /i. 

On  ne  doit  pas  s'étonner,  au  reste»  ni  trouver  regrettable  que 
cette  démonstration  soit  plus  longue  que  la  démonstration  or*- 
dinaire  des  formules  dé  la  flexion  ;  car,  indépendamment  de  l'exac- 
titude, et  de  l'abstention  de  toute  hypothèse  fausse  ou  gratuite, 
elle  oblige  à  reconnaître  des  circonstances  ordinairement  omises, 
à  savoir,  les  contractions  et  dilatations  transversales  qu'il  est 
bon  quelquefois  de  prendre  en  considération  (voy.  S  i3  de  la 
note  du  n*  113),  et  aussi  l'inclinaison  nécessaire  des  fibres  sur  les 
sections  quand  les  forces  sollicitantes  ont  une  composante  trans- 
versale, ce  qui  produit  les  glissements  des  sections  les  unes  de- 
vant les  autres  ou  des  fibres  les  unes  contre  les  autres;  circon- 
stances dont  l'influence  n'est  pas  toi^ours  négligeable,  comme  nous 
verrons,  quand  il  s'agit  soit  de  calculer  les  flèches  de  courbure,  soit 
de  passer  des  équations  â^ élasticité  aux  équations  de  cohésion  four- 
nissant les  conditions  de  résistance  à  la  rupture  prochaine  ou 
éloignée  des  solides  soumis  à  des  forces  extérieures  données  (voyea 
notes  des  n«*  152  à  155  et  déjà  $  5  de  la  note  du  n«  113). 

S  7.  Cas  ok  Von  swpfose  que  V élasticité  varie  dans  retendue 
d^une  mèmesectioTU  Condition  sous  laquelle  on  peut  alors 'poser  des 
expressions  analogues.  Pièces  de  métal.  Pièces  de  bois  non  homo" 
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gènes,^  La  démonstrution  des  SS  9  et  â  s'àppllqiid  su  caK,  considéré 
par  M.  Bresse  (S  7  delà  note  du  n*  21),  de  variation  de  réiasticité 
d'une  fibre  à  Tautre,  mais  sous  la  condition  que  nous  avons  déjà 
énoncée  à  propos  de  ^extension  ou  traction  longitudinale  simple,  à 
savoir  que,  pour  toutes  les  fibres  du  solide  On  ait  les  mêmes  rap- 
porta Y),  r/  entre  les  contractions  transversales  et  les  dilatations 
longitudinales  correspondantes  ;  car  sans  cela  les  fibres  agiraient 

normalement  Tune  sur  Tautre  et  Ton  n'aurait  pas  E  -d^  pour  la 

tension  de  celle  dont  la  dilatation  est-,  E  étant  le  coefficient  d*é- 

lasticité  de  cette  fibre  supposée  isolée  ou  extraite  de  la  masse. 

Si  cette  condition  de  t]  et  r/  constants  est  remplie,  Téquation  d'é- 
quilibre de  translation  propre  à  la  détermination  de  la  ligne  des 
fibres^invarlables  est  /£t?d(o  =  0  au  lieu  de  /t-(ia>  =  o,  et  Téquation 

d'équilibre  de  rotation  autour  de  cette  ligne  est  >-  /EvMoi  =a  M  au 

lieu  de  ~  /t?*dco=  M*  Cette  ligne  passe  toujours  «  comme  Tobserve 

M.  Bresse^  par  le  cenire  de  gravité  de  la  section  u,  et  /Et'do»  est  en- 
core le  moment  d^inertiede  celle-ci,  mais  moyennant  qu*07i  attribue 
aits  divers  éléments  dw  des  densités  B  7)ariant  de  VUn  à  Vautre, 

m 

M.  Bresse  donne  un  exemple  {Eecherches  sur  lajlexion.  des  pièces 
courbes^  chap.  i",  n*  26,  p.  89)  de  calcul  de  /Et?*d«o,  où  il  suppose, 
pour  une  section  rectangle,  que  B  varie  /«n^arremertf  entre  une  va- 
leur centrale  E^  et  une  valeur  E^  sur  les  bords,  en  conservant  la 
même  valeur  E«  sur  une  partie  de  la  grande  médiane  égale  à  la  dif- 
férence des  côtés.  Mais  il  en  résulterait^ que  ce  moment  d'inertie 
/Et?*doi  serait  égal  au  moment  d'inertie  ordinaire  /v'dco  multiplié 
par  une  certaine  valeur  moyenne  deE,  entre  E^  etEj»  qui  ne  dépen- 
drait que  du  rapport  des  deux  côtés,  et  non  pas  de  leur  grandeur 
absolue  comme  cela  doit  être  d'après  les  expériences  ($  7  de  la  note 
du  n*  21),  qui  montrent  que  les  pièces  métalliques  à  petite  section 
ont  une  résistance  relative  "très-sensiblement  différente  de  celle  des 
grosses  pièces.  Nous  avons  donc  modifié  son  calcul  en  supposant  que 
lazone  dont  la  résistance  élastique  E  diffère  de  celle  du  centre  (et  peut 
être  supposée  varier  paraboliquement  dans  cette  sone),  a  une  épais- 


ART.  III.   riBXION.  ki 

(  Da  n«  S9). 

seur  absolue  constante  et  non  pas  proportionnelle  à  Tune  des  deux 
dimensions.  On  simplifie  quand  on  suppose  cette  épaisseur  petite, 
car  alors  on  peut  prendre  sensiblement,  I  étant  le  moment  d'inertie 
ordinaire  de  la  surface  de  la  section,  j' celui  de  son  contour,  ou  plu- 
tôt de  la  ligne  moyenne  de  la  zone  dont  l'élasticité  est  différente  du 
reste  (ligne  qu'on  peut  placer  à  1  ou  à  2  millimètres  à  l'^intérieur), 

/Eî?«d<u=EçI  +  ^;     d'où     M  =  ?5L±J/, 

p 

où  E,  et  e  sont  des  coefficients  à  déterminer  par  plusieurs  expé- 
riences de  flexion  de  pièces  de  môme  matière,  mais  de  formes  ou 
de  dimensions  transversales  sensiblement  différentes  0). 

Cette  expression  peut  convenir  pour  les  pièces  en  métal. 

ftJais,  pour  les  pièces  de  bois,  l'augmentation  ou  la  diminution  de 
force  élastique  ne  se  fait  pas  sentir  seulement  auprès  du  contour, 
elle  commence  au  centre  de  l'arbre  d*après  les  belles  expériences 
de  MM.  Wertheim  et  Chevandîer  (Mémoire  sur  les  propriétés  mé- 
caniques des  bois^  Ann.  de  ch,  et  dephys,^  £868,  tableaux  VIII  et 
Xli).  Si,  alors,  on  suppose  empiriquement  (comme  nous  avions  fait 
dans  une  lettre  écrite  en  18A5  À  l'un  de  de  ces  deux  savants  expé- 
rimentateurs) une  loi  de  variation  parabolique  ou  comme  les  car- 
rés des  rayons  des  couches  ligneuses,  on  obtient  des  expressions 
simples  ;  car  si  E,  et  E|  sont  les  valeurs  de  E  au  centre  de  l'arbre  et 
h  sa  circonférence  dont  on  appelle  r^  le  rayon  »  l'on  a,  u^  et  v^  étant 
les  coordonnées  u,  v  de  ce  centre  des  couches  par  rapport  à  des  axes 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  pièce  qui  en  est  extraite, 

(1)  Pour  cela  on  tirera  de  celte  équation ,  f  étant  la  flèche  de  courbure  d'une 
pièce  horizontale  de  longueur  Sa,  chargée  au  milieu  d'un  poids  2P  (n**  87 ci- 
aprèa), 

ConstraiMnt  la  suite  des  points  ayint  pour  abscisses  les  taleors  de  -  ei  pour 

I 

Pa' 
ordonnées  celles  de  —,  la  ligne  droite  qui  s'en  rapprochera  le  plus  donnera 

£•  et  e.  On  peut  déterminer  cette  droite  soit  par  tâtonnement  Tisuel ,  soit  par 
les  méthodes  dont  nous  parlerons  au  $  45  de  la  note  du  n*  413  pour  la  rup- 
ture pir  ttexlon. 


f\k  S£CT.  I.  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

(Du  n*  M). 

d'Où 

/Edcu.c»  =  [e,  - (E,-Ei)  ÎÎsJIEîlJ  /r«(ico- 


n 


Quand  la  section  est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  b  dans  le 
sens  u,  et  c  dans  le  sens  v,  les  deux  derniers  termes  entre  paren* 

tbèses  sont  nuls,  et  les  deux  autres  se  réduisent  à  -rn  +  ^^r  »    ce 

iUti     80 

qui  donne,  vu  que  7ô'=^It  et  en  faisant  la  distance  y/tt^  4-  r  *  =  r. 

formule  qui  pourra  rendre  compte  des  différences  offertes  par  les 
élasticités  moyennes  de  pièces  extraites  d'un  même  arbre  dans  di- 
verses positionspar  rapport  à  Taxe  des  couches  ligneuses.  On  pourra 
déterminer  Eo ,  et  E^ — E]  ou  E^  —  E^  »  par  plusieurs  expériences  de 
flexion,  comme  nous  venons  de  dire  dans  une  sous-note  pour  E^  et  e. 

S  8.  Les  momeTvts  peuvent  être  pris  aidour  de  lignes  ne  passant 
pas  par  le  centre  de  gravité.  Ccu  <m  les  farces  ont  une  comp(H 
santé  longitudiiiale  totale.  —  Observons  encore  (en  revenant  au 
cas  d'homogénéité)  que  l'équation  des  moments  est  la  même  en 
prenant  ceux-ci  autour  d^une  ligne  quelconque  tracée  sur  la  sec- 
tion (D  parallèlement  à  celle  des  fibres  invariables  ;  car  soit  d  la 

distance  de  ces  deux  lignes,  on  aM  =  /£-(v=hd}ckt>,  qui,  eu 

P 

égard  à  la  propriété  ivàtù  =s  0  du  centre  de  gravité ,  se  réduit 
bien  à 

P 

Et  l'on  a  encore  la  même  équation  lorsque  les  forces  extérieures 
ont  une  somme  Q  de  composantes  longitudinales  ;  car,  soit  toujours 
appelé  M  le  moment  du  couple  qui  résulte  du  transport  de  ces  forces 
eitérieures  au  centre  de  gravité  de  la  section  «o,  il  faudra  i^fouter 


ART.  lU.    FLEXION.  Uïi 

81.  Si  ia  figure  de  la  section  est  un  rectangle  (  Fig.  12),  dont 
6  et  c  soient  la  largeur  et  la  hauteur^  la  valeur  du  moment  de 
résistance  à  la  fleiion  est 


=  9E^du^dv.v*  =  E^^. 


Ainsi  la  résistance  à  la  flexion  est  proportionnelle  à  la  lar- 
geur et  au  cube  de  la  hauteur  da  solide  (*]. 


(note  du  n*  31)  une  dilatation  générale  ^  des  fibres  à  leurs  dilïi- 
tationslndiTldWles  -,  ce  qui  donnera  pour  Téquilibre  de  rotation 
réquation  >'±Q^=/b(~  +  ^)  (v=t:d)<lb>  se  réduisant  toujours  à 

(*)  S  i.  Démonstraiion  élémentaire.  Méthode  de  M.  Pôncelet 
qui  ramène  les  moments  d^inertie  à  des  moments  statiques.—-  La 
théorie  de  la  résistance  des  solides  a  une  telle  Importance  pratique 
qa^elle  est  ai^ourd^hul  enseignée  dans  les  cours  destinés  à  des  ou- 
vriers intelligents  ayant  seulement  des  notions  de  géométrie  et  de 
statique. 
Aussi  M.  Ponoelet  a  rendu  élémentaire  la  détermination  du  mo- 
ment d'inertie  d'une  portion  quelconque 
ABDG  d'une  section  d'un  solide ,  en  re- 
marquant que  si ,  par  l'axe  AB  du  mo- 
ment ,  supposé  se  projeter  en  a  sur  un 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  on  fait 
passer  un  plan  ae  incliné  à  àb  degrés 
smr  odui  ac  de  la  figure  ABDG,  le  moment  d'inertie  de  celle-ci  au- 
tour de  AB  ne  sera  autre  ^hose  que  le  moment  ordinaire  ou  statique 
de  Vonglet  ou  prisme  tronqué  ace  que  ces  deux  plans  séparent  du 
inisme  droit  élevé  sur  ABDC»  ce  moment  statique  étant  pris  par 
rapport  au  plan  a/ perpendiculaire  à  la  même  figure  et  passant  piu* 
1^6  AB  ou  a.  En  effet ,  le  moment  statique  de  chaque  fibre  mn  = 
a  X  V  ayant  pour  base  l'élément  a  de  la  section  et  pour  hauteur 
nmsomssv,  sera  axtyxam  =  av*«  et  leur  somme  est  bien, 


U^  SEGT.  I.   RtSIfiTAlfCB  DBS  SOLIDES. 

(  Do  n*  M  ). 

si  les  accents  désignent  les  autres  éléments  et  leurs  ordonntes» 
av'  +  a'o''  +•••  ou  le  moment  d'inertie  I  que  désigne  aussi,  dans  le 
langage  de  Tanalyse,  Tlntégrule  fv^cka^  On  n'a  donc,  pour  obtenir  le 
moment  â^ inertie  I ,  gw'à  multiplier  le  volume  de  V onglet  acepo^  Ui 
distance  Gp  de  son  centre  de  granité  au  plan  af  m^tw  par  Pa^  per- 
pendiculairement à  la  figure. 

Cest  aussi  le  double  moment  statique  du  même  onglet  par  rapport 
au  plan  ac  de  la  figure  ABGD  elle-même;  car  celui  de  la  ^bre  m:ti 

est  son  volume  av  multiplié  par  la  distance  ^  de  son  centre  de  gra» 

vite  au  plan  en  question. 

Or,  quand  la  figure  est  un  parallélogramme  ayant  une  base  6  et 

une  hauteur  A,  Tonglet  ace  est  un  prisme  triangulaire  aysot  p^r. 

A'  2 

volume  -ft-  6,  et  la  distance  Gp  est  =  ^  A.  On  a  donc  bien,  pour 

le  moment  I  d'un  parallélogramme  bxh  autour  de  son  côté  b  : 

A»    2  .       6A»         A» 

d*où ,  pour  l9  rectangle  6  x  c  ««tour  de  sa  médiSQQ,  I  "^  g  ( {)  -H 
Y^  comme  au  texte. 

Corollaire,  Toute  figure  Ann'M  termloée  4  Ï9M  ABu  du  QP- 

ment,  et  par  conséquent  divisible  par  des 
parallèles  très-rapprochées  en  petits  tra- 
pèzes  qnn'q'  qu'on  peut  prendre  pour  des 


3W  "" 


A  u  99*  B   t«     parallélogrammes  duxh'  dont  A'  est  la 

'^'^  hauteur  perpendiculaire  répondant  à  Tab- 

SA'* 
du-^, 

%  2«  j4utrfi  n^thode,  ^  On  peut  encore,  d'aue  manière  teès^ 
élémentaire,  sans  iavoquer  les  théorèmes  de  la  statique,  et  en  sp^ 
pelant,  comme  fait  le  môme  savant  4«ns  d'autres  parties  de  les 
cours,  V  l'élément  ou  accroissement  infiniment  petit  de  l'ordoaoéet 
qu'il  désigne  alors  (au  lieu  de  v)  par  une  grande  lettre  V»  dira 
que  le  momeut  d*iaertie  autour  du  côté  AB  ac  6  (  i'^  figure  du 
$  précédent)  du  parallélogramme  ABGD  supposé  partagé  eu  zooes 


ART.  III.    FLEXION. 


kl 


(Du  a*  M). 


étroites  b  x  y^arallèles  à  ce  c6tô^  sera  b  multiplié  par  la  somm^, 

des  produits  V*v  depuis  V  =  o  jusqu'à  V  =  A  ; 
puis  remarquer  qu'une  pareille  somme  n'est 
autre  chose  que  celle  des  tranches  ou  le  vo- 
lume total  d'une  pyramide  Sabcd  ayant  h  pour 
hauteur  Sa  et  pour  base  un  carré  dont  le  côté 

i 

ad==ab  est  aussi  h.  Ce  volume  est  ^  h*.h^  ce 

qui  donne  bien  b  ^  pour  le  moment  d'inertie. 

o 

-  Lorsqu'on  a  à  déterminer  une  sommf  de  produits  Vy  au  lieu  d«  Y ' v, 
on  peut  prendre  la  somme  des  moments  «U^que^  V'y.Y  des  trancbefi 
de  la  même  pyramide  par  rapport  &  un  pl%n  mené  a»  sommet  parai* 

lèlement  à  la  base,  somme  qui  est  égale  au  volume  r  Vh.  de  la  pyra- 

mide  multiplié  par  la  distance  r  A  du  centre  da  gravité  à  ce  plan , 

A* 
ce  qui  donne  y. 

S  t.  Bechêrchê  élémentaire  de  ta  tomme  des  produite  des  puis*' 
eanceê  d^une  quantité  variable  par  les  aeeroiseemente  tuceesêifs 
qu^elle  prend  entre  deux  valeurs  extrêmes,  —  Le  secoum  des  théo* 
rèmes  de  géométrie  ou  de  statique  fait  défaut  lorsqu*on  a  ^  déter- 
miner (comme  nous  serons  dans  le  cas  de  faire  pour  des  questious 
de  torsion)  une  somme  de  produits  V"-'v  où  l'exposant  n—1  ex- 
cède S.  Mais  on  peut  démontrer,  d^une  manière  toujours  assez  élé- 
mentaire pour  être  donnée  dans  des  cours  d'arts  et  métiers,  que 

y  n         y  n 

cette  somme  est  -^ ^,  V,  et  Vi  étant  les  valeurs  initiale  et 

finale  de  la  quantité  Y  :  car,  si  l'on  multiplie  successivement 
(V  +  v)'~V»  =  2Yv  A  -f  I  ^)  ,  qui  se  réduit  à  =2Yv  en  négli- 
geant ^  -  devant  1,  par  V  +  v,  on  a,  en  faisant  de  semblables  sup- 
preaeions,  (Y  +  v)»  —  Y» s=  3Y'y,  «t  ainsi  déduite,  en  sorte  que, 


généFal«iiMDt,  raceroisaMnept  de  --«  quand  Y  s'aeoroît  de  v,  est 

n 


48  S£CT.  U  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

82.  Si  cette  figure  (Fig.3)  est  formée  de  deux  triangles  égaux  « 
dont  les  côtés  soient  p  et  g,  la  valeur  du  moment  dont  il  s*agit 
est 

gu 


e 


Jo        Jo  6 


Yifiv;  et  la  aomme  de  semblables  accroiss^nents  successifs, 
lorsque  V  crott  de  Y.  à  Y^ ,  ne  peut-être  que  Texcès  de  la  valeur 

y  n  y  n  yn 

finale  -^  sur  la  valeur  initiale  -^  de  cette  quantité  — . 
n  n  ^  n 

S  &•  Théorème  général  donnant  le  moment  ^inertie  I|  dune 
figure  quelconque  «>  autour  â^une  droite  quand  on  conivaît  le  mo- 
ment I  autour  de  sa  parallèle  menée  par  le  centre  de  gramté ,  ou 
réciproquement.  —  Soit  d  la  distance  à  laquelle  la  première  droite 
passe  du  centre  de  gravité  dans  le  plan  de  la  figure  dont  Taire  est  m, 
on  a ,  comme  on  sait,  la  relation 

1^  =  1  + codS 

qui  n^est  autre  chose  que  Tégalité  SivdLd)*dbi  ==  /v*d(o  ±:  âd.  /t-dcu-f 
ui.  d*,  eu  égard  à  ce  qu'on  a  /odo>  ==0  si  les  ordonnées  v  sont  les 
distances  positives  et  négatives  des  éléments  dti  à  la  droite  passant 
par  le  centre. 

(*)  S  i.  Moment  d^inertie  d^un  triangle  quelconque  ABC  dune  hau- 
teur h  autour  de  sa  base  b.  — Ce  sera,  en 

•-       4         é  u  h** 

"7      faisant  A'=^  t  dans  Texpression  fdu  -g- 

\    yy  du  corollaire  du  Si  de  la  note  précédente, 

X/  r      *'  C*  »^  »     àh*       *• 

6 

ou  le  produit  de  Taire  «»  par  le  sixième  du 

carré  de  la  hauteur  A;  expression  qui  pouvait  être  trouvée  sans  parler 

d'intégration,  d'après  ce  qu'on  a  dit  aux  $$  2  et  3  de  la  môme  note. 

On  l'obtient  encore,  à  la  manière  de  M.  Poncelet,  en  remarquant 

que  l'on^^^  du  S  i  de  cette  note  du  n*  Si  est  alors  une  pyramide 

eABG  d'une  hauteur  eB = A,  ou  d'un  volume  «o  ^ ,  dont  le  centre  de 


ART.  III.   rLBXlON.  k^ 

(Oa  n«  M). 

gravité,  situé,  comme  on  sait,  au  milieu  de  la  droite  qui  Joint  les 
milieux  de  l*arète  Be  et  de  son  opposée  AG,  est  à  une  hauteur  ^ 

au-dessus  du  plan  mené  par  AG  perpendiculairement  au  plan  du 

h 
triangle  ABG ,  ou  à  une  distance  r  de  ce  dernier  plan,  ce  qui ,  en 

prenant  les  moments  statiques  des  deux  manières  que  nous  avons 
dites ,  donne  également  uôXâ  ou  2.t»~X7=(o-x-  pour  ie 

O  J  ou  D  - 

moment  dMnertie  cherché. 

S  2.  Moment  ^inertie  â^un  trapèze  ABDG  autour  d^un  de  ses 

côtés  non  parallèles ,  les  distances  des 
jhs.  deux  sommets  opposées  B,  D  à  cé?  côté  AG 

/j  \^  ^  étani  A',  hT  : 


Istt 


6 


/.    !        J.-l — ^        En  clTet ,  en  prolongeant  le  c6té  BO 

jusqu*à  sa  rencontre  en  0  avec  celui 
AC  aussi  prolongé ,  et  désignant  par  »',  ^'  les  aires  des  triangles 

OAB,  OGD,  on  a  w  =  w'  — «"etl=ti>  — — Cl/'-— ;  or  la  simili- 
tude de  ces  deux  triangles  donne 

Cl)  A'*  —  A''* 
d*oû ,  en  substituant  •  I  =  j  j^^  _  /^//i  <^^  l'expression  qu'on  a 

écrite  ci-dessus» 

S  3.  Idem  du  même  trapèze  autour  d'un  de  ses  côtés  parallèles 
AB=  6,  l'autre  CD  étant  =  6} ,  et  leur  distance  =  A.  ^Idem  autour 
dune  parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité, — Gomme  on  peut 
le  décomposer  en  un  parallélogramme  6|  x  A  et  en  un  triangle 

A  A*  AA* 

(6— 60x^,onaura(Si),autourdeAB,  l=My  +  (*— ^)5-ê; 

6  +  6-  , 
ou,  comme  w  =  ■        '  A; . 

6-M^^_     *!     ^H-36, 
'""~ft       8  ~**8  '26  +  36; 

I.  4 


50  skfaT.  i.  ftlftin-ANOB  bfes  solides» 

(Du  B*  M)« 


6i  l'on  appelle  k  la  distance,  à  la  même  base  b,  du  centre  de  gra- 
fité  du  trapèze,  on  a,  en  posant  une  équation  de  momenta  statiqnea 
par  rapport  à  cette  base  AB , 

d'où  V 

A»  6  +  26^  _      ftH-26t 

Le  moment  dM&ertie  autour  d'une  parallèle  aux  bases,  menée  par 
le  centre  de  gravité ,  sera  ainsi,  en  vertu  du  théorème  général  de 
la  fin  de  la  note  du  n""  81  : 


18 


f-   .     266^     ']_h*   6»  +  666,  +  6^« 
L    ■*■  (6  +  6J«J  -36 6T6;        • 


3  26+26| 

S  A.  Moment  d^inertie  é^un  triangle  AA'A''  autour  d'une  droite  AG 
roc^  dan^  ^on  pZan  par  un  de  ses  angles,  i'  et  li'  étant  les  dis- 
tances  des  deux  autres  angles  A',  A^  à  cette  droite  AGL 
On  aura 

O 

car  si  G  est  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  le  côté  A'^A' 

prolongé,  et  si  AG  =  6,    on  a  pour 

2w  «"»  —  z^ 
=  j2  ^/_^/'»  expression  identique 

avec  Tautre. 

S  &  Moment  d'inertie  du  même  triangle  kk'A,"  atUour  d^une 
iigne  menée  dans  son  plan  par  son  centre  de  gravitéQ,  —  En  vertu 
du  théorème  général  de  la  fin  de  la  note  du  n""  81,  on  aura  le  mo- 
ment autour  d'une  parallèle  à  AC ,  menée  par  le  centre,  en  retran- 

/z'  4-  «'A  ■ 
chant  a>  ( — = — 1  ,  ce  qui  donne 


À&t.  iil.  HEitoti.  M 

D'où  Ton  déduit,  en  faisant  z*^=iy'--y^  2"  =  y"  — y,  pour  le 
moment  (Tineriie  cTun  triangle  autour  d'une  ligne  menée  par  son 
centre  de  gravité  parallèlement  à  une  autre  ligne  quelconque  qui 
passe  dans  son  plan  à  des  distances  y,  y',  y''  des  trois  sommets  : 

^  (y'+y''+y"*-y'y"-y"y-yy')-  ' 

5  6.  Idem  autour  de  cette  ligne  tirée  d^une  manière  quelconque 

dans  son  plan.  —  On  l'aura  en  ^*outant  «  (^ — ^ — ^  j  ,  ce  qui 
donne 

«xpreasion  qui  «e  réduit  & 

j-Cy'+y'^  +  y"*),   Bi   y  +  y'+y"  =  o 

ou  si  la  ligpe  dont  les  distances  aux  sommets  sont  y,  y'i  f/'  p vse  par 
le  centre  de  gravité  ;  et  à 

^h*   si    y  =  0,   y'^f/^=zh 

ou  si  Ton  prend  le  montent  autour  d*une  parallèle  à  la  teie ,  naaée 
par  le  sommet  opposé. 

S  7.  Applications.  —  Ces  formules  donnent  des  éléments  de 
calcul  commodes  pour  les  moments  d'inertie  de  figures  polygonales 
en  les  divisant  en  triangles  et  en  parallélogrammes  ou  en  trapèzes. 

Ce  serait  naturellement  le  lieu  d'en  donner  l'application  aux  di- 
rerses  formes  de  sections  h  côtes  ou  à  nervures ,  etc.  Nouspréfé- 
rons  en  renvoyer  le  tableau^  raisonné  et  comparé,  à  la  note  du 
n«  i^O,  art.  lY,  où  il  sera  question  de  la  résistance  à  la  rupture 
parJlexioTu 
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83.  Si  la  figure  de  la  section  transversale  est  un  rectangle 
dont  les  côtés  soient  b,  c,  et  si  l'axe  horizontal  contenant  les 
fibres  invariables  forme  Tanglecp  avec  le  côté  b,  on  aura  pour  le 
moment  de  la  résistanée  à  la  flexion 

6'csin'Y+6c'cos*<p 
.  =  E ^ . 

Ainsi ,  une  pièce  à  base  carrée  résiste  également  dans  tous  les 
sens  à  la  flexion.  De  plus,  la  basé  étant  rectangulaire,  et  b  étant 
le  plus  grand  côté,  la  moindre  valeur  du  moment  a  lieu  lorsque 
la  pièce  fléchit  dans  le  sens  du  côté  c  {*). 

(*)  S 1.  Erreur  où  conduirait  la  formule  du  n*  83.  Condition  pour 
que  le  plan  de  flexion  soit  le  même  que  le  plan  de  sollicitation  à 
fléchir.  —  Cette  formule  e=...  du  texte  non-seulement  est  sans 
usage,  mais  même,  bien  qu^exprlmant  exactement  le  produit 
de  E  par  le  moment  d'inertie  du  rectangle  autour  d'une  droite 
oblique  à  ses  côtés,  elle  doit  être  regardée  comme  fausse  si  Ton 
entend  qu'elle  donne  une  valeur  à  mettre  à  la  place  de  e  dans  les 
formules  des  n**  86  à  90  pour  avoir  la  courbe  du  solide  et  sa  flèche 
de  flexion/. 

L'erreur  à  laquelle  elle  prête  et  où  sont  tombés  plusieurs  auteurs 
consiste  à  penser  que  le  plan  de  flexion^  auquel  la  ligne  des  fibres 
invariables  est  perpendiculaire,  coïncide  toujours  avec  le  plan  ok 
la  pièce  est  sollicilée  à  fléchir  ^  c'est-à-dire  le  plan  du  plus  grand 
moment  M  ($  1  de  la  note  du  n"*  80)  des  forces  extérieures  autour  de 
droites  tracées  sur  les  sections,  ou  le  plan  qui  passe  par  l'axe  de  la 
pièce  et  par  celle  des  normales  autour  de  laquelle  le  moment  est  nul. 

C'est  donc  ici  le  lieu  de  montrer  ce  que  nous  avons  dû  énoncer 
d'avance  à  une  note  du  n*  77  et  au  commencement  du  S  6  de  la  note 
du  n*  80 ,  à  savoir  que ,  pour  que  ces  deux  plans  deflexion  effective 
et  de  sollicitation  à  fléchir  aient  la  même  direction ,  une  condi- 
tion est  nécessaire,  celle  que  le  plan  de  sollicitation  soit  parallèle 
à  Vun  des  axes  principaux  d^inertie  des  sections  du  prisme.  En  effet, 
pour  qu'il  y  ait  équilibre  de  rotation  entre  les  forces  intérieures 

longitudinales  Edtù  ~  (note  du  n*  80)  s'exerçant  à  travers  la  sec* 

p 

lion  ^,  et  les  forces  extérieures  sollicitant  la  partie  du  prisme  entre 
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cette  section  et  une  extrémité,  il  ne  suffit  pas  qu'on  ait  l'équation 
11  =  -  fv^dia^  exprimant  que  leurs  moments  autour  de  la  li^e 

r 

des  fibres  invariables  sont  égaux,  il  faut  encore,  au  moins,  comme 
Ta  remarqué  le  premier  M.  Persy  {Cours  à  VÉcole  ^artillerie  et  du 
génie^  lithographie  à  Metz  eu  183/i,  n**  Al  et  42,  p.  24),  une  équation 
entre  les  moments  autour  d'une  perpendiculaire  à  cette  ligne, 
tracée  aussi  sur  la  section  <«> ,  c'est-à-dire  autour  du  rayon  p  pro- 
longé. Or  si  le  moment  des  forces  extérieures  est  supposé  nul  au- 
tour de  cette  perpendiculaire  ou  de  ce  rayon,  on  doit  avoir,  u  étant 


les  distances  des  élémeots  dt^  à  cet  axe  des 


s: 


tJ,  \  -  VâAù.  u  = 

Jp 


0,  d'où 


woâAù  =r  0 ,  ce  qui  caractérise  les  axes  principaux  d'inertie. 


S  2.  Détermination  de  la  grandeur  et  de  la  direction  de  la 
flexion  lorsque  cette  condition  de  parallélisme  du  plan  de  sollicita- 
tion à  Vun  des  axes  principaux  d^inertie  des  sections  n*est  pas  rem- 
plie,  —Alors  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  à  poser  une  équation  de 
moments  autour  de  la  ligne  des  fibres  inaoariahles  ^  qui  n'est  pas 
connue  d  priori.  C'est  (commeon  l'a  montré  pour  la  première  fois  à  un 
mémoire  inséré  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  les  30  octobre  et 
6  novembre  1843,  t  XVII,  p.  946  et  1024)  autour  des  deux  axes  prin- 
cipaux d'inertie  de  la  section  co  qu'il  convient  d'exprimer  l'équilibre 
de  rotation  pour  arriver  à  détefkniner  la  grandeur  du  rayon  de  cour- 
bure p,  ainsi  que  sa  direction  ou  celles  de  la  ligne  des  fibres  invaria- 
bles et  dn  plan  de  flexion,  et  par  suite,  les  conditions  de  résistance. 

Prenons  pqur  coordonnées  u,  v  d'un 
point  ou  élément  m  quelconque  de  la  sec- 
tion ses  distancesOp  =:u,  mp  =v  à  ces 
axes  VOv,  UOu  passant  par  le  centre  de 
gravité  0  ;  et  soient 

r=:/v<c{h»,  r'=/u*(2(d8esmomentsd*inertIe 
principaux^  ou  autour  de  ces  deux  axes  ; 
on  supposera  généralement  r>r; 
9  l'angle  aigu  POY  qui  fait  le  plan  de  sol- 
licitation P|OP,  avec  l'axe  Ov  prolongé  ; 
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^  celui  vOu  que  fait  aussi,  avec  l'axe  Ov,  le  plan  encore  Inconnu 
de  flexion  t'Ob,  ou  l^ngle  égal  uOie  de  la  ligne  des  fibres  inra- 
riables  Ou  avec  Taxe  principal  Ou  ; 

i\  cemme  ci-dessus,  les  distances  mp  des  points  ou  éléments  m  à 
cette  ligne  Ou  des  fibres  invariables  ; 

Nous  avons  m/)=mp  cos  t|>  +  Op  sin  i,  d'où  pour  la  tension  de  la 
fibr^  ayant  sa  base  en  m, 

-vdtù  =  -  (v  cos  '}  +  u  sin  •)*)  dw, 
9  P 

Multipliant  successivement  par  les  bras  de  levier  v  et  u,  pour  sub- 
stituer dans  les  équations  Mcos<p=  lËvdco.v,  M  sin^  =>\-vd(o.u  de 

JP  JP 

l*équilibre  de  rotation  autour  des  axes  principaux  Ou,  0/,  on  a,  en 

effectuant  et  ayant  égard  à  /uv(2u>=  o  : 

RI'  RI" 

Mcofeç=-eos^^,    Msin9  =  — rfn+. 
P  P 

Si  i^on  divise  œs  dëtit  équatioUâ  Tune  par  loutre  ob  obtient  une 
âobVèlié  ét}uât!oh,  et  Ton  en  a  encore  une  en  ajoutant  les  tttf^ 
àprèd  lès  avoir  diVisÔeâ  l^specttvement  pnr  t  et  i^  On  tiDûVë  âlniH 
les  etpresstoiis 

«wg^fcSjptaiigf,    -  — iY-'-ï7r  +  "pr» 

ûtsêt  la  t>i^lâi^Mi  ttOttne  1^  diréliliotl  du  plan  de  flexion  affective 
dU  cèilede  H  lit&e  dééHbl^ëi  invaHable^  t)erpendiculairë  à  ce  plan  ; 
la  lifedbittlé  dOBlie  la  DéélHMire  pH«e  pAf  Taxe  du  prisme. 

J  à.  Construction  au  moyen  de  Pellipse  d'inertie»  — Si  Ton  trace 
dans  le  plan  de  la  section  Tellipse  connue  dont  les  demi-axes, 

^draSSiifOtt,  Of -,  iWnt  ]^ft>poft!linttëM  aux  inverses  -^=7,  -^^  des  ra- 
cines carrées  des  moments  d'inérUe  autour  de  ces  lignes,  et  dont 

réquation  est  par  conséquent  Tu'  +  r^V^  =  une  constante  quelconque ,  et 

si  Ton  y  mène  une  tangente  par  le  point  N  où  elle  est  rencontréo 
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par  le  plan  PPi ,  cette  tangente  sera  parallèle  à  la  ligne  des  fibres 
lATariables  Ou,  car  Téquation  de  l*ell!pse  donne  le  eoefflclent  diflé- 

rentiel  ^=  —  p~  qui  est  égal  à  ^tang<|>  au  point  N  pour  lequel 

u  I" 

on  a  le  rapport  -  =  tangf =Y,tang  ^,  La  ligne  des  Jttres  invon 

fiables  est  donc  le  diamètre  conjugué  à  celui  suivant  lequel  le  plan 
de  sollicitation  coupe  le  plan  de  V  ellipse;  théorème  qui  a  été  trouvé 
en  185/i  par  M.  Bresse  à  peu  près  en  même  temps  que  par  nous, 
sous  deux  formes  différentes  Q). 

La  déviation  ^ — 9  du  plan  de  flexion ,  ou  son  angle  avec  le  plan 
de  sollicitation ,  est  à  son  maximum  quand  ce  dernier  plan  passe 
par  Tune  des  diagonales  du  rectangle  circonscrit  à  Vellipse  d^iner- 
iie  ;  et  alors  la  ligne  des  fibres  invariables  est  Tautre  diagonale. 

La  même  chose  a  lieu  lorsque  le  contour  de  la  section  est  le  rec- 
tangle luir^même. 

S  /lu  Détermination  de  la  courbe  dbOste  ou  de  la^fièche  de  flexion 
{comme  complément  anticipé  aux  n"'  8ôà  89).  — La  courbe  d^axe 
8*obtieiidra,  comme  dans  le  cas  simple  de  flexion  non  démée  supposé 
tacitement  aux  n^^  M  à  89  ci-après,  soit  en  égalant  Texpreasioa  de 

~  du  S  S  à  -7^»  !^  ^^^^  ^^^  coordonnée  transversale  prise  dans  le 

p  CLX 

plan  de  flexion  qu*on  a  déterminé  et  intégrant  après  avoir  mis  pour 
le  moment  M  sa  valeur  en  fonction  de  la  coordonnée  longitudi- 
nale x;  soit,  plus  simplement,  en  appelant  y,  z,  deux  coordonnées 
transversales  perpendiculaires  aux  axes  des  moments  principaux  r 

.  .«    X  ^  d*z     Mcosç    dV     Msinqp  ,  . 

et  r  et  posant  ^=  ""ëF^*  d?~TF^  '*^*'         eourbures 

ghfya  «Il       sif]  fil 

— ^,  — ^  des  projections  de  U  courbe  d'axe  sur  les  plans  xz^  ay 

P         P 

de  plus  difficile  et  de  plus  facile  flexion  ;  ce  qui  4  en  intégrant  « 
donnera  les  équations  de  ces  projections,  qui  seront  senbiables  k 
celles  des  n»*  86  et  89,  sauf  les  facteurs  ces  f  et  sin  f  dont  on  affec- 
tera le  poids  P  ou  p. 

(<)  Mecherdm  sur  U  flexion  dufièoes  amrbeê,  4SS4.  —  BuUsUn  de  U  SoHété 
pMUmtMqMe,  aMIUoB  à  la  thnee  du  S  juillet  4851,  p.  U  ;  ou  journal  VïntiHut , 
4ft  iioTMihr». 
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lAjlèche  de  courbure  f  est  résultante  de  celles  que  feraient 
prendre  séparément,  à  la  pièce,  les  charges  P  cos  9»  P  sin  9  agissant 
perpendiculairement  aux  axes  principaux  de  la  section  ;  c*est  donc 
(n*  86  ci-après) ,  si  la  longueur  de  la  pièce  est  a  et  si  elle  est  encastrée 
au  bout  opposé  à  celui  où  la  charge  P  est  supposée  a^ir  transversa- 
lement, la  diagonale  du  rectangle  formé  sur  les  flèches  composantes 

^__Pcosy,a'     ^^_Psin<p.a' 

l'espectivement  perpendiculaires  aux  axes  des  moments  l'et  r,  ce 
qui  donne  : 

^    iix  V     X     Pû34  /cos'o   .  sin*9       a*     , 

Une  flèclw  y=— y -pjX+  --^==  _,  (p^étantppourx=0), 

Une  descente  Terticale  /  COS  9  H-/'  sin  9=  ^  (^^  +  ~^) , 

■ 

Une  dériation  hori«>nUle  y^cOS9-/'sin9  =  52Î-5^^^  (~p). 

On  étendra  facilement  ces  formules  au  cas  d*une  pièce  posée  sur 
deux  appuis,  et  sollicitée  à  la  fois  comme  aux  n**  87  et  90. 

S  5.  Application  à  ime  section  rectangle.  Évaluation  des  erreurs 

auxquelles  donnerait  lieu  Pusage  de  la  formule  c=: du  texte  du 

bc*  b*c 

n*  83.  -^  Pour  une  section  rectangle  6  x  c,  où  I'  =  7^ ,  r  ==  -jj»  ^® 

Pa' 
rapport  de  la  flèche  elTective/à  celle  qu'on  aurait  par  la  formule  -^ 

06 

/cos'q     sin'^X  / 
avec  la  valeur  de  £  du  texte,  est  [—rr  +  — »   )  v ^*cos*9  +  c*sin«9 , 

(6'  4-  c*)  i/26*  -I-  2c^ 
ou  ' —      ^  7, ,     —  si  Tangle  9  est  demi-droit  Ce  rapport  est  res* 

pectivement  i,267, 1,822, 8,557,  lorsque  Tundes  côtés  est  i  fois  i/2,. 
3  fois,  3  fois  l'autre,  en  sorte  que  notre  formule  révèle  des  flexions 
contre  lesquelles  on  ne  serait  point  en  garde  d'après  celles  du 
texte. 

$6.  Observation  pour  les  pièces  droites  non  prismatiques.  Double 
courbure  et  torsion  prises.  —OU  verra  àParticle  VII  de  la  section  lY 
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(surtout  aux  d*'à98-507)  que  Ton  peut  appliquer  approximativement 
les  formules  fondamentales  relatives  aux  prismes  à  des  pièces  allon- 
gées non  prismatiques.  Mais  si  les  sections  transversales  n*ont  pas 
leurs  axes  principaux  tous  compris  dans  deux  plans  rectan^laires 
passant  par  Taxe  longitudinal  de  la  pièce,  le  plan  de  flexion  effec- 
tive changera  d'une  section  à  Tautre.  L*axe  de  la  pièce ,  bien  que 
supposé  primitivement  rectiiigne,  prendra  une  double  courbure,  et 
il  y  aura,  en  même  temps,  torsion,  quoique  la  pièce  ne  soit  sollicitée 
en  quelque  sorte  qu'à  la  flexion,  ou  par  une  force  n*ayant  de  moment 
qu^autour  de  droites  transversales.  On*  a  traité  ce  cas  général  aux 
Comptes  rendus  de  V Académie,  30  octobre  et  6  novembre  1863 , 
1*'  et  15  juillet  18/i6,  (t.  XVII ,  p.  951, 1020,  et  XYlil,  p.  60  et  185) 
ou  à  des  Mémoires  sur  la  résistance  des  solides,  in-6*,  1866. 

S  7.  On  peut  présenter  d'une  manière  très-élémentaire  la  théorie 
cp-dessus  de  la  flexion  oblique  ou  déviée.  —  Pour  cela ,  une  expé^ 
rience  bien  simple  convaincra  d'abord  que  la  flexion  ne  s'opère  pas 
toigours  dans  le  plan  de  sollicitation  à  fléchir.  Qu'une  pièce  très- 
mince,  telle  qu'une  lame  de  fer-blanc,  dont 
l'axe  horizontal  se  projette  en  O  et  dont  les 
faces  sont  inclinées  àl'horizon,  soit  sollicitée, 
&  l'extrémité  opposée  à  celle  qui  est  encas-- 
trée,  par  une  force  OP  verticale  et  agissant 
par  conséquent  dans  un  sens  oblique  aux 
côtés  de  la  section  abcd  ;  l'axe  O  ne  s'inflé- 
chira pas  dans  le  plan  OP  passant  par  sa  di- 
rection primitive  et  par  celle  de  la  force , 
mais  sensiblement  dans  le  plan  00,  perpendiculaire  aux  grands 
côtés  a6,  de,  comme  si  la  force  P  avait  agi  dans  la  direction  00,  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  lame. 
La  raison  de  ce  fait  se  conçoit  facilement  en  général 
Dans  tout  prisme  dont  la  section  transversale  n*a  pas,  comme  le 
cercle  et  le  carré,  des  moments  d'inertie  égaux  autour  de  toutes  les 
droites  qu'on  y  trace  par  son  centre  de  gravité ,  il  y  a  im  plan  de 
plus  facile  Jlexionetun  plan  déplus  difficile  flexion.  Ce  sont  lesplans 
perpendiculaires  respectivement  aux  axes  autour  desquels  le  mo< 
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ment  d'inertie  est  le  plus  petit  et  le  plas  grand.  Si  le  plan  de  solli- 
citation passe  entre  les  deux«  la  flexion  effectire  s'opère  aonsi  dans 
un  plan  intermédiaire,  mais»  on  le  comprend,  plus  rapproché  du 
plan  de  plus  facile  flexion  que  n'était  le  plan  de  sollicitation  ;  en 
sorte  que  la  ligne  des  fibres  invariables  ne  sera  point  perpendicu- 
laire à  celui-ci  comme  elle  Test  quand  la  pièce  est  sollicitée  à  plat 
ou  de  ehampy  c'est-ànlire  dans  le  plan  de  plus  facile  ou  le  plan  de 
plus  difficile  flexion. 

S  8.  Démonstration  simple  des  propriétés  des  axes  principarix, — 
On  peut  prouver  d'une  manière  facile,  sans  parler  d'ellipse  lii  de 
lignes  trigonométriques ,  que  ces  deux  plans,  ou  les  deux  axes  de 
plus  grand  et  de  plus  petit  moment  d'inertie  sont  perpendiculaires 
entre  eux  et  donnent  /uvc2(d  =  0,  ou  (élémentairement)  une  somme 
nulle  auv +a'uY  + =  0  des  produits  des  éléments  a  de  la  sec- 
tion A  par  les  coordonnées  qui  leur  sont  parallèles.  En  effet»  si  l'on 
prend  .d'abord  quelconques  les  deux  axes  rectangulaires  des  coor- 
données n  et  V  et  si  on  les  fait  tourner  autour  de  l'origine  O,  cette 
somme  auv  -t-  •••  reprendra  évidemment  la  même  valeur  avec  signe 
contraire  après  chaque  rotation  d'un  quart  de  circonférence,  d'où  il 
suit  qu'elle  passe  par  eéro  pour  une  certaine  position  de  ces  axes  rec- 
tangulaires ainsi  que  pour  celle  qui  résulte  de  leur  simple  permuta- 
tion dans  les  mêmes  directions.  Or  si  \\  1" 
sont  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes 
ainsi  dirigés»  et  1|  le  moment  autour  d'une 
autre  droite  dont  une  longueur  r  a  pour 
projections  yçXz  sur  ces  axes  particuliers 
des  u  et  des  v,  la  distance  mp  d'un  élément 

màcette droite Ott est  v^4-u?;  d'où, eh 

r        r  ' 

faisant  la  somme  des  produits  des  éléments 
par  les  carrés Tv  ^^a^j  dévitoppés^et 
en  ayant  égard  à  auv  +  a'u'v'  + ....  =  0  : 


I  ^2  ^J 


ABT.  III.   FLEXION.  59 

(Du  D«  8S). 

OU  I,  =  r*  +  (l — ro  ^ = r— (!'— n  ^qul  montre  bien  :  1*  que  l' et  1" 

sont  nécessairement  Tun  le  plus  petit,  Tautre  le  plus  grand  mo- 
ment^ 2^  que  dans  le  cas  particulier  où  ces  deux  moments  princi- 
paux ont  la  même  grandeur,  tous  les  autres  leur  sont  aussi  égaux. 

S  0.  Direction  et  grandeur  de  la  courbure,  déterminés  éléjnen^ 
icùrement, -^  Les  axes  principaux  étant  ainsi  reconnus  (voir  §§  10  , 

et  11),  on  peut  déterminer  élémentairement  la  grandeur  et  la  di- 

i 

rection  de  la  courbure  -  en  appelant  M',  AT  les  moments  des  forces 

extërieureci  autour  de  ces  axes ,  ce  qui  donne  ces  deux  équations 
d'équilibre  arec  les  forces  intérieures  aE-=a-(v-  +  u-]  s'exer- 
çant  à  travers  les  éléments  a,  a'....  de  la  section  : 


M'  =  5[J(av«  +  ay«+...)  +  ^(auT  +  a'uV  + ...)], 

M" =-  r^  (auv  +  a'u'v'  + ...)  +  ~  (au«  +  a'u'*+...)l 
p  L^  r  J 

p   r  9  '^  y      *    w 


On  fait  encore  mieux  sentir  la  raison  de  ce  qui  se  passe  en  con- 
sidérant le  prisme  comme  éprouvant  simultanément  deux  flexions 
sous  Tactlon  des  moments  composants  M',  M''  ;  Tune  donnant  une 

ootorbve  -t=sï;  autour  d*«ii  des  deut  axes  principaux  de  la  sec- 
P     Bi  , 

1       M'' 

U<«,  rautre  «ne  courbure  p?  =Fp7  autour  du  second  axe ,  et  pro- 
duisant aindi  des  déplacements  à  cottiposer  géométriquement  en- 
semble d^près  le  principe  de  superposition  du  §  2  de  la  note  du 

n**  21.  Il  est  éTident  ainsi  que  le  plan  de  la  courbure  résultante  -  devra 
se  rapprocher  plus  de  celui  du  moment  M"  que  ne  faisait  lé  pian  du 
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moment  résultant  M  si  Ton  a  l"  <  F.  On  obtient  cette  courbure  résul- 
tante et  son  plan  en  considérant  qu^en  général  le  dépla- 
cement transversal  BBj  de  TextrémltéB  d'une  très-petite 
ligne  AB  qui  s*est  courbée  en  arc  de  cercle  ABi  tangent 
en  A  à  sa  direction  primitive,  s*obtlent  en  divisant  lé 
carré  dé  sa  longueur  par  le  double  AD  du  rayon,  à  cause 
des  deux  triangles  rectangles  semblables  ABB^,  AB^D; 
d*où  il  suit  que  si  une  petite  longueur  s  de  Taxe  de  la 
pièce  (voyez  fig.  p.  5S),  se  projetant  en  O  avant  la  flexion,  s'est 
courbée  de  manière  que  sa  deuxième  extrémité  se  soit  déplacée  de 

Q/*'=r-,  dans  le  sens  OV,  etdeQ/"''  — —  dansle  sens  OU,  on  aura 

pour  le  déplacement  résultant  la  diagonale  0/=  ôx/  n-^i^  ^'^^* 
comme  ci-dessus,  pour  la  grandeur  et  la  direction  de  la  courbure 

Cette  théorie  sera  complétée  à  la  note  du  n*  117 ,  en  ce  qui  regarde 
rétablissement  des  conditions  de  résistance  à  la  rupture  éloignée. 

S  10.   Détermination  des  axes  et  des  moments  principaux  des 
figures  planes^ — On  voit  toujours  qu'il  importe  de  savoir  trouver 

les  directions  des  axes  princi- 
paux d'inertie  d'une  figure  don* 
née.  Rapportons  pour  cela  ses 
éléments  m  ou  d<o  à  deux  axes 
rectangulaires  coordonnés 
quelconques  Ou,  Ov,  et  calcu- 
lons pour  ces  axes,  /t?'dw = l, , 
ju^dAù  =  I, ,  /wrdw  =  K  ;  on 
aura,  en  raisonnant  comme  au 
§  S,  pour  le  moment  I  autour 
d'une  droite  Inclinée  Ou .  dont  une  portion  On=r  a  pour  projec- 
tions Oq  =y,  qn^x  sur  ces  axes,I  =  U  ©  ^  —  «  ^j  d«,  ou 
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Or,  si  i*on  prolonge  nq  de  gn' =719,  la  perpendiculaire  ns  abaissée 
de  n  sur  On'  a  pour  longueur  2  fois  la  projection  de  719  =  2  sur  sa 
direction,  et  la  distance  Os  de  son  pied  à  Torigine  a  pour  longueur 
la  proJectioD  de  y  moins  la  projection  de  z  sur  O^f  ;  d'où  Ton  conclut 


que 


0*=y  ^ — «-,  n*=2«î^,  ou 
r        r  r' 


Oj__y* — z*     «i__2y2;^ 
On~      r»      *  5»""  r*  ' 

en  sorte  que  la  parenthèse  de  Texpression  de  I  représente  la  somme 
des  projections,  sur  Onu,  de  deux  longueurs  st-=  'T*  ' ,  sk=K  por- 
tées respectivement  sur  sO  et  s^r  sn.  Cette  somme  est  la  plus  grande 
possible  quand  Thypoténuse  ik  est  parallèle  à  On,  et  sa  grandeur 
est  alors  tk  elle-même.  On  a  donc,  en  vertu  de  ce  raisonnement 
tout  élémentaire  (où  Ton  peut  se  passer  de  signe  d'intégration 

comme  au  §  8),  pour  déterminer  la  direction  d'un  axe  principal  Ou 
et  la  grandeur  d'un  des  deux  moments  d'inertie  principaux,  qui  se- 
rait ici  le  plus  petit  : 

En  donnant  le  signe  +  ftu  radical,  on  a  l'autre  moment  principal; 
car,  pour  un  axe  Ov  perpendiculaire  à  Ou  on  aurait  des  rapports  ^^ 

-  égaux  respectivement  aux  valeurs  des  rapports  — ,  ^  relatifs  à 

OUy  ce  qui  simplement  change  le  signe  de  la  parenthèse.  On  recon- 

fis 
naît,  an  reste,  dans  le  rapport  ^  la  tangente  du  double  de  l'angle 

que  fait  soit  Ou  soit  Ov  avec  l'axe  primitif  Ou. 

S  il.  Théorèmes  pour  le  calcul  facile  de  K  =  fuvdfù,  —  Il  faut, 
comme  on  voit,  pour  déterminer  ces  'directions  et  grandeurs  des 

uvdia  pour  une 

figure  quelconque.  On  y  parviendra  facilement  en  la  décomposant 


(il  Sttit.  i.  KÈStttÀKClK  DfiS  SOUbES. 
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■  I  i>i 


en  rectangles  et  en  triangles  rectangles  et  se  servant  des  trois 
théorèmes  suivants,  analogues  à  ceux  que  nous  avons  donnés  poar 
le  calcul  facile  des  moments  dlnertie  (^). 

i**.  ^intégrale  K= /uvd»,  pour  des  axes  et  pour  une  figure  quel- 
conques ,  est  égale  à  la  même  intégrale  pour  la  même  figure  et  pour 
des  axes  parallèles  dont  un  au  moins  passe  par  son  centre  de  gra* 
vite ,  plus  le  produit  <*>UoVo  de  son  aire  »  par  les  coordonnées  u^f  v^ 
de  ce  centre  rapporté  aux  anciens  axes  (*), 

2*.  Cette  intégrale  K  est  nulle  pour  un  rectangle  ayant  ses  côtés 
parallèles  à  des  axes  des  u,  v  dont  un  au  moins  passe  par  son  centre 
et»  plus  généralement,  pour  toute  figure  symétrique  par  rapport  à 
l*un  des  deux  axes  (*). 

3%  .Pour  un  triangle  rectangle  dont  Taire  est  w  et  dont  le  centre 
de  gravité  est  sur  Tun  des  deux  axes  supposés  parallèles  aux  côtés 
de  Tangle  droit,  on  a 


w« 


18' 

le  signe*-  devant  être  pris  quand  les  sens  des  u,  v  positifs  sont  ceux 
des  côtés  de  Tangle  droit  pris  à  partir  de  cet  angle,  ou  leur  sont  tous 
deux  opposés,  et  le  signe  inférieur  +  devant  être  adopté  quand  un 
seul  des  deux  demi-axes  positifs  a  le  môme  sens  que  le  côté  qui  lui 
est  parallèle  (^). 

(1)  Société  pMUmàtMque,  43  déc.  4856,  ou  Jouroal  VlnstUut,  34  décembre. 

(•)  ctr  ti  »',  f^  loDi  lat  toordoBuées  par  npp»rt  à  en  nm  p«rslMs  pAMtnt 
liHit  deux  par  le  centre  de  griTité,  on  t  K  =  /(ti'  +  i«,}(v' +  r.](fco  qui,  en 
tenu  de  /«i'ilu=0,  /v'ctosO,  est  Men  égal  à  /»Vtfw-fùitt^«;  et  on  a  la 
même  chose  «I  uo  seul  des  deux  axes  parallèles  passe  par  le  centre,  puisque  /«Vtfco 
■e  ebaage  pas  lorsqu'on  ajmile  une  eonsunle,  soil  à  »',  soil  à  v'. 

(')  Car  elle  se  compose  de  lermes  uvéha  égaux  deux  à  deux  au  signe  près. 

(^)  Car  si  ron  prend  d'abord  pour  origine  Tun  des  deux  angles  aigus,  pour 
axe  dea  u  le  côté  adjacent  tiré  de  là  à  l'angle  droit,  et  pour  axe  des  v  une 
parallèle  à  Fauire  côté  tiré  à  partir  de  l'angle  droit,  l'intégrale  K  relalife  au 
triangle  est  èf  idemment  moitié  de  celle  relative  au  rectangle  double,  ayant  l'hypo- 
ténuse pour  diagonale.  Or  ceUe-ci ,  en  vertu  des  4«r  et  2*  théorèmes ,  aura  pour 

.     b   c      fbcY*  .      ^    . 

grandeur,  6  et  c  étant  les  côtés  i  ^  •  ô  *  «  =  [  T  j  *  ^^^  *  ^°^  ^®  triangle , 

K  =s — •  D'où,  par  le  4«r  théorème,  en  prenant  des  axes  parallèles  dont  un  au 

(j)*  ib   c  cd^ 

moins  passe  par  son  centre,  i^=-r-  —  ('«•-r«»  =  +  7^«  expression  dont  il  tkudra 

changer  érideinmoDt  le  signe  quand  on  changera  le  sens  d'un  des  deux  axes. 


on  a 


84.  L6r!st|Ué  la  figure  de  la  section  transversale  (Ifif.  i)  est  un 
cercle  dont  r  est  le  rayon ,  Peipression  générale  du  moment  t 
devient 


-f 


0 


On  conclut  de  ce  qui  précède  que  les  résistances  à  la  flexion 
du  carré  et  du  cercle  qui  lui  est  inscrit  sont  entre  elles  dans  le 

rapport  de  1  à  t^  (*)• 

lo 


(*)  $  i.  Détermination  plu*  simple  du  moment  d^inertie  du  cerele. 
-*  On  obtient  plus  facilement  ce  résultat  en  remarquant,  avec  fMi 
M.  ringénieur  en  chef  de  Guiliebon  (Cours  lithographie,  1840- 
ISilil),  que  les  moments  dlnertie  autour  de  tous  les  diamètres  sont 

égaux  et  qu'on  a  ainsi  «  pour  le  cercle,  fvl^d/^  =  ^  /(u* + t^)d(o  =  la 

moitié  du  moment  dMnertie  dit  polaire  (M.  Peray)  /2*d<^  de  la  sec- 
tion autour  de  son  centre,  z  étant  la  distance  du  centre  à  Télé- 
ment  dtù.  or  ce  dernier  moment,  en  réunissant  ensemble  tous  les 
éléments  pour  lesquels  z  est  lelnème  et  qui  forment  une  couronna 
d^épaisseur  dz  et  de  superficie  ^loidz ,  peut  être  mis  sous  la  forma 


*"£ 


r* 


^dz  et  est  égal  k  2iï  ^.  On  a  donc  pour  le  moment  autour 
d'un  diamètre 

S  2»  Sa  détermination  élémentaire.  — -  Bien  que  l'intégrale  fz^dz 
puisse  être  présentée  et  calculée  élémentairement  comme  nous 
avons  dit  au  S  2  de  la  note  du  n*  81,  on  peut  aussi,  et  d'une  manière 
plus  complètement  géométrique,  appliquer  à  la  détermination  du 
moment  d'inertie  autour  du  centre  une  méthode  analogue  à  celle 
qu'emploie  M.  Poncelet  (même  note)  pour  les  moments  autour  de 


tu 
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droites.  On  n^a  qu'à  imaginer  qu'en 
cliaque  point  de  la  section  l*on  ait 
élevé  sur  son  plan  une  perpendicu- 
laire égale  à  la  distance  de  ce  point 
au  centre  ;  on  aura  ainsi  formé  un 
solide  dont  la  coupe,  par  un  planGOD, 
est  cc'od'd  et  qui,  pour  le  cercle,  n  est 
autre  chose  qu'un  cylindredroité vidé 
par  un  cône  c'od  de  même  base  et  de  même  hauteur.  La  somme  dés 
produits  des  éléments  de  ce  solide  par  leurs  distances  \  son  axe  oo' 
sera  le  moment  d'inertie  polaire  cherché  ;  or  il  est  divisible  en 
autant  de  pyramides  Omn  à  base  rectangulaire  mnxcc'=i  mn  x  r 
que  la  circonférence  contient  d'arcs  élémentaires  mn.  La  somme  des 
produits  dont  on  vient  de  parler,  pour  les  éléments  de  cette  petite 
pyramide,  n'est  autre  chose  que  son  moment  statique  par  rapport  à 
un  plan  mené  par  0  parallèlement  à  sa  base  ;  elle  a  donc  pour  valeur 

T  3 

le  volume  m»  xr.^  multiplié  par  la  distance  7  r  de  son  centre  de 

o  II 

gravité  à  ce  plan ,  ou 

7  r*  X  mn; 

et  tel  est  le  momeid  ^polaire  du  petit  secteur  dont  Parc  est  mn. 
Ajoutant  ceux  de  tous  les  secteurs,  on  a  pour  tout  le  cercle 

r  r*  X  27;r,  comme  ci-dessus. 

S  8.  HÎOTnent  d^inertie^  moment  statique  et  aire  de  portions 

d'un  cercle  de  rayon  r.  On  les  obtient 
par  une  intégration  comme  celle  du 
texte. 

V  Soit  la  portion  P'M'W'P''  comprise 
entre  l'arc  M'M"  =  r(x"— ar')  et  les 
deux  ordonnées 

M'P'  =  rcosx',  M''F'  =  rcosx" 

perpendiculaires  au  diamètre  OCu  par 
rapport  auquel  on  prend  les  moments. 
On  aura 
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rrsiii*"  f«"  /iîii«"coiar"      a/'      tiiur'eosdK       it'\ 

Aire  w  =  \  tf(rsiiia;).rooMr=^r*  \     djp.eot^=)*  1 r 1+  -3 a        ~  T  I  » 

Jrsin«'  J*»  \        J  a  a  8/ 

Moment  stotique Vd(r8lnx)  (TÇI^^-^  ^  C      dj.C0S«X  = 

""2V        3         ■*■     8  3  3">/' 

Vonmi  d*iiMrtie  \  d(rsin  x)  È2^Z  =  ^  f     dx.cos^x  = 

_  r^  /simf^cùa^af^  ,  3  sim/'coaag'^  .    3   ^,     sliug'cos V     3  sinx'coar^ 3^  A_ 

2*  M6me  portion  lorsque  les  extrémités  U%  M''  de  Tare  sont  à 
égale  distance  de  celles  A,  G  da  quart  de  cercle  AG.  Alors 

a/' = ^  ""  ^»      sin  a/' = cosx',     cobx"  ^  slna:*       sîn  2x" = sin  2x'. 

fi 
Airt«=^(5-2a:'). 

Moment  tUtiqne  =  -  (2— Sinx'COSi')  (COSX*— sinx')» 
Moment  d'inertie  I  =  ^  (j-î^'-  ^^^^  • 

3*  Portion  QBAB'Q'  où  Tare  est  B AB'  =  2roi  qui  a  sa  corde  parallèle 
àTaxeOGu.  Alorsjc'zs  — «,  a:"=a. 

Aire  (Il  =  -^  (2a  4-  8in2ac). 

«4  «4 

Moment  tUtiqne  •^sina(2  +  COS'a)  =  -^-slnaCS  +  COS2a). 

Moment  d'inertie  1  =-  /  ^a  +  — ^  +  -jg-J. 

&*  Segment  BAB'D  dont  Tangle  au  centre  est  2a  et  dont  la  corde 
e8tc=:2rsina. 

En  retranchant  des  trois  expressions  (3*)  qu'on  vient  d'obtenir 
ce  qui  est  relatifau  rectangle  QBB'Q  dont  Taire  et  les  moments  sont 

I.  5 
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«    .  *.-j       (rcosa)'      ^    .       (rcosa)' 

2rsin«.fcosa,    2rsin«i — s-^»    ^rstniii — g— i-, 

on  a  pour  le  segment 

Aire  u>  =  y  (2a-.sin2a)  =  ^  r«a«  ^1  -.-  +  _-... j  = 

=  r«(arcsin^-^0Z^). 

2  c' 

Moment  statique  =  ^  (rsinic)^  ==  -^  autour  du  diamètre  parallèle  à  la 

corde, 

./a      sin/ia\      2r*a8  /,      4  ^ .    32    ,         \ 
Moment  d'inertie  totonr  de  irfem,  I  ^  r*(  t r^  )  =""â~  (  ^""&*  +TÂ5*^~"*- ) 

.»r»[i<irc.lii|:-^(»-^)  yn^]. 

6*  Même  segment  Moment  d'Inertie  autour  du  diamètre  perpen- 
diculaire à  sa  corde.  On  Tobtient  en  faisant  x*  =a  ^ —  a ,  x''=:  s  +  ' 
Hans  Texpression  générale  du  i",  ce  qui  donne 

■=''(i-^^^)=5=(«-g-+é---)= 

s  A.  Moments  d^ineriie  d^une  ellipse  autour  de  ses  axes  ou  dia- 
mètres principaux  b,  e.  —  Son  moment  V  autour  de  b  se  dédoit 
facilement  de  celui  dû  cercle  ayant  pour  diamètre  c;  car,  comme 
les  deux  figures  peuvent  être  décomposées,  par  des  ordonnées  pa* 
rallèles  à  c,  en  im  même  nombre  de  rectangles  élémentaires  de 
même  hauteur  cbacuo  à  chacun,  ayant  des  bases  comme  6  est  à  c, 

on  obtiendra  l' en  multipliant  par  -  le  moment  |  (|  ]  du  cercle  au- 
tour de  son  diamètre,  et  on  aura  de  même  r,  moment  de  Tellipse  au- 
tour da  second  axe  c,  6n  multipliant  par  |.  Donc  ces  moments  prin- 
cipaux de  Fellipse  ont  pour  valeurs 
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88.  Le  moment  de  flexion  d'un  tuyau  est  la  différence  des 
moments  de  flexion  de  deux  cylindres;  r'  et  r"  étant  les  rayons* 
extérieur  et  intérieur  du  tuyau,  le  moment  sera 


4 
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Les  moments  d'inertie  d^m  segment  d^ellipse  ayant  sa  corde  paral- 
lèle à  l*an  des  deux  axes,  aQtonr  de  cet  axe  et  autour  de  l'autre,  se 

6  c 

déduiraient  de  la  môme  manière,  en  multipliant  par  -  ou  par  r»  les 

moments  d'inertie  des  segments  de  cercle  duparagraphe  précédent 

(*)  Si.  Méthode  de  quadrature  pour  le  calcul  approximatif  des 
moments  ^inertie  défigures  quelconques, — Nous  renvoyons,  comme 
iK>us  avons  dit,  à  la  note  du  n**  120,  le  tableau  des  moments  d'inertie 
des  diverses  autres  figures  usitées  pour  les  pièces  métalliques,  etc. 

Mais  c'est  ici  le  lieu  d'indiquer  le  caltml  approximatif  des  mo- 
ments de  figures  quelconques  par  la  méthode  dite  de  quadrature^ 
trouvée  par  Thomas  Simpson  {MathematiçcU  dissertations,  i7Adj^ 
p.  109),  et  qui  est  plus  usuelle  et  aussi  exacte  que  oelle  deLegeodrai 
rapportée  par  Piavier  ci-après  n*  d5S  à  propos  des  voûtes. 

5  2.  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de  Simpson.  ^ 
Élémentairement,  cette  méthode  générale  d'évaluation  d^une  Inté^ 
grale  définie  représentée  par  une  aire  comprise  entre  une  portion 
de  courbe,  ses  deux  ordonnées  extrêmes  et  Paxe  des  abscisses,  peut 
^tre  considérée  comme  substituant  à. cette  courbe,  au  lieu  d^ine 
suite  de  très-petites  lignes  droites  ou  de  pente  uniforme  sur  Taxe  des 
abscisses ,  une  suite  moins  nombreuse  de  lignes  un  peu  plus  lon«^ 
gués  et  de  pente  uniformément  croissante  ou  décroissante  qu'on 
peut  aiStreindre  toujours  à  passer,  chacune,  par  trois  points  de  la 
courbe,  en  disposant  à  la  fols  de  la  valeur  initiale  de  leur  pente  et 
de  la  rapidité  plus  ou  moins  grande  de  sa  variation. 

Soit  mjnim^  une  pareiUe  ligne ,  pjp^  la  partie  correspondante  de 
l'axe  des  abscisses,  p,m„  =  y,,  Pi^i  =  yi»  Pî^i="  yi»  les  ordon« 
nées  de  ses  trois  points  m» ,  nii ,  m, ,  et  poPi  =  pj?,  =  A ,  les  parties 
de  Taxe  des  abscisses  répondant  à  leurs  intervalles  supposés  égaux. 
nous  appelons  sa  pente ,  en  un  point  queleonqué  n ,  la  tangente  de 
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(Da  n*  6ft)« 


*/«'  Pi 


Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  abscisses  son  élément  nn',  ou  le  rap- 
port de  raccroissement  de  l*ordonnée  à  Taccroissement  de  Tab- 
scisse  quand  on  passe  de  ce  point  à  un  autre  très-voisin  n\  rapport 
qui  est  aussi  celui  des  projections  de  Télément  sur  les  deux  axes 
coordonnés.  Cette  pente  de  la  courbe,  en  n,  surpassera  par  hypo* 
thèse  sa  pente  en  m^,  ou  la  pente  de  sa  tangente  m^rr'b^  d'une 

quantité  proportionnelle  à  Tabscisse 
p^q  de  n  comptée  depuis  p^\  en  sorte 
qu^en  considérant  les  portions  nr^  n'r 
des  deux  ordonnées  voisines  nq ,  v!q\ 
prises  seulement  jusqu'à  la  tangente , 
la  seconde  nV  excédera  la  première  nr 
d*une  quantité  proportionnelle  à  qq^  et 
à  Tabscisse  jpiÇ  dont  qqi  est  Tincré- 
ment  Chaque  portion  semblable  d'or- 
donnée, par  exemple  nr  elle-même 
ou  bien  mjb^  résulte  de  Taccumulation,  depuis  m^^  de  pareils  excé- 
'dants,  proportionnels  comme  on  voit  aux  produits  des  abscisses 
antérieures  par  leurs  incréments  successifs  ;  ces  portions  d'ordon- 
nées, comprises  entre  la  moitié  de  courbe  m^m^  et  sa  tangente 
en  m^,  sont  donc  comme  les  aires  des  triangles  rectangles  qui 
auraient  pour  bases  et  pour  hauteurs  leurs  abscisses  respectives,  et, 
par  conséquent,  sont  comme  les  carrés  de  ces  abscisses.  De  même 
les  portions  d'ordonnées  de  la  partie  de  courbe  m^m^,  où  la  pente 
décrotta  compter  demi,  comme  croit  celle  de  m^rn^^  seront  propor- 
tlonnelles  aux  carrés  des  portions  d'abscisses  correspondantes, 
comptées  en  arrière  depuis  p^ ,  en  sorte  qu'on  aura  la  portion  ex- 
trême d'ordonnée  m,a  égale  à  celle  mjb. 

Ayant  ainsi  établi  cette  propriété  dont  jouit  notre  courbe  de 
pente  uniformément  croissante  ou  décroissante ,  ^aixnr  ses  poT" 
lions  d^ordonrUesjusqu^à  une  même  tangente^  proportionnelles  aux 
carrés  des  abscisses  rectangulaires  ou  obliques  comptées  depuis  le 
point  de  tangence^  nous  pouvons  conclure  avec  Simpson  (qui  la 
suppose  à  priori  dans  la  courbe  qu'il  choisit)  que  les  aires  m|6m|, 
miam,  seront  le  tiers  des  parallélogrammes  égaux  circonscrits 
mxbm^^  ntiom^c^  «  par  la  même  raison»,  dit-ll,  «  que  la  pyramide, 
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(l>a  B«  8«]. 
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dont  les  sections  faites  par  un  plan  parallèle  à  la  base  sont  comme 
les  carrés  de  leurs  distances  au  sommet,  est  le  tiers  de  son  prisme 
circonscrit  »  (voyez  d^iUeurs  ce  qu^on  a  démontré  des  sommes  de 
produits  appelés  Yv,  Vv  à  la  note  du  n*  81).  Donc,  continue 
Simpson^  vu  que  Taire  du  trapèze  p^m^m^^  est 

et  que  Taire  du  trapèze  p.abp^  estp^p,  x  p^ml  =  2Ay, ,  la  première 
de  ces  deux  quantités  excède  Taire  curviligne  cherchée  p.mjm{m^p^ 
du  double  de  ce  dont  cette  aire  excède  la  seconde  ;  donc  «  deux  fois 
la  seconde  2Ayi  ajouté  à  une  fois  la  première  A(y.  +  y^)  fera  juste- 
ment trois  fois  Taire,  »  et  par  conséquent  on  aura  pour  cette  aire 
elle-même  comprise  entre  Taxe  des  abscisses,  les  deux  ordonnées 
extrêmes  y.,  y,  distantes  de  2A,  et  la  portion  de  courbe  passant 
aux  points  m« ,  m^,  m,  : 

pjnjn^m^^  =  -  (y,  +  UVi  +  yO» 

%  3.  Sa  forme  générale.  —  D*où  Ton  conclut  facilement,  avec 
le  même  géomètre,  en  partageant  une  aire  comprise  entre  une 
courbe  et  trois  lignes  droites,  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
courbes  quelconques  et  deux  lignes  droites  parallèles  de  longueurs 
y.f  yi»  9  6n  un  nombre  pair  2n  de  zones  par  des  ordonnées  ou  lignes 
équidistantes  yi,  y^..  parallèles  à  celles-ci,  dont  elles  sont  dis- 
tantes de  h  ainsi  qu'entre  elles,  que  si  Ton  substitue  approximati- 
vement, aux  courbes,  des  suites  de  lignes  ayant  une  pente  uni- 
formément croissante  sur  les  droites  qui  coupent  toutes  les  or-* 
données  orthogonalement  (ou  des  suites  de  paraboles  ordinaires 
à  axe  parallèle  aux  ordonnées) ,  on  a  pour  Taire,  ou  pour  Tin- 
tégrale  définie  à  laquelle  elle  revient, 

ydx  =  5(yo+4yi+2y,+4y,+2y^4-...+2yi»-i+4ytii.i+yH). 

S  lu  Deux  manières  de  remployer  pour  le  calcul  des  moments 
â^inertie.  —  En  appliquant  cette  formule  d^approximation  au  mo- 
ment dMnertie  d'une  aire  autour  d'une  ligne  Ou,  on  peut  prendre  à 
volonté  Tintégrale  double  /r*d(D—/v*du(2v,  d'abord  par  rapport 
h  r,  ou  d'abord  par  rapport  h  u. 


î 
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(DU  n«  65). 


Prlie  d'abord  par  rapport  à  v,  ello 
revient»  pour  la  ligne  comprise  entre 
la  courbe  AGB  et  sa  projection  ab  sur 
Taxe  des  abscisses  u  «  en  désignant  par 
u«,  U  les  abscisses  extrêmes  Oa,  06,  et 
par  y  l'ordonnée  pm  du  contour  répon- 
dant à  Tabsclsse  quelconque  Op=t<f  & 


=£.?-• 


M.  Poncelet  donne,  en  conséquence,  en  divisant  la  projectio^ 
U — Ué  en  2n  parties  h  et  en  appelant  y. ,  y i . ..  les  coordonnées  aux 
points  de  division,  y  compris  les  ordonnées  extrêmes»  cette  for* 
mule  d'approximation 

Prise  d'abord  par  rapport  à  u,  l'intégrale  1,  pour  une  figure  gé- 
néralement comprise  entre  deux  courbes 
AC,  BD  et  deux  parallèles  AB,  CD  à 
Taxe  des  u  (  parallèles  qui  peuvent  être 
nulles  l'une  ou  l'autre  ou  toutes  deux), 
en  désignant  par  t?.,  V  les  distances  de 
ces  parallèles  à  cet  axe ,  et  par  x  une  pa- 
rallèle quelconque  mn  à  la  distance  v  : 


'f>  t 


I  — »■< 


< 


v^xdv* 


M»  Bélanger  donne  en  conséquence  (Cours  lithographie  de  Méca- 

.nlque  à  l'Écoledas  ponts  et  chaussées ,  iS4&-1849,  n*  SS,  p.  17),  en 

divisant  la  hauteur  V— r,  en  2n  parties  k  et  en  appelant  a^,  X|  ...  les 

parallèles  aux  points  de  division,  y  compris  celles  extrêmes  AB^GD  » 

o  ■  ■ 

La  première  de  ces  deux  formules  sera  préférable  à  la  seconde 
lorsque,  d'après  la  forme  du  c(Atour  de  la  âgurof  les  diverses  par- 
ties «Ma  Mfçt\p.  fiyant  pohf  coordonnées  m  h  %  seront  plus  assi- 


N 
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86.  Considérons,  comme  dans  le  n"  77^  un  solide  prismatique 
droit  (Fig.  5)  encastré  horizontalement  d'une  extrémité  A,  et 
chargé  à  l'autre  extrémité  d'un  poids. 

.  Nommons  : 

X  rabscisse  Ap  d'un  point  m  de  la  courbe  du  solide  comptée 

sur  rhorizontalê  AB; 
y  l'ordonnée  pm; 

p  le  rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  du  solide  en  m; 
P  le  poids  placé  à  l'extrémité  M  du  solide  ; 
a  la  distance  horizontale  AB  des  deux  extrémités  du  solide  ; 
f  l'ordonnée  BM  de  l'extrémité  de  la  courbe; 
s  la  longueur  AmM  du  solide  ; 
a  l'angle  formé  avec  Thorizon  par  la  tangente  de  la  courbe  du 

solide  à  l'extrémité  M  ; 
c  la  valeur  du  moment  de  la  résistance  à  la  flexion  du  solide, 

dqnt  l'expression  générale  est  donnée  n'^SO. 

Uéquation  d'équilibre  du  n^"  79  est 

I=P(a— x), 
P 


milables  à  des  paraboles  à  axe  perpendiculaire  aux  u,  que  celles  de 
la  ligne  ayant  pour  ooordonDées  v  et  xv*  ne  le  seront  à  des  para- 
boles à  ake  perpendiculaire  aux  v,  ou  quand  les  pentes  de  la  pre- 
mière sur  lesu  varieront  plus  régulièrement  que  les  pentes  de  la  se- 
'  conde  sur  les  v.  On  pfcn^ra  la  seconde  formule  dans  le  cas  contraire. 

Quand  11  y  aura  incertitude ,  ou  quand  on  ne  se  sera  pas  donné 
la  peine  de  faire  une  pareille  comparaison,  on  pourra  contrôler 
ces  deux  formules  Tune  par  l'autre.  Ou  bien,  on  se  contentera  de 
contrôler  le  résultat  de  Tune  des  deux  avec  un  certain  nombre 
d'ordonnées,  par  celui  qu*on  obtient  avec  un  nombre  double. 

Tout  ceci  se  dirait  également  d'autres  formules  de  quadrature 
que  celle  de  Simpson ,  par  exemple  de  celle  que  M.  Pohcelet  a  pro- 
posée il  y  a  peu  d'années,  et  qui  se  trouve  exposée  au  Traiié  élé- 
mentaire de  Mécanique  de  M»  Sonnet  4  iSôl. 
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c'est-à-dire 


dx* 


('+^) 


—  =  ?la—x]: 


et^  dans  le  cas  oir  la  flexion  est  très^petitQ;  ce  qui  permet  de 
négliger  le  carré  de  -^ ,  on  a 


.    (♦)  S  i«  Démomtration  élémentaire  de  Pexpressùm  /=  -^  de  la 

flèche  de  ccmrbur e.^Menons^  à  la  courbe,  deux  tangentes  infiniment 

voisines  mn^  m'n'.  Elles  In- 
tercepteront sur  cette  flèche 
ou  ordonnée  MB,  qui  leur 
est  sensiblement  perpendi- 
culaire, une  portion 


nn  =^mn* 


mm 


puisque  leur  angle  est  égal  à  celui  des  normales  en  m,  m'.  Appelant  X 
la  projection  Up  de  mn  sur  Phorizontale  Bpp'Â,  et  x  son  Incrément 
2>p',  on  aura  mn=:X,  mm'^x  à  cela  près  de  quantités  négli- 
geables comme  infiniment  plus  petites  que  mm'»  nn'\  donc  comme 

1      PX  P 

-  =  — »  on  a  nn'= -—  X*x.  La  somme  de  toutes  ces  quantités  de- 

PitS 
puis  X=  0  Jusqu'à  X=£ a»  ou  la  flèche  MB,  sera  bien /=  -^-t 

soit  qu*on  intègre,  soit  qu*on  assimile,  comme  on  a  dit  dans  la  note 
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(Du  n*  Sm). 
1 

da  n*  81»  la  somme  des  X*x  aa  Yolume  d'une  pyramide  ayant  une 
base  a*  et  une  hauteur  a, 

$  %  La  courbe  élcistique  est  une  parabole  du  troisième  degré 
avec  if^exian  enM.  —  En  effet,  en  faisant  dans  son  équation 

«=a  —  x'cosa,      y  =  y'+/— x'sina, 

ce  qui  est  rapporter  cette  courbe  à  sa  tangente  en  M  prise  pour 
axe  oblique  des  a/  et  à  MP  pris  pour  axe  des  y',  elle  se  réduit  k 

,    ffx'cosoiy 

La  courbure  est  nulle  au  point  M  d'application  de  la  force  P. 

S  3.  Flèche  et  arc  déterminés  plus  exactement.  Expressions  ap* 
plicables  quand  lajlexion  rCestpas  irès'petite,  —  On  ramène*  du 
reste,  dans  le  cas  général  où  la  flexion  est  quelconque,  la  dé- 
termination de  la  courbe  aux  quadratures,  ainsi  que  Tout  re- 
marqué depuis  longtemps  Jacques  BernouUi  (^)  et  Euler  (*)  ;  et 
Ton  peut  obtenir  sA  équation,  soit  par  les  transcendantes  ellip- 
tiques (*),  soit,  comme  on  va  le  voir,  en  série  ordinairement  con- 
vergente. 

Remarquons  pour  cela  qu'en  appelant  s  la  longueur  de  Tare  de 

courbe  Am,  on  ad8*=dr'+cîy*,  -  =     \f  $  d'où,  pour  première 
intégrale  de  l'équation  -  =  P(a— 2), 

«  dy       V  [  x^\ 

valeur  qui ,  substituée  dans 

(1)  Cwrvalwa  laminte  eUuUem,  AeU  eradilorom ,  Llpti«»  4694 ,  joiD,  p.  S69  , 
00  OEunet,  p.  576.  El,  aussi ,  FéritaUt  hypothèse  de  la  r^Uianee  des  toUdei , 
an  HéuMires  de  l' Académie,  4705. 

(*)  MetkoduM  inveniendi  Uneat  curvas,  ele.  Addllamentun  de  Cmrvii  elasUciij 
4744. 

(*)  NoU  sur  le»  flexionë  considérables  des  vergée  iloitiquee ,  au  Jonnal  de 
M.  UoiiTille,  4844. 
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,        ,  ds  ,     .  dm 

dy  =  dx  —  -       da  = 


0^'     V'"^^ 


donnera»  si  Ton  intègre,  les  valeurs  de 

2^  et  s  en  x* 

Or  si  nous  remplaçons  1 1  —  (-^  j   |    ^  par  son  développement 
1  (dyy      i.3  (dyy.   1.3.5  (dy^ 

^■^2V5i;  '^2M\dSj  "^a^reW  **" 

rintégration  devient  facile,  et  les  termes  des  séries  suivent  une  loi 
simple  en  faisant  a— xsx',  d*où  ;^  =  â-  (a*^x'*).  On  a  ainsi 

a     '^  2e  U      SaV'^SVStJVa      3a»  "^Sa»      75^/"^ 
1.3  /Pa«\  »  /x'     5  x'^  .  10  x"      10  x^^     ^'^      1  x'*»\ 

Zlf— .?!     1  /Pa»\  *  fx'     2  x^^     lx[^\ 

i^/Pa*y/x'_ûx;^    6x;^_4x2    ix^x 

"**2./i\26;    Va      3a«"'"5a»      7a'"'"9a»j'^ 

D*oû  l'on  tire ,  en  faisant  x'  =  a,  y  =  o,s  =  0,  pour  la  Hèchô/ 
et  pour  la  longueur  totale  s  de  l'arc  de  la  courbe 

f_i  Pa«      1    /Pa«\»/    3        fPa^y  .        5        /Pa*\'y  , 

5"3'~  '  5:7  v~r;  "^Trôiî'V  e  ;  "^'uiaiôv^;  ^ 

j  _         1    /Pa»y       1.3   /Pa'Y        1.3.5     /Pa*y 
a~*"^3.5\«  /    "^  5.7.9  Ve  )   "*"  7.9,11.13  \  ^  /    '^"* 

Et  comme  la  valeurde^pourx==aoux^=Oestsina,  on  a 

Pa« 

d'oft 

*    -        Pa*     i  /Pa*\'  .  1.3  /Pa»\»  ^  1.3.5  /Pa«\'  .  > 
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87.  Quand  le  solide  est  posé  horizontalement  pai^  deux  ap* 
puis  (Flg.  6)^  les  équations  précédentes  conviennent  à  la  courbe 
formée  par  chacune  des  moitiés.  Nommant  : 

f   la  flèche  AG  de  la  courbe  du  solide  ; 
3P  le  poids  suspendu  au  milieu  du  solide  ; 
3a  la  distance  MM'  des  appuis  $ 
2«  la  longueur  MAM'  du  solide  entre  les  appuis; 
a   l'iadinaison  de  la  courbe  à  l'extrémité  M'; 

on  a,  en  supposant  la  courbure  du  solide  très-petite, 

,  =  «  +  ^,        tang«  =  ^. 

La  flèche  de  courbure  est  proportionnelle  au  poids  2P  et  au  cube 

de  la  distance  des  appuis  (*)• 

-~ — 

La  courbe  complète  infléchie  en  M  a  sa  tangente  parallèle  à  Taxe 
des  x  ou  x'  aux  points  a:'  =  :t:  a,  et  parallèle  à  Taxe  des  y  aux  points 

1  +  ^-5  quand  -^  reste  plus  petit  que  1.  Elle  pré- 
sente alors  une  infinité  de  circonvolutions  égales  entre  les  deux 
droites  que  déterminent  ces  dernières  valeurs  de  x\  et  ofl'rant  une 
symétrie  alterne  par  rapport  à  la  direction  de  la  force  P.  C'est  la 
quatrième  des  neuf  espèces  de  courbes  élastiques  planes  d'Euler. 

(♦)  S 1.  Calcul  éTune  valeur  plus  approchée  de  la  flèche  d'une  pièce 
po^éé.— Pour  robtenir,  il  faut,  comme  quelques  auteurs  anglais  (mais 
avec  plus  d'exactitude),  avoir  égard  à  ce  que  la  réaction  des  appuis 
M,  M' n'est  pas  verticale.  Nous  la  regarderons  comme  normale  à  la 
pièce  fléchie  ;  car  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  entrer  en  considé- 
ration le  frottement  qui  agit  tantôt  dans  un  sénjt  tantôt  dans  le  sens 

opposé  pour  peu  que  la  pièce  et  le  poids  suspendu  SP  oscillent  Cette 

P 
réaction  normale  estj  pour  chaque  appui ,  ^-^-^  puisque  sa  compo- 
sante verticale  est  P;  et  elle  a  une  composante  horizontale 

P 
-^sina,  en  sorte  que  l'équation  complète  d^  moments  est 


=  =hay/ 
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DU  n*  97  ). 


1  =  P(a— x)  +  Ptanga(/— y).  Mais  on 

D^a  plus  de  terme  en  y  au  second  mem- 
bre et  on  rend  Téqùation  intégrable  par 
quadratures  en  prenant  d'autres  coor- 
données Qd^  y't  dont  les  axes  sont  la  tan- 
gente et  la  normale  au  point  M»  ce  qai 
donne  pour  équation»  s' étant  Tare  à  partir  de  ce  point  : 


e 


<^^ 


dxf 


cosa 


af;    d  OÙ    -fV  =  -rr — jr* 
'  ds'       ecosa  3 


Cette  intégrale  première  donne  une  relation  entre  les  inconnues 
/  et  «  en  faisant  x'  =  acosa  +/sina,  qui  est  sa  valeur  au  point 

milieu  A  de  la  pièce  posée ,  et  ^  =  sina  ;  on  a  ainsi 


SsinoECOSa»  -  (acosoE  +  /sina)<; 


d'où 


/  =  - 


cosa 


ypa' 


cosa 


a  sin  a  '    V  P^*  Bin  a  * 

différence  de  deux  quantités  très-grandes. 
On  obtient  une  seconde  relation  entre/ et  a  en  mettant  pour  ^ 


dy' 


sa  valeur 


2c cosa 


dans  la  série  obtenue  à  la  note  précédente 


dsi;^_dy'  .  l/^'\»      i.3  /^V  .   1.3.5  (d^y 
et  intégrant  de  manière  que  y' = 0  pour  x'=0  ;  ce  qui  donne 


y'=; 


.r» 


■;r  +  s 


1/    P 


2\26C0S( 


t)    7 


^2.4\2ecosa/    il  ^ '- ' 


26COsa  3 

puis,  en  remarquant  que  cette  équation  de  la  courbe  élastique  doit 
être  satisfaite,  pour  te  point  A,  par 


/_sina      A/2e    sllTâ   /i 
a"~co««      V^û*'cosa'\ï 


x'  =  acosa  +/sina 
On  tire  ainsi 


Sin  a  COS  a 


,**y'  =  asîna — ^/COSo. 


sin  g     isin'g     l.Ssin^a 
3    "^2    7    "^2.4  il    "*' 


•••  I  • 


ART.  111.  FLEXION.  77 

(  Do  n*  89  ). 


Pour  aToir  ce»  on  n*a  qa*à  éliminer  -,  ou  &  égaler  les  deux  râleurs 

Cm 

de  ce  rapport ,  ce  qui  fournit  : 


V 


2£Sinaco8a"~         ^1    3    ^2'    7    ^2.4  11 

,  1.3  6  sin'tt  . 

ou,  en  élevant  au  carré  : 

Ptt*       .       fz — -î-r-  /  f2 TT-  .  8in*a  ,  8in*a  ,  3sln««  .      \« 

—  =  8in«Vl-8ln««.(^^^r=aK  +  -g-+-_  +  -^.  +  ...J  = 

.  6  .  ,         lô    ,  .         223    .,       - 

=  8in« -^ -sin«. -gjjjsin'a-.  — ggsin'a  +  ...  ; 

d^où,  par  la  formule  générale  de  retour  des  suites 

=H®'+[«e)-i]©'-Kï)'^'fM]ay* 

qu'on  tire ,  par  coefficients  indéterminés  »   de  T  ==  AX  +  GX*  + 

EX»  +  GX'+..., 

.  Pa«       5  /Pa«\«  ,   1069/Pa*\«  , 

et»  par  conséquent, 

COSa      "^^  2i    ^8V2e/   ^  63  \,2t  J  ^  "• 

f 

Substituons  dans  la  seconde  râleur  de -»  nous  trouTons,  tout 

a 

calcul  fait,  cette  expression  pour  la  flèche/ de  la  pièce  2a  posée  sur 

deux  appuis  et  chargée  au  milieu  d'un  poids  2P  : 

/      i  Pa«  ,    2  /Pa*\»      3àd  /Pa"\' 

5-3*i^'*'2îv"ry  +5376VT;  +;••' 

1  Pa*      ' 
légèrement  différente,  dès  le  second  terme,  de  celle  de  g  —  + 

1  /Pa'\*        1    /Pa'\* 

35  l — )  *^  23Ï  V      J  ''■'•'•  trouvée  &  la  note  précédente  pour 
le  cas  d'encastrement 
S  2,  Expression  de  la  plus  grande  dilatation  enfimction  de  la 


7a  SECT.  I.  B^SIftTAlVGB  DES  SOLIDES. 

88.  En  considérant  toujours^  comme  dans  le  n*  86,  un  so- 
lide prismatique  droit  (Fig,  7),  encastré  horizontalement  à  une 
extrémité ,  on*  peut  le  supposer  chargé»  dans  tous  4es  points 
de  sa  longueur,  de  poids  distribués  d'une  manière  quelccmque*. 
Nonunant  : 
Xf!^  les  coordonnées  horizontale  et  verticale  d^un  point  quel- 
conque m  de  la  courbe  du  solide; 
x'  l'abscisse  d'un  point  quelconque  m' situé  entre  m  et  l'ex- 
trémité M  ; 
a  la  distance  ÂB; 

p'  la  valeur  du  poids  suspendu  en  m\  rapporté  à  Tunité  de 
longueur  de  Tabscisse,  en  sorte  que  p'dafesi  le  poids  sup- 
porté par  l'élément  dont  la  projection  est  dx'  (la  quantité 
p'  est  censée  donnée  en  fonction  de  j:'); 
f  l'ordonnée  BM  de  l'extrémité  de  la  courbe  \ 

on  aura 

d^u      fa 
'dF^=y/'^'P'^^-'^^' 

Sx     Çx     Ça 
dx\  dx\   dx'.p'(x' — x). 


flèche.  —  En  appelant  (comme  on  fera  au  n*  113}  v'  la  distance,  à  la 
1)^  des  libres  Invariables»  de  la  fibre  qui  en  est  lé  plus  éloignée, 
et  i  sa  dilatation  ou  contraction  pour  la  section  x  =  a  où  la  cour- 
bure est  la  plus  grande ,  on  a 

f 
Or,  Texpresslon  précédente  de  -  donne,  par  retour  des  suites , 

Pa«  _  5/       2  (MV^    629    f3fY 
"■"a       7U;  "^  i2bkU\aJ   ■^••• 

On  a  donc  la  plus  grande  dilatation  des  fibres  : 

.•=«3^^7i      48/|.   609/19/*         \ 
^Hry^Ta*'^  Î265Ï  a*  ""  -V* 


ART.  lU.  FLEXION.  70 

8tf .  Si  léâ  poids  portés  par  chacun  des  éléments  de  la  lon- 
gueur du  solide  sont  égaux,  ce  qui  comprend  le  cas  où  ces  poids 
seraient  ceux  mêmes  des  éléments,  p'  aura  une  valeur  constante 
p,  et  Ton  aura 


dx 


e 


/        /a»  ,  x'\ 

dy  _    /o^   ■  ax*      x*\  , 

f=t^j,       tang.  =  g. 

pa  est  le  poids  total  reporté  sur  la  longueur  du  solide.  D'après 
le  n"*  86,  si  ce  poids  était  appliqué  en  M,  l'abaissement  de  ce  point 
serait  plus  grand,  dans  le  rapport  de  8  à  3  (""j. 


(♦)  S  *•  Observation  générale.  —  L*équatlon  6-=-^  =...  posée 

El 

aux  n**  88  et  89  n*est  autre  chose  que  celle  —  =  M  démontrée, 

P 
dans  la  note  du  n*  81,  seulement  pour  des  forces  agissant  aux  extré* 

mités  d*ane  portion  finie  d'un  prisme.  On  peut  retendre  approxi- 
mativement au  cas,  ici  considéré,  de  forces  agissant  d'une  manière 
continue  sur  sa  longueur,  par  une  raison  semblable  à  celles  qui  ont 
été  données  au  $6  de  lanotedu  n**  80  pour  appliquer  la  même  équation 
à  un  mode  de  distribution  quelconquedesforcesdontlemomentestM. . 

S  2.  Manière  plus  simple  de  poser  V équation  du  n*  89.  —  Elle, 
consiste  à  remarquer  que  les  forces  agissant  sur  la  partie  mM  dont 
la  longueur  est  a— a:,  peuvent  être  remplacées  par  une  force 
unique  égale  à  leur  somme  p{a'^x)  appliquée  au  milieu  de  cette 

partie*  en  sorte  que  son  bras  de  levier  est  -^  '  et,  en  égalant  leur 

moment  à  celui  des  forces  intérieures,  on  a  -  ou  e  -y^  «p  {a^x)  ^ 

S  3.  Flèche  f'^'^ déterminée  d'une  manière  élémentaire, -^011 


80  SEGT.  I.  BÉSISTANCB  DES  SOLIDES. 

90.  Lorsqu'un  solide,  posé  horizontalement  sur  deux  appuis 
(Fig.  8),  est  chargé  par  des  poids  distribués  uniformément  sur 
sa  longueur,  chaque  moitié  est  dans  le  même  cas  que  si  ^  étant 
encastrée  horizontalement  à  une  extrémité,  elle  était  fléchie  à  la 
fois  par  des  poids  distribués  uniformément  sur  sa  longueur,  et 
par  une  force  égale  à  la  somme  de  ces  poids,  et  agissant  en  sens 
contraire  à  l'autre  extrémité.  On  a  donc 

(ax*      a^\         /ii*a^      ax^  ,   x*\ 


^      P5«*  .  8/" 


Diaprés  le  n""  87,  si  le  poids  ipa  était  suspendu  au  milieu  du  so- 


y  arrive  comme  au  S  i  de  la  note  du  n*  86»  en  mettant  pX  ^  aulleu 


2 
de  PX»  d*où  rélément  rm*  de  la  flèche  ^  |-X*k  dont  la  somme,  de 

X«0  à  X=(X,  est  bien  (SS  2  et  3  de  la  note  du  n*81)-^. 

S  A.  Expression  analytique  plus  approchée  de  cette  Jlèche  î  et 
de  V angle  ou  —  On  les  obtient,  principalement  pour  le  cas  où  la 
flexion  n*est  pas  très-petite,  en  posant,  comme  à  la  note  du  n""  86, 

.  _W_p(iL=^,  cequi,  enfaisanta-x=:ï',  f = J(a»-»^;. 

«.bstituant  dans  dy = dx  [^^  +  \  (|)[V  ^^  (|)V ....] .  et 

intégrant,  donne  une  expression  def—y  en  série  ;  sa  valeur  pour 
a;'=a  ou  x=  0,  y  =  0,  est,  en  divisant  par  a  : 

Et  Ton  a  sina  égal  à  la  valeur  de  ^  pour  x'=0,  d^où 


ART.  III.   FLEXION.  81 

lide  au  lieu  d'être  répartie  uniformément  sur  toute  sa  longueur, 
la  flèche  serait  plus  grande  dans  le  rapport  de  S  à  5.  Ces  résul- 
tais sont  confirmés  par  Texpérience  (*). 


{*)  $  i.  V équation  de  la  courbe  s* étend  à  ses  deux  moitiés  dans 
ce  cas,  mais  non  lorsqiCil  y  a  un  poids  2P  suspendu  au  milieu.  — 

(a*x*     X*  \ 
-r rr  ) 

donne  des  râleurs  de  y  égales  lorsqu^on  change  x  en— x.  Mais  il 

-X —  —  j  du  n*  86;  les 

deux  moitiés,  quand  il  y  a  un  poids  suspendu  au  milieu ,  sont  deux 
courbes  différentes ,  qui  ne  font  que  se  raccorder  ou  qui  ont  iipe 
tangente  commune  et  le  même  rayon  de  courbure  à  leur  jonction. 

S  2.  Raccordements  à  tous  les  points  où  il  y  a  des  forces  isolées^ 
ou  discontinuité  d'action.  Petits  angles  résultant  des  glissements 
à  ces  points,  —  La  même  chose  s'observera  constamment  par  la 
suite.  En  tous  les  points  des  prismes  fléchis  où  il  y  a  des  forces 
extérieures  isolées,  comme  en  tous  ceux  où  les  forces  réparties  chan- 
gent dMntensité  par  unité  de  longueur,  la  courbe  change  aussi.  Il 
n^est  pas  nécessaire,  pour  avoir  la  suite  de  ces  changements,  de 
recourir  aux  formules  de  discontinuité ,  employées  par  Poisson , 
principalement  au  n*  32Zi  de  la  deuxième  édition  (1833)  de  son 
Traité  de  mécanique  ;  on  peut  établir  successivement  les  équations 
des  diverses  parties,  en  déterminant  les  constantes  de  manière  qu^à 
leurs  jonctions  elles  aient,  avec  le  môme  rayon  de  courbure,  une 
tangente  commune,  à  moins  qu'on  ne  tienne  compte  des  glisse- 
ments ,  car  alors  (voyez  notes  des  n*"  152  à  155}  les  deux  tangentes 
doivent  faire  entre  elles  un  petit  angle. 

S  3.  Approximation  un  peu  plus  grande  de  la  flèche  de  couf^ 
bure  î  et  de  V angle  a  des  inclinaisons  extrêmes  pour  la  pièce  posée 
et  chargée  uniformément  9  avec  un  poids  additioîinel  au  milieu,  -^ 
En  raisonnant  comme  au  $  1  de  la  note  du  n**  87,  et  en  supposant 
que  ia  pièce  supporte,  outre  la  charge  2P  au  milieu,  le  poids  2pa 
réparti  uniformément  sur  sa  longueur,  on  peut  poser  une  équation 
d'équilibre  (dont  le  dernier  terme  n'est  qu'approché). 


•2  &£GT.  1.  HÊSlStÂMCÈ  tm  SOUDÉS. 

91.  Pour  appliquer  les  résultats  précédents  à  un  ôorps  donné, 
11  faudra  substituer  à  la  place  de  t  Tetpresslon  du  moment  de 
flexion  qui  convient  à  la  figure  de  la  section  transversale  de  te 
corps^  conformément  aux  n"^  80  et  suivants.  On  attribuera  à  la 
constante  E  (n**  77)  la  valeur  qui  convient  à  la  nature  du  corps  et 
qui  doit  être  déterminée  par  l'observation. 

Les  expériences  les  plus  propres  à  déterminer  cette  valeur 
consistent  à  placer  horizontalement  un  solide  prismatique  aur 
deux  appuis^  à  le  charger  au  milieu  d'un  poids  et  à  observer  la 
flèche  de  la  courbure  produite  par  ce  poids.  Si  la  section  trans- 
versale du  solide  est  un  rectangle  (t<*ig.  2]  dont  les  côtés  soient 

bc^  op  (2a)^ 

6  et  c,  on  a  (n**  81),  e=E  — -,  et  (n*  87)  f=—  ^-^  :  donc 


/M. 


tt^  «■-,«■ 


daf  CCS  a  '^  2cosa 

/ 

et  en  tirer,  de  même,  deux  équations  entre  les  ineonnoaa  «  et -. 

a  ' 

Elles  sont  compliquées  et  ne  peuvent  se  résoudre  que  par  t&tonne- 

Pet'         Dûl' 

ment  en  attribuant  des  valeurs  numériques  à  —  et  ^-— .  Mais 

hous  pouvons  nous  contenter,  pour  avoir  une  formule  générale 
donnant  une  approximation,  de  retrancher  les  valeurs 


/ 


8\S 


a-2  Ae  +35  U^y    ®^  ^°*"  ~  6e  +  2  V  6^  ) 

obtenues,  à  la  fin  du  $  û  de  la  note  du  n**  89,  pour  une  pièce  en- 
castrée et  uniformément  chargée,  des  valeurs  des  mêmes  quantités 
obtenues  à  la  fin  du  $  1  de  la  note  du  n*"  87,  en  mettant,  dans 
celles-ci ,  P  +pa  au  lieu  de  P,  réaction  verticale  de  chaque  appui  ; 
ce  qui  donne 


/  _  8P  +  ^pa  a} 


3P  +  2pa 
tang  a  = g-^- 


ii+Ë(p+î'«)'-iâ-o(p«)'](sy 


ABT.  Ht.   rL£XlON.  81 

în  étant  l'intervalle  des  appuis  et  2P  le  poids  placé  au  milieu  de 
la  longueur  du  solide. 

Si  la  section  transversale  est  un  cercle,  on  a 

r  désignant  le  rayon  du  cercle. 

92.  On  doit  quelquefois  tenir  compte  de  l'action  du  poids  du 
solide.  On  y  parviendra,-  d'après  le  n"  90^  en  ajoutant  à  !2P  les 
5/8  de  ce  poids.  Ainsi,  en  le  désignant  par  211,  on  a  pour  le  cas 
d'une  teetion  rectangulaire 

et  pour  le  cas  d'une  section  circulaire 

«P  _L  -      311 

/■= -^^,   E _ ^2P  +  g . ânj  ^^-ï-^  (  ). 


(*]  $  i.  Géiièralisaiion  et  approximation  plus  grande,  —  Quelle 
que  soit  la  section  dont  nous  appellerons  1  le  moment  dMnertie,  et 
qu'on  suppose  sollicitée  parallèlement  à  Vun  de  ses  aoces  princi- 
paux (note  du  n""  83} ,  on  a 

Plus  approximativement,  en  se  servant  de  la  valeur  développée  de 

"^  en  ^  de  la  fin  du  S  3  de  la  note  du  n«  90,  et  en  se  fondant  sur  ce 
a       El 

qu'en  général,  par  le  retour  des  restes  suivi  d^une  division  : 

isprettion  Y=r  AX  4-  CX»  + donne  v  ==  y  1  *  +  J  (x)   + j 

El 

on  tirera  la  valeur  de  -,,  d*où 


Sk  SEGT.  I.   RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

95.  On  remarquera  enfin  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  con- 
naître les  valeurs  absolues  du  poids  placé  au  milieu  du  solide 
et  de  la  flèche  de  courbure  correspondante^  mais  seulement 
l'accroissement  de  la  flèche  de  courbure  correspondant  à  un  ac- 
croissement donné  de  ce  poids.  En  efiet,  nommant  P'^P''  deux 
valeurs  successives  de  F,  et  f,  f  les  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  /*,  l'une  ou  l'autre  des  équations  précédentes  donne 
pour  une  section  rectangulaire 

Nous  allons  maintenant  exposer  les  résultats  des  expériences 
connues  j  d'après  lesquelles  on  peut  déterminer  les  valeurs  de 
la  constante  E  qui  conviennent  à  divers  corps.  Ces  valeurs  ne 
peuvent  être  données  exactement  qu'au  moyen  d'expériences 


S  2.  Emploi  de  lajlexion  circulaire.  —  M.  Ernest  Lamarle  a  fait, 
àGand  (*),  des  expériences  sur  lesquelles  nous  reviendrons,  où  des 
pièces  horizontales  étaient  fléchies  par  deux  poids  éjçaux  P suspendus 
à  des  distances  égales  A*  des  extrémités  soutenues  ;  en  sorte  que  le 

El 

momept  de  flexion  — ,  entre  les  deux  points  de  suspension  des 

poids,  était  constant  et  égal  à  celui  PA;  de  chacun  des  couples  qui 
agissaient  de  part  et  d*autre.  En  appelant  2a  la  distance  de  ces 
points,/ la  flèche  au-dessous  de  leur  niveau,  on  a  a"  +/*  =  ap/, 

d'où  l'expression  E  =  PA;—^J>''- qui  est  exacte  et  non  pas  simple- 

ment  approximative.  M.  Lamarle  observe  que  puisque  toute  la 
partie  2a  de  la  pièce  a  une  égale  courbure,  ce  mode  d'expérimen- 
tation est  plus  propre  à  donnei;  la  valeur  moyenne  du  coefficient  E 
pour  toute  la  pièce,  ainsi  que  celle  de  la  limite  des  dilatations  sans 

(1)  Premier  mémoire  nir  la  flexion  du  bois.  Draxellei,  4844.  Ezirall  d«9  Jn-» 
noies  des  travaux  publics  de  la  Belgique, 


ART.  III.   FLEXION.  85 

dans  lesquelles  la  flexion  est  fort  petite.  Quand  l'extension  ou 
la  compression  des  fibres  approchent  du  terme  où  la  rupture 
doit  avoir  lieu,  la  résistance  de  ces  fibres  cesse  ordinairement 
d'être  exactement  proportionnelle  à'  l'extension  ou  à  la  com- 
pression,  comme  on  Ta  supposé  n»*  76  et  77  ;  ce  que  l'on  ex- 
prime en  disant  que  l'élasticité  est  altérée  (*). 

94    à    III   (**). 


partie  permanente,  que  les  expériences  ordinaires  où  le  poids  2P 
est  au  milieu  et  où  la  courbure  est  nulle  aux  extrémités. 

(*)$!.  Observation  relative  à  rélasticité*^~fio\iB  avons  dit  au  $  8 
de  la  note  du  n*  21,  que  cette  propriété  subsistait  entière  après  que 
la  contexture  a  été  modifiée,  et  que  si  Ton  défalquait,  après  chaque 
mesure ,  les  parties  permanentes  ou  persistantes  des  extensions, 
compressions,  flexions  ou  torsions,  le  reste  était  encore  trouvé  pro- 
portionnel aux  efforts,  avec  des  coefficients  de  proportionnalité  ou 
d^élasticité  généralement  peu  ou  point  différents  de  ce  qu'ils  étaient 
primitivement. 

S  3.  Approximation  plus  grande  pour  E.  —  De  la  différence  de 

///    ff  f 

deux  expressions*^,  —  comme  celle  de  -  de  la  fin  du  S  3  de  la 

a    a  a 

note  du  n'  90  on  tirera,  en  opérant  comme  au  S  i  de  celle  du  n''92. 
(2P"— 2P')  (2a)»  r.  ,  72(2P"+2pa)«— (2P'+2pa)« //'— J 


E  — 


A8.I(/'-/) 


m^a^r.  ,  72(2P^^+2pa)»— (2P^+2pa)»//-/\'l 
'— /)    L        7  (2P"— 2P')»  \   2a   ;  J 


Par  exemples!  le  rapport '^-s-^  delà  flèche  additionnelle  à  la 

longueur  est  1/30,  et  si  F  =  0,  la  quantité  entre  crochets,  par 
laquelle  il  faut  multiplier  la  formule  du  texte,  est 


i  + 
ou 


700  L\       2F7        \2P'7i' 


1,037  si  ^  =  1/2,    et    1,027  si  ?p«l/3. 

(**)  Par  la  même  raison  qu'aux  notes  des  n**  /i  à  20  et  des  n**  22 
à  75,  relatives  à  la  compression  et  à  Textension,  on  renvoie  après  le 
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ARTICLE  IV. 

DE  LA  RÉSISTANCE  D*DN  SOLIDE  PRISMATIQUE  A  LA  RUPTURE  PRODUIT^ 
PAR  UN  EFFORT  DIRIGÉ  PERPENDICULAIREMENT  A  LA  LONGUEUR  DE  C^ 

> 

■   SOLIDE. 

112.  Les  fibres  des  corps^  quand  on  les  soumet  à  des  extao* 
sions  OU  à  des  accourcissements  très-petits^  s'étendent  ou  $'ac- 
courcissent  de  la  même  quantité  sous  un  même  poids,  comme 
on  Ta  dit  n*«  76  et  77.  Alors,  si  la  section  transversale  est  rectan- 
gulaire, les  fibres  dont  la  longueur  ne  varie  pas  lors  de  la  flexion 
du  corps  sont  au  milieu  de  la  hauteur  de  cette  section.  Quand' 
les  variations  de  longueur  des  fibres  sont  plus  considérables, 
ces  fibres  peuvent,  sous  le  même  effort,  s'étendre  plus  ou  moins 
qu'elles  ne  s'accourcissent.  Alors  les  fibre3  invariables  s^éloignent 
ou  s'approchent  de  la  face  qui  devient  convexe  lors  de  la 
flexion.  La  rupture  a  lieu  quand  les  fibres  étendues  ne  peuvent 
plus  l'être  davantage  sans  se  séparer,  ou  quand  les  fibres  corn* 
primées  ne  peuvent  plus  l'être  davantage  sans  s'écraser.- 

La  rupture  s'opère  d'une  manière  différente  selon  les  corps. 
Dans  les  pierres,  le  verre,  les  métaux  fondus,  il  se  fait  une  sépa- 
ration brusque  et  totale  sur  toute  la  hauteur  de  la  section.  Dans 
les  bois,  les  fibres  sont  écrasées  vers  la  face  concave,  et  arra- 
chées irrégulièrement  vers  la  face  convexe.  Dans  les  métaux  for- 
gés, la  rupture  n'est  pas  toujours  accompagnée  d'une  séparation 
totale  ou  partielle.  Les  molécules,  sans  cesser  d'être  adhérentes, 
paraissent  avoir  pris  près  de  la  section  de  rupture  de  nouveUea  po- 

n*"  168  au  complément  des  articles  1  à  Vf ,  ces  n**  de  9/i  à  iil,  qoq-» 
tenant  des  résultats  d'expériences,  auxquels  on  Joindra  ceux  fort 
nombreux  qui  ont  été  obtenus  d^uis  1833. 

Qu'il  nous  suflBse  de  dire  ici ,  pour  donner  une  idée  générale  des 
valeurs  du  nombre  E,  et  nous  mettro  à  même  de  présenter  quelques 
«xemplej*  de  calcul  numérique ,  qu'on  a  environ  .  pour  le  bois  de 
ubAjae  OM  fie  ^^p'in,  F*  =  \  200  OOO  Oop  ;  fK»ur  îç  fe»",  R  ï?  20  pOO  OOO  poo: 

pour  i%  fonte,  F.  =  i 2  000  000  oeo. 


^UT.  |V.  ^UPTURB  PAi(  FLEVOI9.  87 

sitMm  d'équiliMf  ra  y&^  ^esquelle^  la  figure  du  solide  a  changé. 
14^9  ^<mditioQ8  de  la  rupture  dépendent  de  l'équilibre  qui  s'é- 
tablit entre  les  forces  qui  tendent  à  rompre  les  corps,  et  le$  ré- 
sistances  dues  aux  forces  développées  par  l'effet  des  extensions 
et  oompiessions  des  fibres  dans  la  section  transversale  où  la  rup- 
ture va  s'opérer.  Pour  évaluer  exactement  ces  résistances^  il  fau« 
drait  connaître  :  4"*  Taxe  d'équilibre  où  sont  placées  les  fibres 
invariables;  2*  la  valeur  de  la  force  produite  dans  une  fibre  par 
une  extension  ou  une  compression  donnée.  A  défaut  de  ces  con- 
naissances^ que  l'on  ne  pourrait  acquérir  que  par  des  expé- 
riences délicates,  on  est  obligé,  pour  obtenir  au  moins  des 
évaluations  approximatives,  de  recourir  à  des  hypothèses. 

113.  L'hypothèse  la  plus  simple,  et  généralement  la  moins 
éloignée  de  la  vérité ,  consiste  à  admettre  que  les  résistances 
des  fibres ,  à  l'instant  où  la  rupture  va  s'opérer,  sont  encore  pro- 
portionnelles aux  extensions  ou  compressions  de  ces  fibres, 
comme  elles  sont  dans  le  cas  d'une  flexion  très-petite.  Alors  l'état 
de  la  section  transversale  du  cerps,  à  l'instant  où  la  rupture  va 
s'opérer,  ne  diffère  point  de  l'état  considéré  dans  les  n®«77  et  sui- 
vants. Seulement  il  faut  concevoir  que  la  fibre  placée  à  la  face 
convexe  qui  est  la  plus  étendue ,  ou  la  fibre  placée  à  la  face  con- 
cave qui  est  la  plus  accourcie,  subissent  le  degré  d'allongement 
ou  d'accroissement  qui  est  immédiatement  suivi  de  la  rupture. 

La  situation  de  l'axe  d'équilibre,  où  sont  placées  les  fibres  in- 
variables, se  déterminera  toujours  par  la  même  condition  géo- 
métrique énoncée  n*"  78.  Supposons  cet  axe  ainsi  déterminé,  et 
conservons  les  dénominations  du  n®  77,  qui  se  rapportent  à  la 
Fig.  1  ;  appelons  de  plus 

1/  la  distance  à  l'axe  d'équilibre  aa'  de  la  fibre  extrême  située 
à  la  face  convexe  ou  à  la  face  concaye  du  solide,  qui  est 

prêt0  k  rompre  i 
^  une  constante  exprimant  la  force  néce^^saire  pour  roiuprt; 
ua  prisipe  dont  h  s^^'^tîon  transversale  e$t  Tiinité  superfi- 
riellej  tiré  dans  le  sens  de  lal<u>guçnr. 
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En  remarquant  que  la  résistance  des  fibres  situées  à  la  distance 
v'  de  Taxe  ad  est  dudvJ^j  et  que  la  résistance  des  fibres  situées 

à  la  distance  v  du  même  axe  est  dudv  —j  ,  on  aura  pour  Tex- 

pression  de  la  somme  des  moments  de  ces  résistances^  pris  par 
rapport  à  Taxe  ad^ 

Nous  nommerons   celte  expression  moment  de  rupture  du 
corps,  et  nous  la  désignerons  par  la  lettre  r  (*). 


(♦)  S  1.  Deuxième  expression  du  moment  de  flexion, — Nous  met 
tons  ici  r  au  lieu  de  p  déjà  employé  par  Navier  (n**  77,  86)  pour  le 
rayon  de  courbure.  La  dénomination  moment  de  rupture  n'a  pas  été 
adoptée  par  ses  successeurs.  M.  de  Guillebon,  Tun  deux,  a  fait  obser- 
ver que  la  formule  ci-dessus,  susceptible  d'être  écrite,  avec  les  sim- 
plifications de  la  note  du  n»  80 

R  I 

—  ftj'dfo    OU    R-,, 

n'est  autre  chose  qu^une  deuxième  expression  du  moment  de  flexion 

El 

M  qui  a  reçu  à  la  même  note  une  première  expression  M  =-—  ;  R  dé- 
signant, dans  la  deuxième,  Teffort  supporté  par  une  fibre  à  la  dis- 
tance v'  de  la  ligne  des  fibres  invariables,  pour  l'unité  superficielle 
de  sa  section  ;  et  cette  distance  peut  être  arbitraire  au  lieu  d'être 
la  plus  grande. 

S  2.  Cette  deuxième  expression  ou  équation  M^=R  —  est  tout  aussi 

El 

exacte  que  lapremière'iA:=—'dans  les  mêmes  limites.  Son  établis^ 

sèment  direct  et  simple.  — Elle  est  exacte  comme  l'autre,  tant  que 
les  proportions  des  extensions  et  des  compressions  n'ont  pas  encore 
dépassé  les  limites  de  leur  égalité  sous  des  efibrts  égaux  et  opposés 
et  de  leur  proportionnalité  à  ces  efforts ,  limites  où  Ton  se  tient  ordi- 
nairement en  définitive,  comme  on  verra,  lorsqu'on  l'applique.  On 

peut  l'établir  d'une  manière  directe  ainsi  que  celle  V  vdto = 0,  don- 
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Dant  les  fibres  invariables,  sans  Invoquer  le  n*  78  et  sans  même  par* 

i 
1er  du  coefficient  d^élasticité  E  ni  de  la  courbure  -,  en  admettant 

seulement ,  comme  on  a  fait  au  n**  77  et  aux  notes,  que  les  fibres  résis- 
tent à  Textension  comme  si  elles  étaient  isolées  et  que  les  longueurs 
des  petites  portions  comprises  entre  deux  sections  voisines,  senties 
mômes  que  si  ces  sections  étaient  restées  des  plans.  En  effet,  sur 
ces  deux  plans  très-voisins  il  y  a  une  ligne,  parallèle  à  leur  lnter7 
section,  à  travers  laquelle  les  portions  de  fibre  n'ont  pas  varié  de 
longueur,  et  les  dilatations  éprouvées  par  les  autres  sont  propor- 
tionnelles à  leurs  distances  r,  t/  à  cette  ligne,  en  sorte  que  R  -,  do» 

exprime  la  résistance  ou  tension  de  celle  qui  est  située  à  la  distance  v 
et  dont  la  section  est  (fco,  si  les  résistances  sont  restées  dans  le  même 
rapport  que  ces  dilatations  positives  ou  négatives;  d*où  il  suit  que 
réquilibre  de  translation  et  l'équilibre  de  rotation  de  la  partie  du 
prisme  comprise  entre  la  section  «o  et  une  extrémité,  ont  bien  pour 

R  R 

expressions  -7/0^0)=  o  et-,/r"d«  =  le  moment  M,  autour  de  la 

même  ligne,  des  forces  extérieures  agissant  sur  cette  partie. 

§  3.  Elle  rCest  pas  applicable  au  delà  de  ces  limites ,  si  ce  rCest 
en  faisant  varier  le  coefficient  R  qui  représente  alors  autre  chose 
que  ce  que  donnent  les  expériences  de  rupture  par  extension  ou 
compression  longitudinale»  —  Cas  de  sections  ou  semblables  ou 
ramenables  les  unes  aux  autres  par  augmentation  des  ordonnées  ou 
des  abscisses.  —  Mais  les  dilatations  cessent  pour  Tordinaire,  long- 
temps avant  la  rupture,  d'être  proportionnelles  aux  efforts  qui  les 
produisent  (S  8  de  la  note  du  n'  21) ,  et  les  contractions  d'être  égales 
aux  dilatations  pour  mêmes  efforts  ;  aussi  l'équation  précédente 

M=R-; qu'on  peut  écrire  P  =R — ;  en  appelant  2P  la  force  trans- 
versale agissant  au  milieu  d'une  pièce  de  longueur  2a  appuyée  aux 
deux  bouts  (n"^  90, 122),  ne  donne  pas,  même  approximativement,  la 
grandeur  que  doit  avoir  cette  force  2P  pour  produire  la  rupture  im- 
médiate ou  prochaine,  en  y  mettant  pour  R  la  valeur  qui  résulte 
des  expériences  de  rupture  par  traction  et  pour  v'  l'ordonnée  des 
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(  Da  n*  ttS). 


fibres  les  pim  tendues  0u  côté  dôTei^tt  pDiiv«it.  Qo  u*obtieiit  p^g 
davantage  cette  |[randear  au  moyen  de  Téquation  toute  pareille 

dans  laquelle  v"'  est  l'ordonnée  des  fibres  qui  sont  les  plus  compri- 
mées du  côté  devenu  concave,  et  R'  la  force  de  compression  pro- 
duisant une  contraction  longitudinale  qui  entraîne  des  dilatations 
transversales  reconnues  capables  de  disjoindre  latéralement  les 
fibres  (S  7,  8  de  la  note  du  n«  3),  coefficient  qui  peut  être  fourni  di- 
rectement aussi  ($  9  de  id)  par  des  expériences  d'écrasement,  et 
qui,  très-supérieur  à  l\  pour  les  n^^taux,  lui  est  généralement  infé* 
rieur  pour  les  bois.    « 

On  trouve  bien,  il  est  vrai,  en  faisant  des  expériences  sur  des 
pièces  rectangulaires,  que  la  force  2P  rompant  par  flexion,  est  non- 
seulement  en  raison  inverse  de  la  longueur  2a  (ce  qui  doit  avoir  lieu 
pour  toutes  les  pièces  prismatiques),  mais  encore,  en  raison  directe 
de  la  largeur  b  et  du  carré  c'  de  Tépaisseur  ou  hauteur  des  sections 

bc^  c 

conformément  à.  Téquation  qui,  pour  ^  =  tô  «  ^'^  ô  pr^^iid  la  forme 

bc* 
P=  R  TT-  ;  et  Ton  verra,  à  la  note  du  n»  151,  qu'on  a  la  môme  cbose 
Ça 

pour  toutes  les  sectionssemblables,  ou  pour  toutes  cellesquj,  comm^ 
le  rectangle  ou  TelUpse,  peuvent  se  transforpier  les  unes  dans  les 
autres  en  amplifiant  ou  réduisant  dans  une  même  proportion  toutes 
les  abscisses  ou  toutes  les  coordonnées.  Mais  ce  qu*on  en  tire  alors 
pour  R,  après  des  expérieuces  de  rupture  par  flexion,  est  plus  grand 
que  la  valeur  de  ce  coefficient  déduite  d'expériences  de  rupture  par 
extension  et  en  est  souvent  plus  que  double,  par  exemple  pour  les 
pièces  de  fonte  à  section  rectangle  (ce  qu'on  expliquera  k  la  note 
du  n?  151).  Et,  pour  des  sections  de  diverses  formes  con^parées 
non  ramenables  ainsi  les  unes  aux  autres,  les  expériences  de  rup- 
ture par  flexion  ne  sauraient  même  être  représentées  par  une  équ^- 

f  lAîi  telle  que  P  =  B  — ,  avef^  un  coefficient  R  quelconque»,  *  raelnj* 

av 

qu'on  n«  le  fa«s.«  varier  pour  mêiue  Tnatâ^r^  *vec  la  fomie  de«  aei'- 

liQ|i5  >  S!  (Pf^^  «V^î  ItVi  sityatiPÎ»  par  rapport  f  !»  dlrecr^ioii  d<^^ 
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forces  extérieures  ;  car,  pour  les  pièces  de  fonte  en  1\  par  exemple, 

il  faudrait  un  nombre  R  plus  grand  en  les  retournant  de  manière  ^ 

mettre  en  haut  la  plus  petite  nervure  d'ftbord  en  bas  (ci-après 

note  du  q*  120). 

C'est  ^ulement  au  moyeu  d'une  pareille  adaptation  de  la  valeur 

variable  du  coefficient  R  aux  diverses  former  et  situations  des 

j 
seelioQS  quV>n  peut  arriver  à  prévoir  par  la  formule  P  =s  R  -—^  le 

poids  capable  de  rompre  les  pièces  d'échafaudages ,  barraquements 
et  autres  constructions  temporaires  dans  lesquelles  on  peut  appro- 
cher bien  près  du  maximum  des  charges  moyennant  une  surveil- 
lance active  et  des  précautions  journalières  (voyez  note  du  n*  151), 

§  U»  Elle  donne  cependant  la  résistance  à  Vénervaiion  ou  à  Uk 
rupture  éloignée,  —  Coefficient  R^  de  cette  résistance  permanente. — 
Heureusement  que  les  calculs  les  plus  fréquents  et  les  plus  utiles 
sont  ceux  de  résistance  des  constructions  permanentes.  Or  l'obser- 
vation prouve  que  pour  oellechci  (ainsi  qu'on  a  dit  à  la  fin  de  la 
note  du  n*  21  et  que  l'exprimera  Navier  à  la  fin  du  n*  151  \  si  Ton 
veut  prévenir  une  rupture  plus  ou  moins  éloignée,  due  à  Taltératlon 
(}q  la  eootextura  ou  à  réservation  de  la  matière  avecle  temps  et  le^ 
cirooQstances  accidentelles,  il  faut  que  la  plus  grande  dilatatioa 
ou  Goiftraction  longitudinale  excède  très-peu  ou  point  celles  qui 
varient  d'une  manière  exactement  proportiopnelle  aux  efforts  qui 
les  produisent.  En  conséquence  en  appelant,  comme  4  la  ^n  des 
nqtes  des  n**  31  et  3t 

R^,  B'gf 

les  efforts  (bien  moindres  que  ceux  qui  sont  appelés  R  et  RO,  répon- 
dant par  unité  de  section  à  cette  dilatation  ou  contraction,  limite  de 
celles  que  les  fibres  peuvent  supporter  indéfiniment  sans  danger, 
les  équations 

M=OU<R„p,      M  =  OU<Ro';î> 

^-xpriment  aussi  exactenieiit  qu'on  peut  le  désirer  la  double  condi- 
rioD  de  non-énerv^riou  on  d<^  stabilité  indéfinie  de  la  cohésion  de  U 
roatière,  «•4)nditio«  i  r^npllis  partent ,  p#*ii»  1^  IHm^*  le«  plu«  ét^n- 
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dues  du  côté  devenu  convexe  et  pour  les  fibres  les  plus  contractées 
du  côté  devenu  concave. 

Ainsi  la  recherche  d*équations  capables  de  représenter  des  états 
de  flexion  plus  voisins  de  la  rupture,  et  les  changements  successifs 
de  position  de  Vaxe  neutre  ou  ligne  des  fibres  invariables  n'a  qu\in 
intérêt  secondaire  (ci-après  note  du  n*"  151)  ;  et  les  expériences  sur 
la  manière  dont  les  pièces  rompent,  ou  plutôt  dont  les  ruptures 
s'achèvent  une  fois  commencées,  ne  peuvent  nullement  être  invo- 
quées contre  la  théorie  qui  nous  a  conduits  à  Téquation  précédente 
dont  remploi  permet  (et  c'est  là  l'essentiel)  de  prévenir  le  corn" 
mencement  de  la  rupture  ou  plutôt  de  l'énervation,  sans  s'occuper 
de  ce  qui  suit,  dont  la  considération  peut  seulement  aider  &  la  dé- 
termination des  coefficients  Rq,  R  o  des  formules. 

S  5.  Restriction  relative  à  la  nécessité  de  prendre  en  considéra- 
tion les  glissements  quelquefois.  —  Nous  observerons  toutefois  que 

l'équation  M=Ro  -.n'exprime  complètement  la  condition  de  dila^ 
talions  au  plus  égales  à  ,^  que  quand  c'est  bien  dans  le  sens  des 

Ci 

fibres  qu'a  lieu  la  dilatation  la  plus  grande;  or,  cela  exige  qu'il  n'y 
ait  pas  de  glissements  transversaux  ou  qu'ils  soient  négligeables, 
car  ils  produisent  des  écartements  moléculaires  se  composant  avec 
les  écartements  longitudinaux  pour  amener  un  écartement  résul- 
tant, légèrement  oblique  aux  fibres.  Nous  apprendrons  plus  loin, 
(note  des  n"'  152  à  155)  à  calculer  cette  .influence  des  glissements, 
qui  peut  généralement  être  négligée  lorsque  le  plus  grand  bras  de 
levier  des  forces  qui  fléchissent  excède  sensiblement  l'épaisseur  de 
la  pièce,  ainsi  que  Coulomb  l'avait  pressenti  (mémoire  cité  de  1773). 

S  6.  Équatùyn  d'élasticité,  Èquaiion  de  cohésion  ou  de  stabilité. 
Section  dangereuse.  Point  dangereux.  Formes  d'égale  résistance,-^ 
L*équation 


et  réquation 


M-^^^ 

M--, 


Maximum  de  M  =  au  plu  R^  -7  oa  R',  — 
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dont  les  analogues  sont  P  =  £1,  P=Ro<d  ou  R'o<0  pour  le  cas  simple 
de  Faction  longitudinale  (notes  des  n**  21  et  3),  seront  quelquefois 
appelées,  la  première»  équation  â^élasticité^  et  la  seconde,  équation 
de  €x>hésion  permanente^  ou  de  stabilité  ^  ou  de  résistance  à  la  rup- 
ture éloignée. 

Celle-ci  (en  nous  bornant,  pour  fixer  les  idées,  à  considérer  ici 
le  côté  des  fibres  étendues)  donne 

V  Ro 

ce  qui  servira  à  régler  les  dimensions  transversales  d*une  pièce 
prismatique  d'après  le  nombre  Rq  relatif  à  sa  matière,  et  diaprés  la 
plus  grande  valeur  du  moment  variable  M  des  forces  qui  la  solli- 
citent 

La  section  pour  laquelle  ce  moment  est  le  plus  grand  a  été  ap- 
pelée par  M.  Poncelct,  section  dangereuse;  et  le  point  où  elle  est 
traversée  par  là  fibre  la  plus  tendue  et  le  plus  en  danger  de  rompre, 
point  dangereux.  Cette  section  se  trouve  au  milieu  de  la  pièce  lors- 
qu'elle est  posée  sur  deux  appuis  et  sollicitée  comme  aux  n"**  122, 
125, 126,  et  se  trouve  à  Tencastrement  dans  le  cas  des  n^*  121, 12/i. 
Le  point  dangereux  est  celui  qui  répond  à  la  plus  grande  ordonnée 
tj  =1/  quand  on  ne  tient  pas  compte  des  glissements. 

1      M 

En  efiTaçant  Maximum  ou  en  posant  -=^  on  a  une  équation 

dont  on  tire  des  dimensions  transversales  variables  avec  le  moment  M, 
ou  avec  les  distances  du  point  d'application  des  forces  et  telles  que 
toutes  les  sections  seront  également  dangereuses  ou  ne  fatigueront 
pas  plus  Tune  que  Tautre.  On  reviendra  aux  n*'  /!i98  à  507,  section 
quatrième ,  sur  ces  formes  dites  d'égale  résistance  ou  de  moindre 
volume  considérées  par  Galilée  dès  l'origine  de  la  théorie  de  la  ré- 
sistance des  solides. 

$  7.  Cas  où.  il  faut  poser  V équation  d'élasticité,  ou  calculer  les 
déplacements  des  points  j  avant  d'établir  V  équation  de  cohésion,  — 
Celle-ci  peut  être  posée  directement  dans  les  problèmes  particuliers , 
toutes  les  fois  que  le  moment  M  des  forces  sollicitantes  est  connu  à 
priori^  ou  déterminable  directement  aussi.  Mais  il  faut  se  servir 
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(Du  n*  ttt)« 

é^abord  de  la  première,  ou  ealcoler  préalablement  les  flexkMui  on  les 
déplacements  des^points  { 

1*  Lorsque  ces  déplacements  modifient  sensiblement  les  bras  de 
levier  qui  entrent  dans  M»  comme  11  arrive  notamment  pour  les 
pièces  sollicitées  debout  ou  très -obliquement 

3*  Lorsque  tout  ou  partie  des  forces  qui  «itrent  dans  ce  même 
moment  sont  des  réactions  de  points  fixes  ou  des  actions  mutuelles 
de  pièces ,  ne  pouvant  être  fournies  en  fonction  des  forces  données 
par  les  seules  équations  d'équilibre  de  translation  et  de  rotation 
générale  de  la  statique  élémentaire.  Alors  il  faut  (comme  on  verra 
surtout  à  la  section  quatrième),  poser  d'abord  des  expressions  des 
déplacements  en  fonction  des  forces  tant  connues  qu'inconnues,  afin 
de  déduire  celles-ci  des  conditions  que  les  déplacements  doivent 
remplir  aux  points  particuliers  où  elles  agissent,  par  exemple  de  la 
nullité  de  ces  déplacements  aux  points  fixes ,  de  leur  direction 
obligée  aux  encastrements,  de  leur  égalité  pour  deux  pièces  ou  des 
portions  d'une  même  pièce  à  leur  Jonction,  etc.,  en  ne  calculant, 
au  reste,  &  chaque  Jonction  ou  encastrement,  que  les  résultantes  et 
les  moments  résultants  des  réactions  inconnues  quand  elles  sont  en 
nombre  indéfini  (ainsi  qu'on  Ta  fait  voir  en  1837-1838  à  des  feuilles 
litbographiées  de  leçons  de  mécanique  à  l'École  des  ponts  et  chaus- 
sées, n"**  li6,  txlf  ik8,  /i9,  S2,  et  en  18/ii3  aux  Comptes  rendus  de  l'Aca- 
démie, t  «YII,  p^  95&  et  p.  10225  à  1028). 

3"  Enfin,  lorsqu'il  y  a  lieu  décomposer  ensemble  des  effets  simul- 
tanés de  divers  genres,  comme  une  flexion  avec  un  glissement  ou 
une  torsion.  (Voyez  notes  des  n*'  152  à  155,  et  de  l'article  V). 

Il  est  d'ailleurs  toujours  utile  de  revenir  souvent  à  la  considéra- 
tion des  déplacements  et  des  dilatations,  quand  ce  ne  serait  que 
pour  ne  pas  se  laisser  éga'Ter,  comme  ont  fait  quelques  auteurs  an- 
glais, par  la  considération  exclusive  des  efforts  intérieurs  qui  ne 
sont  pas  directement,  comme  les  dilatations,  ce  qu'il  est  nécessaire 
de  limiter,  et  qui  n'ont  pas  toujours  entre  eux  des  rapports  simples. 

§  8.  Cas  où  -fOU  TT,  augmente  en  tronquant  la  section.  —  Sup- 

poser  alors  la  troncature  qui  donne  à  ce  qvjotient  sa  plus  grande 
valeur.  —La  rupture  ou  la  disjonction  des  fibres  les  plus  tendues 
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ftà 


(Da  n«iiA}. 


OU  les  phis  oompriméetf  n*entratne  pas  toujours  celle  des  autres 
fibres,  et  souvent  la  soustraction  d*un  certain  nombre  d'entre 

elles  ne  fait  qu'augmenter  la  grandeur  de  Ce  quotient  %  ou  -^  par 

lequel  nous  estimons  la  résistance  spécifique  des  diverses  sections. 

Soit,  par  exemple,  un  prisme  à  section  carrée  ABA'B' sollicité  à 

flééhlr  dans  le  plan  des  diagonales  BB',  et  dont  oh  suppose  d'abord 

que  la  màtièi^  (èomme  les  métaux  fbndus),  est  bien  plus  sujette  à 

se  désagréger  ou  à  s'énerver  par  la 
tension  que  par  une  compression 
égale.  Soit  retranché  de  cette  sec- 
tion, le  triangle  isocèle  cBd  traversé 
par  les  fibres  les  plus  dilatées.  On 
aperçoit  de  suite,  silescôtésBcsBd 

de  ce  triangle  sont  très-petits,  que 

I 

la  fraction 27  augmentera»  cari  en 

même  temps  que  le  numérateur  ne 
sera  diminué  que  d'une  quantité 
très-petite  du  second  ordre,  le  dénominateur  le  sera  d*une  quantité 

du  premier  ordre. 

I 
Pour  voir  Jusqu*où  va  une  pareille  augmentation  de  -,  qui  primi- 
tivement, si  b  est  le  côté  du  carré,  avait  une  valeur  donnée  par 

appelons  y  la  proportion  de  la  troncature  des  oùtés  supérieurs  du 
carré,  en  sorte  que  Bc  =  Bd  =7.6.  On  obtiendra,  d'abord ,  la  posi- 
tion du  centre  de  gravité  G  de  la  section  tronquée,  ou  sa  distance 
GO  à  \t  diagonale  AA',  en  diviàantpar  l'aire  nouvelle  de  la  section  : 

son  moment  statique  par  rapport  à  cette  diagonale.  Comme  le  mo- 
ment de  la  section  primitive  ou  entière  est  nul,  le  moment  (aussi 
statique)  de  la  section  nouvelle  est  égal,  au  signe  près,  à  celui  du 
triangle  retranché  cBd,  ou  à 
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on  a  donc  pour  la  distance  chélrchée 

6v^2    3r«-2T». 
^•-"6"'     2-t'    ' 

d'où,  pour  la  distance  nouvelle  Gt  =  v\  de  la  ligne  des  fibres  in- 
variables nGn  parallèle  à  AA',  à  celle  cd  ou  aux  fibres  les  plus 
tendues 

^i  -"2"^   ^^'■^"'e"'     2— Y*    """6"'       2-t"     ' 

Pour  avoir  le  moment  dMnertie  I|  nouveau  ou  autour  de  nGn, 
prenons-le  d'abord  autour  de  la  diagonale  AÀ'.  On  aura,  en  parta- 
geant la  figure  en  deux  demi-carrés  AB'A',  \dp  dont  les  côtés  sont  6, 
(1  —  y)  b*  6^  6Q  UQ  parallélogramme  A!cdp  dont  la  base  est  -f^  v^  et 

la  hauteur  (1»  y)  -^«  lavaleursuivante  dece  moment  autour  de  AA': 


6*      (i-T)^M  1  r  6v/2l». 

2ï  +  — 2^— +  tW2.  3  [(i-T) -2-J  ' 

d'où,  en  retranchant  (paragraphe  &  de  la  note  du  n*  Si»  p.  US) , 
to,  X  GÔ*  =  b*  ^^ .  [^ .  ^^'~yi*  et  en  divisant  par  v\ 

I^__6^    12  — A2t*  4-  ASf — ISt» + r' 
t;\~"6v/2*  12— 12t+2t» 

Le  maximum  de  ce  quotient  a  lieu  pour  r  =  0,2AA0  et  a  pour 
valeur 

en  sorte  que  pour  avoir  théoriquement  la  résistance  spécifique  la 
plus  grande  possible,  il  faut  retrancher,  de  la  section ,  un  triangle 
dont  les  côtés  soient  les  0,2/ii/i0  (ou  presque  le  quart)  de  ceux  du 
carré,  et  cette  résistance  est,  ainsi,  plus  forte  des  0,11  dû,  ou  de  1/9 
À 1/S,  que  celle  qui  est  offerte  par  le  carré  non  tronqué. 

On  aurait  le  même  résultat,  mais  en  faisant  la  troncature  à  Tanglo 
opposé,  si  la  matière  était  sensiblement  plus  si]fjette  à  s'énerver  par 
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contraction  suivie  de  disjonction  latérale  ($  8  de  la  note  du  n"  3), 
que  par  dilatation  des  fibres,  comme  il  arrive  pour  certains  bois. 

Mais  si  les  fibres  ont  une  égale  disposition  à  se  désagréger  pour 
des  dilatations  et  pour  des  contractions  égales ,  il  faut  supposer  la 
soustraction  simultanée  de  deux  petits  triangles  égaux  Bç/;  We'f* 
En  appelant  toujours  76  leurs  côtés,  on  trouve  pour  le  nouvel  état 

3i-=^^(i+3r)(i-r)«; 

Le  maximum  de  cette  expression  a  lieu  pour 

i 

résultat  déjà  signalé  par  Emerson  {}\  mais  en  l'appliquant  à  une  sec- 
tion triangulaire  telle  que  ABA'  et  non  à  une  section  carrée,  parce 
qu'il  supposait  la  matière  incompressible ^  ce  qui  revient  à  placer  le 
neuiralaxis  ou  la  ligne  des  fibres  invariables  sur  la  base  inférieure. 
De  cette  troncature  du  carré  du  1/9  des  deux  côtés  il  résulte 

11  I 

ou  une  augmoitation  des  0,0535  ou  de  77:  à  7^  dans  -,. 

19     18  î? 

Si  Ton  considère  comme  Emerson  la  section  triangulaire  isocèle, 

mais  en  faisant  passer  la  ligne  neutre  ou  des  fibres  invariables  par  le 

centre  de  gravité  du  trapèze  qui  résulte  de  la  troncature  au  som  met , 

on  trouve ,  par  les  dernières  formules  du  §  3  de  la  note  du  n**  82  : 

*i-^72  ï^pf  t^i-    3  ^*-"TJ2T2^• 

Le  maximum  de  -f-p^pondra  à  7=0,130/1  et  aura  pour  va- 

(*)  Emerson* 9  Siechanict,  leci.  VUI ,  p.  4U.  Ce  passage  esl  cilé  par  M.  Trcdgold 
(Force  du  fer  coulé ^  iraducUoQ  de  48S6,  no  85) ,  et  par  U.  Ilodgkioson  (  Recher- 
chée expérimentales,  etc.  4846,  p.  76  de  U  tr'aduclion  de  H.  Pirel,  insérée  en  1855 
aui  Annules  des  ponts  et  chaussées,  4*'  ficmestre). 

I.  7 
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leur  ifois,09â2  celle  — -=  relative  au  triangle  non  tronqué. 

Cette  augmentation  de  -7  par  des  troncatures  a  lieu  mâme  lorsque 

la  section ,  au  lieu  d^oflTrir  des  pointes,  se  termine  par  des  parties  ar- 
rondies B,  B';  car,  si  Ton  en  retranche  deux  segments  cBd,  dh'â!  dont 
les  cordes  soient  parallèles  à  l^axe  Ou  dujnoment,  et  dont  les  flèches 

soient  très-petites  de  Tordre  1,  le  dénominateur  de  -7  diminuera 

d'une  quanj;ité  du  même  ordre,  mais  le  numérateur  diminuera  d'une 
quantité  bien  plus  petite  puisqu'elle  sera  de  Tordre  3/2,  d'où  il  suit 
bien  que  cette  troncature  aura  augmenté  le  quotient 

V  Par  exemple  soit  une  section  circulaire 

s^  pour  laquelle  on  a,  r  étant  le  rayon,  et  le 

moment  étant  pris  autour  du  diamètre  Ou 

soit  Y^*  la  flèche  très-petite  des  segments 
retranchés,  supposés  égaux  ;  leur  corde  est 
2  sixr  (2r— Y^)  ;  Taire  de  chacun  est  à  peu  près 

I  .Yr.  2  v/Y^.2r  =  |  r^  sj^; 

le  moment  d'inertie  nouveau  est  environ  ^i  ^  "r  **''*•  3  ^^  V^» 
et  comme  la  nouvelle  valeur  de  v*  est  t?'i =r  (1  — ►  y).  1*oû  a ,  à  cela 
près  de  quantités  d'ordre  supérieur,  ^  =  -5-  U+Y 3^  T*)  ♦ 

dont  le  maximum,  répondant  à  y  =  gj^ =<>»0i03,  est 


TÇTJ  f 

k   \ 


'■^é^-'^'^'^T^ 


On  obtient  la  solution  exacte  en  appelant  2a  l'angle  au  centre 
de  chacun  des  deux  segments  retranchés,  et  en  se  servant  de  la 
quatrième  formule  du  §  3  de  la  note  du  n*  8&,  qui  donne 
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eu  sorte  que  le  maximum  de  -f  i  répondant  à  a  =  o,taA3  5 ,   ou    à 
T=:  0,0222,  est 

1,006  93^' 

et  donne  ainsi  une  résistance  surpassant  des  0,00693  =  i-r-,  environ 

laa 
celle  qu  on  avait  avant  la  troncature. 

I^ur  une  section  rectangle,  sollicitée  parallèlement  à  deux  côtés, 

I 

le  quotient  -,  n'augmente  pas  en  diminuant  ainsi  la  bauteur.  Mais 

b  il  en  peut  être  autrement  d'une  section  composée 

■7^11-16'    deplusieurs  rectangles,  telle  que  lacroixd'équerre 


>r— 


c  c 


ayant  latéralement  deux  parties  de  largeur.^' et 

'  de  hauteur  c',  et  au  milieu  une  partie  de  lar- 
-^—  b+ b'— >  geur  b  et  de  hauteur  c'^c\  ce  qui  fait  deux  71er- 


vures  de  largeur  b  et  de  saillie  -(c—c')  sur  un  rectangle  de  largeur 
6  +  6'  et  de  hauteur  &.  On  a  pour  cette  section 


6c»     5'c'» 


cl      6c5  +  b'c'^ 


Si  Ton  réduit  à  c^  la  hauteur  c  du  rectangle  comprenant  la  ncr- 
vure,  et  si  Ton  appelle -r la  nouvelle  valeur  de  -;;  qui  on  résulte,  on 
a  la  différence 


V 


1,      I_  b'&^^bccac  +  c,)_ 


Cette  différence  sera  positive  pour  toute  valeur  de  c,  plus  petite 

que  csi  l'on  »  "J^  +  4>  U  +  2]  *  ^^ 

6'c'»>2.6c»  ; 
alors  toute  diminution  de  la  hauteur  des  nervures  augmentera  lu 
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quotient  p  par  lequel  nous  mesurons  la  résistance  à  la  rupture.  Et 

si  cette  condition  &'c''> 2.(»c*,  n'est  pas  remplie,  ou  si  -,  diminue 

d'abord  quand  on  réduit  très-peu  la  hauteur  c,  on  rendra  toujours 
ce  quotient  plus  grand  qu'il  n*était  primitivement  en  prenant  C| 
suffisamment  petit  ;  mais  comme  c^  ne  saurait  être  au-dessous  de  d 
il  faudra  qu*on  ait  pour  cela 

t'c'»>  hcd  {c^d),    ou    6'c'*>  6c*  (l  +  ^^  • 

Toutes  les  fois  que  cette  dernière  condition  sera  satisfaite,  ou  que 
la  résistance  à  la  rupture  offerte  par  la  partie  6'  x  c',  excédera 

1  +  —  )  fois  (moins  de  deux  fois)  la  résistance  à  la  rupture  offerte 
par  la  partie  6  x  c,  on  augmentera  ->  en  supprimant  les  deux  7ier^ 


( 


vures  ou  saillies  h  x 


c-'d 


L'existence  de  fibres  inutiles,  qui  rompent  ou  s'énervent  d'abord 
sans  le  reste,  ne  saurait  diminuer  en  rien  la  résistance  d'un  solide 
à  la  rupture.  Il  faudra  donc,  toutes  les  fois  que  cette  circonstance 

se  présentera,  c'est-à-dire  lorsque  le  quotient  -  augmentera  en 

tronquant  la  section  comme  on  vient  de  voir,  prendre  pour  valeur 
définitive  de  ce  quotient  sa  plus  grande  valeur,  résultant  d'une 
troncature  convenable,  faite  soit  du  côté  des  fibres  étendues,  soit 
du  côté  des  fibres  comprimées,  soit  des  deux  côtés  à  la  fois  suivant 
la  nature  de  la  matière. 

Ainsi ,  pour  la  section  carrée  sollicitée  diagonalement,  si  la  cohé- 
sion résiste  sensiblement  plus  aux  compressions  qu'aux  extensions 

ou  réciproquement,  on  prendra  lfws,li34  la  valeur  ^-r^  de  -,  re- 
lative à  la  section  entière  ou  non  tronquée,  et  l'on  prendra  1^1^,0535 
seulement  si  la  cohésion  s*altère  autant  par  des  compressions  que 
par  des  extensions  égales  y  dépassant  une  certaine  limite,  et  après 
le  même  temps  d'action. 
Dans  cette  dernière  supposition ,  quHl  faudra  toi^jours  faire  par 
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prudence  s'il  y  a  incertitude  (va  qu'elle  est  la  plus  défavorable) , 
si  la  section  est  circulaire,  on  prendra  -  égal  à  1  ^0^^00693  la  va- 
leur -T-  relative  à  une  troncature  nulle. 

Et  si  la  section  est  un  rectangle  avec  nervure  faisant  saillie  sur 
ses  bases,  on  calculera  -7  en  supprimant  les  ner\'urcs  lorsqu'on  aura 

(figure  d'autre  part)  b'c^  6c«  Tl  +  -  ) . 
Et  ainsi  des  autres. 
On  sera  même  assuré  d'une  résistance  un  peu  supérieure  à  celles 

qui  seront  mesurées  par  les  valeurs  de  -7  ainsi  augmentées  ;  car  les 

fibres  surtendues  ou  surpressées  que  nous  regardons  comme  Inutiles 
parce  que  leur  soustraction  ne  fait  qu'accroître  ce  quotient,  ne  lais- 
sent pas,  tout  en  éprouvant  un  commencement  de  désagrégation, 
d'apporter  une  quote  part  à  la  résistance  totale.  Elles  ne  rompent 
pas  d'une  manière  patente  et  complète  si  le  reste  ne  rompt  pas  ; 
tout  au  plus  subissent-elles  ces  petites  disjonctions  intérieures  et 
invisibles  que  nous  avons  dit  constituer,  probablement,  l'énervation 
de  la  matière  (fin  du  §  9  de  la  note  du  n*  21),  et  qui  ne  font  que  di- 
minuer la  section  effectivement  résistante  de  chacune  des  fibres 
sans  l'annuler.  (Voyez  aussi  §  16  ci  après). 

Aussi ,  dans  une  expérience  comparative  de  rupture  immédiate 
faite  par  M.  Ilodgkinson,  un  prisme  triangulaire  a  offert  plus  de 
résistance  avant  qu'après  la  troncature  du  sommet  de  la  section  (*). 

On  peut  donc  avec  sécurité  adopter,  pour  les  sections  entières, 

les  valeurs  les  plus  grandes  de  -  relatives  aux  sections  tronquées , 

c'est-à-dire  1,0535  ^-j^  pour  le  carré  sollicité  diagonalement, 

1,0069  -^  pour  le  cercle,  etc. 
On  voit  au  reste  que  les  coefficients  numériques  ajoutent  peu  aux 

(>)  Recherchet,  etc.,  citées  tout  i  l'heure.  Les  figures  53,  54  de  la  traduction  in- 
férée aui  j4fin,  de»  ponts  et  ch.^  en  4855,  ne  sont  pas  en  rapport  avec  les  pages  73 
(expériences  42  et  13)  et  76  du  texie,  où  l'on  ne  parle  que  de  sections  pleines  et 
ayant  d'autres  proportions. 
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valeurs  de  -;7  calculées  pour  les  sections  entières.  Aussi,  tout  en 

appelant  l'attention  sur  les  considérations  qui  précèdent  afin  d'y 
avoir  égard  dans  quelques  occasions,  nous  calculerons  presque 
toujours  parla  suite  les  résistances  sans  supposer  de  troncatures. 

S  9.  Moyen  commode  de  poser  une  équation  de  cohésion  approchée 
dans  certains  cas. — On  a  remarqué,  à  Ja  fin  de  la  note  du  n*  80,  quo> 
réquation  d'équilibre  de  rotation  peut  être  posée  autour  de  toute 
ligne  tracée  sur  une  section  bi  à  une  distance  quelconque  ±:d  de  celle 

des  fibres  invariables,  et  cette  équation  M  =^  /  >-  r(vdbd)  du  se  ré- 


duit toujours  à  M  =  -r  » 

V 


vu  que  fvdui  =  0.  Il  est  commode  de 


prendre,  ainsi  .Taxe  des  moments  des  forces  successivement  autour 
de  deux  lignes  Vm\  V'm"  tracées  vers  le  haut  et  vers  le  bas  d'une  sec- 


e6(é  comprimé 


Cùlé 


étendu 


2P 


tion  lorsqu'elle  se  compose 
de  deux  parties  w',  w"  sépa- 
éres  par  un  intervalle  beau- 
coup plus  grand  que  leurs 
hauteurs,  et  liées  entre 
elles  par  une  ou  deux  pla- 
ques minces  évidées,  dont 
«on  puisse  négliger  la  résistance  et  le  moment  d'inertie.  En  effet, 
c  étant  la  distance  des  milieux  de  ces  parties,  ou  des  lignes  lm\ 
l"m"  suppasécs  parallèles  à  l'axe  neutre  Im  que  traversent  les 
fibres  invariables ,  pour  que  la  partie  w'  supporte  par  unité  super- 
ficielle la  limite  R  des  tractions  non  dangereuses  et  celle  ^"  la 
limite  R'  des  pressions  aussi  sans  danger  ou  ne  donnant  pas  lieu 
à  des  dilatations  transversales  dangereuses  (  S  3  et  $  13) ,  on  aura 
deux  équations  de  moments  très-simples  : 

M"  =  R Vc    autour  de    Vm\ 
W  =  Rw'c     autour  de    V'm'\ 

où  nous  avons  mis,  aux  premiers  membres,  des  moments  diffé- 
rents M",  M' afin  d'embrasser  le  cas  où  les  forces  extérieures  ont  une 
composante  longitudinale  totale  comme  celle  Q  du  $  8  de  la  note  du 
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n*  80.  On  peut  vérifier  an  resté  que  lea  seconds  membres  sont  iden- 
tiques à 

^   "77»        i^  ~7  ♦ 

r",  v'  étant  respectivement  les  distances  de  l"m'\  l'm'  h  la  ligne  Im 
ou  au  centre  de  gravité  de  la  section  »  car  on  a 

eu'  ta"  .  toV 

CO    +  10  tù    -f-  tu  Cl)    4"  w 

Ces  deux  équations  de  m'oments  autour  de  l'm' ,  VW  montrent 

qu'on  doit,  lorsque  M'=M^'^M  ou  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  pression 

ou  traction  longitudinale  totale,  proportionner  les  parties  »,  ca''  de  la 

section  aux  inverses  des  résistances  R ,  R'  à  la  rupture  par  traction 

et  à  la  rupture  par  pression ,  et  elles  donnent  les  superficies  à  leur 

attribuer  pour  qu'elles  fatiguent  également  ou  que  Tune  ne  coure 

pas  plus  de  risque  de  rompre  que  Tautre.  C'est  par  cette  métiiode 

approximative  que  M.  Edwin  Clark  et  d'autres  ingénieurs  anglais 

calculent  les  dimensions  des  pièces  de  fer  laminé  des  ponts  tuba- 

lairês  quMls  projettent ,  et  dont  la  base  ta  et  le  toit  u''  sont  composéB 

de  cellules  rectangulaires  (*).  Nous  verrons  toutefois  qu'elle  peut 

donner  des  résultats  fautifs;  (voy.  $g  16  à  18  de  la  note  du  n""  120), 

et  que  si  on  se  dispense  de  tenir  compte  de  la  partie  verticale 

et  des  hauteurs  des  parties  horizontales  des  sections  &  double  T, 

on  risque  de  se  tromper  quelquefois  du  simple  au  double  dans 

v' 
l'évaluation  du  rapport  ^p  des  distancer  du  centre  de  gravité  aux 

deux  bases. 

S  10.  Détermination  directe  des  cœjfficienis  R,  et  R',  de  résis-* 
tance  permanente,  —  La  difficulté  principale  qui  se  rencontre 
dans  l'application  des  équations  de  cohésion  permanente  telles  que 

celle  M  ou  Pa  =  R.-,  ou  R'.p;  du  cas  de  flexion  (SS  3  à  6),  et  celles 

(note  du  n*  21,  S 12,  et  du  n*  3,  $  9)  P=R,m  ,  P  =  R>  des  cas  d'ex- 
tension et  de  compression  simple  par  des  forces  longitudinales, 

(I)  The  BriUinnia  <md  Cmway  lubular  Bridget^  1850,  on  Notice  tur  Ut  ponts 
itihuUires,  par  M.  YTcrt,  4851. 
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réside  dans  la  détermination,  pour  chaque  espèce  de  matière,  de  la 

constante 

R„    ou    R'„, 

ou  (comme  le  coefficient  d'élasticité  E  est  toujours  facile  &  obtenir) 
dans  la  détermination  de  la  dilatation  ou  contraction 

.,      Ro  R'o 

^ 

limite  de  celles  qui  n'offrent  aucun  danger,  même  à  la  longue, 
même  avec  intermittence  et  petites  augmentations  périodiques  dues 
aux  vibrations ,  et  eu  égard  aussi  aux  autres  circonstances  acciden- 
telles dont  on  a  parlé  $  12  de  1a  note  du  n*"  21. 

On  détermine  i'  ou  B, ,  R'o  «  lorsqu'on  le  peut,  comme  on  a  déjà  dit 
alors  ainsi  qu'à  la  note  du  n**  3,  par  Texamen  de  constructions  exis- 
tantes et  déjà  anciennes,  soumises. aux  mêmes  causes  de  fatigue  et 
de  destruction,  et  réputées  hardies^  ou  n'ayant,  au  jugement  de 
constructeurs  expérimentés  qui  en  ont  vu  s'écrouler  d'autres  plus 
légères,  que  tout  juste  les  dimensions  nécessaires  pour  résister* 
Comme  on  n'a  pas  souvent  à  sa  disposition  ce  moyen  de  détermina- 
tion ,  l'on  s'est  quelquefois  servi ,  conformément  à  un  conseil  de 
Young  (sous-note  du  $  10  de  la  note  du  n*  21)  d'expériences  d'exten- 
sion ou  plutôt  de  flexion,  en  observant  la  dilatation  ou  la  flèche  qui 
commence  à  avoir  une  ^^xixQ  persistante  sensible  (ce  que  les  Anglais 
.appellent  set  ou  defect  of  elasticy)  (*)  en  se  tenant  en  deçà  (*). 

(t)  If.  HodgkinsoD.  Expérimental  researehes  on  the  Strength  and  aiher  pro- 
pertieg  ofeast  iron,  London,  4846,  n«  99  (ou  Iraducllon  de  M.  Pirel]. 

(«)  C'est  ainsi  quo  M.  Tredgold  a  adopté,  pour  constroire  la  Ubie  n*  de  Tlolro- 

dactioD  de  son  Practical  Euay  on  the  Strength  of  casi  iron  (page  26,  article  6  de 

la  traduction,  Euai  sur  la  force  du  fer  coulé,  faite  en  4S26  par  N.  Duverne  sur  la 

3* édition],  une  râleur  de  Ro  résultant  d'une  expérience  (art.  45,  p.  87)  où  une 

barre  de  bonne  fonte ,  de  34  pouces  anglais  de  longueur  entre  les  deux  appuis,  et 

de  4  pouce  d'équarrissage,  a  commencé  é  prendre  une  flèche  permanente  sous  une 

charité  de  440  liTres  (pounds)  au  milieu,  ce  qui ,  en  réduisant  la  charge  é  300  llTrei 

(art.  406,  p. 493  de  la  même  traduction],  ou  en  faisant  9P=r300, 2a  =  34,  b=.c=\ 

I        ÏP.Ja  ôc»     . 

dans  la  formule  ll=Ro  -,  ou  -— — =Rp— -,  donne  R«  =  46300/^  paV  pouce 

carré  ou  40753  000  kilogrammes  par  mètre  carré;  ce  qui  répond,  d'après  la 

flèche  obsenrée  qui  était  OP<niM,46  et  d'après  les  expressions  t"  =~  ,  E  =  ,  ^  "^ 

E  kbtr.f 
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Mais ,  comme  nous  Tavons  observé  i%%  9  et  10  de  la  note  du  n*  21) , 
cette  partie  persistante,  qui  se  manifeste  quelquefois  avec  les  dilata-» 
Uons  les  plus  faibles ,  n*est  pas  un  signe  de  perte  d*élasQcité  ni  de 
coliésion;  et  il  conviendrait,  en  donnant  une  très-longue  durée 
aux  expériences,  d^observer  plutôt  le  point  où  la  matière  cesse  de 
s^écrouir  et  commence  à  s^énerver  (notes  des  n*"  i  et  21),  sauf  à  se 
tenir  fortement  en  deçà  dans  Tadoption  de  la  charge  dont  on  dé- 
duira par  les  formules  (exactes  ordinairement  jusqu*à  cette  valeur 
réduite)  la  limite  des  dilatations,  ou  celle  des  tendions,  afin  de  laisser 
une  large  part  aux  circonstances  accidentelles  qu'on  vient  de  rap- 
peler et  que  le  calcul  ne  peut  embrasser. 

Il  convient  aussi,  comme  a  fait  la -commission  d*enquéte  anglaise 
instituée  le  27  août  1847  (*],  de  soumettre  les  pièces  à  une  longue 
série  de  chocs  ou  bien  d'alternatives  de  fatigue  et  de  relâchement , 
afin  d'apprécier  TefiTet  désorgânisateur  de  ces  mouvements  répétés, 
dont  chacun  peut  modifier  la  contexture  un  peu  autrement  que  les 
précédents  ($  12  de  la  note  du  n*  21). 

S  11.  Usage  éT expériences  de  rupture  immédiate^  par  traction  ou 
par  compression ,  pour  des  comparaisoTis  de  valeurs  des  coefficients 
R,  ou  R'o  relatives  aux  diverses  va7Hétés  d'une  même  matière.  —  Mais 
les  expériences  dont  nous  venons  de  parler  $  10  sont  dispendieuses 

SoY 
ou  siroplemeol  d'après  oeUo  <=——  (Ad  do  la  itoteda  n*  87  ci-defsns),  eo  rai- 

ianla=n,  r=0,46,  v'=  s  =  s,  à  t=  ?J^  = -i- =0,00083045  qae 

î        î  «89        4Î04 

M.  Trcdgold  propose  d'adopter  oommo  Umite  de  la  dilatatioo  non  dangereuse  de 

la  ton  le  de  fer. 

Mais  II.  Hodgktnson  (  Expérimental  reaearches,  etc.,  ou  traduction  flrançalse  de 
M.  r ingénieur  Pire!,  aux  AnnaU$  des  ponU  et  ehausêée»,  4855,  4  •' semestre,  p.  58\ 
oppose  d'autres  expériences  qui  paraissent  prouter  que  la  charge  de  300  Ibs,  s'éle- 
Tant  à  plus  du  Uers  de  celle  qui  est  capable  de  rompre  la  barre  de  M.Tredgold ,  don- 
nait probablement  déjA  une  flèche  permanente,  qui  eût  été  manifestée  par  une  plus 
longue  action  ou  par  des  moyens  de  mesurage  plus  délicats.  U  pense  aussi  que  sous 
eette  même  charge  les  dilatations  et  les  contractions  des  fibres  dcTaient  être  inégales 
pour  mêmes  efforts  et  non  proportionnelles  A  ces  efforts ,  en  sorte  que  la  ligne 
neutre  ne  derait  pas  passer  par  le  centre  de  gratité  comme  le  suppose  la  formule 
dont  Tredgold  a  tiré  les  taleurs  de  il.  et  de  t*,  que  H.  Rodgkinson  trouve  en  consé- 
quence trop  fbrtes  (royei  Complément  ci-après  des  art.  I A  VI). 

(*)  Heport  of  the  Comminionen  appomied  to  inquire  inlo  the  application  of 
iron  to  Raiiwaf  êlructures,  London,  48i9. 
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et  difficiles  ;  celles  qui  sont  relatives,  notamment ,  au  point  de  sépa- 
ration de  récrouissage  et  de  rénerration  sont  délicates  et  ont  be« 
soin  d'être  extrêmement  longues  pour  qu^on  puisse  en  tirer  des  con« 
clusions  applicables.  On  ne  peut  espérer  qu'elles  seront  entreprises 
pour  toutes  les  matières  et  leurs  diverses  variétés  et  qualités.  En  at- 
tendant ,  les  expériences  promptes  et  infiniment  plus  faciles  de  rup- 
ture immédiate  peuvent  très-bien ,  comme  Tobserve  M.  Poncelet  (^) 
(et  comme  nous  avons  déjà  énoncé  aux  $$  9  de  la  note  du  n*"  S  et 
12  de  celle  du  n"*  21),  fournir  au  moins  des  rapports  approchés  entre 
les  nombres  R.  ou  R'.  relatifs  aux  diverses  variétés  d'une  même  es- 
pèce de  matériaux,  comme  le  bois,  la  pierre  dure  ou  tendre ,  le  fer, 
la  fonte.  Connaissant  donc  par  les  constructions  anciennes,  etc., 
R.  ou  R',  pour  une  variété  et  sachant  qu'il  est,  par  exemple,  le  1/8  du 

p 

coefficient  de  cohésion  instantanée  R  ou  R'  =  -  ou  de  la  force  P 

qui  fait  rompre  immédiatement  par  traction  longitudinale  ou  par 
écrasement,  divisée  par  Taire  »  de  la  section,  on  adoptera,  pour  les 
autres  variétés  ou  provenances,  aussi  le  1/8  de  cette  charge  de 
prompte  rupture. 

R  R' 

On  n'aura  pas  pour  cela  la  dilatation  limite  t'  =  -=?  ou  -=îî  égale 

au  1/8  de  la  dilatation  finale  positive  ou  négative,  puisque  lapropor* 
tionnalité  des  efforts  aux  effets  cesse  longtemps  avant  Mais  on  aura  un 
coTtain  rapport  aussi  à  peu  près  constant  entre  ces  deux  dilatations. 

S  12.  Usage  {pour  les  mêmes  comparaisons)  d^expérieifices  de 
rupture  immédiate  par  Jleocion.  Cet  usage  n'implique  nullement  la 
supposition  fausse  d'un  rapport  constant  entre  les  ejfbrts  et  les 
dilatations  ou  contractions  jusqu'à  la  fin.  —  On  peut  même,  pour 
les  comparaisons  dont  on  vient  de  parler,  se  servir  également  des 
expériences  de  rupture  par  flexion  y  ordinairement  plus  faciles  que 
celles  de  rupture  par  extension  et  même  par  écrasement,  et  qui, 
d^ailleurs,  mettent  les  pièces  dans  des  circonstances  plus  analogues 
à  celles  où  on  veut  les  employer.  Rleo  donc  n'empêche  de  prendre 
pour  les  coefficients  R.  ou  R'.  relatifs  à  chaque  matière,  une  fraction 

(*)  iDiroduclion  à  la  Mécanique  induêtriêlle,  n^  353. 
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constante  de  ceux  R  ou  R'  tirés  de  Téquation  2P  =  R .  — ;  ou 

2  I 

r/ .  -  -^ ,  dans  laquelle  2P  représente  le  poids  rompant  immédiativ 

ment  par  flexion  des  barres  de  chacune  des  Variétés  de  cette  matière. 
En  effet»  supposons  d*abord  que  la  rupture  ne  se  fasse  que  du  côté 
étendu  ou  devenu  convexe.  11  est  bien  ?rai  que  les  R  ainsi  obtenus  ne 
représentent  nullement  (ainsi  qu*on  Ta  montré  au  $  3)  la  tension 
de  la  fibre  la  plus  dilatée  à  Tinstant  de  la  rupture  ;  mais  si  Ton  a 
trouvé  pour  une  variété,  au  sujet  de  laquelle  on  est  fixé  sur  R»,  quMl 
est  le  1/6  du  R  obtenu  par  flexion,  on  peut  approximativement 
prendre  aussi  le  1/6  pour  les  autres  variétés.  Gela  n^implique  nulle- 
ment la  supposition  fausse  de  la  proportionnalité  constante  des 
efforts  aux  dilaiations  des  fibres  Jusqu^à  rupture,  comme  le  préten- 
dent les  adversaires  de  la  théorie.  Gela  consiste  simplement  à  ad- 

21 

mettre  que  la  charge  transversale  2P,  =  R.  — > ,  susceptible  d'être 

portée  indéfiniment  sans  danger  par  une  pièce  d'une  certaine 
forme,  soumise  en  outre  aux  chances  accidentelles  de  destruction , 

21 
est,  pour  les  diverses  variétés,  une  même  fractiondeceUe2P=R  — , 

qui  la  ferait  rompre  au  bout  de  peu  d'Instants  ;  ce  qui  est  tout  aussi 
plausible,  comme  approximation,  que  la  supposition  analogue  faite 
dans  le  cas  de  la  traction  longitudinale  dont  la  formule  simple  n'e^st 
l'objet  d'aucune  attaque.  Seulement ,  pour  la  flexion ,  cette  fraction 
numérique  devrait  être  un  peu  différente ,  selon  qu'on  ferait  les 
expériences  de  rupture  avec  des  barres  ayant  des  sections  rectan- 
gles ou  des  sections  d'une  autre  forme  (ci-après,  n**  151  et  sa  note). 

Aussi,  comme  Font  proposé  en  même  temps  M.  Gouche,  ingé- 
nieur en  chef  professeur  À  l'École  des  mines  et  M.  Love,  ingé- 
nieur civil,  il  conviendrait  de  faire  toutes  les  expériences  de 
rupture  sur  un  même  échantillon,  pour  lequel  le  second  de  ces 
deux  auteurs  propose  une  barre  carrée  de  0",50  de  longueur  sur 
0",Û25  de  côté,  afin  d'établir  déjà  des  comparaisons  avec  des  expé- 
riences nombreuses  faites  en  Angleterre  sur  les  fontes. 

Les  mêmes  choses  peuvent  être  dites  pour  le  côté  concave  ou 
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pour  les  fibres  comprimées ,  si  Von  est  certain  que  la  rupture  cam^ 
mence  par  V écrasement  de  ce  côté  ($  8  de  la  note  da  n*  3)  ou  par 
la  disjonction  transversale  suivie,  dans  les  bois,  de  la  flexion  en  dé- 
tail des  fibres  désunies.  Adopter,  pour  le  coeflScient  R'.*  une  frac- 

2£ 

tlon  constante  de  R'  déterminé  par  la  formule  2P  =  R'  -~^  appliquée 

aux  expériences  de  rupture,  c'est  simplement  supposer  que  la 
charge  permanente  non  dangereuse  est  proportionnelle  à  la  charge 
de  prompte  rupture  pour  les  pièces  de  même  forme  et  de  diverses 
variétés  d*une  même  matière,  ce  qui  est  très-plausible  évidemment. 
Cette  distinction  du  côté  concave  ou  convexe,  par  lequel  peut 
commencer  la  rupture  ou  son  danger  éloigné,  est  même  inutile 
pour  les  pièces  rectangulaires  et  généralement  pour  toutes  celles 
qui  ont  une  section  symétrique  par  rapport  à  une  ligne  perpendi- 
culaire  au  plan  de  flexion;  car,  pour  ces  sections,  on  a  v'c=  v",  et 

on  peut  se  servir  d'une  seule  formule  M  =  R.  -7,  dans  laquelle  le 

coefficient  R.,  une  fois  fixé  pour  une  variété  de  matière,  se  déter-* 
minera  pour  toutes  les  autres  au  moyen  d'expériences  de  rupture 
sans  s'embarrasser  de  savoir  s'il  représente  une  tension-limite  ou 
une  pression-limite. 

S  13.  Suite,  Détermination  du  rapport  des  deux  coefficients  R', , 
Ro  de  maximum  des  pressions  et  du  maximum  des  tensions  longi^ 
tudinales  non  dangereuses  des  fibres.  —  Mais ,  pour  les  pièces  à 
section  non  symétrique  par  rapport  à  cette  ligne  passant  par  le 
centre  de  gravité  des  sections,  il  est  nécessaire,  afin  d'assurer  la 
stabilité  de  la  cohésion,  de  satisfaire  à  deux  conditions 

M  =-.  ou  <  Ro  -7  ,       M  =   ou  <  R'.  -;;, 
V  V 

et  par  conséquent  de  connattre  les  valeurs  à  donner  aux  deux  coef- 

R      R' 

ficients  R.,  R',  ou  aux  deux  limites  -^,  -^  qu'il  faut  imposer  h  la 

£1        El 

dilatation  et  à  la  contraction  longitudinale  des  fibres. 

R' 

Si  leur  rapport  rp  était  connu,  l'observation  de  constructions 

éprouvées,  et,  easuite,des  expériences  de  rupture  par  flexion  (S  12) 
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faites  sur  des  pièces  à  section  rectangle  on  autre  symétrique  de 
diverses  variétés  de  la  même  matière,  donneraient  la  valeur  du 
plus  petit  de  ces  deux  coefficients,  et  Tautre  8*en  déduirait. 
Mais  il  s'agît  d'obtenir  ce  rapport. 

Pour  pouvoir  y  arriver,  rappelons  que,  d'après  le  principe  géné- 
ral de  résistance  énoncé  au  $  A  de  la  note  du  n*  3  et  appliqué  déjà , 
S  7,  aux  matières  d'égale  contexture  en  tous  sens,  c'est  par  les 
dilatations  latérales  qu'elles  provoquent  que  les  contractions  longi- 
tudinales amènent  un  danger  ou  un  commencement  de  désagréga- 
tion. Appelons  donc 
El  le  coefficient  d'élasticité  de  la  matière  d'un  prisme»  dans  un 

sens  transversal  ou  perpendiculaire  aux  arêtes  ; 
Rt9  Ktj  pour  ce  même  sens,  les  valeurs  des  quantités  qui  sont 
appelées  R,  Ro  pour  le  sens  longitudinal,  c'est-à-dire  Rt  la 
cohésion  transverside  instantanée  ou  la  force  qui  séparerait 
immédiatement  la  matière  dans  le  sens  transversal,  sur 
l'unité  superficielle  de  section  parallèle  aux  fibres,  et  R,i 
la  cohésion  transversale  permanente  ou  la  force  de  traction, 
limite  de  celles  qui  peuvent  être  supportées  sans  danger  un 
temps  indéfini;  ou  appelons 

Et 

la  limite  des  dilatations  non  dangereuses  dans  le  même  sens 
transversal. 

Si  n  représente,  comme  aux  notes  des  n""*  21  et  80,  le  rapport 
des  dilatations  transversales  aux  contractions  longitudinales  qui 

les  provoquent,  la  dilatation  transversale  limite  -=^  répondra  à 

1  R  t 
une  contraction  longitudinale  -  -^ ,  ou  à  la  contraction  que  pro- 

1  R  * 
duit  une  force  de  compression  longitudinale  E.  -  tt-  par  unité  de 

la  section  w  du  prisme.  Ce  sera  la  valeur  de  la  limite  R  «  à  Imposer 
à  ces  compressions  ;  on  a  donc ,  en  divisant  par  R, , 

ir.  _  1  JE  R.I 
R.  ■"  ^  Et  R„* 
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Dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  £  est  connu;  le  coeffi- 
cient Et  de  réiasticité  transversale  peut  être  tiré  d'observations, 
ainsi  que  le  rapport  t),  qui  peut  d*aillenrs  être  regardé  comme  ne 
variant  qu'entre  1/5  et  1/2  (fin  du  $  5  de  la  note  du  n"  21). 

Quant  à  la  limite  Kt  des  tractions  transt>e)'sales  non  dangereui^s, 
on  ne  voit  pas  par  quel  moyen  elle  pourrait  se  déterminer. 

Mais  nous  pouvons,  comme  au  S  il,  prendre  à  peu  près  pour 

valeur  du  rapport  -^  de  deux  cohésions  permanentes,  celui  -^  des 

deux  cohésions  instantanées,  dont  la  seconde  est  connue,  et  dont  la 
première,  Bi,  peut  être  trouvée  par  une  expérience  facile  de  rup- 
ture par  traction  d'un  petit  prisme  taillé  dans  un  sens  perpen- 
diculaire aux  fibres.  On  peut  donc  poser  approximativement 

r;o  _  i  E  R, 

Ro       7]  E(  R 

Cette  expression  se  réduit  à  -  lorsqu'il  y  a  égalité  de  contexturc 

dans  les  deux  sens,  et  par  conséquent ,  comme  nous  avons  déjà  dit, 
si  l'égalité  a  lieu  dans  tous,  à 

puisque  l'analyse  donne  alors  >]  =  t* 

Pour  exemple  d'un  cas  d'inégale  contexture  prenons  le  bols*de 
chêne.  Gomme  on  a,  d*après  les  expériences  de  Mlf.  Wertheim  et 
Ghevandier(*). 

Banc  le  sens  du  rayon  da  raii)fe       E|  =i  188  700  000 ,    R^  =  582  000 , 

/d.  de  la  tangente  aux  couches  129  800  000 ,  /|06  000 , 

Et ,  pour  lo  sens  longitudinal 
(moyenne  de  2  espèces  de  cliène)  949  800  000 ,  6  075  000 , 

on  ti'ouvera 

—  —  ==  /  ^'^^^  ^^^^  ^®  ®®^^  ^^  rayon , 
£<  U  '^  \  0,489  pour  le  sens  des  couchesi 

(«)  Mémoire  préseolé  lo  5  octobre  4846  cl  inséré  aux  Annaleê  de  chim'it  il  dt 
physique  CD  1848,  quatrième  partie. 


f 
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• 

Qaant  au  rapport  r^  des  dilatations  transversales  aux  contractions 
longitudinales,  aucune  expérience  ne  Ta  fait  connaître  pour  les 
bois,  et  il  n'est  lié  par  aucune  relation  théorique  avec  le  rapport 
des  élasticités  E,  E|.  Mais  en  le  regardant  comme  =  l//i  pour  les 
matières  d'égale  contexture  en  tous  sens,  et  en  considérant  que 
M.  Wertheim  a  trouvé  y)  =  1/3  pour  le  verre  et  pour  le  laiton,  ma- 
tières qui  sont  à  coup  sûr  d'une  élasticité  moins  inégale  que  le 
bois,  prenonfi,  pour  celui-ci,  y)  =  0,4  ou  0,/ii5|  nous  aurons  pour  le 
chêne 

îé=(o-^''".ôT6)*''^''' =  *'''""  *•*''• 

Pour  les  pièces  de  fonte  de  fer,  comme  les  coefficients  d'élasticité 
dans  les  deux  sens  doivent  différer  assez  peu,  ainsi  que  les  cohé- 
sions, bien  quMl  y  ait  une  certaine  différence  de  contextare,  si  nous 

R'      1 

réduisons  -^  à  -  et  si  nous  adoptons  la  valeur  v)  =  1/3  trouvée 

pour  d'autres  matières  fondues,  nous  aurons 

La  recherche  de  v)  et  de  Et*  exige  des  expériences  délicates.  On 

pourrait,  afin  de  s'en  dispenser,  être  porté  à  prendre  pour  -=p 

R' 

le  rapport  jr  des  forces  qu'on  trouve  dans  les  expériences  ordl- 

n 

naires  de  rupture  immédiate  par  écrasement  et  par  extension.  11 
en  résulterait  moins  de  1  pour  le  bois,  8  à  10  pour  la  pierre, 
et  environ  6  pour  la  fonte  (').  Mais  l'adoption  de  ce  dernier 
nombre  serait  évidemment  contraire  au  conseil  de  prudence  et 
même  de  simple  logique  qui  doit,  comme  on  a  dit  ($  9  de  la  note 
du  n«  3),  faire  limiter  les  écartements  moléculaires  transver- 
saux du  côté  des  fibres  comprimées,  comme  leurs  écartements 
du  côté  des  fibres  dilatées.  Sans  nier  donc  tout  à  fait  qu'on  puisse 

(*)  RecherdteSf  etc.,  de  M.  Uodgklnson ,  p.  16  de  la  (raduclion  de  M.  Pirel,  oft 
l'on  trouve  une  moyenne  de  6,6.  Les  eipérieoces  plus  récentes  du  Report  ofthe 
commisëionerê,  etc.,  ont  donné  moyennement  moins  de  6. 
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tirer  quelques  lumières  des  valeurs  du  rapport  -^,  il  paraîtra  clair 

R' 
qu'on  ne  doit  pas  Tadopter  pour  -rp  quand  il  a  des  valeurs  aussi 

4.  E  R 

difTérentes  de  celles  que  peut  probablement  avoir  -  »-  ir-  ^^ 

peut  bien  avec  quelque  probabUité  substituer  approximativement 
au  rapport  de  deux  tractions-limites  celui  des  deux  tractions  pro- 
duisant la  rupture  immédiate,  mais  il  n'y  a  pas  de  raison  de 
faire  de  même  quand  il  s'agit  du  rapport  d'une  traction  à  une 
pression.  L'évaluation  expérimentale  de  la  résistance  R'  à  la  rup- 
ture par  compression  est  d'ailleurs  toujours  fort 
incertaine,  car  tantôt  le  prisme  comprimé  flé- 
chit un  peu ,  ce  qui  donne  une  résistance  trop 
faible ,  tantôt  on  en  obtient  une  beaucoup  trop 
forte  parce  que  le  frottement  sur  ses  bases  s'op- 
pose à  sa  dilatation  latérale ,  comme  on  a  dit  au 
S  8  de  la  note  du  n*  3. 
Un  moyen  plus  rationnel ,  mais  qui  prête  encore  à  erreur,  con- 
siste à  soumettre  à  la  rupture  immédiate  par  flexion  des  pièces  dont 
la  section  offre  la  forme  d'un  double  T,  ou  est  composée  de  deux 
parties  ou  semelles  horizontales  reliées   par  un  corp^  vertical 
mince  ($  9,  ou  ci-après  $  16  de  la  note  du  n*  120),  et  de  faire 
varier  le  rapport  des  aires  des  deux  semelles  sans  changer  l'aire  to- 
tale, ni  la  hauteur  ni  l'épaisseur  du  corps  vertical  qui  les  unit, 
Jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  la  section  qui  exige  la  plus  grande  charge 
pour  être  rompue,  et  qui  donne  même  des  signes  de  rupture  à 
la  fois  des  deux  côtés,  savoir  par  arrachement  du  côté  étendu, 
et  par  séparation  du  coin  ($  8  note  du  n**  3  page  10)  du  côté  com- 
primé. C'est  ce  qu*a  fait  M.  Hodgicinson  pour  la  fonte  de  fer  (*).  La 
forme  de  plus  grande  résistance  à  laquelle  il  est  arrivé  ainsi ,  et 
qu'il  regarde  comme  la  meilleure,  est  figurée  au  %  18  de  la  note 
du  n*"  120,  où  elle  est  l'objet  d'un  calcul.  Le  rapport  des  aires  de  la 
semelle  dilatée  à  la  semelle  contractée  est  de  5,8  à  1;  c'est,  dit 
l'auteur,  «  à  peu  près  le  rapport  des  résistances  moyennes  de  la 

(1)  Recherches,  etc.,  déjà  cilccs,  ou  traduclion  de  M.  Pird,  pages  87  à  101. 
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fonte  à  récrasement  et  à  la  rupture  par  extension.  »  Mais  ce  n'est 
pas  une  raison  de  Tadopter  pour  ^  ;  car  le  calcul  exact,  fait  en 

tenant  compte  du  corps  vertical,  prouve  quMl  n!y  a  cependant 
qu'un  rapport  de  2,859  (ci-après  le  $  18  cité)  enire  la  plus 
grande  compression  et  la  plus  grande  extension  des  fibres.  Si  Ton 

R' 
adopte  pour  -^  ce  dernier  rapport,  donné  par  celQi  des  distances 

du  centre  de  gravité  aux  deux  bases,  on  a,  comme  on  voit,  un 
nombre  différant  p^  de  3,  que  nous  avons  été  déterminé  à  adop- 
ter pour  la  fonte  en  faisant  des  suppositions  plausibles  sur  les 

4  ¥!  R 

éléments  de  la  formule  -  rr  V»  fondée  sur  la  considération  d*un 

^  fil  n 

état  fort  éloigné  de  la  rupture. 

U  a  été  fait  en  1860  et  1861  sur  des  fers  laminés,  par  M.  Ferdinand 
Zorès,  alors  entrepositaire  de  produits  d'usines  (<),  des  expériences 
qu'on  peut  regarder  comme  ayant  quelque  analogie  avec  celles  de 
M.  Hodgkinson  sur  la  fonte.  Mais  leurs  résultats  sont  loin  d'offrir  la 
même  concordance  avec  la  théorie  ;  car  l'expérimentateur  ayant  re- 
marqué que  la  rupture  par  flexion  des  fers  à  double  T  symétriques 
ou  à  semelles  égales  s'opérait  toujours  par  la  semelle  supérieure 
«  refoulée  sur  elle-même,  rejetée  à  droite  ou  à  gauche^  pans  que  la 
semelle  inférieure  (ou  dilatée)  éprouve  d'altération,  »  a  adopté 
un  profil  dans  lequel  cette  semelle  supérieure  ou  comprimée  a  une 
aire  double  à  peu  près  de  l'autre,  ce  qui  a  produit  une  augmenta^ 
tion  de  plus  d'un  cinquième  dans  les  résistances  à  la  rupture,  à 
poids  égal  et  à  hauteur  égale  des  pièces. 

En  calculant  la  position  du  centre  de  gravité  de  quelques-unes 
des  sections  ainsi  constituées,  on  trouve  que  le  rapport  des  plus 
grandes  contractions  aux  plus  grandes  dilatations  des  fibres  dans 
la  flexion ,  est  0,84  au  minimum  et  0,91  au  maximum.  Mais  nous 
ne  voyons  pas  de  raison  d'adopter  de  pareils  nombres  pour  valeurs 

R' 

de  -^  relatives  au  fer  forgé  ou  laminé;  ils  sont  trop  éloignés  de 
«• 

1ER 

-  ^  7»  Qui  doit  évidemment  surpasser  3,  car  pour  cette  matière, 

(*)  ReoieU  dé  fera  tpéciaux  ^  publié  eu  4853. 

I.  8 


lU  SBGT.  I.  nâSISrAMCE  DBS  SOLIDES. 

(DU  n«  118). 


F    R 

-=-  ^  doit  différer  peu  de  l^unité.  Leur  adoption  ne  ferait  trouver 

d'ailleurs  qu'un  avantage  de  1/13  &  i/27  à  rendre  les  semelles  iné- 
gales. L*avantage  de  1/5»  manifesté  par  les  expériences  de  1851  (que 
desexpériences  toutes  récentes  n'ont  point  confirmées)  tenait  proba- 
blement &  des  effets  compliqués  ;  par  exemple  à  ce  que  la  semelle 
supérieure,  fortement  comprimée,  fléchissait  latéralement  à  la 
manière  des  pièces  deboiUt  surtout  lorsqu'il  y  avait  un  peu  de 
déversement  (note  oi-«prè6  du  n**  130,  $S  A  ^Ud)  t  et  c'est  oe  que 
semble  mtene  indiquer  le  compte  rendu  des  expériences^où  la  le* 
melle  supérieure  était  «  rejetée  ^  droite  ou  ji  gauche.  » 

Il  faut  bien  d'ailleurs  se  souvenir  que  l'état  pour  lequel  on  pose 
les  équations  de  résistance  permanente  est  bien  él<rfgDé  de  l'état  où 
se  trouveftt  les  pièces  dans  les  expériences  de  rupture.  L'avantage 
d'une  plus  grande  superficie  de  la  semelle  supérieure,  sMl  est  réel 
pour  les  fortes  charges  produisant  la  rupture  immédiatement,  est 
plus  que  douteux  lorsqu'il  s'agit  de  charges  permanentes  incom- 
parablement moindres,  ne  déterminant  dans  la  semelle  supérieure 
qu'une  simple  compression  longitudinale  accompagnée  des  dilata- 
tions transversales  ordinaires,  sans  atteindra  la  grandeur  capable 
de  déterminer  le  commencement  de  sa  flexion  latérale  (ci-après, 
n*  888)  t  c'est-à-dire  n'oflhtnt  que  le  danger  de  la  rupture  éloignée^ 
qui  doit  dépendre  des  seuls  écartements  moléculalresL 
,  Nous  ne  croyons  donc  pas  que  pour  le  fer  fbrgé  ou  laminé  on 

doive  jamais  prendre  -^  moindre  que  1;  nous  peixsPQS  qu'on  pour- 

*•• 

rait  adopter  plutôt  pour  oe  rapport  la  valeur  51» 

Gela  n'empèohe  pas,  comme  on  verra  surtout  aux  Sg  17  et  18  de 
la  note  du  n**  lae,  les  sections  fc  semelles  égales  ou  peu  Inégales 
d'être  avantageuses  à  un  autre  point  de  vue,  savoir  celui  de  la  r^ 
êiiianoe  éioftique  à  lajexion  ou  de  la  petitesse  des  flèches,  et 
de  pouvoir,  par  suite ,  résister  mieux,  même  h  la  rupture  éloi- 
gnée, sous  des  charges  qui  ne  seraient  pas  immobiles  ni  d'une  in- 
tensité constante  (  $  13  de  la  note  du  n"*  3i}. 

S  Ou  Examen  de  la  méthode  consistant  à  adopter  une  même  limite 
.  des  dilatations  pour  les  diverses  qualités  ou  variétés  d'une  même  mor 
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tihre.  «-  Plusieurs  auteurs,  après  avoir  déterminé  la  grandeur  de  la 

R 

limite  ^'  =  ^  ^'^  dilatations  pour  une  certaine  matière,  d'après  des 

constructions  où  elle  est  employée,  etc.  (SS  iO  à  13),  semblent  con- 
seiller d'adopter  la  même  grandeur  i'  (soit  0»0006,  par  exemple, 
pour  le  1èr)  pour  toutes  les  autres  variétés  ou  qualités  de  la  même 
matière,  sans  avoir  égard  aux  expériences  comparatives  de  rupture 
immédiate. 

Cette  môtiiode  revient  à  prendre  les  cohésiant  permanentes 
l\.=:  £i'  proportionnelles  aux  coefficients  ^élasticité  E  des  diverses 
variétés,  au  lieu  de  les  prendre  proportionnelles  aux  cohésions  in- 
xfantanées  R  mesurées  au  moyen  de  la  rupture  par  extension  ou 
bien  par  flexion. 

Bien  qu'il  soit  évidemment  plus  naturel  de  proportionner  I^  à  R 
qu'à  E ,  nous  ne  condamnons  pas  entièrement  cette  méthode,  vu  la 
difficulté  du  sujet.  Mais  nous  pensons  qu'il  faut  en  réduire  Tusageà 
obtenir  une  sécurité  de  plus. 

Si  donc  il  résulté,  de  Tadoption  des  cohésions  permanentes  R« 
proportionnelles  aux  cohésions  instantanées  R,  quelque  valeur  de 

D 

i'  =-^  trop  au-dessus  de  celle  qu'on  aura  été  déterminé  à  adopter 

pour  la  variété  à  laquelle  on  compare  les  autres,  on  la  réduira  de 
manière  à  ne  pas  excéder  ceUe-<si  du  tien^  ou  de  moitié  par 
exemple  ;  en  sorte  que  si,  pour  une  certaine  qualité  de  fer  forgé, 
on  avait  adopté  i'  =  0.0006,  on  ne  prendra  pas  au  delà  de  i'  =0.0008 
ou  0.0009  pour  les  autres  qualités;  car  Ténervation  ou  la  désagi*é- 
gatîon  doit  bien  dépendre  des  écartements  moléculaires, 

S  15.  Cas  ou  la  contexture  varie  dans  V étendue  des  sections.  — 

Supposons  qu'on  veuille  tenir  compte,  comme  aux  $$  7  des  notes  du 

n*  21  et  du  n«  80,  du  défaut  d'homogîénéité  de  la  matière,  pour  le 

El 
cas  où  nous  avons  posé,  au  lieu  de  M  =;  —  »  en  appelant  Eo  le  coef- 

P 
licient  d'élasticité  de  toute  la  partie  centrale,  e  une  constante  rela- 
tive k  une  couche  mince  d'une  contexture  différente  sur  les  bords,. 
,  et.;  le  moment  d'inertie  du  périmètre  (ou  plutôt  de  la  ligne  moyenne 
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de  la  couche  dont  le  module  d'élasticité  excède  celui  du  reste  « 
de  e  divisé  par  soa  épaisseur) 

P 
Et  bornons-nqus  aux  matières  qui  cèdeut  par  Textension  des  fibres 

du  côté  que  la  flexion  reAd  convexe.  Comme  on  a  -  =  —  pour  la 

p        E 

dilatation  d*une  fibre  quelconque  dont  la  tension  est  appelée  Jt, 

si  Ton  élimine  p,  on  obtient,  au  lieu  de  Téquation  M  =  R  -  des 
SS  précédents, 

H-^(E.Ife;î. 

Il  faut ,  dans  cette  équation,  pour  qu'elle  soit  celle  de  cohésion 
permanente,  substituer  à  Jf  la  limite  des  tensions  non  compro- 
mettantes pour  la  qualité  de  matière  de  la  fibre  quelconque  à  la 
distancer,  et  écrire,  R  désignant  cette  limite^ 

M  =r  ou    <  mmimmi  de  ^  (E.l  4^  e/). 

Et? 

n  M»         4 

Dans  cette  équation,  -pr-  n'est  pas  constant  comme  était  tt-  =  - 

dans  la  précédente  ;  il  varie  d'une  fibre  à  Tautre.  II  faut  mettre  sa 
valeur  relative  à  la  fibre  la  plus  exposée,  ou  pour  laquelle  ce  quo- 
tient est  le  plus  petit  Si  Ton  a  des  raisons  de  penser  que  c'est  la 
fibre  la  plus  dilatée,  comme  quand  la  matière  est  homogène ,  ou 

que  la  contexture  hétérogène  est  telle  que  le  rapport  -^  varie  moins 

que  V,  réquationcera,  en  désignant  comme  à.  Tordinaire  par  v'  la 
grandeur  de  l'ordonnée  de  cette  fibre,  et  par  E',  R'  les  valeurs  cor- 
respondantes de  E ,  R  : 

OU  bien,  JR  et  r  désignant  deux  constantes  dépendant  comme  E«  et  e 
de  la  nature  de  la  matière  et  de  son  mode  de  forgeage  ou  de  fusion  : 

M.=  ili-fr^. 

V  V 


ART.  IT.  RtlPTURE  PAR  FLEXION.  117 

(Da  n*  tiS). 

Si  Ton  vent  représenter  par  une  équation  de  cette  forme  les  expé- 
riences de  rupture  immédiate  des  barres  rectangulaires  par  exemple, 
on  déterminera  les  constantes  R^  r  (dont  nous  ôtons  alors  les  in- 
^ces  0  9  S  A}»  <1^  manière  à  rendre  aussi  petits  que  possible,  en  les 
compensant  mutuellement,  les  écarts  ou  les  différences  entre  le 
premier  et  le  second  membre.  Gomme  ce  sont  les  écarts  proportion- 
nels plutôt  que  les  écarts  absolus  qu'il  s'agit  d'atténuer,  on  écrira, 

en  divisant  par-,, 

M-^^H  +  r-^ 

ou,  6,  c  étant  la  largeur  et  la  hauteur  de  la  section,  V^  d  les  mômes 
dimensions  diminuées  de  la  demi-épaisseur  présumée  de  la  coucbe 
d*une  contexture  différente  du  reste 

Et  Ton  obtiendra  les  deux  coefficients  1{,  r  par  les  méthodes  dont 
on  se  sert  pour  déterminer  les  deux  paramètres  des  formules  des 

eaux  courantes  C) ,  afin  de  remplacer  ($  7  de  la  note  du  n^  80)  le 

■ 

mieux  possible,  par  une  ligne  droite,  la  suite  des  points,  ayant  les*^ 

pour  abscisses  et  les  M  y  poor  ordonnées.  Cette  ligne  doit  passer 

par  le  ce[ntre  de  gravité  général  des  points,  pour  que  la  somme  des 
écarts  en  moins  soit  égale  à  la  somme  des  écarts  en  plus;  mais  il 
ne  sera  pas  toujours  facile  de  choisir  visuellement  sa  meilleure  di^ 
rection.  Alors  on  se  servira  soit  de  la  méthode  de  Laplace  qui  at- 
ténue le  plus  possible  la  somme  des  valeurs  absolues  des  écarts  O, 
soit  de  la  méthode  plus  connue  de  la  moindre  somme  de  leurs 
carrés,  soit  de  la  méthode  d'interpolation  bien  plus  expédltive  et 
très  suffisante  de  M.  Gauchy  ('},  souvent  employée  par  les  astro- 

(1)  Voyei  Itecherches  phiytko-mathémaiiquesy  de  Prooy,  — ou  bleo  Mémoire  tw 
des  formules  et  des  tabUs  nouvelles  pour  Us  eaux  courantes^  fii-8*,  4853 ,  nos  3 
el  6;  et  aussi  Jnnales  des  mines,  4*  série,  t.  XX,  4853,  p.  487  A  SOS. 

(•)  Mêcemique  céleste,  Kf  parlie»  liv.  3,  n"  40. 

(*)  Journal  LUmpUle,  mai  4837. 
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nomes  ('},  et  qui  revient  dans  notre  cas  partioulier  de  deux  coeffi- 
oients  seulement  i  à  joindre  ensemble  les  centres  de  gramté  des 
deux  groupes  de  points  situés  Pun  à  gauche  Vautre  à  droite  de 
r  ordonnée  de  leur  centre  de  gravité  général  0)»  procédé  aussi  fih 
elle  à  retenir  qa*&  exécuter  (^). 

Si  Ton  n'applique  cette  équation  que  pour  l'instant  où  commence 
le  danger  d'énervation ,  en  sorte  qu'elle  exprime  la  condition  de  co< 
hésion  permanente  et  non  celle  de  cohésion  instantanée,  on  l'écrira 

Elle  est  alors  exacte  comme  est  celle  M  =  B«  -  des  SS  précédents 

relative  &  une  matière  dont  les  propriétés  ne  varient  pas  vers  le 
périmètre  ;  et  on  pourra  prendre  pour  B»  et  r«  certaines  fractions 
des  valeurs  R^  r  obtenues  des  expériences  de  rupture  immédiate. 

Pour  les  pièces  de  bois  on  aurait,  r^  étant  comme  au  $  7  de  la 
note  du  n°  80,  le  rayon  de  l'arbre  dont  on  les  a  extraites,  r.  la  dis- 
tance du  centre  de  leur  section  rectangulaire  6  x  c  au  centre  des 
Qouobes  ligneuses»  une  formule 

dont  on  déterminerait  les  coefficients  R,  r  par  plusieurs  expériences, 
comme  on  Tient  de  dire. 

S  16.  Possibilité  de  dépasser  beaucoup  la  limite  de  dilatation 
adoptée  pour  les  cas  ordinaires^  lorsquHl  y  a  simultanément  et 
dans  un  amtre  sens^  de  fortes  contractions.  —  Nous  stods  déjà  dit  à 

(1)  Mémoire  de  M.  Ytod  viUaroeaa  inr  les  étoiles  doubles ,  à  la  Connamance  des 
temps,  4853. 

p)  h*  S  du  Hémoire  cité  sor  les  Baox  oonrantef. 

(>)  NousaTOOS  ainsi  trouTé  par  les  64  eipérienoes  du  oapi laine  Henry  James  sur 
les  barres  de  foote  {Report  ofthe  ComtnissUmers,  4849^  p.  250-S53}  ^  en  regar- 
dant la  couche  comme  trés-mince  ou  en  supposant  l/:=zbf  c*=zc,  une  formule 

représentant  mien  les  réiuUata  que  celle  H  =  R(4y48  —  0,OlD)  -•  proposée  par 

M.  Loto  (Mémoire  sur  la  Résistance  du  fer  et  de  la  fonte^  4852 ,  p.  55),  et  od  D 
désigne  la  plus  petite  des  deux  dimeuslons  transversales  sans  distinction  de  sa 
direction  par  rapport  aux  forces.  Nous  aurions  eu  sans  doute  une  approximation 
plus  grande  en  supposant  b',  c\  moindres  que  b,  c  d'un  on  donx  millimètres. 
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la  fin  du  $  8|  que  des  fibres  gurtenduês^  on  dilatées  Jtl8qu*à  éprotl^ 
Ter  C6B  petites  di^oûctions  intérieares  et  en  quelque  aorte  cellu- 
laires qui  constituent  Ténervation  protiablenient,  pouvaient  bien 
malgrô  cela»  et  même  sous  un  eflbrt  indéfiniment  Continué,  ne  pas 
rompre  d\ine  manière  totale  et  patente  i  si  les  autres  fibres  du  so^ 
'  llde»  moins  dilatées*  gardaient  leur  contexture  et  leur  résistance! 

Il  y  a  plus  eneore.  Divers  faits  établiasient  que  lorsqu'un  solide 
est  très-fortement  comprimé  ^  en  certains  points  et  en  certains 
sens ,  il  peut  éprouver»  aux  mêmes  points  et  dans  d'autres  sens, 
des  dilatations  extrêmement  considérables,  sans  rompre  ni  se 
désagréger  aucunement,  comme  si  les  compressions  comblaient 
les  vides  des  di^onctions  produites  par  les  dilatations. 

Ainsi,  dans  une  expérience  de  MM<  Easton  et  Amos^  dont  nous 
avons  d^à  parlé  au  {  8  de*  la  note  du  n"*  3  et  sur  laquelle  nous  re- 
viendrons (<)  le  diamètre  intérieur  d'un  cylindre  creux  en  fonte  de 
fer,  contenu  extérieurement  par  un  cylindre  plus  fort  (où  on  Tavait 
introduit  en  chauffant  oelùi-K^i)  a  été  porté  de  19  à  dk  millimètres 
par  une  énorme  oompression  exercée  sur  de  Tétain  dont  on  Tavait 
rempli»oe  qui  a  fait  éprouver  à  la  circonférence  de  révidemttit  une 

dilatation  de  près  de  ^7^  =  0,0556,  ou  de  trente-trois  fols  la  pro- 

portion  de  rallongement  de  rupture  immédiate  d'une  barre  de  fonte. 

Dans  une  autre  expérience  (')  où  la  pression  exercée  sur  du  plomb 
avait  constamment  fenda ,  en  commençant  par  Tintérieur,  les  cy- 
lindres de  fonte  non  contenus,  un  cylindre  Ù6  fer  forgé  avait  seul 
pu  résister,  en  se  dilatant  aussi  beaucoup  intérieurement  mais  non 
extérieurement. 

On  sait  d'ailleurs,  pour  ce  dernier  métal,  par  son  étirage  à  froid 
en  fils,  par  son  martelage  aussi  à  froid,  et,  pour  le  cuivre,  par 
l'emboutissage  presque  instantané  des  rondelles  dont  on  fait  des 
capsules,  etc. ,  que  des  extensions  considérables  peuvent  être  opé- 

(1)  The  Briiannia  and  Conway  tubular  Bridgei,  ly  Sdwin  Clarke^  4S60,  Aole 
d«  la  page  344,  Cette  eipteienoe  est  citée  par  M.  Goocbe  â  ta  page  445  da^^- 
moire  iotéré  au  t.  XX  daa  AnndUê  d«ê  minei,  . 

(>)  Mèma  ournis»  de  lf«  Clarke ,  p.  306^  cité  par  ■.  Morfa  i  la  S*  édition  (4857/ 
des  Leçons  sur  la  rénstance  de»  matériaux,  p.  442, 
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rées  sans  disj onctioq  ou  énervation  lorsque  les  moléculéB  sont  for- 
tement retenues  dans  un  sens  perpendiculaire  à  celui  de  Textension. 

D*où  Ton  peut  inférer  quéde'fortes  dilatations  au  centre  des  pièces 
solides  ou  dans  les  parties  des  bords  qui  sont  serrées  par  d'autres 
solides  ne  doivent  pas  inquiéter,  et  qu'il  n'y  a  lieu  de  les  limiter 
que  vers  les  surfaces  libres  ou  en  contact  avec  l'atmosphère  r 
surfaces  dont  les  points,  au  reste,  sont  ceux  pour  lesquels  les  ex- 
tensions longitudinales,  ou  les  dilatations  transversales  dues  aux 
compressions^  sont  ordinairement  les  plus  fortes. 

11  serait  désirable  que  des  expériences  plus  ou  moins  analogues 
à  celles  de  MM.  Easton  et  Amos  pussent  être  faites  sur  d'autres  ma- 
tériaux, par  exemple  sur  les  pierres  dures  et  les  bois. 

§  17.  Dimensions  déterminées  en  vue  de  limiter  la  flexion^  etCm, 
des  pièces,  et  non  les  proj}ortions  des  dilatations  les  plus  grcâides 
de  leurs  parties,  —  Remarquons  que  dans  quelques  circonstances 
ce  n'est  pas  en  vue  de  la  crainte  d'une  rupture  qu*il  faut  modérer 
les  charges  ou  régler  les  dimensions  des  pièces,  c'est  en  vue  de  li- 
miter des  déformations  qui  deviendraient  nuisibles. 

Ainsi,  une  solive  de  plancher,  un  rail  de  chemin  de  fer  qui,  sans 
rompre,  prendrait  une  flèche  trop  considérable,  deviendrait  par  cela 
seul  incapable  de  remplir  sa  destination  ;  il  en  serait  de  même  d'un 
arbre  tournant  de  machine  qui  se  tordrait  d'un  angle  trop  consi- 
dérable. 

Alors  les  formules  pratiques  sont  plus  faciles  à  dresser.  On  les 
tire  simplement  de  celles  de  V élasticités  comme  a  fait  M.  Tredgokl 
qui  a  donné  il  y  a  longtemps,  pour  calculer  Téquarissage  des  pièces 

chargées  au  milieu,  une  formule  i revenant  à  2P  ==  ^  Toi»)  ®* ^^® 

1  f 

table  basée  sur  la  limitation,  à  ^— ,  du  rapport  ^-  de  la  flèche  de 

courbure  à  la  longueur  (*). 

(>)  TaUe  I  ou  D*  5  de  rinlroductiôn  de  VBuai  pralipie  mut  la  rétiêUtnee  du  fer 
coulé,  trtduii  en  48)6.  Noui  afont  dit  A  la  loui-note  du  $  40  que  la  Table  II ,  bafée 
sur  lin  autre  principe ,  celui  de  la  limitation  de  la  teniion  ou  de  la  dilatation  dei 
fibres ,  donnait  des  dimensions  telles  que  la  charge  n'atteigne  pas  les  trois  quarts 
de  celle  qui  commence  i  altérer,  suirant  M.  Tredgold,  la  force  élutiqoo. 
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114.  Si  la  section  transversale  peut  être  partagée  en  deux 
parties  symétriques  par  une  ligne  perpendiculaire  à  la  direction 
de  la  force  qui  agit  sur  le  corps.  Taxe  d'équilibre  est  placé  dans 
cette  ligne.  Les  deux  inté|rales  sont  égales,  et  l'on  a 


r  =  — 7  \  aux     dv.v* 


pour  l'expression  du  moment  de  rupture. 

En  comparant  ces  formules  avec  celles  qui  ont  été  trouvées 
n""  SO  pour  représenter  le  moment  de  flexion,  on  reconnaît  que 
Pexpression  du  moment  de  rupture  peut  être  déduite  de  celle  du 
moment  de  flexion  en  écrivant  R  à  la  place  de  E,  et  en  divisant 
par  t/,  c'est-à-dire  par  la  distance  à  l'axe  d'équilibre  contenant 
les  fibres  invariables ,  de  la  fibre  qui  en  est  le  plus  éloignée. 
D'après  cela  y  les  expressions  des  n^  81  et  suivants  donneront 
immédiatement  les  résultats  ci-après. 

US.  La  section  est  un  rectangle  (  Fig.  2)  dont  b  et  c  sont  la 
largeur  et  l'épaisseur,  t/=  -,  et  l'expression  du  moment  de 
rupture  est 

116.  La  figure  de  la  section  étant  formée  de  deux  triangles 
égaux  (Fig.  3)  dont  les  côtés  sont  p  et  ;,  le  moment  de  la  ré- 
sistance  à  la  rupture  est 

117.  La  figure  de  la  section  étant  un  rectangle  dont  les  cô- 
tés sont  iy  c,  et  Taxe  contenant  les  fibres  invariables  formant 
l'angle  f  avec  le  côté  6,  le  moment  de  rupture  est 

b*€  sîn'y  +  bc^  cos^y 

*^      6(6sinf4-^<50s<p)  * 
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Quand  la  section  est  un  carré  cette  formule  se  rédint  à 


r  =  R 


6{sînç-|-cos<p)* 


et  si  la  pièce  est  fléchie  dans  le  sens  d'une  des  diagonales  du 
carré,  Ton  a 

Ainsi  une  pièce  à  base  carrée  fléchie  dans  le  sens  des  diago- 
nales de  la  base  résiste  moins  à  la  rupture  qu'elle  ne  le  fait 

quand  elle  est  fléchie  dans  le  sens  des  cAtés  de  cette  base,  dans 

i 

le  rapport  de  1  à  — ;  (*). 

v/2 


(*)  S  1.  Erreur  oU  peut  faire  tomber  la  première  formule  du 
nr  ii7.  —  La  fia  de  ce  numéroi  relative  au  cas  où  la  secâon  est  un 
carré,  est  exacte,  parce  que  tout  prisme  dont  la  section  est  une 
figure  ayant  ses  moments  d'inertie  égaux  autour  de  toutes  les 
droites  tracées  sur  son  plan  par  son  centre  de  gravité  (S  8  de  la 
note  du  n*  Sd),  fléchit  toujours  dans  le  plan  même  ok  il  est  solti- 
cité  pour  fléchir  (  $  i  de  la  même  note }  ou  dans  le  plan  du  moment 
sollicitant  M=P(a— x)  ou  =Pa  des  n**  77, 86, 121,  etc. 

Mais  la  fiMmule  rmiR^'^.f^ '^"^,     P    f  do  o<wimencemtot , 

6(&8in9 +  ccos<p) 
comme  celle  e=...  du  n*  88  (p.  62)  n'est  propre  qu'&  induire 
dans  une  erreur  où  Ton  tombera  nécessairement  avec  quelques 
auteurs  si  Ton  pose,  Comme  il  est  indiqué  au  n*  121,  r  =  M  =  Pa 
en  y  mettant  pour  r  Texpression  signalée. 

Gela  vient  (comme  on  a  déjà  dit  à  la  note  du  n**  88)  de  ce  que  la 
flexion  ne  S*eireetue  pas  dans  le  plan  de  sollicitation  à  fléchir^ 
lorsque  ce  plan  n'est  pas  parallèle  à  l*un  des  deux  axes  prlnoipatfx 
d'inertie  des  sections. 

%  2.  Établissement  direct  de  Poquation  de  cohésion  pour  une 
sollicitation  oblique  aux  aixes  principaux  des  sections.  —  Si  ?  dé- 
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signe,  comme  à  la  note  du  n*  83,  et  pour 
une  section  de  forme  quelconque,  Tangle 
aigu  POV  que  fait  le  plan  de  sollicitation 
P|OP  arec  l'axe  d'inertie  Ov  prolongé,  et 
^  celui  vOo  que  fait  avec  le  môme  axe 
principal  Ov,  le  plan  de  flexion  effective 
FOv,  ou  Tangle  égal  uOu  de  la  ligne  des 
fibres  invariables  Ou,  perpendiculaire  h 
OF,  avec  Tautre  axe  dMnertle  Ou  de  la 
section,  on  a  (note  du  n*  83),  pour  dé- 

terminer  cet  aoglo  ^  non  connu  à  priori^  tang  ^^-p  tang<p, 

I',  r  étant  les  moments  d'inertie  de  la  section  autour  des  axes 
principaux  Ou ,  Ov. 

Mais,  plutôt  que  de  mettre  cet  angle  à  la  place  de  9  dans  la  for- 
mule rs:...  du  texte  relative  au  rectangle  notant  ses  côtés  6,  c 
parallèles  &  On,  0?,  et  de  régaler  à  la  composante  M  co8(<I'—- ^ )  du 
moment  M  ou  Va  autour  de  la  ligne  des  fibres  invariables  Ou ,  il  est 
bien  plus  simple  de  poser,  autour  des  deux  axes  principaux  9  deux 
équations  d'équilibre  de  rotation  entre  les  fbrces  extérieures  et  les 
forces  intérieures  qu'on  peut  exprimer  qpmme  au  n*  112  (sans  par- 
ler de  E  ni  du  rayon  p)  par 

—,'Vdb). 

Il  en  résulte ,  en  effet ,  en  remplaçant  (comme  k  la  note  du  n*  83,  p.  U) 
v  par  savaleur  vcos^r  +  usin^»,  où  vêtu  sont  les  distances  d*nne 
fibre  quelconque  m  aux  deux  axes  principaux  Ou,  Ov,  deux  équations 

Mcos9  =  5rcostJ,    Msin(p=SFsîntJ 

qui ,  ajoutées  ensemble  après  avoir  multiplié  la  première  par 

V  u 

p  et  la  seconde  par  p  donnent 

„/    cos?  .     sînqp\      -.ucos'}  + vsin^»      _  t? 
M(^v-pI+u-/j=R '-^ ^  =  ï^5r5 

d'où,  en  faisant  v=  sa  plus  grande  valeur  v\  et  R=  R.  limite  des 
efforts  non  dangereux,  cette  équation  de  cohésion  permanente  : 


i2h  8EGT.  I.  HÊSI9TA1ICE  DBS  SOUDES. 

(Du  B*  tl7). 


M  =  minimom'  de  ** 


pcostp  +  psin? 


Elle  convient  k  des  prismes  ayant  des  sections  de  tontes  les 
formes,  sollicités  obliquement  à  leurs  axes  principaux. 

S  3.  Ap^liccUùm  à  la  section  rectangle  dont  les  côtés  sont  b 

et  c—  Gomme  les  plus  grandes  valeurs  des  coordonnés  v  et  u  sont 

i         1  bc^  b^c 

^cet  j6,  etcomme  *'=  43  »1"=7[2  »  ^J^* 

MonPa=  — 


6    ^         .    6     ,  6  ècoso  +  csin?* 

_cos9  +  5s^8in? 

Cette  formule  est  très^fférente  de  celle  M  oa  Pa = ^  &«c8tn«y 4-be^co»ty 

qu^on  poserait  diaprés  ce  qui  est  dit  au  texte.  Nous  avons  remarqué 
ailleurs^  depuis  longtemps  (^)y  et  on  peut  vérifier  facilement  que 
cette  dernière  équation  inspirerait  une  fausse  sécurité;  car  si,  par 
exemple,  Tangle  9  est  demi-droit,  la  valeur  qu'elle  donne  pour 

la  charge  P  est      .     fois  celle  qui  résulte  de  la  formule  exacte 

qu'on  vient  de  donner;  et  ce  rapport  -^ — ,  toujours  plus  grand 

que  Tunité,  a  pour  valeurs.  .  •  .  l^OSS,  1,250,  1,667,  etc. 
selon  que  le  rapport  de  Tun  des 

deux  côtés  du  rectangle  à  l'autre 

côté  est. d/2,         2,  3,     etc. 

Le  sens  de  sollicitation  le  plus  dangereux  est  celui  pour  lequel 
6cos<p  +  c8in9  est  le  plus  grand,  ou  pour  lequel 

ce  qui  donne  le  sens  perpendiculaire  à  Tune  des  deux  diagonales 

du  rectangle.  Alors  M  on  Pa  =  -^  . 


(')  30  octobre  4  843,  aux  Comptet  rendus  de  fJcadimie,  t.  XVII ,  p.  949. 


/ 
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IIM  ■•   tl»}. 

Généralement,  toutes  les  fois  que  u,  v,  répondant  au  maximum  du 

y  11 

dénominateur  -r,  cos  f  +  p  sin  9,  ont  une  valeur  fixe,  ce  maximum 

par  rapport  à  9  a  Heu  pour 

u  I' 

ce  qui  donne  pour  condition  de  résistance  permanente 


M  = 


Y     £t    ~  J"î 


8  A.  Etablissement  élémentaire  de  ces  formules.  — On  l'opère  en 
considérant  (comme  au  S  9  de  la  note  du  n°  83)  le  prisme  comme 
éproîtvani  simultanément  deux  flexions  dues^,  Tune,  à  des  forces  qui 
ont  un  moment  M'  =  M  cos  7,  Tautre  à  des  forces  qui  ontnn  moment 
M"=M  sin  9,  et  produisant  des  déplacements  qui  se  composent 

d'après  le  principe  de  simultanéité  du  $  2  de  la  note  du  n"  21.  On 
dira  donc  simplement  que  si  la  fibre  située  à  la  distance  v'  de  Taxe 
du  premier  moment  et  à  la  distance  u'  de  Taxe  du  second  éprouve 
une  dilatation  due  à  une  tension  R  par  unité  de  section,  celle  qui  est 
située  aux  distances  v,  u  des  mêmes  axes  éprouvera  une  dilatation 

y 

due  à  la  tension  R  -7  si  le  moment  ou  couple  M' agit  seul,  et  une 

dilatation  due  à  la  tension  R  -;  sile  couple  M''  agit  seul  pour  fléchir 

respectivement  autour  do  ces  deux  axes  supposés  principaux  ;  et 

r  l" 

l'oa  aura ,  aussi  respectivement,  M'  =  R  -7,  M"  =  It  —,  pour  l'é- 
quilibre de  rotation.  Si  ces  deux  couples  agissent  à  la  fois,  la  fibre 
(«prouvera  une  dilatation  totale,  somme  des  deux  dilatations  par- 
lielleff,  on  due  à  la  tension  totale 


^  +  R^  =  M'r, +M"^, 

V       u'       r        M' 


l)onc,  pour  que  cette  dilatation  atteigne  la  limite  des  dilatations 
non  dangereuses ,  ou  soit  celle  qui  est  due  &  la  tension-limite  R,, 
on  doit  avoir  Téquation  suivante  (donnée  en  octobre  et  novembre 
1843  aux  articles  cités  des  Comptes  rendus)  : 
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IIB.  La  figure  de  la  section  transversale  étant  un  cercle 
(Fig.  4)  dont  r  est  le  rayon,  l'expression  du  moment  de  la  ré- 
sistance à  la  rupture  est 


r^-' 


r  =  -  -—  =  U 
r    4  i 


Les  moments  de  rupture ,  pour  le  carré  et  le  cercle  inscrit , 
sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  I  à  -^,  le  même  qui  a  lieu 
pour  le  cas  de  la  flexion  ('). 

119.  A  l'égard  d'un  tuyau,  r'  et  r"  étant  les  rayons  des 
deux  cylindres  extérieur  et  intérieur,  remarquant  que  le  mo- 
ment de  rupture  du  vide  intérieur  supposé  plein  est 


,  V         ,  u 

I\„  3=  niaxiinoiD  de  M'  j,  +  M"  p  • 


d  oCl  M  ^  tuinimain  de 


n.. 


comme  à  la  fin  du  S  2. 


(*)  Perle  de  force  des  arbres  équarris.  —  Si.  c'est  un  cercle  cir- 
coîiscrii  que  Ton  compare  au  carré  pour  la  flexion,  le  rapport,  au 

,  est  der  i  à  -^^y^  a=  t,6661.  Un  arbre  perd 

o 


lieu  de  1  i  ^  ==  0»5890 


ainsi  considérablement  de  sa  force  lorsqu'on  Téquarrit.  £t  cebi  a 
lieu  même  lorsqu'on  en  tire  la  pièce  à  section  rectangle  ci-après 
(du  n"  120},  dont  les  deux  côtés  sont  entre  eux  dans  lo  rapport 

i  à  v^2  (fournis  par  les  équations  6'  +  c'  =  1> 

>^„     =  Oj  ou  par  la  construction  ci-contre 

où  Ton  divise  le  diamètre  ëlrdeux  parties  comme 
1  est  &  2  ;  car  le  rapport  des  résistances  du  rec- 
tangle et  du  cercle  est  de  1  à  -^^  =?  1,53039. 


I 
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on  a,  pour  le  momont  cberobé, 

r-^R — -^p—. 

Â  savions  transversales  égales,  un  cylindre  plein  et  un  tuyau 
offrent  des  résistances  à  la  rupture  qui  sont  entre  elles  dans  le 
rapport  de 

A  résistances  égales ,  les  sections  transversales  du  cylindre  et 
du  tuyau  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de 


(-17-)  ^  ^'-r^'  n- 


n  Ces  deux  rapports  qui  sont  plus  simplement»  le  premier, 

celui  de  W  i-^  -^  ^  ^4-  nst  ^t  lo  second,  Tinverse  élevé  à  la 

puissance  de  S/d,  résultent  de  la  division,  Tuno  par  Tautre,  des 
expressions  qui  seront  données  $$  6  et  7  de  la  note  du  numéro  sui- 
vant (120)  :  1*  en  supposant  vf  le  même  pour  le  cylindre  et  pour  le 

tuyau;  2*  eu  supposant  ->  le  même,  et  tirant  le  rapport  des  sec- 
tions «>. 
M.  Ponoelet  a  trouvé  que  le  premier  rapport  est  celui  de  ai ,  tan«* 

gente  menée  au  cercle  intérieur  par  uo 

/rS<'r->w\         point  a  de  la  circonférence  du  cercle  ex- 
1  ,f-'''    !  \  \  \       térieur,  à  oc,  longueur  déterminée  par 

«klL i — VHi^    ^  perpendlcalaire  à  oo,  et  par  bc  per- 

y  Y  J  j      pendiculaire  &  a6|  o  étant  le  centre  et 

X/^^...-^^^^^/       ooca'  un  diamètre. 

"^"^  Ce  rapport  est  aussi,  à  peu  près,  la  ra* 

cine  carrée  de  celui  de  Tépaisseur  au  diamètre  moyen  du  tuyau* 
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120.  Connaissant  l'expression  du  moment  de  rupture  pour 
une  base  de  fracture  rectangulaire  y  on  peut  se  proposer  d'in- 
scrire dans  un  cercle  un  rectangle  déterminé  par  la  condition 
de  rendre  cette  expression  un  maximum.  Le  diamètre  étant  i, 

les  côtés  de  ce  rectangle  seront  respectivement  —  et^  (*). 

y3       v3 


n  (Voyez  note  du  n*  118). 

S  1.  Comparaison  des  sections  à  égale  superficie  ou  égale  guan- 

tité  de  ma^tére.—Nous  allons  donner  Ici  les  valeurs  de  —.^  et,  aussi, 

les  valeurs  du  moment  d'inertie  I,  par  complément  aux  n**  SI  à  85 
(et  ainsi  que  nous  Pavons  annoncé),  en  mettant  les  expressions 
sous  une  forme  telle  qu'on  puisse  comparer  quant  à  ces  valeurs,  les 
diverses  sections  à  égale  superficie  ou  à  égale  quantité  du  métal 
dont  on  compose  les  prismes.  Nous  parlerons  Ici  déjà,  pour  rendre 
le  tableau  plus  complet,  des  sections  de  prismes  à  côte  ou  à  ner- 
vure ,  dont  Navier  ne  fait  mention  dans  son  texte  qu'à  la  Sectior  IV 
(Gliarpente),  art  vii,  n**  A9d  à  A97. 
Le  moment  d'inertie  I  est  du  quatrième  degré  ou  est  un  produit 

de  quatre  dimensions  linéaires;  le  quotient  -^  est  du  troisième  de- 

gré;  la  superficie  co  est  du  deuxième  degré,  n  faudra  donc,  pour 
les  comparaisons  des  sections  sous  le  double  rapport  de  la  résis- 
tance à  la  simple  flexion  et  à  la  rupture  par  flexion,  donner  respeo* 

I  1 

tivemeot  pour  forme,  à  I  et  à  -i,  le  produit  de  eu*  et  de  co*  par  un 

nombre  ou  par  une  fonction  des  rapports  mutuels  des  dimensions 
des  diverses  parties  de  la  section. 

S  2.  Résistances  spécifiques  à  la  flexion  et  à  la  rupture  par 

flexion  iou  quantités  remplaçant  I  et  p  1  hf^que  la  sollicitation 

est  oblique  aux  axes  principaux  ^inertie  des  sections*  —  Alors  la 
résistance  spécifique  à  la  flexion,  au  lieu  d'ôtre  représentée  par  I, 
le  sera  (note  du  n*  83)  par 
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(DUB*  IM). 


PF  = 


r 


4  /cos»9  ,   sln»9      C0S9  .   /        /£'  \i 


V  et  r  étant  les  moments  d'inertie  principaux  de  la  section,  <p  étant 
Tangle  du  plan  de  sollicitation  ou  du  moment  M  des  forces  exté- 
rieures avec  Taxe  de  V\  et  p  étant  le  rayon  de  courbure. 
Et  la  résistance  spécifique  à  la  rupture  par  flexion  au  lieu  d'être 

représentée  par  -, ,  le  sera  (note  du  n*"  117}  par 

..  I  /      u'  et  ▼'  étant  les  coordonnées  u ,  v,  par  rapport  aux 

i!l  s:;  *  l   axes  des  moments  principaux  F,  I",  de  la  iibre  la  plus 

U         V'  u'  ^  vu 

-7  C08  9  +  —  Sin  f  j   tendue ,  ou  rendant  r^  cos  9  -f  ^  sin  o  on  maximum  ; 

\  et  R  la  traction  qu'eUe  supporte  par  unité  superficielle. 

Si  Tangle  9  est  indéterminé  ou  si  la  pièce  peut  être  sollicitée 

sous  diverses  inclinaisons,  comme  Tarbre  tournant  d'une  machine, 

il  faut  prendre  ViTiclinaison  la  plus  dangereuse  ^  ou  la  valeur  de  9 

M 
qui  rend  un  minimum  cette  expression  de  =-.  Et  si  u',  v'  sont  con- 

R 

stants,  comme  quand  le  contour  est  composé  de  lignes  à  angle 

r  u' 
droit,  ce  minimum  a  lieu  pour  tang  9  =  p  -7,  et  est 

M  i 


Mais  si  le  contour  est  continu,  u'  et  v'  sont  fonctions  de  9 ,  et 
Ton  R  un  autre  minimum. 

$  3.  Section  rectangle  dont  betc  sont  les  dimensions. —  Si  b  est 
la  largeur^  c  la  hauteur  ou  épaisseur^  c'est-à-dire  si  la  sollicitation 
a  lieu  dans  un  plan  parallèle  à  c,  on  a  3 

CD  =  6c ,    îî  =  s- 

bc^        c^       1  c 
Résistance  spécifique  à  la  flexion  élastique  I  =  <r^  =  co  —  =  j^  j  co*. 

I      6c*         cl     /c      * 
Idem  à  la  rupture  par  flexion  -,  =  —  =  ii)-  =  -i/r»w*» 

I.  » 
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(Du  n«  IM). 

—  -  ■  - 

Ainsi»  à  égale  superficie  de  la  section  ta ^  on  à  égale  quantité  de 
matière  d'un  prisme  de  longueur  donnée,  Ibl  résisiaruie  à  la 
flexion  (ou  le  poids  capable  de  donner  une  flèche  déterminée  à  ce 
prisme  appuyé  aux  deux  bouts  et  sollicité  au  milieu) ,  est  comme 

le  rapport  7  de  la  hauteur  à  la  largeur. 

Et  la  résistance  à  la  rupture  par  flexion  (ou  le  poids  appliqué  de 
même,  qui  fléchit  de  manière  à  donner  une  dilatation  ou  une  con- 
traction déterminée  à  la  fibre  la  plus  tendue  ou  la  plus  comprimée, 
et  qui,  par  conséquent  »  peut  mettre  la  matière  en  danger  de 

rompre  ou  de  s^énerver)  est  comme  la  racine  carrée  \/|  du 
même  rapport. 

5  il*  Même  section  rectangle  si  la  sollicitation  est  oblique»  Cause 
qui  limite  (en  partie)  davantage  â^ employer  des  pièces  de  champ 
à  section  haute  et  mince. '^  Si  le  plan  de  sollicitation  ou  du  mo- 
ment M,  au  lieu  d^ètre  parallèle  au  côté  c,  fait  avec  ce  côté  un 
angle  9,  on  a  (d'après  ce  qu'on  vient  de  dire  S  2) 

IM 6c wc* _4  c  w»  4 

M      4  &M  4  (dc  k        c     îù^  4 

h  h 

Si  une  pièce  a  une  largeur  h  très-petite  par  rapport  à.  sa  hauteur 

t. 
c,  il  suffit  qu'on  prenne  tang?  =  -,  ou  que  le  plan  de  sollicitation 

ait  seulement  la  petite  inclinaison  -  de  la  diagonale  sur  le  grand 

côté  c  de  la  section,  pour  que  le  dénominateur  0089  +  ^  sid  9 
devienne  2cos9,  c'est-à-dire  à  peu  près  =:  2,  et  que,  par  consé- 
iquent,  la  résistance  »-  ^  ^^  rupture  par  flexion  soit  deux  fois 


ART.  IV.   RUPTUBE  PAR  FLEUOIf.  131 

(Du  n»  itO). 

moinâre  que  quand  la  sollicitation  est  exactement  parallèle  an 
grand  côté  c. 

En  même  temps  ^c'est-à-dire  pour  tang  f  8  *  ou  pour  la  sollici^ 

•  \  M      (OC* 

tation  diagonale)  onaune  résistance  à  la  flesion  p^^^^i^tangf  = 

Cxic'  b'        c 

•Tx-  -«  ou  rrjois  moindre  que  si  la  sollicitation  était  parallèle  à  c. 

Et,  à  égale  superficie  de  la  section ,  Ton  a  seulement  la  même  résis- 

tance  ta  ^  ÎR  flexion  qu*avec  une  seotion  carrie. 

Aussi,  comme  il  est  difficile  d'empêcher  que  ractlon  ne  devienne 
un  peu  oblique,  quand  oe  ne  serait  que  par  suite  d'une  légère  torsion 
due  à  ce  que  la  charge  n'agit  pas  exactement  au  milieu  de  la 
largeur  b  de  la  pièce ,  les  constructeurs  évitent  d*employer  des 
pièces  de  champ  trop  minces  ou  de  rendre  trop  grand  le  rapport 

j  de  la  hauteur  à  la  largeur,  afin  de  prévenir  le  déversement  dénoté 

par  la  formule >  et,  aussi,  une  sorte  de  flexion  de  la  pièce  dans  le 
sens  de  la  hauteur  de  la  section. 

Si  l'angle  9  du  plan  de  sollicitation  n'est  pas  déterminé  ou  si  la 
pièce  peut  être  sollicitée  transversalement  sous  toutes  les  inclinai- 
sons, il  faut  prendre  VinclineMOn  la  plus  dangereuse.  Ce  sera, 

iiuant  à  la  rupture  par  flexioui  celle  qui  a  pour  Valeur  tang  ?  =  i  s' 

06,  et  on  aura,  pour  cette  sollicitation  qui  est  perpendicu- 
laire à  une  des  diagonales, 


riDs  petite  léiîstancé  à  la  ritptnre 

pftr  flok»,  ou  Mimoiiim  de  --    ^^  s 
•^  R  0 


1  4      /      6  A 


Il  est  évident,  au  reste ,  que  la  plus  grande  flexion  est  donnée 
par  9  =  0  on  f  =  ^  selon  que  r<  ou  >  V%  on,  pour  le  rectanglei 
selon  que  b>  ou  <c. 
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(Du  n»  itO). 


S  6.  Section parrée.  — Les  expressions  précédentes,  en  faisant 
6  =  c  9  donnent 

SoUiciUtion  dans  un  I  ,6*       ca6*      w'        _  ao«-»o    • 

plan    parallèle   i  /  Béaist.  à U llenon     I=iô  =  -TS-  =  7ô  =  0,08333  w» 
l'un  des  côtés         1  ^-^       "       " 

M.àlarttpt.par  fiex.  -,  =  ^  =  ^  =  «  •"'  =  ©^^^^w' 

V        0        0        o 


Sollicitation  oblicioe 


p  M  =  £_  =  îîL  =  0,08333<»*  (comme  poor  la  soOicilatioo 

parallèle,  et,  cek,  quel  qœ  soit  «p  ) 
M       6  i  i  ' 


R      6  C0S9  +  sin9     6(cos 9  +  sin  9) 


ca' 


Sollicitation  diagonale 
(ou  sous  l'inolinii- 
son  la  plus  dange- 
reuse) 


R      6v'2      Qy/2  ' 


b)' 


S  6.  Section  circulaire  pleine,  rayon  r. 

> 

I  =  2^  »=  ÏÎL*  =  ^  «•  =  0,079677ui« 

s  7.  Section  circukàre  ividée  (section  de  tuyau)  ;  rat/on  exté- 
rieur  r';  intérieur  r" 


u 


=  it(r^  — r"»),  o'  =  r' 


l  _   r'''  —  r"*_<ùr'(i     ir"*\_   1  V'''/        # 


0 
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(DU  H*  itie; 


r*  4-  r'* 
SI  l'on  fait  le  rayon  moyen  — ^ —  =  r,  et  Tépaisseur  r' — r"  —  e, 


ont 


=  ,[(,  +  ey_(,_|y]=2»re..'  =  r  +  |. 


-"^(*  +  è)=l(*n^)"* 


I      «r^  +  ë      \/?î:    *  +  àP    \ 
—  = =  V   e  . M*. 

«       2  e       -^^ —  e  <« 

1  +  2-,         4V-r      1+2-^ 

{Voyez  les  conséquences ,  note  du  n"  110). 

%  8.  Frise  en  considération  des  troncatures  qui  augmentent  la 
valeur  de  Vexpression  —,  ou  jrde  la  résistance  spécifique  à  la  rup- 
ture. —  Diaprés  ce  qu'on  a  dit  au  $  8  de  la  note  du  n*  113  (p.  100) 
comme  Texistence  de  fibres  inutiles  ou  susceptibles  de  rompre 
d'abord  seules^  ne  diminue  en  rien  la  résistance  du  reste,  il  con- 
vient, à  regard  des  sections  pour  lesquelles  le  quotient-;  aug- 
mente en  en  retranchant  une  partie  ou  en  les  supposant  tronquées, 
d'attribuer  à  ce  quotient  sa  plus  grande  valeur,  résultant  de  la  tron- 
cature qui  le  rend  un  maximum. 

En  conséquence  il  faut,  si  Ton  veut  avoir  des  expressions  plus 

I         M 

exactes  de  la  résistance  spécifique  à  la  rupture  -?  ou  ^  multiplier 

celles  qui  sont  données  aux  %  précédents  ou  suivants  par  des  nom- 
bres un  peu  au-dessus  de  1,  comme  ceux  du  S  8  cité  de  la  note  du 
n«  113. 

Et  ces  expressions  seront,  encore ,  plutôt  au-dessous  qu'au-dessus 
de  la  résistance  réelle  d'après  ce  qu'on  a  dit  page  101  et  que  l'ex- 
périence confirme  y  de  la  petite  part  que  les  fibres  comptées  comme 
inutiles  ne  laissent  pas  de  prendre  à  cette  résistance. 

Il*  1 

Ainsi ,  au  lieu  de  -7  =  -^jr  w«  =  0,11785  »o«  du  S  5  pour  le  carré 
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I        1  iiSA     JL  ^ 

sollicité  dfagooalement  on  prendrait  •p—'Y^         0,13131»*, 

si  la  matière  résiste  sensiblement  pins  anx  compressions  qu'aux 
extensions  ou  réciproquement  ; 

Et  ^  =  ^^P^  u)*  =  0,1242  to*  si  elle  résiste  autant  aux  unes 

n         Dy2 

qu'aux  autres  ou  s*il  y  a  incertitude. 
Au  lieu  de  -,=  -r-j-  *»•  =  o,l&10A7ci)*  pour  le  cercle,  on  prendra 

I       1  00693   '-  -1 

-,  =  -V-7 — ^'  =  0,l&2024ti>*  pour  une  troncature  haut  et  bas. 
»'        4V" 

Et  ainsiules  autres ,  même  pour  le  cas  de  Jlexion  oblique  en  y 
appliquant  les  principes  du  $  8  de  la  note  du  n*"  113  lorsqu'on  croira 
devoir  pousser  Tapproximation  à  un  pareil  degré*  ce  dont  on  peut 
ordinairement  se  dispenser. 

S  9.  Cas  ou  les  troncatures  auraient  effectivement  lieu.  —Si  Ton 
a  retranché  leajlbres  dites  inutiles  en  fondant  les  pièces  de  métal 
ou  en  taillant  les  pièces  de  bois,  il  est  évident  que  pour  com'parer 
les  résistances  des  sections  à  superficie  égale  ^  il  faut  mettre  à  la 

places  de  co  la  surface  de  la  section 
tronquée  ou  débarrassée  des  par- 
ties répondant  à  ces  fibres. 

Alors  1*.  S'il  est  question  d'un 
carré  sollicité,  diagonalement  et 
tronqué  seulement  à  Vangle  supé^ 
rieur  ouàFangle  inférieur^  comme 
au  premier exempledu  $  8  de  lanote 
du  n»  113,  p.  95  et  96,  on  a 


(0 


et  par  conséquent 


I  _    u>«      2  12^i>2T*  +  a87»-lBT*-fT* 


2*  S'il  s'agit  du  même  carré ,  tronqué  à  la  fois  et  symétrique- 
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ment  à  ces  deux  angles,  comme  an  deuxième  exemple,  p.  97, 
on  aara 

3^  Enfin  si  ce  même  carré  est  tronqnê  également  aux  quatre  an- 
gles, comme  il  conviendra  si  c*est  la  section  d'un  arbre  tournant 

de  machine,  il  faudra  retrancher  ^  de  Texpression  de  I|  (page  97) 

relative  au  cas  de  deux  troncatures  et  on  aura  b)>  =  5*—  27*6*,  et 

Où  il  ne  faut  pas  supposer  y  plus  grand  que  ^. 

Si  Ton  se  sert  de  ces  expressions  tK>ur  chercher  quelle  troncature 
il  faut  faire  dans  chacun  de  ces  trois  cas  pour  avoir  la  plus  grande 

résistance  -;  à  superficie  égale  (o  on  trouve  ceci  :, 

Cas  (1*),  ou  d*une  seule  troncature.  Ce  maximum  de  résistance 
pour  (Il  constant  est  obtenu  en  faisant  y  =  i  c'est-à-dire  en  suppri- 
mant entièrement  le  demi^arré  supérieur  ou  en  réduisant  la  sec- 
tion à  un  triangle  rectangle  isocèle,  la  base  tournée  du  côté  dilaté 
si  c'est  par  dilatation  que  la  matière  risque  le  plus  de  céder.  Inu- 
tile de  dire  que  cette  forme  de  section  n'^est  pas  la  plus  avantageuse 
entre  toutes  celles  qu*on  peut  donner  si  Ton  a  le  choix  d'autres 
formes. 

Ca^(2'),oudedeuxtroncaturesducarré8oUlcitéd!agOttalementOn 

1  1 

a  le  maximum  de  ^  pour  10  constant  en  faisant,  y = ;  Qt  ce  maximum 

Cas  (S*)  de  quatre  troncatures,  il  faut,  pour  ie  marlmnm,  faire 
Y  =  ô  ce  Q^l  retient  à  remplacer  le  carré  sollieité  {àtrallèlement  h 
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ses  diagonales  par  un  carré  sollicité  parallèlement  à  ses  côtés.  G^est 
ce  qu*on  poavalt  prévoir  d'après  ce  qu'on  a  vu  (S  5}  de  la  supério- 
rité de  résistance  dans  cette  dernière  situation.  Mais  si  la  pièce  est 
tournante  «  comme  la  supériorité  disparaîtrait  lorsque  la  diagonale 
deviendrait  verticale,  il  conviendra  de  tronquer  en  octogone  ré- 
gulier. Et  si  Ton  admet  de  nouvelles  troncatures  produisant  plus 
de  huit  côtés,  on  est  conduit  simplement  à  ce  résultat  «  que  la 
forme  circulaire  est  la  meilleure  pour  le  contour  de  la  section 
d'une  pièce  tournante  fléchie  successivement  dans  tous  les  plans 
passant  par  son  axe  de  figure  (Voyez  ci-après  $  19;. 

S  10.  Section  elliptique ,  b  e^  c  étant  le  plus  petit  et  le  plus 
grand  diamètre.  —  Le  plan  de  sollicitation  étant  parallèle  à  c«  on  a 

ICÔC       ,       c 
- izb(^  __  wc" 1_  c     , 


I  TC^C*  tùC  1      4  /c         I 

Le  plan  de  sollicitation  faisant  un  angle  7  avec  le  côté  c  : 

—= —  = — j  = — ni/  -. -^ 

%  11.  Sections  comparées  ayant  des  formes  ramenahles  les  unes 
aux  autres  (comme  toutes  les  ellipses,  ou  tous  les  rectangles,  etc.) 
en  amplifiant  ou  réduisant  dans  une  même  proportion  toutes  les 
abscisses  ou  toutes  les  ordonnées  parallèles  à  un  axe  principal 
d'inertie  ainsi  qu'au  plan  de  sollicitation. 

I  =  KtûC^  on  proportioiinel  à  l'aire  u  et  au  carré  de  la  banteiir  e  de  la  sectioo. 
-^  =  IC'fdC  on  proporU<>DiM>l  à  l'aire  et  k  la  hantenr  de  la  sectioa. 
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£t  non-seulement  la  charge  susceptible  d*ètre  portée  Indéfini- 
ment sans  danger,  mais  môme  celle  de  rupture  immédiate ,  quelle 
que  soit  la  loi  qui  lie  les  extensions  ou  compressions  des  fibres  aux 
efforts  qu'elles  supportent,  suit  cette  dernière  proportionnalité 
(Voyez  la  note  du  n«  151). 

S  12.  Sections  rectangles  évidées  symétriquement.  —  Elles  peu- 
vent Tétre  de  deux  manières,  ou  en  tuyau  rectangulaire,  ou  en 
double  T  qrmétrique.  Dans  Tun  comme  dans  l'autre  cas,  soient  : 
6,  c  la  largeur  et  la  hauteur  du  rectangle  extérieur, 
b\c'  celles  du  rectangle  intérieur  ou  d'évidement  qui,  dans  le 
second  cas,  est  partagé  en  deux  parties  ayant  6'  pour  somme  de 
leurs  largeurs  (figure  page  suivante) 

w  =  eK?  — ôV,   i?'=j 

j_5c»  — 6V»       w«c  Te» 


12  12  6  A       b&\* 


('-19 


i— ^£!! 


I  _bc^^b*c^  _J^  le  à  c» 

^-  ^  -•v*-y/(r::|iy 

Si  par  exemple  on  a  — r— = ==x»  ^**T=  """*•  ces  expres- 
sions donnent 

1  t 

'  =  r2'6-T=^'^^*6Î2'-?  =  TV6-i7^=^'^«V5-6' 

le  solide  résiste  3'«^571  plus  à  la  flexion  et  2'<»(«,362  plus  à  la  rup- 
ture par  flexion  qu'un  solide  à  section  rectangle,  de  même  super- 

ficie  CIO,  pour  laquelle  le  rapport  t  serait  le  même. 
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$  18.  Rapport  de  la  hauteur  à  la  largeur  d^une  section  simple^ 


hx 


•5 

M» 


•2 

•S 


i 

a 

o 


II 


C    cf 


ment  rectangle  qui  ojfrirait  même 
résistance  que  la  section  en  double 
T  symétrique.  Utilité  de  la  forme 
en  T  pour  s'*opposer  au  déverse^ 
ment. —  Pour  qu*uDe  pièce  ayant 
une  aeotion  rectangle  pleine  de 
même  superficie  résiste  autant  à 

la  raptore  ou  ait  le  même  -^  que 

la  pièce  en  doable  T  symétrique, 
il  faut 
C|  et  bi  étant  sa  hauteur  et  sa 
largeur, 
qu'on  ait  cette   équation,    qui 


s^obtient  en  égalant  les  expressions  de  -;  du  $  3  et  du  S  l^t 


c^  __c  V      b  c^J 


ài 


Par  exemple  si  r_JL  ==!_£.=:  ±ii  faut  que  ^  soit  jj|  =  5'«'«,580 


plus  grand  que  ?,  ou  il  faut  que 


^  =  11,16  si  l'on  a  x  =  2, 
^,  b 


et      =  16,74     si 


5=^ 


De  pareils  rapports  entre  la  hauteur  c^  et  la  largeur  b^  seraient 
trop  forts  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  S  A,  du  danger  de  diminu- 
tion considérable  de  résistance  que  courent  les  pièces  à  section 
rectangle  haute  et  étroite  pour  peu  qu'elles  déversent  ou  que  la 
charge  les  sollicite  dans  un  plan  légèrement  oblique  au  grand 
côté,  ce  qui  a  pour  conséquence,  comme  on  Ta  démontré,  de  les 
ployer  dans  un  autre  plan  bien  plus  oblique. 
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u^.^ 


Il  y  a  donc  liea  de  donner  en  général*  aux  poutres  on  solives 
inétalUques ,  des  côtes  on  une  forme  en  double  T.  Leur  résistance 

au  déversement  dépend  du  rapport  y  des  moments  d*inertie  princi* 

paux  de  la  section,  V  désignant  celui  qui  est  pris  aotour  de  Taxe 
de  symétrie  parallèle  à  la  hauteur  c.  Celui-ci  a  pour  formule  (tou- 
jours en  nous  bornant  ici  au  cas  où  les  deux  semelles  sont  égales). 

1 
Son  rapport  à  Tantre  moment  j^  {ix^ — b'c^)  est 

1'      b*  n*  tn*  +  n  —  i  .      ,.,b  —  l/      1    e—&     1 

ï=c«;;?mn»-(m-l)(n~l)^""'^"*~r"=m'~T-=n 

expression  qui  se  réduirait  à  -2pourmoun=l,etquieslde  la  forme 

générale  K  ^,  K  ayant  les  valeurs  numériques  données  par  le  ta^ 
bleau  suivant  ; 


6« 
Valeurs  du  dénominateur  K  de  -^ 

r 

■"  1 

Pour  —  = 
m 

n        c 

¥=• 

6'-6      1 

b    ""3 

1 

i 

_1 
-5 

_1 
~6 

=  0 
i 

K=:l 

i 

1 

1 

i 
""3 

K  =  2,24 

2,26 

2,25 

2,24 

2,11 

i 

5 

3,50 

2,61 

2,59 

2,66 

2,31 

1 

""6 

2,87 

2,90 

2,86 

2,81 

2,44 

_1 

6 

3,11 

3,1A 

3,21 

3,04 

2,53 

1 
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Or«  comme  les  plus  grandes  valeurs  des  coordomiées  u,  v  ($  2) 

b     c 
sont  Ici  ^,  -,  si  nous  les  substituons  à  u',  v'  dans  l'expression 

Ml  1  6*       r 

R  ~  f û' •  ^^^  *^^°^'  ^^  mettant  ^  ^  pour  -r , 

jCOs?+  -psin? 

Mil  1 

—  •=-;, ,  ■  ,  (  K  Tariant  génénlement  de  l.U  à  3,21). 

«      '     ««^    l+Kjtang, 

Le  1*'  facteur  de  cette  expression,  -;,  représente  la  résistance 

de  la  pièce  non  déversée  ou  sollicitée  bien  perpendiculairement  et 
au  milieu  des  semelles. 

Le  2*,  — -,  peut  être  remplacé  par  1,  Tangle  r  étant  tot^ours 

supposé  petit. 
La  8*  montre  que  si  là  sollicitation  oblique  s'opérait  suivant  la 

diagonale  du  rectangle  circonscrit  6xc,  ou  si  Ton  avait  ^  tang^  =1, 

M  11 

la  résistance  spécifique  —  serait  réduite  aux  «-â  ^  rô  <1^  ^  valeur 
p  relative  à  une  sollicitation  normale,  tandis  qu'elle  est  le  ^  pour 

une  section  pleine  (S  A)  >  en  sorte  que  celle-ci  résisterait  plus  au 
déversement  que  la  section  en  double  T. 

Mais  il  en  est  autrement  si ,  comme  on  doit  toujours  le  supposer, 
l'obliquité  de  la  sollicitation  est  faible.  Si ,  par  exemple,  dans  l'hy- 
pothèse ^^  =  ^=^'  =  ï  où  l'on  a  K=  2,612,  cette  obliquité 

est  celle  de  la  diagonale  du  rectangle  plein  6|XC|,  dont  nous 
avons  calculé  tout  à  l'heure  les  dimensions  et  qui  offrirait  la  même 
résistance,  à  surface  égale,  que  le  rectangle  évidé  b  x  c—b*xr\ 

ou  si  l'on  prend  tang9=  -^  =  r-r^r  -.  Le  3^  facteur  sera  alors 

C|        0,0oU  c 

1  11 


•+».•«»?;  «*li  '•" 
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M  est ,  comme  on  voit ,  supérieur  à  ^.  Cette  considération  et  celle 

d*une  plus  grande  stabilité  qui  laisse  moins  de  champ  à  la  torsion 
résultant  du  déversement ,  assure  une  supériorité  réelle  aux  pièces 
à  double  T  symétrique  sur  les  pièces  à  section  rectangulaire  mince 
et  de  champ  d*égale  superficie. 
On  voit  toutefois  qu'il  ne  faut  pas  s'exagérer  cette  supériorité. 

S  i&.  Ccu  de  tévidement  par  plusieurs  rectangles.  —  Si  le  rec- 
tangle 6xc  est  évidé  par  plusieurs  autres 

comme  dans  la  figure  cotée  ci-contre  où  les 
plaques  de  tôle  horizontales  et  verticale  sont 
assemblées  par  des  cornières,  on  aura  simple- 
ment 

•I  =  6c  —  6'c'—  6  V—  U"d% 

fc^^6Vf_6V2_6V2      ,_c 
12        12         12  12    •  ^"■2' 


S  15.  Section  en  T  simple^  et  enV,  —  Navier  considère  ces 
deux  espèces  de  rectangle  évIdé  non  symétrique  à  la  Section  IV* 
(ci-après  n*  A97).  Epose  Texpression  de  leur  moment  de  flexion 
ou  dMnertle  autour  de  la  ligne  encore  inconnue  des  fibres  invaria- 
bles et  II  dit  de  mettre»  pour  la  distance  do  cette  ligne  à  Tune 
des  bases,  sa  valeur  tirée  de  Téquation  d'4hilibre  de  transla- 
tion /vdci)  =  0  du  n*  78  qui  exprime  qu'elle  passe  par  le  centre  de 
gravité. 

Dans  le  cours  de  FÉcole  de  Metz  M.  Michon  a  simplifié  ce  calcul 
en  prenant  d'abord  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  base  et  en 
retranchant  l'aire  multipliée  par  le  carré  de  sa  distance  au  centre  de 
gravité  y  distance  qui  s'obtient  simplement,  elle-même,  en  divisant 
par  l'aire  le  moment  statique  de  la  section  par  rapport  à  la  même 
base.  Soient 
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c   la  hauteur  totale  de  la  section. 

h  la  largeur  du  corps  vertical  du  T 
renversé,  on  la  somme  des  lar- 
geurs des  deux  branches  de  1U« 

6''  la  largeur  de  Tévidement  qui  est 
en  deux  parties  pour  le  T. 

cf*  la  hauteur  de  la  table  ou  semelle»  ou 
c— c''  la  hauteur  de  révidement 


On  aura: 


i  1 

Moment  statique  par  rapporta  la  base  inférieure  s  ^^  +  s  ^^'^v 

D'où  A  divisant  par  Taire  w  =  6c  +  6V; 

1  6c«  +  6*c"« 


Î3  = 


2   6c  +  ^'V  • 


1  i 

Moment  d*inertie  autour  de  la  même  base  ^Ix^  +  ^  h^'cf'^ 

t)'où,  en  retranchant  eut?'*  (théorème  général  du  $  /ii  de  la  note  du 
n'  81,  page  48). 

T^      5     6c+6"c"  42{6c-h6"c") 

La  section  en  simple  T  est»  au  rester  un  cas  particulier  de  la  sui* 
vante. 

%  16.  Section  en  double  T  non  symétrique.  (Côté  inférieur  pris 
pour  celui  des  fibres  étendues). 

Mous  supposerons  constamment  désormais  (comme  les  auteurs  an- 
glais) que  le  côté  supérieur  des  sections  est  le  côté  comprimé,  et 
que  le  côté  inférieur  est  le  côté  des  fibres  étendues,  parce  que  lé 
cas  d*une  pièce  posée  sur  deux  appuis  est  bien  plus  fréquemment 
it  considérer  que  le  i:as  d*une  pièce  encastrée  à  un  bout  et  sollicitée 
à  Tautre. 

Or  les  formules  relatives  à  la  section  en  double  T  où  à  deux  se- 
melles peuvent  être  obtenues  facilement  et  soUs  une  fbrme  simple 
comme  il  suit.  «  Soient  : 
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c  i 


>«.i^--. 


=  c-c; 


y~  ft  -h  ft-=&, 


6  la  largeur  de  la  semoUe 
supérieure. 

c  la  hauteur  totale  de  la 
section, 

6'  la  somme  des  la^rgeurs 
et  c'  la  hauteur  de  Té- 
videment  qui  aurait 
lieu  si  la  section  était 
en  simple  T  ou  sMl  n'y 
ayait  pas  de  semelle 
inférieure. 


£n  sorte  que  6  —  6'  est  Tépaisseur  du  corys  de  la  section  ou  de 
la  barre  verticale  du  T. 

c"  la  hauteur  de  la  semelle  inférieure  »  ¥  la  somme  des  largeurs 
qu'elle  ajoute  en  deux  parties  à  côté  de  ce  corps  vertical. 

r'  et  i/|  =  c  —  V*  les  distances  du  centre  de  gravité  0  ou  de  la  ligne 
des  fibres  invariables  à  la  base  inférieure  6  —  6'  +  6^^  et  à  la  base 
supérieure  6;  ou»  ce  qui  revient  au  même,  v,  et  xi\  les  distances 
respectives  des  fibres  invariables  aux  fibres  les  plus  dilatées  et  aux 
fibres  les  plus  comprimées. 

Oa  aura 

Aire  de  la  section ,  w  ss  6c  —  6  V  +  6  V 

Moment  statique  de  cette  aire  par  rapport  à  la  base  inférieure 
6-6' -f  6" 

2        2   "^    a 

Quotient,  ou  distance,  à  cette  base  inférieure,  du  centre  de 
gravité  O 

^""2    6c— 6'c'+6V' 

Moment  d'inertie  de  la  section  autour  de  cette  même  base  infé- 
rieure 

3  3    "^     3   • 


iUk  5ECT.  I.  RtSISTANC£  DES  SOLIDES. 

(  Du  n*  t!M). 

En  retranchant  wv'*  ($  4  de  la  note  du  n*  81)  on  aura  cette  expres- 
sion assez  simple  du  moment  dMnerUe  autour  de  la  li^e  des  fibres 
InyarJables. 

i_gloc     oc+oc)      ^     bc—b'&  +  V'<f 

D*où,  résistance  q)éeifiqae  k  la  rupture  du  c6té  dilaté  : 

1  _  a  (6c-  6V  +  l/'c")  (6c«-yc^  +  l/'<n     1 

r'-g  6c»-6'c'*  +  6"c"»  j^*^     ""  +''*'   '' 

Quant  à  o',,  distance  de  la  ligne  des  fibres  invariables  à  la  base 
supérieure  ou  aux  fibres  les  plus  comprimées,  Il  est  égal  à 

c  —  r*. 

On  lui  donne,  ainsi  Qu*à-7«  les  mêmes  formes  qu^à  v'  et  ->  en  fai- 
sant 

Alors 

- = 6.C-  6'.c + 6".c"., ,.. = I  y,iy;;;^y\ 

I-i/ôc'-t'c-    iy^c>«)       i(6.c«-y.c^«.  +  y.CV 

* 

Et  Ton  a  le  rapport  de  la  plus  grande  compression  à  la  plus  grande 
extension 


Au  reste  le  moment  d'inertie  peut  aussi  être  écrit  sous  cette  forme 
très-symétrique. 

'■"  12  (te  —  6^  +  6"0 

et  sous  une  forme  toute  semblable  arec  des  indices  1  à  toutes  les 
lettres  hors  c. 


A«T.  IV.  RUTTURB  PAR  PLEXION.  4&5 

(Do  ■•  it#). 


D'où 

^        .^  le  nomératenr  de  Fexpretticm  précédente  ou  on  antre  ptrefl  arec  lei  indices  I . 


Il  est  facile»  en  divisant  ces  expressions  de  I.  -7*  -rPRi*  àc^ 

Vd  +l/'c^=i  6jC—  b\c\  +  b^\cf\  élevé  au  carré  ou  à  la  puissance  ? 

et  multipliant  par  «d*  ou  tû<,  d^avolr»  conuneaux  paragraphes  précé- 
dittits  »  des  expressions  comparables  à  superficie  égale  de  la  section. 
Pour  que  la  section  n'ait  que  les  justes  dimensions  nécessaires  à  la 
résistance,  il  faut  à  la  fols,  M  étant  le  plus  grand  des  moments  des 
forces  extérieures,  et  R«,  R'.(SA.  et  note  du  n*  113,  S 13)  les  limites 
des  tractions  et  pressions  longitudinales  non  dangereuses  des  fibres» 

Ainsi  les  deux  tables,  semelles  ou  doubles  nervures  vl<^ fatigueront 
pas  plus  Tune  que  Tautre  »  et  Ton  aura ,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales,  la  plus  grande  économie  de  matière  «  si 

t?'  ^  R. 
ou  6,c«—  6',cV  4-6Vt*  =  ^  (6c«— 6'c'«  +  lf&% 

Cette  relation  peut  s'écrire»  en  remplaçant  &^  par  c^d\  d  par 
c — c^i  et  faisant  6  —  fr'  =  6,  —  6\  =  «  épaisseur  du  corps  vertical , 
puis  mettant»  après  réduction»  l/'=^b\  pour  6i-*e»  l/'i=b'  pour  6-p» 


(2&^c"+ce)c-(6^c"»-y\c'V)= ^  [(2fc"iC\+cc;c4-  (i»^c"«— 6'\c",«)l. 

Elle  se  réduirait»  si  les  difléreoces  de  termes  affectés  des  carrés 
€f\  c"|*  des  épaisseurs  des  nervures  étalent  négligeables»  h 


t'V'  +  ^  =  ^(6'',C^+j). 


montrant  qu'en  partageant  la  section  par  une  horizontale  à  égale 

distance  des  deux  bases»  l'aire  de  la  partie  Inférieure  devrait  être 

R' 

•^  fols  plus  grande  que  l'aire  de  la  partie  supérieure. 

«• 

I.  40 


ut  6EGT.  L  WUmàmi  DM  SOUMl. 

(Da  n*  ifP). 

Mais  rexemple  numérique  du  S 18  nous  montrera  que  ce  rapport 
diflérera  souvent  d^une  manière  sensible  du  rapport  exaet 

A  ItoÊ  forte  raison  nç  poum-t-on  que  rarement  y  substituer  le 
rapport  des  aires  des  semelles  ^ 

de  qui  exigerait  qti*on  effaçât  encore,  dans  la  dernière  équation 

ce 

porte,  le.  termw  ^  en  re«pUç«it  en  outre  ft"  i«r  6.  -  i^  +  *. 

et  b'\  par  6  =  l/\  +  e^  c^est- à-dire  qu'ion  négligeât  tout  à  fait  lé 
corps  vertical  de  la  section,  comme  nous  avons  supposé  pouvoir  le 
faire  au  S  0  delà  note  du  n*  113. 

$  17«^  CcmparaitoM  ditersei  des  sediùnt  à  double  T  non  aymé^ 

triques  et  symétriques  légale  superjicie.  —  Il  nous  suffira,  pour 
avoir  les  résultats  les  plus  généraux  Me  ces  comparaisons,  de  consi- 
dérer le  cas  où  Ton  peut  faire  la  première  simplification  du  para* 
graphe  précédent,  c'est-à-dire  négliger  les  termes  affectés  des  carrés 
et  des  produits  des  épaisseurs  &\  d\ ,  e,  mais  en  tenant  compte  de 
l'influence  du  corps  vertical  de  la  section.  Soient  : 

e  répaisseur  de  ce  corps  vertical  ; 

be^  b^e  les  superUcies  des  semelles  supérieure  et  inférieure, 
ou  soient 

6, 6|  leurs  longueurs  réduites  au  amplifiées  es  manière  àlesra^ 

mener  Jictivement  à  répaisseur  e, 
c  la  bauteur  totale* 

Soit  enfin  : 

i  R' 

—  le  rapport  ^,  quel  qu'il  soitf  entre  la  pression-limite  et  la 

tensioD-Umlte  •  rapport  que  nous 

avons  trouvé  =  -  |- .  ^  au 

S 13  do  la  note  du  n<»  113  et  qui  se 

%'        '     rédultà  -  égal  à  h  dans  leseorps 


\ 
I 


ZDê  — ^ 
1 


i 


^  d'égale  contexture  en  tous  sens. 


f 


ART.  TV.  àtPItTBB  PAB  FLEXION.  UÏ 

(Da  no  it#). 


On  trouve  en  réduisant  les  formules  da  par9^^phe  précéd^pfe  f  | 
plus  facilement  d'une  manière  directe  : 


c» 


3  12  *-J-^+c 

Pour  que  la  plus  grande  dilatation  soit  une  fraction  %  de  )a  plus 
grande  contraction,  on  doit  avoir 

^  =  ,,.  0..  ,,  =  J^  d'oi^  r'=  7M-,  »'  =  -  £_, 
*«  26,+c  1  +  1,'     '      i+n, 

qui,  introduits  dans  les  expressions  précédentes,  donnent 

*  «(l  +  li) 

»'  61),  '   c',  -  ^  6 • 

Ces  expressions  particularisées  deviennent  : 

é=2Vz3£  3ÔJ-C     I_      36,-c 

«       '  '  -  ^'^       16      .  »'  -  ««^       3— 

On  voit  par  les  valeurs  de  h  que  pour  que  la  condition  4-  =^1  soit 
remplie,  la  semelle  inférieure  h^e  doit  avoir  une  surface  de  plus  de 
i  fois  -  celle  ce  du  corps  vertical  quand  1),  =  ^ ,  et  plus  de  1  fois 


1A8  SEGT.  I.  RÉSISTANCE  DBS  SOUDES. 

(Da  n*  itO). 


quand  «ii  =  «  ;  on  peut  même  dire  plus  de  3  fois  et  de  3  fois,  car 

o 

alors  b  =  seulement  â^i^^-s  ^i- 

Pour  une  section  symétrique  ou  à  semelles  égales  de  même  sur* 
face  (0,  si  Ton  désigne  par  des  accents  les  quantités  analogues,  on  a 
(en  faisant  dans  les  premières  formules  ci-dessus  6  =  6|  =:  b\  ou 
Y)i  =  i  dans  les  secondes)  : 

«'  =  ^P6' +  C).  «"  =  V".  =î'.  r  =  .'c- «^.  5,=  e-C  ?^. 

Pour  comparer  les  résistances  à  la  rupture  offertes  par  cette  sec- 
tion et  par  celle  qui  a  des  semelles  inégales,  on  doit  bien  faire  atten- 

tion  de  prendre  le  rapport  de  ^,  (qui  multiplié  par  R,  en  est  la  me- 

I 

sure  pour  la  section  &  semelles  égales)  à  -r  (qui  serait,  pour  l'autre, 

à  multiplier  par  le  même  coefficient  R«  limite  des  tensiona)^  et  non 

pas  à  -7-  qui  serait  à  multiplier  par  H',  =s  — ,  valeur  de  là  limiie 
^1  'Il 

de9  pressionSf  supposée  plus  grande  que  celle  de  la  limite  R.  des 
tensions. 

Donc  : 

i**  SI  les  deux  sections  ont  même  hauteur  c*  =  c,  même  surine 
fa>'  =:  ci>  et  même  épaisseur  e'  z=:e,on  aura  d'abord  par  cela  seul , 
pour  la  seconde  : 

26'  +  c=  ^i±^  (26,  +  c).  tfoù  6'  =  i±5l  6,  -i:J5l^, 

r  -  ,.t  c(i+rj^^(i-3rjc     r  _  ..6:i-fn,)6,-^(i-3n,)c 

i^ec.  ^ ,    --6C j^ 


ART.  IV.   RUPTUBK  PAU  FLËIION* 


\k9 


(  DO  B«  i!M). 


il  en  résultera 

Rapport  des  lésisU  à  la  roplute. 


i        c 


—  1 


—  1 


Ouandr,,  =  -,  p;:^ 


-c 


C 


Rapport  des  résût.  à  U  flaioa. 

•  '"S'a».-! 

C 


r 
1 


8*1 

C 


6^-1 


D'OÙ 


Quand 
1 


Ni  — 


Quand 


M 


a 


Pour-i 
c 


3/2 

2 
3 
U 


•Pour  -i  =  1 
c 


3/2 
2 
3 
ïx 


• 

6 

b 

6' 

Rapport 
dM  lésistaoccs 

c 

6i 

c 

kla 
raptaie. 

à  la 
flexiou. 

0 

0 

0,750 

0.786 

1,96/i 

1/8 

1/lfi 

1,062 

0,737 

ifikh 

6/8 

1/8 

1,687 

0,695 

1,738 

3/8 

5/32 

2,312 

0,676 

1,690 

0 

0 

0,500 

0,800 

1,600 

1/6 

1/9 

0,833 

0,750 

^500 

1/3 

1/6 

1,167 

0,727 

1,655 

2/3 

2/9 

1,833 

0,706 

l,/il2 

1 

1/4 

2,500 

0,696 

1,391 

On  Toit  ainsi  que  pour  même  superficie  et  même  hauteur  la  sec- 
tion à  semelles  égales  résiste  moins  à  la  rupture  que  la  section  à 

semelles  inégales  telle  que  '^  =  t]|,  mais  toutefois  sans  que  le  désa* 

i      3 

vantage  excède  r  ^  77:t  c^r  le  rapport  des  résistances  Tarie  de  0,80 

à  0,68  en  ne  faisant  pas  b^  plus  grand  que  ïxc 
Ety  en  même  temps,  la  pièce  dont  la  section  est  à  semelles 
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*  .     •  »... 

(  Du  n«  ttO}. 

égales  résiste  bien  mieux  à  la  flexion  élastique,  ou  prend  bien  moins 
de  flèche  sous  môme  charge.  L'avantage  est  exprimé  par  un  rapport 
qui  varie  de  1,!^  &  1,0. 

On  voit  aussi,  par  la  colonne  r-,  que  ce  rapport  des  aires  des 

deux^  semelles  est  bîen*moindre  que  le  rapport  t)|  =  -y-  des  plus 

grandes  tensions  et  pressions  des  fibres,  auquel  il  serait  égal  si  Ton 

négligeait  Tinflucnce  du  corps  vertical.  11  faut  donc  prendre  ce 

corps  en  considération. 

T  Sï  Ton  donne  à  ces  deux  sections  dès  hauteurs  difi*érentcs,  de 

manière  qu'elles  offrent  même  résistance  à  la  rupture,  ou  qu'avec 

I'       I 
ta'  =  <i)  on  ait  -^  =  -7,  ce  qui  s'exprime  par 

«'(26'+c')  =  l±i*«  (26.  +  C).  .'c5È:±£:=  ec  ^"'^'"^^-^''^ 
on  trouvera,  en  divisant  la  seconde  égalité  par  la  première 


Et    -7=  o 

ce  8  . 


Faisons  successivement  sur  le  rapport  des  deux  dimensions  des 
sections  à  nervures  égales  les  deux  hypothèses  -,  =  -  et  —  =  «; 

(c'      e' 
les  nombres  -  et  -,  de  la  seconde  hypotlièse  se  dé- 
c       c 

duisant  de  ceux  de  la  première  en  les  multipliant  par-^  et  P^i*  055)  * 


ja(s.f¥s  w^TjfUr^àpniliojm* 


*5l: 


(Dun*  it0). 


Quand 
i 


Quand 

■ 

1 

''=8 


a^'-i 

Si  ^-i 

* 

Pour 

• 

6t     8 
c     2 

-=1.4 

p=0,638? 

r    7 

-=1,656 
c 

^=0,620- 
&            c 

r  35 

î~9 

2 

1.6 

0,610- 
'      c 

a 

1.778 

0,593? 
c 

AO 
,9 

8 

1.829 

0,65â- 
c 

82 

T 

2,082 

0,686- 

c 

320 
63 

A 

1,9S6 

0,744^ 

C 

9 

2,175 

0.728f 

âàO 
81 

Pour 

c 

-=ïl,26 
c 

^=0,128- 

r    5 

I""2 

^'=1,389 
c      ' 

0.124^- 

r    25 
ï'^9 

8 
2 

1,50 

0,593- 

3 

1,667 

0,576- 

C 

-IQ 
3 

2 

1,65 

0.612i 

• 

33 
10 

1,833 

0,595? 
'      c 

11 
3 

3 

1,821 

0,703- 

C7 

51 
Ï4 

2,026 

0,684^ 

85 
21 

A 

1,917 

0.817^ 

23 
6 

2,130 

0,79iii- 
c 

115 

27 

On  Toit  que  lo  davantage  comparatif  des  sections  à  semelles 
égales  disparaît  si  Ton  augmente  la  hauteur;  seulement,  leur  corps 

▼ertlcal  dcYlent  plus  grêle  «  car  le  rapport  -;  de   Tépalssenr  à 

&  hauteur  n^est  que  des  0,6  aux  0,8  du  rapport  -  relatif  aux 

sections  &  semelles  inégales  de  môme  résistance  et  de  même  su- 
perficie, 

D*un  antre  côté,  les  semelles  égales  ont  nn  avantage  considé- 
rable sous  le  rapport  de  la  résistance  à  la  flexion ,  ou  de  la  petitesse , 
des  flèches,  qui  sont  en  raison  inverse  des  moments  d'inertie  i\  £ 
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(Ou  ii«  i9#). 

dobt  nous  donnoas  les  rapports  s'élevant  à  plus  de  3  et  de  A  à  i,  si 

Ton  exclut  les  valeurs  de  -^  donnant  6  =  0, 

c 

S  iS.  Application  de  la  formule  exacte  à  la  section  jugée  la 
mieux  proportionnée  par  M»  Hodgkinson,  Conclusion  de  ce  para^ 
graphe  et  du  précédent,  —  Les  approximations  do  S  précédent  pou« 
vaient  suffire  à  son  objet;  mais  les  formules  du  $  16  peuvent  seules 
donner  des  résultats  exacts. 

Prenons  pour  exemple  la  section  en  double  T  en  fonte  que 
M.  Hodgkinson  présente  comme  la  mieux  proportionnée,  diaprés 
les  expériences  de  rupture  immédiate  où  il  a  fait  varier  successive- 
ment les  dimensions  (<},  et  qui  a,  en  millimètres»  des  semelles  in- 
férieure et  supérieure  de  iSlfy  sur  16  et  50,3  sur  8,  avec  une 
bauteur  130  et  un  corps  vertical  de  6,7  de  large  ,^  ou  pour  laquelle 

c=6,7,  6=59,3,  c=13a,  6'— 63,5,  c'=13a*  6"=160,7,  c"=16, 
6|=167,A  c=130,  6', =160,7,  c',  =  114.  6"|=53,5,  c^\^%. 

Nous  trouvons  d'abord 

m 

v\  _^  i  ^c,'-i6\cV  +  {  6VV  _^  871983  _ 

t>'  -      î  6c«— i  ÔV»  +  i  6 V»     ■"  ISOlOi  ""  ^'^^^  • 

d'où  1?*  =  33,687,    t?\  =  96,313; 

Si,  pour  ce  rapport  ^  de  la  plus  grande  compression  à  la  plus  ' 

grande  dilatation,  nous  avions  pris  le  rapport  des  aires  des  semelles 
Inférieure  et  supérieure  en  négligeant  le  corps  vertical  et  les  carrés 

de.ôpd«««.n<«8«.rlonBeu  *^=lg|^=^=  5,65W 
on  près  du  double  de  la  vraie  valeur  3,859. 

Et  si,  en  tenant  compte  du  corps  vertical,  nous  avions  encore 
négligé  les  termes  provenant  des  carrés  des  épaisseurs,  nous  aurions 

(1)  Figura  66  (eipèrioBoet  13  ot  43)  et  page!  100  et  104  de  U  traduction  libre 
faite  par  M.  Rirel,  det  Mfcherchet  eipériwunUiletf  ete.  {JnnaUs  da  Pont»  €( 
[ChWêêéii,  4*'  KflMttra  4886. 
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155 


(IHitt*  !«•}. 


I/'&'+sce 


eu 


(S  16) ?j-  =  ^^^l  =  3.514.  qui 


excède  encore  d'en- 


Tiron  T  le  vrai  rapport  â.859. 
Ed  poursuivant  le  calcul  rigoureux  nous  obtenons 

eu  =  3862  ■■*•  «"*•.  2;  I  =  8  581  742.  i  =  254  749. 

V 


t%lT ,  _ J 

J  : 

■      é 


I 
« 
t 

l 


I 
I 

lao 

i 
I 

I 
I 


a? 


il 


e.7 


•4-4. 


1974 


r: 


«.77L. 


•^      fc  •»■«#■»»•■■< 


MB  ■•»«•••  ■  •  •••••••tf 


87.9 


Maintenant ,    transformons 

cette  section. 

1*  Si .  en  lui  consenrant  sa 

i      superficie,  sa  hauteur  totale 

I      c  =  130  millimètres .  et  Tépais- 

2i|s    seur  6.7  de  son  corps  vertical, 

I      nouschangeonsses  nervuresen 

;      d'autres  qui  soient  égales  entre 

elles  et  d'une  épaisseur  12. 

nous  trouvons  que  les  semelles 

auront  131,33  de  longueur  et 

qu'on  aura 


r 


...,jr 


r"  =  ^  =65;  1'  =  11  674640.  -^  =  179610. 
La  résistance  à  la  flexion  élastique  est,  comme  on  voit,  augmentée 

i4fi7 

dans  la  proportion  -rr^  =  1,36,  mais  la  résistance  à  la  rupture 

858 

n'est  plus  que  les  ^^  -  0,705  de  ce  qu'elle  était 

2*  Rendons  &  cette  dernière  résistance  sa  valeur  en  augmentant 
la  hauteur  de  la  section  devenue  symétrique.  Soit  G  sa  nouvelle 
hauteur,  B  la  largeur  extérieure  ou  la  longueur  des  semelles.  G'  la 
hauteur  et  B'  la  largeur  totale  de  Tévidement.  on  devra  avoir  ($  12) 

BG  -  BC' =«  =  3862,2  ;  2^=15!  =  i^  =  254749; 

ou  V 


d'où,  si  Ton  pose 


B'  =  mB.  C'î=mC  : 
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__  i— mn    6  1'    - M 

l-^7»7i'  «   r  C(l— m») 

Si  nonsprenoDs  1— m=:0,l,  l»n  =  0,i2,  oes  formules  nous 
donneront  les  dimensions  suivantes  : 

B  =  87,240,  G  =  213,846-;  épaisseor  du  coips  8,72&  | 

c  —  c* 

Épaisseurs  du  Mmalles  — — ^  =?  12,7705, 

OU  la  section  figurée  d*autre  part  en  ponctué  rond  et  qui  offre,  avec 
la  même  superficie  et  la  môme  résistance  à  la  rupture  que  la  sec- 
tion en  lignes  pleines,  une  résistance  à  la  flexion  bien  supérieure, 
car  son  moment  dMnertie  est 

r  =  i  g  =  264  749  X  106,422=  27 111 156, 

ou  plus  que  triple  du  moment  d'inertie  I  de  la  section  en  lignes 
pleines. 

8*.  Si  maintenant,  en  conservant  la  nouvelle  hauteur  G  a=  212,85 
ainsi  que  la  largeur  87,2  des  semelles,  nous  réduisons  l'épaisseur 
de  la  semelle  supérieure  aux  deux  tiers,  c'est  à-dire  à  8,51  en  aug- 
mentant d'autant  l'épaisseur  de  la  semelle  inférieure  ou  en  la  por- 
tant à  17,04 1  conformément  aux  deux  lignes  horizontales  en 
ponctué  allongé^  les  formules  du  S 16  donnent 

V'  =  90,i9,  r',  =  122,66,  I  ^  25808  319,  ^  =  286  370. 

4 

La  résistance  à  la  rupture  est  sensiblement  augmentée  puisqu'on  a 
maintenant  286370  au  lieu  de  254749,  et  la  résistance  à  ta  flexion , 
mesurée  par  la  valeur  de  I,  est  fort  peu  diminuée  et  toujours  un 
peu  plus  que  triple  de  ce  qu'elle  était  avec  la  section  primitive  en 
lignes  pleines. 

A*  On  aurait  eu  sensiblement  le  môme  résultat  en  augmentant 
la  largeur  de  la  semelle  inférieure  ponctuée  au  lieu  é^ augmenter 
son  épaisseur.  Et  Ton  aurait  eu  un  profil  plus  conforme  au  conseil 
généralement  donné  de  rendre  le  plus  égales  possibles  les  épais- 
seurs des  diverses  parties  des  pièces  en  métal  fondu* 
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De  la  discussion  contenue  dans  ce  paragraphe  et  dans  le  précé- 
dent* et  à  laquelle  nous  aurions  pu  donner  plus  d*étendoe  sans  eo 
épuiser  Tutilité  pratique,  nous  pouvons  tirer  ces  conclusions  : 

A  égale  hauteur  et  à  égale  superficie,  une  pièce  en  métal  ou 
autre  matière  pour  laquelle  la  résistance  permanente  R'»  à  la  com- 
pression longitudinale  excède  très^senslblement  la  résistance  R«  à 
Fextenslon,  résiste  plus  &  la  rupture  éloignée  si  la  semelle  infé- 
rieure ou  étendue  de  sa  section  en  double  T  a  plus  de  surface  que 
la  semelle  supérieure  ou  comprimée,  que  si  ces  deux  semelles  sont 
égales,  pourvu  que  Tinégallté  ne  soit  pas  telle  que  le  rapport  des 
distances  du  centre  de  gravité  aux  deux  bases  supérieure  et  infé- 

R' 
rieure  excède-^,  ou  qu'elle  n*aille  pas  jusqu'à  produire  du  côté 

Ko 

devenant  concave  des  compressions  longitudinales  ayant  pour  con-^ 
séquence  des  dilatations  transversales  plus  dangermues  que  les  di- 
latations longitudinale»  du  côté  devenant  convexe;  pourvu  aussi 
qu'il  n'en  résulte  pas  de  déversement  ni  de  flexion  latérale  de  la 
semelle  comprimée. 

R' 

Ce  rapport-limite  -=p  serait  Ix  si  la  matière  était  d'égale  contex- 

tore  en  tous  sens;  il  paraît  convenable  (Jusqu'à  recherchea  ulté- 
rieures) de  le  réduire  à  3  pour  les  fontes  et  à  2  pour  les  fers. 

Mais,  même  en  lui  donnant  sa  plus  grande  valeur  A,  le  calcul 
prouve  que  la  résistance  à  la  rupture  obtenue  avec  les  semelles  iné- 
gales n'excède  Jamais  les  3/2  de  celle  qu'on  a  avec  des  semelles 
égales  pour  même  surface  et  même  hauteur. 

Et  la  résistance  élastique  à  lajlexion  est  considérablement  dimi- 
nuée par  l'inégalité  des  semelles  qui ,  ainsi ,  augmente  beaucoup  la 
flèche  sous  même  charge. 

En  accroissant  des  0,A  aux  0,7  la  hauteur  d'une  section  à  se- 
melles égales,  on  obtient,  pour  même  superficie,  l'excédant  de  ré* 
sistance  à  la  rupture  qui  est  susceptible  d'être  obtenu  en  les  ren- 
dant inégales  pour  même  hauteur. 

Et  l'on  augmente  en  môme  f^mps,  dans  une  plus  forte  proportion, 
la  résistance  élastique  à  la  flexion. 
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Lors  dODC  qu^on  ne  sera  pas  gêné  pour  la  hauteur.  Il  sera  avan- 
tageux d*emplojer,  à  Taugmenter,  la  plus  grande  partie  de  Texcé- 
dant  de  matière  de  la  semelle  inférieure  de  la  section  non  sjmé- 
trique  qu'on  aurait  proportionnée  de  manière  à  offrir  égalité  de 
résistance  sur  les  deux  bases.  Toutefois,  la  hauteur  doit  être  li- 
mitée par  la  crainte  du  déversement  (§$  A  et  13)  susceptible  d'être 
produit  par  une  charge  légèrement  oblique,  et  par  celle  de  faciliter 
la  flexion  latérale  de  la  semelle  supérieure  pressée  longitudinale- 
ment.  On  devra,  par  la  même  considération,  conserver  aux  semelles 
une  certaine  grandeur,  et,  le  plus  souvent,  pour  les  fers  laminés, 
faire  la  semelle  supérieure  égale  à  Tautre,  les  expériences  de  rup- 
ture citées  à  la  fin  du  S  13  de  la  note  du  n"  113  ne  paraissant  pas  offrir 
de  motifs  suffisants  pour  la  faire  plus  grande  que  la  semelle  infé* 
rieure. 

Dans  chaque  cas  il  conviendra  de  se  rendre  compte,  par  les  for- 
mules exactes  du  $  16 ,  ou  par  un  calcul  numérique  de  moments 
statiques  et  de  moments  d'inertie  fait  sur  Tépure  (surtout  lorsque 
la  section  n'aura  pas  exactement  la  forme  d'un  double  T  à  angles 
droits  et  prononcés) ,  des  résistances  comparées  de  diverses  formes 
avant  d'adopter  la  forme  définitive. 

Nous  reviendrons,  au  reste,  sur  ce  siget  dans  la  partie  expérimen- 
tale en  discutant  les  résultats  obtenus,  auxquels  il  nous  sera  sans 
doute  donné  de  joindre  ceux  d'épreuves  toutes  récentes,  faites  en 
grand  sous  la  direction  de  M.  Morin. 

8  19.  Discussion  relative  aux  sections  en  croix  ou  à  nervures 

■ 

égales  dans  deux  sens  rectangulaires.  —  On  emploie  quelquefois 
pour  les  arbres  tournants  des  machines,  ou  bien  pour  les  poteaux 
et  les  bielles ,  des  pièces  à  quatre  nervures  égales  appelées  aussi 
pièces  à  côtes  ou  à  ailes,  ou  axes  emplumés  (fealhered  axis).  Nous 
allons  voir  qu'elles  n'offrent,  à  égales  quantité  de  matière,  que  peu 
ou  point  d'avantage  sur  les  sections  circulaires  quant  à  la  flexion,  à 
moins  que  les  nervures  ou  ailes  ne  soient  très-fortement  saillantes, 
ce  que  d'autres  considérations  doivent  faire  souvent  exclure. 

Ces  sections  sont  les  suivantes. 

Le  moment  d'inertie  de  chacune  est  le  même  autour  de  tous  les 
axes  tracés  sur  leur  plan  par  leur  centre  de  figure.  On  prend  con- 
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< c ^ 


stamment  pour  valeur  de  o'  le  maximum 
de  distance  'de  la  fibre  la  plus  éloi- 
gnée, pour  les  diverses  positions  de  cet 
axe. 

1*  Simple  croix  cTéquerre,  Soient  c  la 
longueur  des  doubles  bras,  e  leur  épaisseur, 
on  a 


u,^2c.~e»,    c'^^v'?!^,    i  =  £^4-^-g 


2 


ou 


1  = 


t       JL-- 


12    '  12        12 

^  +  ^-1 


S 


12 


r-j  0>',        -;  =  .  =  «0% 


On  trouve  en  conséquence 


I 


Lorsque  -  =  1     («impie  carré),  ;;;i  =  TS  ~  0,0833, 


=  0,1176 


t(i> 


1,2 0,0820 0,12tô 

1,5  ...  • 0,0807  (minimum)  .  .  0,126S 

1,8 0,0818 0,1280 

2,0 0,0833 0,1291 

3     0,0067 0,1367 

h    0,1139 0,1&62 

La  résistance  à  la  rupture  par  la  flexion  augmente  constamment 

à  mesure  quele rapport-  du  double  bras  à  Tépaisseur  augmente;  mais 

I 

la  résistance  -^  à  la  flexion  élastique  n'augmente  qu'après  avoir  eu» 

pour  6s=  1 ,  5 . 6,  un  minimum  très-peu  dilTérent  de  la  valeur  0,0796 
relative  à  la  section  circulaire,  et  être  redevenue  ensuite,  pour 
6  =s  2tf ,  la  même  qu'elle  était  pour  6  =  «  ou  pour  le  simple  carré. 

on  voit,  au  reste,  que  Taugmentatlon  de  la  résistance  à  la  rupture 

6 
est  peu  rapide ,  et  il  faut  que  le  rapport  -  atteigne  3 1/2  pour  que 

»  I 

cette  résistance  — ^  d'une  pièce  à  section  en  croix  atteigne  la  va-* 
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leur  0,14105  =  — p  qu'elles  dans  une  pièce  cylindrique  ou  à  sec- 
(ion  circulaire. 

Nous  nVons  pas  calculé  -7  eu  égard  ^aux  au^entations  de  va- 

leur  pouvant  résulter  de  la  supposition  de  troncatures  qui  dimi- 
nuent v'  plus  que  I,  parce  que,  lorsque  Taxe  du  moment  d'inertie 
est  parallèle  à  la  base  supérieure  AB  =  «,  les  deux  conditions  du  S  8 
de  la  note  du  n*  113  (p.  99  et  100)  pour  qu^une  troncature  augmente 

le  quotient  -7  sont,  ici,  (c— e)e'  >  2c*c  et  {r— c)e»  >  ce*  (c+e)  qui 

ne  se  trouvent  remplies  ni  Tune  ni  Tautre;  d*oû  il  suit  que  la  seule 
troncature  capable  d'augmenter  la  résistance  consisterait  à  échaa- 
crer  un  peu  un  angle  tel  que  A  lorsque  Taxe  du  moment  est  CD  per- 
pendiculaire à  OA,  ce  qui  ne  produirait  qu'une  augmentation  né- 
gligeable. 

2*  Section  carrée  avec  quatre  nervures.  On  a,  6  étant  le  côté  du 
carré  servant  de  noyau,  c  la  longueur  d'une  double  nervure  y  com- 
pris la  largeur  de  ce  noyau,  et  e  l'épaisseur  deç  nervures 


ia=:i*H-2(c-*6)e,    I=i  [ec«— c6«4- (e— 6)e»+ 6*1 


•  »      1 


tr'  s=  ta  plus  grande  des  deux  longueurs 


OD==Î6v/2 


Ou  la  1'*  longueur  tant  que  v  n'at- 


teint pas 


v^ 


ou  que  la  sec- 


tion n*est  pas  inscriptlble  dans  un 

cercle,  en  sorte  qu'on  ait  OA=OD; 

Et  la  2*  longueur  ensuite. 

e      1 
D'oè ,  en  adoptant  ^  s  g  =r  0,2  s 
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«a 


6r  I  =;  i  (eml  sans  nirfves)  ^  ss  0,9888»  r^  »  04i76 

1,2  •»...•.*»*»  .  »t0820  .  »  »  *  .  0,i306 

i»4  .  • 0»0827 0,1275 

1,8 0,088A 0,li2fo 

1,8 •  •  •  0,09&3  • .  •  •  •  Mi07 

S     .•..•••.•••.  0,102& 0,1205 

3     0,1600 0,1427 

6n  TO!t  qu'à  égale  surface  de  section  la  résistance  élastique  est 
d*abord  diminuée  par  Taddition  de  nervures;  puis,  passé  la  va- 
leur ^  =  196=  W  2  —  f  g  j  qui  rend  la  section  Inscrlptible  dao« 
un  cercle,  cette  résistance  est  augmentée.  Quant  à  la  résistance  à 
la  rupture  par  flexion,  elle  augmente  d'abord  jusqu'à  t  =  i,&  puis 

die  diminue,  et  redevient,  pour  |  =  1,8,  ou  pour  les  nervures 

dont  la  sallie  est  un  peu  moindre  que  la  demi-épaisseur  du  noyau , 
peu  différente  de  ce  qu'elle  était  sans  nervures;  eUe  n'augmente 
que  pour  des  nervures  plus  saillantes.  Et  elle  n'atteint  la  valeur 

0,1410  relative  au  cercle  que  pour  t  ^^  3  environ ,  ou  pour  des  ner-' 

vures  ayant  leur  saillie  égale  à  la  largeur  du  noyau. 

Une  troncature  qui  consisterait  seulement  à  échancrer  ou  cfaan- 
flreiner  un  pou  l'angle  P  ou  l'angle  A  parallèlement  aux  diagonales 

Dï't  A!ff'  aoigmenteralt  trop  peu  ~,  pour  qu'il  y  eût  lieu  de  tenir 

compte  de  cette  augmentaiioa  (S  8  do  la  note  du  jt  US)*  Si  ella 
consiste  à  accourcir  la  double  nervure  verticale  en  lui  donnant  une 
longueur  C|  un  peu  moindre  que  celle  c  conservée  h  la  nervure  ho- 

Bl«ont8le,p<kiviont,pQirp'gOA,^^^*'"^^'  /"^  ^/^ '^  ^' dont 
la  dérivée  par  rapport  à  C| 
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i^W 


ne  sera  négative»  quand  6  s=  5e,  que  pour  -  <6,225«  ou  ^  <  1,2/|5. 

Gomme  cette  valeur  de  ^  est  moindre  que  celle  V^'^d)  =  ^»A 
pour  iSl^elle  on  cesse  de  prendre  v'  =:  OD  =  ^  6  v/2  pour  commen* 

4  ■  T 

cer  à  prendre  v'  ==  oA  =:  ^  V^^*  +  «*  •  on  volt  que  -7  n*augmentera 

pas  en  diminuant  la  4ongtteur  delà  double  nervure  verticale. 

La  prise  en  considération  des  troncatures  possibles  ne  changera 
donc  pas  sensiblement  les  conclusions  précédentes. 

3*  Seciioji  carrée  avec  quatre  nervures  en  prolongement  des  dia- 
gonales. Soient 

b  le  côté  du  carré, 

c  la  longueur  d'une  double  nervure  y  compris  la  diagonale  qu'elle 
prolonge,  et  e  son  épaisseur. 

Le  moment  d'inertie  se  compose  de  celui  r^  (ec^+  ce*— e^)  de  la 

'^'Tl  croix  d'équerre  qui  resterait  en  enle- 

vant les  quatre  triangles  tels  que  ABC, 
^  et  de  quatre  fois  le  moment  d'inertie 


•:  x^  de  ce  triangle.  Comme  on  a  ses  côtés: 

^. c^X J  AB=BC=6^-2BD=6-^-e, 

^^  et  par  conséquent  Taire  de  ce  triangle 

tù'=\  (6— e\/3)' ,  on  peut,  pour  son  moment  d'inertie  autour  de 
a 

la  diagonale  LU  du  noyau ,  appliquer  la  formule 


Cl) 


I  (y»+  y*+  î^+ 1/"^+  y*y + îfy") 

du  s  6  de  la  note  du  n*  82 ,  en  sabstltuant  les  ordonnées  de  ses 

e  e  v2      e 

trois  sommets  A,  B,  G,  y=  j,  y'-=  g,  y"=6-j  — ^.  Le  sex- 

tinôme  entre  parenthèses  se  réduit  ^  ^"^T*  ^"'^P^^^*^^  P^^  q* 
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quadruplant  et  ajoutant  le  moment  dUnertie  de  la  croix ,  on  obtient 

12  "^      12      "^  12 


On  a  ' 

2 


t?'  =  OK=:  5  V'^M^ 


et  Taire  «  =  6«  +  c*  +  2e  (c-—  6v'2).  D'où,  adoptant  ^=|  ou  Té- 
paisseur  des  nervures  égale  au  quart  du  côté  du  carré  : 

S!  I  =  v^2  =  1,4142  ;  i  =  0,0863;  -^  =  0,1239 

1,50     ....  0,0892 0,1233 

1,67     0,1239 

2  ....  0,1121 .....  0,1295 

3  ....  0,1732 0,1585. 

lA  résistance  à  la  flexion  élastique  augmente  constamment  Mais  la 
résistance  à  la  rupture  par  flexion  n'augmente  qu*après  avoir  di- 
minué; elle  ne  vient  &  surpasser  sensiblement  celle  0,14105  du  cy- 

c  • 

lindre  ù  section  circulaire  que  pour  t  =  3  ou  pour  des  nervures 

comme  celles  de  la  figure,  et  qui  sont  très-saillantes. 
De  môme  que  pour  le  cas  précédent,  la  troncature  d'un  angle  en 

chanfrein  n^aogmenteralt  p  que  d*ane  manière  négligeable  ;  et  toute 

rédoction  de  la  double  nervure  verticale  à  une  longueur  moindre 

que  c,  diminuerait  -.,  quand  |  =- et  |  s=  au  moins  v^-  Il  n*f  & 

pas  lieu  de  prendre  les  troncatures  en  considération. 


H 
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4*  Section  composée  (Tun  noyau  circulaire  àe  rayon  r  et  de 

quatre  nervures  ayant  une  épaisseur  e 
éi  une  saillie  s.  •*  On  peut  la  parta- 
ger :  1*  en  un  rectangle  de  largeur  «  et 
de  hauteur  9r+2i;  2^  en  deux  autres 


1 


m' 


'^'y'ivv}^^^z3     reotanglei  de  hauteur  e  et  de  largeur 

quatre  portions   do    cercle   p*m'm"p 
comme  celleif  qui  ont  été  considérées  au  (S**)  du  $  S  de  la  note  du 

n**  8& ,  et  pour  lesquelles  Tare  am'^  :=  x'  =  arc  sin  x- .  On  a  donc 
«=tf  (2r+  2à)  +  2e  (s  4  r  —  Wi*  —  t^  +  4r«  ^^  —  arc  sin  -\ 


e* 


c      i 
Ce  qui  donne,  en  adoptant  -  =  5  • 

Simple  cerclo  ^  =  0,07958  ;  — ,-  =  0,14105' 

-=0        ....  0,08097    0,14020 

r 

0,2  ....  0,08350 0,12768 

0,5  ....  0,09373  ...  «  «  0,12501 

1  ....  0,12002  0,13465 

1,6  ...  .0,15226    0,1498 

2  ....  0,18760  ....  «  0,16620 

Les  nervures  augmentent  constamment,  à  égale  superficie,  la  ré- 
sistance à  la  flexion,  mais  elles  diminuent  d'abord  la  résistance  à  la 
rupture  par  flexion,  qui  n'arrive  à  surpasser  ce  qu'elle  était  sans 
nervures  ou  pour  la  simple  section  circulaire,  que  lorsque  la  saillie 
de  celles-ci  atteint  1  fo<-<  1/2  le  rayon  du  noyau. 


« 
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191.  Considérons  un  solide  prismatique  (Fig*  9)  encastré 
horizontalement  à  rcxtrémitéA»  et  chargé  à  l'autre  extré- 
mité M  d'un  poids.  Nommons 

r  le  moment  de  rupture >  évalué  conformément  aux  n~  il3 
et  suivants,  d*afrès  la  figure  de  la  section  transversale 
du  solide  ; 

P  le  poids  suspendu  à  Textrémité  M  du  corps; 

a  la  distance  horizontale  de  la  section  A  à  la  direction  du 
poids  P  ; 

s  la  longueur  AM  du  solide  \ 

f  la  flèche  de  courbure  CM. 


Par  le  même  motif  que  pour  la  section  carrée  avec  nervures,  {1 
n'y  pas  lieu  de  s'occuper  ici  des  troncatures  possibles. 

• 

Conclusion  de  ce  %  19.  —  On  reconnaît  ainsi  qu*îl  y  a  néces- 
sité absolue ,  avant  d'adopter  un  profil  à  nervures  ou  à  quatre 
ailes  ^  de  se  rendre  exactement  compte  des  résistances  qu'on  peut 
en  attendre  à  égale  quantité  de  matière. 

Et  même,  si  Ton  considère  que  les  arbres  de  transmission  de 
mouvement,  pour  lesquels  surtout  on  a  imaginé  ces  sortes  de  pro- 
fils, sont  en  même  temps  soumis  à  la  torsion,  et  que  les  nervures 
ont  fort  pou  d'Influence  sur  la  résistance  à  la  torsion,  comme  on 
verra  aux  notes  des  n""*  156  à  160 ,  en  sorte  qu'à  égale  quantité  de 
matière  elles  diminuent  très-sensiblement  cette  sorte  de  résistance, 
on  partagera,  quoique  par  une  autre  raison,  l'avis  de  M.  Tredgold 
{Practical  essay  on  ihe  sirength  of  cast  iron ,  182/^) qui  préfère, 
pour  ces  arbres,  les  sections  circulaires  sans  nervures. 

Les  sections  en  croix  paraissent  ainsi  devoir  être  réservées  pour 
les  pièces  sollicitées  debout,  comme  les  poteaux  et  les  bielles ,  et  à 
la  condition  que  les  bras  de  la  croix  seront  assex  longs  pour  aug- 

monter  très^sensiblement  -^  ou  la  résistance  élastique  à  la  flexion, 

qui  est  ce  qu'il  y  a  d'essentiel  à  considérer  dans  les  pièces  sollicitées 
de  cette  manière. 


iC}'i  SECT.  I.  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

La  rupture  tend  à  se  faire  dans  la: section  A,  et  les  conditions 
do  réqnilibrc  sont  exprimées  par 

X 

t  =  Pfl ,    d'où    P  =  -  ; 

a 

ou  à  peu  près ,  en  supposant  que  la  coiffbe  du  solide  est  Té- 

3/* 
lastique  du  n*"  86 ,  ce  qui  donne  s=:a-]-  -^^ 


P  = 


^ — 5" 

5a 


122.  Considérons  présentement  un  solide  prismatique 
(Fig.  40);  posé  horizontalement  sur  deux  appuis ,  et  chargé  au 
milieu.  Nommons 

2P  le  poids  suspendu  au  milieu  A  du  solide  ; 
a    la  moitié  CM  de  la  distance  des  appuis  ; 
f    la  flèche  de  courbure  AC  ; 

o(    l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  M' avec  l'horizon- 
tale MM'. 

La  rupture  du  corps  tend  à  s'effectuer  au  milieu  A.  L'effort 
exercé  contre  Pappui  M  (abstraction  faite  de  la  considération 
du  frottement  sur  cet  appui)  est  une  force  normale  à  la  courbe 
du  solide  ;  dont  la  composante  verticale  est  P  ^  et  la  composante 
horizontale  P  tang  a.  Par  conséquent ,  en  supposant  que  la 

3/ 

courbe  du  solide  est  l'élastique  du  n**  86^  d*où  tanga=~^, 

les  conditions  de  l'équilibre  s'expriment  en  posant 

t  =  P.a  +  P7tanga,    ou    v=zPa  ({  +  ^\; 


d'où 


2r  2r 
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123.  Considérons  un  solide  prismatique  droit  encastré  iiori- 
zontalement  à  une  extrémité ,  comme  celui  qui  est  représente 
Fig.  9)  et  chargé  de  poids  distribués  arbitrairement  sur  la  lon- 
gueur AM.*  Nommant 

X  la  distance  horizontale  d'un  point  quelconque  du  solide  à 

rextrémité  A  ; 
p  la  valeur  du  poids  suspendu  en  ce  points  rapportée  à  Tu- 

nité  de  longueur,  et  donnée  en  fonction  de  x; 
a  la  distance  AC  ; 

on  aura,  pour  exprimer  l'équilibre 


fa 
=  \    dx ,  px. 

Jo 


124.  Si  les  poids  portés  par  chacun  des  éléments  de  la  lon- 
gueur du  solide  sont  égaux  entre  eux,  p  est  constante,  et 

l'on  a 

/>a'  2r 

r-.— ,      ^^'— •^• 

Ainsi  le  solide  serait  également  rompu  par  un  poids  distribué 
conformément  sur  sa  longueur,  ou  par  un  poids  moitié  moin- 
dre, suspendu  à  rextrémité  B. 

12ff.  Lorsqu'un  solide  posé  horizontalement  sur  deux  appuis, 
comme  on  la  supposé  n**  122,  est  chargé  par  des  poids  distri- 
bués uniformément  sur  sa  longueur,  p  représentant  la  charge 
correspondante  h  l'unité  linéaire,  on  a  pa  eipa.  tang  a  pour  les 
composantes  verticale  et  horizontale  de  la  pression  supportée 
par  les  appuis.  Par  conséquent,  en  supposant  que  la  courbe  du 

solide  est  l'élastique  du  n^  00,  d'oii  tang  a  =  ^,  les  conditions  de 

l'équilibre  sont  exprimées  par  Téquation 


a 


v=pa.a  +  pa.fUkïïSa—pa^, 


2 
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OU 

r  =  /w(^+/'tangaj,    ou    2y/a=  — 7^5^- 

Ainsi  [en  négligeant  lo  carré  de  -  |  le  solide  est  égalciiiciit 

rompu  par  un  poids  distribué  uniformément  sur  sa  longueur^ 
ou  par  la  moitié  de  ce  poids  placée  au  milieu. 

12G.  Lorsque  le  solide  prismatique,  posé  horizontalenienl 
sur  deux  appuis^  est  chargé  à  la  fois  du  poids  2P  placé  au  mi- 
lieU;  et  du  poids  constant;?  sur  chaque  unité  de  longueur,  l'équi- 
libre est  exprimé  par  l'équation 

t  =  [P+pa)a  +  (P-f  pa)/*tang  a  —  pa.  ^ , 

ou 

r  =  (P  +  />a)(a  +  /'tanga)-Ç, 

d*où 

^p  _,  ar  —  />a  (g  +  ^fUing  a) 

a-f-/*tang(x 

Dans  le  cas  dont  il  s*agit ,  en  supposant  la  courbure  du  so- 
lide déterminée  conformément  à  ce  qui  a  éio  fait  n'  90,  on  a 

3P  -J-  ^pQ       \f 

tanffa=:  ^^  ;   .,      .  —  :  cette  valeur  doit  être  substituée  dans 
°        8P  +  hpa     a 

les  équations  précédentes  (*] . 


(*)  Cette  expression  de  tang  a  résulte  immédiatement  delà  divi- 
sion de  la  dernière  par  ravant-dernière  équation  du  §  3  de  la  note 

=1  j    parce  que  la 

substitution  de  cette  expression  à  tang  a  dans  celle  de  2P  du  texte 


ne  donne  que  des  termes  en  f  ~  j    trôs-pmlu. 
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127.  Pour  appliquer  1rs  résultats  prccéclonU h  un  corps  donné, 
il  faudra  substituer  à  la  place  do  r  roxpression  du  moment  do 
rupture  qui  convient  h  la  figure  de  la  section  transvcrsalo  de  ce 
corps ,  conformément  aux  n"^  i  13  et  suivant3.  On  donnera  en* 
suite  à  la  constante  R  la  valeur  qui  convient  à  la  nature  du 
corps;  et  qui  doit  être  déterminée  par  .l'observation. 

Les  observations  au  moyen  desquelles  on  détermine  la  valeur 
do  cette  constante  consistent  h  pincer  horizontalement  un  solide 
prismatique  sur  deux  appuis ,  à  le  charger  au  milieu  par  des 
poids  de  plus  çn  plus  grands,  çt  à  observer  simultanément  le 
poids  qui  cause  la  rupture ,  et  la  flèche  de  courbure  qui  a  lieu 
h  l'instant  où  cette  rupturq  est  prête  à  s'opérer.  La  section  trans- 
versale du  solide  étant  up  rectangle  (Fig.  3)  dont  1rs  côtés  sont 

6  et  c ,  on  a  (n«  H5)  r  =  R  — *,  et  (n"  122),  2P  =  ^^ 


ou  faisant  abstraction  du  poids  du  solide.  Donc  , 


aPgtR       .        „,.,  ,     d'où    U=s  — 


-(* + '£) 


Sa  étant  rintervallo  des  appuis  ^  2P  le  |)oids  placé  au  milieu  de. 
la  longueur  du  solide,  fh  flèche  de  courbure. 

128..  Si  Ton  a  égard  au  poids  du  solide,  il  faut  employer 
l'expression  de  2P  du  n"  126.  En  nommant  2n  ce  poids,  c^?tlc 
expression  devient 

3(a  +  /*fanga) 
d'où 

et  Toit  a 


.3P  +  2n    Af 
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1919.  Lorsque  les  solides  ont  une  petite  longueur,  ou  oe  pren- 
nent qu'une  faible  courbure  à  l'instant  de  la  rupture,  on  peut 
négliger  les  termes  du  second  ordre  introduits  par  laconsidéra*- 
tion  de  cette  courbure  :  on  a  alors,  en  faisant  abstraction  du  poids 
du  solide, 

2P  =  Rg,    d'où    R  =  2P.g; 
et^  en  tenant  compte  de  ce  poids, 

2P  =  R^-n,   d'où   R=(4P  +  n)^. 

On  va  maintenant  rapporter  les  expériences  faites  pour  évaluer 
la  résistance  à  la  rupture  de  divers  corps,  et  au  moyen  des- 
quelles  on  peut  déterminer  les  valeurs  de  la  constante  R. 

150  à  141  n. 

149.  Les  circonstances  de  la  flexion  et  de  la  rupture  des 
bois,  telles  que  les  allongements  et  accourcissements  des  fibres, 
et  la  situation  de  la  fibre  invariable,  ont  été  étudiées  dans  des 
expériences  faites  par  M.  Ch.  Dupin ,  mais  qui  n'ont  pas  encore 
été  publiées  (**).  M.  Barlow,  dans  un  ouvrage  déjà  cité,  a  donne 
quelques  recherches  sur  cet  objet.  Elles  apprennent  que  quand 
un  prisme  en  bois  fléchit  progressivement,  les  fibres  situées 
sur  la  face  concave  s'accourcissent  plus  que  les  fibres  situées 
sur  la  face  convexe  ne  s'allongent.  Le  rapport  de  raccourcisse- 
ment des  premières  à  l'allongement  des  secondes,  égal  à  l'u- 
nité quand  la  flexion  commence,  croît  progressivement  jusqu'à 
devenir  égal  à  1,7  environ.  La  fibre  invariable  s'approche 

(*}  Expériences  renvoyées,  comme  celles  des  n**  A  à  20,  22  à  76 
et  94  à  iii,  et  par  les  mêmes  motifs,  après  le  n*  168  au  Complément 
des  articles  I  à  VI,  en  y  ajoutant  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1833. 

(**)  Elles  Tont  été  aux  Leçons  de  Mécanique  du  Gonservatoire« 
publiéespar  ce  savant.  On  les  donnera  au  Complément  des  art.  I  à  VI. 
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peu  à  peu  de  la  face  convexe.  Dans  les  barreaux  éprouvés  par 
M.  Barlow,  elle  a  été  observée  communément^  lors  de  h  rup- 
ture,  aux  5/8  de  la  hauteur  de  la  section^  à  compter  de  la  face 
concave. 

Ces  effets  sont  mis  en  évidence  par  une  expérience  remar- 
quable,  imaginée  par  Duhamel.  Elle  consiste  à  scier  transver- 
salement une  pièce  de  bois  du  coté  de  la  face  concave ,  et  à  rem- 
plir le  trait  de  scie  par  une  cale  de  bois  dur.  La  force  de  la 
pièce  augmente  un  peu  quand  le  trait  de  scie  pénètre  jusqu'au  i  /3 
de  l'épaisseur)  elle  est  la  même  quand  il  pénètre  jusqu'à  moitié 
environ  y  et  elle  est  peu  diminuée  quand  il  pénètre  aux  3/4  de 
l'épaisseur.  Cette  expérience  a  été  répétée  par  M.  Barlovv,  avec 
les  mêmes  résultats  (*)• 

143  à  14»  (♦*). 


Notions  SUT  les  théories  de  la  résistance  à  la  rupture  proposées 
par  Galilée  f  et  par  Mariotte  et  Leibnitz. 

130.  La  première  consistait  à  placer  l'axe  horizontal  d'é- 
quilibre au  point  inférieur  de  la  section  de  rupture  (Fig.  H)»  et 
k  considérer  la  force  intérieure  développée  en  chaque  point  de 
cette  section  comme  constante  pour  tous  les  points.  Nommant 

R  la  résistance  pour  l'unité  do  surfoce  ; 

b  la  largeur  de  la  section  ; 

f^Uy  fju  les  valeurs />m  ^  pn  de  l'ordonnée  du  contour  de  la 

section  qui  répondent  à  une  même  abscisse  u; 
c  la  hauteur  de  la  section  ; 


(*)  Oq  a  dit  ci-dessus  ($$  13  de  la  note  du  n*  113  et  18  de  celle 
du  n*  120}  et  Ton  verra  aux  tableaux  d^expériences,  que  c'est  le 
contraire  pour  la  fonte  de  fer* 

(**)  Renvoyés  oomme  les  n**  130  à  iftl« 
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on  avûil  ainsi 


pour  l'expression  du  moment  de  la  résistance  à  la  rupture. 
Cette  expression^  dans  le  cas  où  la  section  est  un  }*eclapgle 
dont  les  côtés  sont  b,c,  devient 

2' 

Là  théorie  attribuée  communément  à  Mariotte  et  h  Leibnitz 
consistait  à  placer  également  Taxe  horizontal  d'équilibre  au 
point  inférieur  de  la  section ,  et  à  supposer  la  force  intcriouio 
développée  en  chaque  point  proportionnelle  h  la  distance  de 
.  ce  point  à  Taxe  d'équilibre.  Le  moment  de  la  réisistance  à  M 
rupture  était  alors 


.—  \  du\  l  dv  .  y*. 

c  Jo       JAw 


Il  devenait,  dans  le  cas  du  rectangle 


(*)  Les  considérations  présentées  par  Galilée,  le  fondateur  de  la 
théorie  de  la  résistance  des  solides,  se  trouvent  à  son  Dialogo  se- 
cundo^ Giomata  secunda^  1638  (*).  Il  place  la  puissaffce  et  la  résistance 
aux  extrémités  d'un  levier  coudé  ayant  pour  bras  horizontal  la  lon- 
gueur du  parallélipipède  ou  du  cylindre  solide  encastré,  et  pour 
bras  vertical  la  moitié  de  la  hauteur  de  ce  solide  ;  et  il  conclut  que 
les  poids  capables  de  le  rompre  par  sollicitation  transversale  et  par 
traction  longitadioale  sont  entre  eux  en  raison  inverse  de  ces  deux 
bras.  D^où  il  déduit  déjà  que  les  prismes  posés  résistent  en  raison 
directe  de  la  largeur  et  du  carré  de  la  hauteur  et  en  raison  inverse 
de  la  longueur;  que  ceux  qui  sont  creux  (comme  les  os,  les 

(1)  Opert  di  GaiiUo  GaUUi,  é<|U,  17U,  i.  UI,  p.  63,  «rllclo  «56. 
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r  Du  n»  IftO). 

plumesy  etc.)  ont  plus  de  résistance  sous  môme  volume  ;  que,  pour 
une  largeur  constante,  il  y  aura  égale  résistance  partout,  si  les  hau- 
teurs croissent  comme  les  ordonnées  d'une  parabole  dont  les  ab« 
scisses  sont  les  distances  du  point  d'application  de  la  force  trans- 
versale, etc. 

La  théorie  de  Lelbnitz  est  exposée  aux  Acia  eruditorum,  Lipsûe, 
168/1,  p.  319,  dnnsun  article  intitulé  :  Demonsiraiiones  nova  dç  re- 
sisteniiâ  solidorum.  Il  place  Taxe  de  rotation,  comme  Galilée,  au 
bas  de  la  section,  mais  le  bras  moyen  vertical  de  son  levier  n'est 
plus  que  le  tiers  de  la  hauteur  de  la  section  rectangle. 

Mariette  plaçait  déjà  cet  axe  ou  cette  ligne  des  fibres  invaria- 
bles au  milieu  de  la  hauteur,  en  considérant,  comme  on  fait  au- 
jourd'hui ,  des  fibres  étendues  au-dessus  et  des  fibres  comprimées 
au-ilessous.  Mais  se  trompant,  ensuite,  quant  aux  conséquences, 
d'une  manière  singulière  qui  revient  à  doubler  en  même  temps  un 
bras  de  levier  et  une  force  pour  doubler  leur  produit  (^),  il  trouve 
pour  le  moment  des  rédstanoes  «  la  môme  ebose  que  si  toutes  les 
parties  s^tendalent  »  ou  que  si  l'axe  de  rotation  était  au  bas. 

On  s'étonne  de  voir,  vingt  ans  plus  tard,  Jacques  BernouUi  com- 
mettre précisément  la  même  méprise  du  simple  au  double  (*)  et 
affirmer  que  la  poi-ition  attribuée  ti  l'axe  de  rotation  est  tout  à  fait 
indifférente,  même  lorsque  les  forces  sont  des  fonctions  quelconques 
des  extensions  ou  compressions.  C'est  que  n'apercevant  pas  encore, 
comme  Coulomb,  le  principe  de  nullité  de  la  somme  des  actions  in- 
térieures horizontales,  il  cherche  à  échapper  par  un  raisonnement, 
qui  se  trouve  être  faux,  à  la  nécessité  de  déterminer  d'abord  la  po- 
sition de  cet  axe  (Voyez  ci-après  note  db  n*  151). 

(I)  Traité  (posUiumc]  du  Mouvement  dei  eaux,  4684,  5«  partie,  second  dis- 
cours, 43*  alinéa. 

(*)  FcritahU  hypothèse  de  la  résistance  des  solides,  «toc  la  Bérnooslratiop  de 
U  courbure  des  ressens,  Icmme  4  (Académie  des  sciences,  4705;  ou  Jacobi 
Ùernoullii  opéra  omnia,  t.  U,  p.  976}. 
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Remarque  sur  la  théorie  de  la  résistance  à  la  rupture* 

151.  La  théorie  présentée  dans  les  n*^  112  et  suivants  est 
fondée  sur  l'hypothèse  que  les  fibres  longitudinales  »  à  Tinstanf 
de  la  rupture,  offrent  des  résistances  proportionnelles  aux  ex- 
tensions et  contractions  de  ces  fibres,  et  qui  sont  égales  pour 
des  extensions  et  contractions  égaies.  La  situation  de  Taxe  d'é« 
quiHbre  est  déterminée  par  la  condition  énoncée  n"  77  et  78^ 
en  sorte  que  cet  axe  est  au  milieu  de  la  hauteur  de  la  section , 
quand  la  section  peut  être  partagée  dans  sa  hauteur  en  deux 
parties  symétriques ,  comme  cela  a  lieu  pour  le  rectangle  et  le 
cercle. 

Si  cette  hypothèse  était  exactement  conforme  aux  effets  natu- 
rels^ les  valeurs  de  la  constante  R  déduites ,  au  moyen  des  for- 
mules précédentes ,  des  expériences  sur  la  rupture  rapportées 
dans  les  n**  94  et  suivants,  ne  différeraient  point  des  résultats 
obtenus  par  les  expériences  directes  sur  la  rupture  des  corps 
produite  par  extension  ou  par  écrasement.  Lorsque  cet  accord 
n'a  pas  lieu ,  on  doit  l'attribuer .  à  ce  que  los  fibres  des  corps 
n'opposant  pas,  quand  la  rupture  vient  à  s'<^p;^rcr9  dos  résis- 
tances égales  à  l'extension  et  à  la  compression,  l'axe  d'équi- 
libre change  de  situation,  en  sorte  que  les  expressions  du  mo- 
ment de  rupture  ne  s'accordent  pas  avec  l'état  du  solide. 

On  doit  remarquer  toutefois,  1®  que  les  principaux  résultais 
obtenus  précédemment  n'en  sont  pas  moins  vrais;  en  sorte  que 
les  résistances  des  bases  rectangulaires  sont  toujours  proportion- 
nelles à  la  largeur  et  au  carré  de  l'épaisseur,  et  que  les  résistances 
des  bases  de  figures  semblables  le  sont  toujours  aux  cubes  des 
dimensions  homologues.  Les  rapports  seuls  des  résistances  pour 
les  bases  des  diverses  figures  sont  changés.  2^  Dans  les  applica- 
tions, on  n'est  point  dans  le  cas  de  calculer  les  résistances  res- 
pectives des  corps  en  les  considérant  dans  l'état  qui  précède  la 
rupture:  on  les  considère,  au  contraire,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite,  lorsqu'ils  n'ont  pu  prendre  encore  qu^unc  légère 
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flexion ,  qui  n'en  a  point  altéré  réiasticité  ;  et  les  résultats  pré- 
cédents conviennent  alors  sensiblement  à  la  manière  dont  la 
résistance  s'exerce  (*). 


(*)  S  !•  Proportionnalité  des  résistances  aux  largeurs  et  aux 
carrés  des  hauteurs  des  sections  semblables  ou  seulement  trans- 
formables les  unes  dans  les  autres  en  réduisant  ou  amplifiant 
dans  une  même  proportion  leurs  ordonnées  ou  leurs  abscisses.  — 
La  dernière  remarque  (2*)  de  Mavier,  très-importante,  nous  a  servi 
précédemment  (note  du  n*  iid,  $$  2,  3»  4, 13}  à  la  justification  de 
toutes  les  formules  de  résistance  à  la  rupture  éloignée,  posées  avec 
n,  au  lieu  de  R. 

ISlais  considérons  maintenant  ce  qui  a  lieu  pour  la  rupture  im- 
médiate ou  prochaine. 

Ce  qu'il- dit  à  la  remarque  (1*),  à  savoir  «  que  les  résistances  sont 
toii^ours  proportionnelles  à  la  largeur  et  au  carré  de  Tépaisseur  » 
est  vrai  non-seulement  pour  les  sections  rectangulaires  comparées, 
mais  encore,  plus  généralement  (commo  on  va  voir)  pour  les  di- 
verses sections  qui»  comme  les  ellipses,  etc.,  sont  ramenées  les  unes 
aux  autres  lorsqu'on  amplifie  ou  qu'on  réduit  dans  un  même  rapport, 
ou  toutes  les  abscisses,  ou  toutes  les  ordonnées,  ou  à  la  fois  les 
unes  et  les  autres  supposées  parallèles  et  perpendiculaires  à  la  ligne 
finale  des  fibres  invariables;  et,  cela ,  quelles  que  soient  les  expres- 
sions inconnues  des  eCTorts  de  tension  et  de  pression  des  fibres  en 
fonction  de  leurs  dilatations  et  contractions  ;  pourvu  toutefois  que 
ces  dilatations  et  contractions  soient  encore,  à  Tinstant  de  la  rup- 
ture, proportionnelles  aux  distances  à  cette  ligne  neutre ,  traversée 
alors  par  les  fibres  dont  la  longueur  est  restée  ou  est  redevenue  la 
même  qu'avant  la  flexion,  comme  si  les  sections  voisines  étaient 
demeurées  planes  ou  s'étaient  cbangées  en  une  même  surface  peu 
courbe  ($  A  de  la  note  du  n""  80). 

En  elTet,  soient 

9  et  {>  les  indices  des  fonctions  des  dilatations  et  contractions  qui 
expriment  les  grandeurs  des  tensions  ou  pressions  des  fibres; 

Et  8ol(^nt,  pour  V instant  de  lu  rupture  : 
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r  et  i*!  les  distances,  à  la  ligne  neutre  (quelle  que  soU  alors  la  si- 
tuation de.  cette  ligne),  d'une  fibre  étendue  et  d^une  fibre 
comprimée  quelconques  ; 

v'  et  i/|  les  plus  grandes  valeurs  do  v  et  r^  ; 

t' la  dilatation  de  la  fibre  la  plus  étendue»  ou  de  la  fibre  à  la  dis- 
tance v'  s 

U  et  U|  les  largeurs  de  la  section  aux  di^ti)nccs  v,  t^|. 

La  dilatation  et  la  contraction  des  deux  fibres  quelconques  à  ces 
distances  de  la  ligne  neutre  seront 

t'  -:    et    r  —;. 

On  aura  donc,  M  étant  le  moment  des  forces  extérieures  autour  de 
cette  ligne,  les  deux  équations  suivantes  d'équilibre  de  translation 
longitudinale  et  de  rotation 

Or  si,  dans  la  première  équation ,  7n  et  n  étant  deux  nombres  quel- 
conques, nous  remplaçons  U,  Uj  par  mU,  wiU, ,  et  r,  t/,  r,,  v\  dr,  âv^ 
parrjr,  wt?',  nr^,  7iv\y  ndv,  ndv^  sans  changer  la  dilatation-limite  i' 
qui  ne  dépend  que  de  la  matière,  elle  sera  encore  satisfaite,  car  les 
fonctions  9,  •!  auront  conservé  les  mêmes  grandeurs  pour  les  or- 
données nv,  nt?|  qu^elles  avaient  pour  celles  t*,  v^  ;  ce  qui  montre 
déjà  que  lorsqu'on  remplace  une  section  par  une  autre  dont  les 
abscisses  soient  celles  de  la  première  multipliées  par  m  et  dont  les 
ordonnées  soient  celles  de  la  première  multipliées  par  w,  la  ligne 
neutre  y  occupe,  à  Tinstant  où  la  dilatation  t' infiniment  peu  dé- 
passée détermine  la  rupture ,  une  situation  homologue  à  celle  où 
clic  était,  ou  telle  que  le  rapport  de  ses  distances  à  la  fibre  la  plus 
étendue  et  &  la  fibre  la  plus  contractée  est  toiiyours  le  rapport  pri- 
mitif de  0' à  vV 

Il  en  résulte  qu'en  falsanti  dans  le  second  membre  de  la  deuxième 
équation,  la  même  transformation,  il  exprimera  la  somme  des  mo- 
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ments  des  forces  intérieures  à  Tinstant  de  la  rbpture  du  prisme 
ayant  la  nouvelle  section ,  comme  11  Texprlmalt  pour  le  prisme 
ayant  la  section  primitive.  Or^  M'  étant  lô  nouveau  moment,  on 
aura»  en  divisant  la  nouvelle  équation  parrandenne» 

M' 

TT  =  mn\ 

Donc  les  résistances  do  ces  deux  prismes,  ou  les  moments  capables 
de  produire  leur  rupture  Immédiate  par  flexion,  sont  bien  pro« 
portionnelles  aux  largeurs  et  aux  carrés  des  hauteurs  des  sections. 

%  %  Formules  pour  le  calcul  aigfj^oxvmùi^f  des  résistances  à.  la 
rupture  immédiate  ou  prochaine^  principalement  quand  les  sections 
sont  rectangles  *Pour  ealculer  les  grandeurs  de  ces  résistances  en 
fonction  du  coefficient  R  de  rupture  par  traction  (ou  du  coeffi- 
cient n'  d'écrasement)  11  serait  nécessaire»  eomme  on  a  déjà  dit 
au  S  A  de  la  note  du  n*  113,  de  connaître  complètement  la  forme 
des  fonctions  que  nous  venons  de  désigner  par  9  et  par  ^. 

Â  défaut  de  cette  connaissance,  on  peut  substituer  des  expres- 
sions empiriques  simples  satisfaisant  à  peu  près  à  ce  qu'on  sait  de 
ces  fonctions. 

Dès  1702  Varignon  a  considéré  (0  une  variation  non  linéaire  de 
la  tension  d'une  fibre  à  Tautre,  mais  sans  faire  d'hypothèse  sur  sa 
loi.  Jacques  BcrnoulU  dans  son  mémoire  déjà  cité ,  de  1705  (Vérl- 
table  hypothèse,  etc.},  avance  que  «  la  compression  d'une  fibre 
croit  nécessairement  dans  un  moindre  rapport  que  le  poids  com- 
primant» parce  qu'autrement  la  fibre  finirait  «par  être  comprimée 
plus  que  de  toute  sa  longueur  »  ce  qui  est  absurde,  et  il  admet  0  qu'il 
en  doit  être  de  même  de  l'extension  parce  qu'elle  n'est  qu'une 
compression  négative.  »  Aussi,  et  eu  égard  à  ce'  qu'il  regarde  le 
résultat  comme  1»  même  (note  ci-dessus  du  n"  150)  que  si  l'axe  de 
rotation  était  placé  au  bas  de  là  section  ou  qu'il  n'y  eût  que  des  ex- 
tensions, arrlve-t-ll,  pour  un  prisme  rectangulaire  d'une  matière 
dont  A  esi  Ift  fMstanee  à  la  rupture  par  traction  pour  l'unité  de 
superficie  de  sa  base  6  x  c,  à  un  moment  de  rupture  par  flexion 

(1)  De  la  ÊUtiêianeê  êê9  »oUdei  pour  tout  ce  qu*on  peut  faire  éthypathèsif  tow- 
ehani  la  forcé  ou  ta  iénacilé  des  fibrei,  etc.  (Académie  des  Bclcncefl,  470S). 
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6c' 
moindre  que  R  -^ ,  ce  qui  lui  fait  croire  sa  tliéorie  confirmée  par 

o 

quelques  expériences  de  Marlotte  qui  ont  donné  I/&  à  i/3  de  n6c' 
pour  des  barres  de  bois  et  des  tiges  de  verre. 

Mais  cette  confirmation  apparente  résulte  d'une  compensation 
de  Terreur  que  nous  avons  signalée  à  la  fin  de  la  note  du  n*  150, 
avec  Terreur  de  Thypothèse  sur  la  loi  de  variation  des  compressions 
ou  extensions  d'une  fibre  sous  divers  efforts,  car  les  expériences 
faites  depuis  vingt-cinq  ans  surtout  ont  prouvé  ($  S  de  la  note  du 
n"  21)  qite  ces  compressions  ou  extensions  croissent  plus  rapide^ 
ment  que  les  efforts  qui  les  produisent  ^  contrairement  à  ce  que 
suppose  BernouUi ,  depuis  Tinstant  où  elles  commencent  à  avoir 
une  partie  permanente  jusqu'à  celui  de  Técrasement  ou  de  la  sépa- 
ration. 

Aussi  M.  llodgkinson  (*)  a-t-il  donné  un  calcul  où  les  efforts  d'ex- 
tension p  et  de  compression  P|  sont  représentés,  pour  les  fibres, 
aux  distances  r,  v^  de  la  ligne  neutre,  par  des  formules  qui  sont 
susceptibles  d'être  écrites  ainsi,  m  et  m^  étant  des  exposants  numé- 
riques plus  grands  que  1,  R  et  Ri  les  efforts  d'extension  et  de  com- 
pression à  une  même  distance  v'  d(e  la  ligue  neutre,  et  r,  N|  deux 
constantes  positives,  aussi  >  1  (et  qui  sont  celles  qu'il  appelle  ti,  ??', 
divisées  respectivement  par  t'*-«,  r'"r*) 

formules  où  il  lUt  surtout  la  supposition  m  =s  m^  -•  2. 
Nous  préférons  employer  les  formules  suivantes  : 

<«  '='['-(-fn-'.='.[-(«-îir] 

où  p,  Pi  représentent  toi^ours  Teffort  d^extenslon  et  Teffort  de 

* 

(*)  ZsppeHmêmtal  teuarAn^  «le.,  4S46,  an  chapitre  («m  199  et  fulranti,  aon 
trad^t  par  M.  Flrel  )  Inlitulè  Tktoretical  inqairp  wilh  regard  to  tke  ttrenfth  of 
Beami, 
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compression  de  deux  fibres  aux  distances 

quelconques  v,  r,  de  la  ligne  neutre,  pour 
— j-_  I — ,-- ^        __    l'unité  superficieJIe  de  leurs  sections, 

iZ.  ^.    ^     ^'  ^'  <3esgrandeurs  linéaires  égales  ou  sup6- 

,  '''  .-^yi'  **/  rieures  aux  plus  grandes  valeurs  p',  r", 

des  distances  ou  ordonnnées  v,  o,, 
P.  P,  deux  constantes  (qui  seraient  évidem- 
"1^1'  les  valeurs  des  efforts  p.  p,  aux 
'     '■  distances  V,  V,), 

L'épure  ci- contre  manifeste  ia  raison  de  notre  préférence. 

Les  courbes  pleines  sont  celles  que 
représente ,  pour  m  =  2,  ù ,  6 ,  8 ,  10 , 
la  première  de  nos  deux  formules  fl) 
(1  laquelle  la  seconde  est  semblable). 
Elles  nous  paraissent  plus  propres  à 
figurer  les  divers  modes  de  variation 
qu'on  peut  supposer  aux  forces  p  en 
fonctiondes  distances  V,  que  lescourbes 
poncbiées,qui80Dtcellesquefournitla 
formule  de  M.  Hodgkinson  quand  on  y 
fait  H  =  m  (comme  nous  y  serons  obli- 
gés ci-après  afin  que  la  tangente  soit 
verticale  ou  parallèle  aux  abscisses  v 
pour  c  =  v'),  et  dans  laquelle  on  voit 
qu'il  faudrait  donner  surtout  à  m  des 
valeurs  fractionnaires  comprises  entre 
0  et  2,  car,  pour  m  >  2  on  n'aurait 
que  des  lignes  comprises  entre  la  parabole  ordinaire  {m  =  2]  et  la 
ligne  droite  (m=co),  et  ne  pouïant  guère  servir;  ce  qui  peut  être 
dit  aussi  de  la  ligne  m=i  dont  l'équation  aurait  une  forme  trans- 
cendante, car  en  cherchant  la  vraie  valeur  du-  la  première  for- 
muieHodgiknsonpour'm  =  H  =  lde¥ient  p  =  R-^  /^l_log^\ 
Au  reste  nos  formules  donnent  la  même  chose  que  celles  de 
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M.  Hodgkioson  pour  m  oa  m^  =  2 ,  savoir  des  expressions  de  la 
forme  p  oupi  =  At  ^Bi^  (t  étant  la  dilatation  ou  contraction), 
forme  que  Thabile  physicien  a  reconnue  satisfaire  à  peu  près  aux 
expériences  sur  les  barres  de  fonte  quand  on  ne  les  pousse  pas  tout 
à  fait  jusqu'à  la  rupture  ou  à  Técrasement. 
Nous  aurons  d'abord,  au  moyen  des  formules  que  nous  adoptons  : 
Condition  de  Juste  résistance  (la  rupture  étant  supposée  com- 
mencer du  côté  étendu)  : 

p  =  R    pour    t>  =  v' 
ou 


(2) 


■.=p[.-(._^)T 


Condition  pour  qu'il  y  ait  raccordement  des  deux  courbes  dont 
les  coordonnées  sont  p  et  v,  p^  et  v,  ;  ou  pour  que  les  Taibles  valeurs 
de  p,  Pi  soient  dans  une  même  proportion  avec  les  petites  dilata- 
tions et  arec  les  petites  compressions  •  3^  =  ^^  pour  t?  =  0,  r  j  =  0 , 
ou 

(3)  ^  -    ^^  . 

Ensuite»  en  nous  bornant  désormais  aux  sections  rectangles 
dont  nous  appelons  6  la  largeur  et  c  la  hauteur  : 


fp'  fr', 

Condition  d'équilibre  de  translation  \  pdv  =  V  pidi\ , 

Jo  Jo 


ou 


-{?-;èj['-(-?)'"]!-.'.|^4i['-(-v^r"]) 


ou 


rVl"2Y      T    2    W^  i     2.      3     ÙV»     •••7""    *\,i  2Vj       1       2      3V  ■^•"\ 
{ou,  eu  égard  à  (3) 

T""^2     3V"*"     2     •     S     ÛV»      ' 2  2      3Vi  2     ""  3"~  âv?  ""  "  *" 

Condition  qui,  avec  la  précédente,  servira  à  déterminer  v\  v\. 
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(5)  r  j  +  i/j  =  c 

Condition  d'équilibre  de  rotation  :  M  =  6  \  pvdv  +  b\  PiVidv^^ , 
ou  en  substituant  (1)  : 

ou 

-,      ,^  /mt-'*      mm — 1  r'*      7ji7n — im — 2  v'^  \ 

+  '^'^* \,T •  3v;~T "2    5V? ^T*~2 3" 5v7""-7 

ou ,  eu  égard  à  (3)  et  à  (2) 

,.  /l      m— i  v'   .  m—i  m— 2  u**         \  .    ,./!      m.-i  v     .       \ 

„     ,R  ^     U 2-ÂV-^-T--l-5V"-"J-^"^  V3 y-W,-^-) 

r  - m — iv      m — i  m — 2  v* 

2     V      ""2        3~V*"~*'" 

§  3.  Pariicidarisations  de  ces  formules.  Explication  de  qtielques 
résultats  d'expérience.  Limites  supérieure  et  inférieure,  etc. 

V  Si  Ton  fait  les  exposants  m  =r  m^  =  i,  les  cinq  équations  do 
condition  se  réduisent  à 

C'est  la  supposition  de  variation  simplement  linéaire i  ou  de  pro* 
portionnalité  constante  des  elTorts  aux  dilatations  ou  contraotlons 
comme  quand  celles-ci  restent  très-petites;  et  on  retombe  sur  les 
formules  du  texte. 
2**  Si)  en  faisant  toujours  m  =  ttii  ==  i^  Ton  omet  la  condition 

de  raccordement  (3)  -rr-  =  -^  ou  si  l*on  substitue,  approximati-^ 

Y  Yj 

vement,  des  variations  linéaires  aux  variations  réelles  des.  tensions 
et  des  pressions  mais  suivant  deux  rapports  différents ,  on  a  « 

^-^      P„'*-Pit,'«     M-^/'^r'8  4.Pi«'»^. 
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'■  ^ 

•*  1 

y 

». 

0. 

ou,  vu  que  t?'  +  v\  =  c, 

Or  si  c'est,  comme  on  le  suppose,  du  cOté  des  fibres  étendues  qu*une 

même  force  produit  plus  de  changement  de 

P  •    P 

longueur,   ou  si  77  <  ir  »  on  a  r'  >  v\  ;  ce 

V         V| 

qu'on  aperçoit  également,  si  la  ligne  verti- 
cale AOA^  représente  une  coupe  de  la  sec- 
tion rectangulaire  par  le  plan  de  flexion ,  en 
traçant  les  lignes  droites  OB,  0B|  dont  les 
abscisses  (verticales)  sont  v  et  v^  et  dont  les 
ordonnées(liorizontales)  sont  les  forces  p  et  Pi 
correspondantes;  car  pour  que  les  aires  OAB,  OA^Bi  soient  égales, 
ce  qui  est  la  condition  de  Téquilibre  de  translation,  11  faut,  puis- 
que -r^:  est  moindre  que  .*  * ,  que  0A=  »'  soit  plus  grand  que  OAi= 

c  bctt* 

11  en  résulte  qu'on  a  v'  >  ^,  et  que  le  moment  M  =  R  -^  ^^ 

forces  à  Tinstant  de  la  rupture  excède  la  valeur  R  -2-  donnée  par  la 

o 

théorie  ordinaire* 
De  même  si  la  rupture  commence  du  côt;^  des  fibres  comprimées, 

6c* 
le  moment  M  excède  R'-^ ,  R'  étant  la  résistance  à  Técrasement  de 

o 

Tunité  superficielle. 

On  voit  déjà  que  Vinégalité  des  résistances  des  fibres  à  Vexten- 
sion  et  à  la  compression ,  ces  deux  résistances  étant  assimilées  em- 
piriquement à  deux  fonctions  linéaires ,  rend  la  résistance  à  la 
rupture  par  flexion  supérieure  à  ce  qu^on  trouve  quand  on  suppose 
ces  deux  résistances  égales. 

3*  Mais  la  non-linéarité,  ou  Taccroissement  des  forces  dans  un 
rapport  moindre  que  celui  des  changements  de  longueur  des  fibres 
est  une  seconde  cause  d'augmentation  de  la  résistance* 

Observons  d'abord  que  lorsque  la  dilatation  d*une  fibre  a  atteint 
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sa  limite ,  comme  une  faible  augmentation  qu'on  lui  fait  subir  pro- 
duit la  rupture  ou  bien  fait  décroître  très-rapidement  sa  force  de 
tension ,  il  est  naturel  de  regarder  la  courbe  des  tensions  comme 
ayant  à  Tinstant  de  la  rupture,  pour  t;  =  v\  sa  tangente  verticale 
ou  parallèle  à  Taxe  coordonné  des  v,  d'autant  plus  que  cet  instant 
a  été  précédé  d'une  énenration  graduelle. 

Gela  revient  à  supposer  -£•  =  0  pour  v  =  v\  ou  à  prendre 


(7)  V  =  t;'.    P  =  R        /JC^^^-    ^'^''^'î^ 


d'Où 


SITY 

R  P 

GoDdiUon  de  necordement (3)  :  m—,  =  nié  rr- 

» 

!•»  membre  de  l'équation  (4)  d'équilibre  de  tranilation  :  Rv' 


m  +  i 


l**  terne  da  1*  membre  de  Véquation  (6)  d'éqnil.  de  roUtion  :  &Rv'*  ^,        ?!";        ^  « 

^'   ^  2(7n+l)(m+2J 

4*  Or,  en  supposant  d'abord ,  en  outre ,  m  =  m^,  P = Pj ,  V  =  V, 
OU  la  loi  de  variation  la  même  du  côté  comprimé  que  du  côté 

étendu,  ce  qui  donne  V  =  Vi  =  t?'  =  î/j  =  ^,  P = Pi =R,  Texpres- 

sion  du  moment  se  réduit  à 

M==R—        3m(m  +  3) 


6      2(m  +  i)(w  +  2) 

qui  donne  pour  m=     i,  2,  3,  A,  5,    6,    7,    8 

«.      «  ^       1*1  uA         M     6    27    7    10    81    35   22        .  ,^- 
M  =  R-g-multipliéparl.  j,5jj,-,y,gg,^,j5  =1,407; 

en  sorte  que  plus  l'exposant  m  est  grand,  plus  le  moment  de  rup* 

bc* 
ture  prochaine  excède  la  valeur  R-^  relative  à  la  loi  linéaire. 

5*  En  supposant  enfin,  d'une  manière  plus  rapprochée  de  ce  qui 
a  lieu  réellement  à  l'égard  de  la  fonte  de  fer  surtout,  que  du  côté 
comprimé  les  forces  croissent  à  peu  près  comme  les  contractions 
(vu  que  les  fibres  de  ce  côté  occuperont  une  portion  de  la  section 
plus  petite  que  du  côté  des  fibres  étendues  et  que  la  courbe  des 
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pressions  n'atteindra  sa  tangente  verticale  que  très-loin  au  delà  de 
la  sectionj,  on  fera 

*  mi  =  l,  m  quelconque; 

ce  qui  joint  à  V  =  r',  P  =  R ,  1/  +  ©',  =  c,  donnera 

Condition  de  raccordement  «—7-  :=  rr^  ; 

v'*  v'  * 

Équilibre  de  trtniliUon        .    ^  =  -j-  5 

771  4-  i  2  • 


D'où 


r' 


^      y/m  +  i      ^^    ^,  _  v^ 

v'2  +  v/m  4-  i     '       *     W2  +  v/ïJT+l 


2  • 
>/2 


^-^«^^   2(m+l)(m+2)  +  ^'^i?T—    6  (v/ST+î  +  v^à)' 

P  R 

p'j  (plu«  grande  force  de  pression,  répondant  à  »,  =  t?',)  =  =~  v'^  =  m  -p  r',, 

D*où  successivement  : 


Pourm=4 

TALEDBS  DE 

v' 

v' 
c 

C 

R 

(  laiftrt  4«  Il 

pin  fni4«  prN- 

ilra  1  la  f\n 

gru4e  ttntoi.) 

U 

>    (■•Mit  Im  r*rra 
«li  teit  napri.) 

4,0000 

0,5000 

0,500 

4 ,0000 

6c« 

9 

4 ,2247 

0,5505 

0,4495 

4 ,6330 

4,4476U--- 

3 

V/2=1,4U2 

0,5858 

0,4442 

2,4243 

4,6540 

4 

4,6814 

0,6126 

0,3874 

2.6298 

4,8404 

5 

4,7324 

0,6340 

0,3660 

2,8868 

4,9218 

6 

4,8708 

0,6547 

0 

0,3483 

3,2074 
^=3,5000 

2,0068 

7 

2,000 

-=0,6667 

-=0,3333 

^-^"•Ç 

w  =  co 

00 

4 

0 

QO 

"T 
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L'épure  ci-dessous  représente ,  &  droite  de  la  vertieale  AA,  =  c , 
prise  pour  axe  des  «,  toutes  les  lignes  courbes  de  traction 

p=R  1^1  r-  K  —  -,  j  J  dont  les  abscisses  (aussi  verticales)  sont  les 

distances  v  des  diverses  fibres  étendues  &  la  ligne  neutre  et  dont  les 
ordonnées  (horizontales)  sont  les  tractions  correspondantes  p  pour 
les  valeurs  m  =  1  à  7  en  sorte  que,  pour  toutes,  on  a  AB  =  la  cohé- 
sion R.  A  gauche  elle  donne  les  lignes  de  pression  dont  les  abscisses 


comptées  de  haut  en  bas  sont  r^  et  les  ordonnées  horizontales 
sont  Pi;  lignes  que  nous  remplaçons  par  des  droites,  vu,  comme 
noua  avons  dit,  que  leurs  sommets  analogues  à  B  seraient  fort  au- 
dessous  de  A,  pour  dos  matières  qui,  comme  la  fonte,  les  pierres 
dures,  etc  ,  résistent  beaucoup  plus  à  la  compression  qu*à  Texten- 
sion  lorsqu*on  approche  de  la  rupture.  Ces  lignes  droites  se  roc- 
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cordent  avec  les  courbes  de  traction  «  on  leur  sont  tangentes,  aux 
points  de  passage  à  travers  la  verticale  AA^ ,  points  qui  représen- 
tent les  diverses  projections,  sur  le  plan  de  la  figure,  de  la  ligne 
neutre  rencontrant  les  fibres  qui  ont  conservé  ou  repris  la  lon- 
gueur primitive  à  Tinstant  de  la  rupture  (S  précédent),  ou  qui 
sont  les  diverses  origines  des  abscisses  v,  v^ ,  et  qui  se  trouvent 
placées  sur  AA|  de  manière  que  les  aires  triangulaires  rectilignes 
de  gauche  soient  équivalentes  aux  aires  triangulaires  curvilignes 
de  droite  afin  que  la  condition  d'équilibre  de  translation  soit  remplie. 

Les  courbes  qui  résultent»  des  valeurs  les  plus  fortes  de  l'expo- 
sant m  sont  assez  analogues  à  celles  qui  représentent  les  expé- 
riences de  traction  des  fils  et  des  barres  métalliques  de  MM.  Bomet, 
Seguin,  Ardant(*). 

On  voit  que , 

3     5o'  c 

Pour  m  =  2,35  environ.  Ton  aM  =  5R-g-  =  Rei)^, 

6c*  c 

Pour  m  =  6 M=2R  -g"  =  ^*»*  3» 

résultats  qui  sont  dans  les  limites  des  expériences  anciennes  de 
Mariette  et  de  celles  plus  récentes  de  MM.  Fairbairn,  Hodgkinson, 
Henry  James,  etc. 

«La  supposition  m  =  00  rCest  autre  chose  que  Vhypoihèse  de  Ga^ 
lilée^  suivant  laquelle  la  force  de  résistance  des  fibres  tirées  se- 
rait constante  à  Tinstant  de  la  rupture  du  solide ,  et  celle  des  fibres 

comprimées  serait  Indéfinie.  Le  résultat  M  =  R  -^  est  une  limite 

supérieure. 

On  voit  que  le  calcul  explique  comment  le  moment  des  forces 

qui  produisent  la  rupture  immédiate  des  prismes  rectangles  par 

Tibc^  c 

flexion,  au  lieu  d'être  constamment  égale  à  -x-*  =  R^  5»  où  R6c = Rw 

D  O 

représente  la  résistance  Immédiate  à  la  rupture  par  traction ,  a  une 

(1)  N*  390  cl  figure  48  do  V Introduction  à  la  mécanique  industrielle  de  U.  Poo- 
celcl;  ou  bien  n"  9  et  fig.  4  de  la  Résistance  des  matériaux  de  U.  Uorin. 
Voyei  aussi  plus  loin  le  Complément  des  «rt.  1  à  vi.  • 
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De  la  rupture  â^un  solide  prismatique  â^une  petite  longueur, 

152.  Les  notions  précédentes^  comme  on  Ta  remarqué  au 
n^  79^  ne  peuvent  être  appliquées  avec  exactitude,  qu'autant  que 
la  longueur  du  solide  prismatique  est  beaucoup  plus  grande 
que  les  dimensions  de  sa  section  transversale.  C'est  effectivement 
ce  qui  a  lieu  dans  les  cas  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment 
dans  les  constructions  et  dont  la  considération  est  le  plus  im- 
portante. A  regard  des  cas  où  la  longueur  du  solide  surpasse 
peu  les  dimensions  de  la  section  transversale ,  ou  même  est  plus 
petite  que  ces  dimensions^  comme  ils  n'ont  pas  été  suffisam- 
ment étudiés  par  Texpérience,  on  se  bprnera  à  présenter  à  ce 
sujet  quelques  aperçus. 

Considérons  le  solide  ÂM  (Fig.  9)  encastré  horizontalement  à 
une  extrémité  9  et  supposons  d'abord  que  le  fil  auquel  est  sus- 
pendu le  poids  P  soit  placé  dans  le  plan  de  la  section  A,  c'est- 
à-dire  contre  la  face  verticale  du  corps  dans'  lequel  l'extrémité 
du  solide  AM  est  encastré.  L'action  du  poids  P  ne  tendra,  pas 
alors  à  faire  fléchir  la  portion  A  M  du  solide  ;  mais  elle  tendra  à 
séparer  cette  portion  de  celle  qui  est  encastrée,  et  avant  que 


R&c*  R5c' 

valeur  comprise  entre  —^  donné  par  Coulomb  et  —^  donné  par 

Galilée. 

Mais  ranalyse  précédente  peut  faire  mieux  que  de  fournir  une 

explication  des  faits  observés.  Elle  peut  prévoir  ce  qui  arrivera 

dans  des  cas  sur  lesquels  n*a  pas  porté  Tobservation.  Ainsi,  des 

R6o* 
expériences  de  rupture  ayant  donné  M  =  n  •  — -  pour  une  pièce 

à  section  rectangle,  on  déduira  du  tableau  précédent  la  valeur  à 
attribuer  à  Texposant  m  (par  exemple  m  =  5à6  8i7i  =  2  environ 
comme  on  a  trouvé  pour  la  fonte)  ce  qui  pourra  servir  à  calculer  par 
les  formules  précédentes  la  résistance,  à  la  rupture  immédiate  ou 
prochaine ,  de  pièces  de  même  matière,  ayant  une  section  de  forme 
non  rectangle.  Nous  renvoyons  plus  loin  les  applications. 
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cette  séparation  ne  s'opère  ^  les  fibres  qui  unissent  les  parties 
prêtes  à  se  disjoindre  se  seront  allongées  d'une  certaine  quan- 
tité. Il  est  naturel  d'admettre  que  Teffort  nécessaire  pour  pro- 
duire cet  allongement  soit  proportionnel  :  1*  à  Taire  de  la  sec- 
tion tranversale  du  solide;  2»  à  la  grandeur  de  rallongement 
dont  il  s'agit.  Par  conséquent,  si  la  section  transversale  est  un 
rectangle  dont  6  représente  le  côté  horizontal  et  c  le  côté  verti- 
cal ;  et  si  nous  désignons  par 

0  l'allongement  dans  le  sens  vertical  (supposé  très-petit)  des 

parties  du  solide  placées  dans  la  section  transversale  A  ; 
D  un  coefOcient  constant  spécifique  représentant  la  résistance 
du  corps  à  un  glissement  d'une  partie  sur  l'autre  dans  le 
plan  de  la  section  transversale  ; 
l'effort  dont  il  s'agit  sera  représenté  par  DB .  bc.  Nous  écrirons 
donc  ici  pour  équation  d'équilibre 

P  =:  Do .  ôc  ; 

et  nous  concevrons  que  la  rupture  aura  lieu  lorsque  l'allonge- 
ment $  aura  pris  une  valeur  telle  qu'il  entraîne  la  disjonction 
des  parties  du  corps.  Le  poids  qui  causerait  la  rupture  serait 
donc  proportionnel  à  l'aire  de  la  section  transversale  (*)• 


(*)  SI.  De  la  résistance  au  glissement  relatif  des  parties  à\m 
solide.  Circonstances  diverses  oii  elle  entre  en  jeu,  —  Ce  n*  152 
n*existait  pas  à  rédition  de  1826.  Navîer  Ta  introduit  dans  celle 
de  1833  évidemment  pour  répondre  à  Tun  des  reprpches  que  M.  Vi- 
cat  venait  de  diriger  contre  toute  la  théorie  de  la  résistance  des 
solides,  notamment  en  raison  de  rémission  de  l'espèce  de  résistance 
dont  il  s*agit,  qui  s*exerce  en  A  et  à  laquelle  il  donnait  le  nom  de 
force  transverse. 

C'est,  dit  rillustre  ingénieur  (')  la  résistance  «  à  toute  disjonc- 
tion par  le  mouvement  tangentiel  des  parties  les  unes  sur  les  au- 

* 

(^)  Page  1  des  Recherches  de  M.  Vicat  $ur  les  phénomènes  physiques  qui  précèdent 
et  accompagnent  la  rupture  et  r affaissement  d'une  certaine  classe  de  solides. 
Annales  des  ponts  et  chaussées  4833,  deuilème  lemestre. 
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très  »  ou  «  à  tout  effort  qui  tend  à  diviser  un  corps  en  faisant 
glisser^  pour  ainsi  dire,  une  de  ses  parties  sur  l'autre,  sans  exercer 
ni  pression,  ni  tirage  iiors  de  la  face  de  rupture.  » 

L*existence  de  cette  force  intérieure  signalée  par  M.  Vieat  n^avait 
pas  échappé  h  Coulomb,  car,  dans  son  beau  mémoire  de  1773  (cité 
au  S  3  de  la  note  du  n**  3)  il  dit,  à  propos  de  la  rupture  d'une  pièce 
fléchie  «  que  la  formule  n*est  exacte  qu'autant  que  la  force  inté^ 
Heure  agissant  dans  le  plan  même  des  sections  transversales  n'In- 
flue que  tr^s-peu  »  ce  qui  est  vrai  lorsque  la  longueur  est  beaucoup 
plus  grande  que  f  épaisseur,  »  Et  un  peu  plus  loin  il  fait  entrer  cette 
force  tungentielle  dans  le  calcul  t  mais  seulement  pour  les  massifs 
de  terre ,  de  maçonnerie,  etc.»  en  ajoutant  qu'on,  peut  par  sa  con- 
sidération se  rendre  compte  de  la  résistance  des  blocs  eux-mêmes 
à  récrasement,  ce  que  nous  avons  discuté  à  la  môme  note  du  n*  3. 

Th.  roung  l'avait  Iftalement  aperçue  comme  résistance  à  ce  qu'il 
appelait  la  détrusion  (l'action  de  pousser  dehors  ou  de  chasser  de 
côté;,  rangée  par  lui  après  Textension  et  la  compression  desso* 
lides  0)  et  qui  est  produite,  dit-il,  «  lorsqu'un  effort  transversal  agit 
contiguêment  ou  tout  contre  {close)  de  la  même  manière  que  les 
lames  d'une  paire  de  ciseaux,  •  Il  faisait  consister  la  solidité  (  hard" 
?tess)  dans  cette  force  d^adMsion  latérale  dont  les  fluides  sont  dé* 
pourvus*  etc. 

M.  Vicat  remarque  avec  raison  qu'il  y  a  un  grand  nombre  de  cir* 
constances  où  les  pièces  solides  sont  ainsi  sollicitées  jt  rompre  par 
glissement  parallèle  aux  faces  de  rupture.  Dans  ce  cas,  dit-il,  se 
trouvent  (p.  2/i3  de  son  mémoire)  les  tourillons,  les  tenons,  les  cro- 
chets, ainsi  que  les  goujons  (p.  9/i8),  les  clefs  ou  clavettes,  etc.  — 
Nous  pouvons  y  ajouter  les  corbeaux,  taquets  et  tasseaux,  ergots  ou 
talons,  boulons  de  chaînes  plates  et  de  poulies  ou  de  palans,  les 
queues  d'hironde  et  les  bouts  de  pièces  moisées  ou  embrcvées,  les 
dents  d'engrenage  ou  d'embrayage,  les  bagues  ou  embases,  les  flicts 
de  vis  et  d'écroux,  les  rivets  unissant  les  plaques  de  tôle  soumises 
à  la  traction ,  et  généralement  toutes  les  pièces  que  des  forces 

(1)  jé  courte  of  ItcUtreê  on  iM/ura/  Philoiophy  and  mechanical  jérU,  Loodon, 
1807,  TOI.  I,  p.  436,  leotureXUI  (On  i»itive  Slrengtb). 
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transversales  tendent  &  trancher  ou  &  cisailler  (terme  très-expressif 
employé  par  M.  Love),  il  convient  d*y  Joindre  les  couches  de  mor- 
tier qui  unissent  les  assises  des  murs  de  soutènement  ou  les  vous- 
soirs  des  reins  des  voûtes. 

Les  pièces  même  de  charpente  d'une  certaine  longueur,  qui  sont 
posées  aux  deux  bouts,  et  qu'une  force  appliquée  au  milieu  fait 
fléchir^  ont,  tout  auprès  des  points  d'appui,  une  tendance  à  rompre 

par  glissement,  dont  il  faut  tenir  compte  quand 
on  calcule  leur  profil  d'égale  résistance  (voy.  ci- 
après  S  9  de  la  note  du  n»  15/^).  Quelquefois 
c^t  au  milieu  des  pièces  et  non  à  leurs  extré- 
mités que  s*exerce  surtout  cette  tendance  au 
glissement  transversal,  comme  il  ktrim  aux 
rayons  ou  bras  ACB  de  roues  de  voitures  ou  de 
machines  qui ,  en  trausiuftttant  le  mouvement 
du  moyeu  A  aux  Jantes  B,  s'infléchissent  de  part  et  d'autre  en  sens 
opposé  à  partir  du  milieu  G,  où  il  n'y  a  que  glissement  sans 
flexion  (')• 

Nous  montrerons  aussi,  bientôt  (art  V,  note  du  n**  156),  que  la 
torsion  n'est  autre  chose  qu'un  certain  glissement  inégal  des  par- 
ties, sur  les  divers  éléments  des  sections  transversales  des  pièces, 
de  même  que  la  flexion  est  ramenable  (n**  77)  à  des  extensions  ou 
compressions  variables  d'-une  fibre  à  l'autre.  C'est  ce  qu*avait  re- 
marqué Young,  qui  faisait  consister  surtout  la  torsion  dans  un  dé- 
placement latéral  (détrusion)  des  côtés  opposés  d'un  prisme  dans 
des  directions  aussi  opposées. 

Enfin  la  résistance  au  glissement  s'exerce  non-seulement  dans 
un  sens  transversal  aux  pièces  mais  aussi  dans  un  sens  longitudinal, 
car  tout  effort  qui  tend  à  faire  glisser  les  sections  les  unes  devant 
les  autres  tend  aussi,  comme  nous  verrons,  à  faire  glisser  lesjibres 
les  unes  contre  les  autres.  Ces  deux  glissements  sont  même  insé- 

(t)  Cette  ingéoieute  remarque  a  été  faite  i»r  M.  Poocelet  à  U  Faculté  des 
scicQces,  dans  ses  leçoos  de  4840,  où  il  a  cité  avec  bieiiTeillance  ee  que  nous  avious 
dit,  dans  un  cours  lithographie  (4837-4838),  de  la  rèsisUnce  au  glissement  en 
général,  et  de  sa  mise  en  ligne  de  compte  lorsqu'elle  se  compose  avec  les  résis* 
tances  à  Textenslon  et  à  la  flexion  dans  un  même  endroit  (ci-après  note  da  n*  454). 


SUPPLÉM£KT  A  L'AHT.  IV.   GUSSEUENT.  189 

(  Du  qo  IMJ. 

parables.  Et  c'est  à  quoi  on  peut  attribuer  souvent  la  fente  longitu- 
dinale des  bois  et  autres  corps  fibreux. 

S  2.  Observation  sur  la  manière  dont  la  résistance  au  glisse- 
ment est  estimée  aux  n"*  152  à  155  du  texte,  —  Dans  ce  que  dit  ici 
Navier  et  qui  a  été  évidemment  improvisé,  on  voit  qu'il  envisage  le 
glissement  relatif  des  deux  portions  d*un  prisme  situées  de  part  et 
d^autre  d'une  de  ses  sections  transversales  supposées  verticales, 
comme  dû  à  de  certains  allongements  verticaux  de  fibres  horizon* 
taies  qu'il  ne  définit  pas,  quoiqu'il  les  regarde,  au  n*  15â,  comme 
susceptibles  de  se  composer,  à  la  manière  des  forces  ou  des  petits 
déplacements  rectangulaires,  avec  les  allongements  horizontaux 
dus  à  la  flexion.  Mais  les  deux  notes  ajoutées  par  lui ,  aussi  en  1833, 
au  n""  159  relatif  à  la  torsion,  et  au  n*  167  relatif  à  la  rupture  par 
torsion  (voy.  ci-après)  prouvent,  par  leurs  conclusions  relatives 
aux  valeurs  des  coefficients  numériques,  qu'il  envisageait  quelque- 
fois les  choses  d'une  autre  manière,  en  rapport  avec  ce  que  nous 
allons  en  dire  en  rappliquant  au  glissement  sans  torsion. 

S  3.  Définition  et  mesure  du  glissement  des  lignes  matérielles 
les  unes  devant  les  autres,  ou  sur  ces  lignes.  Il  a  toujours  lieu 
simultanément  et  également  des  ^deux  directions  rectangulaires. 
—  Dans  un  corps  élastique  dont  les  particules  éprouvent  des  dépla- 
cements relatifs  très-petits,  variant  de  l'une  à  l'autre  avec  conti- 
nuité, les  très-petites  lignes  droites  parallèles  et  peu  distantes  peuven  t 
être  regardées  comme  restant  droites  et  parallèles.  Soit  donc  mîtqp 
m  n  ^  un  petit  rectangle  matériel,  et  m^n^q^p^ 

gp^^^^^^^fi,  le  parallélogramme  très-peu  obliquangle 
I  /  ]  dans  lequel  il  s'est  changé  ;  si  g  est  le 
1/  I       pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  rij 

{  I       sur  w,Pj,   le  côté  ng  a  glissé  de  7w,g 

^'  "*  pT"*"""-^        devant  le  côté  parallèle  mp.  Rapporté  à 

'      l'unité  de  distance  des  côtés,  ce  glisse- 

m  s 
ment  est  — î^.^  quotient  qui  peut  être  regardé  comme  indépen- 
m^n^ 

dant  de  la  distance  elle-même  tant  que  cette  distance  reste  très- 
petite,  en  vertu  de  la  continuité  supposée,  ou  de  ce  que  les  autres 
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côtés  miif  pq  restent  sensiblement  droits;  en  sorte  qu^on  peut  le 
prendre  pour  mesure  du  glissement  de  la  matière  du  corps  sur  la 
ligne,  mpi  dans  le  plan  rnnp^ 

En  même  temps,  si  g'  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  pjg'  sui* 
m^n^ ,  le  glissement  sur  le  côté  adjacent  ntrif  rappoi^  aussi  à  Tunité 

de  sa  distance  à  pq  est  — ^  ;  quotient  égal  au  premier  — ^   qui 

mesure  le  glissement  sur  mp. 

Nous  appelerons  donc  généralement  i 

Glissement  de  la  matière  d'un  corps  solide  sur  Vune  ou  Vautre 
de  deux  petites  droites  matérielles  primitivement  rectangulaires 
qui  se  coupent  i  et  dans  le  plan  qu'elles  font  ensemble^  la  projec-» 
(ion  actuelle  y  sur  chacune,  de  l'unité  de  longueur  portée  dans  la 
direction  de  Vautre. 

Et  nous  dirons  qu'il  est  la  même  chose  que  le  glissement  relatif 
des  droites  parallèles  à  chacune,  prises  dans  le  môme  plan  et  à  de 
trës-petites  distances^ 

Il  revient ,  en  grandeur,  au  cosinus  de  Tangle  '^i^^i  devenu  lé- 
gèrement aigu^  ou  au  sinus  de  la  diminution  éprouvée  par  cet  angle 
primitivement  droit.  Il  est  sensij^lement  égal  à  ce  petit  rétrécisse^ 
ment  angulaire  lui-même^  mesuré  en  arc  d'un  rayon  égal  à  Tunité, 
ou  bien  à  la  petite  inclinaison  acquise  par  chacune  des  deux  droites 
?«!?/,,  WjPi  sur  la  normale  à  Tautre»  ou  encore  par  la  normale  an- 
cienne sur  la  normale  nouvelle  à  Vune  d' elles ,  dans  ce  même  plan. 

S  k»  Glissements  sur  une  face  ou  sur  les  droites  qui  sont  tracées, 
et  dans  les  plans  normaux  à  cette  face  plane  ;  ou  glissements  di- 
vers sur  la  droite  qui  lui  est  normale.  Leur  maximum^  ou  glisse- 
ment principal  sur  cette  droite  no?*male  ou  sur  cette  face,  —Soit  mp 
une  petite  face  plane  qui  sera  par  exemple  un  des  éléments  d'une 
section  transversale  ampb  d'un  prisme,  devenue  aimj)^bi  par  suite 
des  déplacements  de  ses  points.  Si  7nin|  etmiU  représentent  ce  que 
sont  devenues  la  normale  mn  à  cette  face  et  une  ligne  quelconque 
tnu  tracée  dans  son  plan ,  comme  ces  deux  lignes  primitivement 
perpendiculaires  sont  généralement  devenues  légèrement  obliques 
Tune  à  l'autre  j  si  l*on  prend  in^n^  pour  unité  de  longueur,  la  pro- 
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jection  m,g'  de  miWj  sur  m^u  représentera  (  S  précédent  )  le  glisse- 
ment sur  mu  et  sur  la  nor* 
maie  mn  dans  leur  plan  nmi/. 
Nous  i^appellerons  quelque- 
fois glissement  sur  la  face 
dans  le  sens  mu. 

G^est»  en  effet,  la  quantité 
dont  deux  éléments  corres- 
pondants nq^  mp    de  deux 
faces  parallèles  et  très-voi*- 
sines  ont  glissé  Tun  devant 
Tautre,  estimée  dans  ce  sens  et  rapportée  à  l'unité  de  leur  distance. 
Nous  appellerons  glissement  principal  celui  m^g  qui  a  Heu  sui- 
vant 7nj)|,  projection  actuelle ,  sur  la  face,  de  la  ligne  m^n^  qui  lui 
était  primitivement  noinnale. 

C'est  la  projection f  sur  la/ace,  de  V unité  de  longueur  portée  sur 
cette  notmale  ancienne.  11  est  le  plus  grand  parmi  tous  les  glisse- 
ments tels  que  7n,g'  qui  ont  lieu  sur  la  face  ou  sur  ses  lignes  géné- 
ratrices m^u^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  parmi  les  divers  glisse- 
ments sur  une  même  droite  mn  qui  est  la  normale  à  cette  même 
face,  dans  les  divers  plans  qui  la  comprennent.  En  effet  m^g'  est 
aussi  la  projection  de  mig  sur  m^u. 
En  sorte  que  si  l'on  appelle  : 

g  le  glissement  principal  in^g  sur  la  face  ou  sur  sa  normale  ; 

g',  g"  les  glissements  m^g',  m^g'  dans  des  plans  nmu^  nmv  primi- 
tivement perpendiculaires  entre  eux  ainsi  qu*à  la  face ,  et  sui- 
vant leurs  intersections  rectangulaires  mu,  mv  avec  celles-ci , 
ainsi  que  suivant  leur  intersection  commune  mn\ 

a  Tangle  ump  que  la  première  intersection  mu  fait  avec  la  droite 
mp  Vivant  laquelle  se  projette  sur  la  face,  après  les  déplace-* 
ments,  la  ligne  mn  qui  lui  était  normale; 

on  aura 

g'  =  gcosa,    g"  =  gain  a, 

Le  glissement  principal  est  résultant  géométrique  de  deux  glisse- 
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ments  dans  des  plans  ou  suivant  des  lignes  à  angle  droit  11  me- 
sure le  glûsement  relatif  des  éléments  superficiels  correspondants 
mpf  nq  de  sections  ou  faces  parallèles  très-voisines  a&,  cd  deve- 
nues Cj^j,  Cjdi. 

Le  plan  du  glissement  principal  est  aussi  celui  qui  passe,  après 
les  déplacements ,  par  la  droite  tangente  à  la  normale  ancienne 
7Wi77j  à  une  face  et  par  sa  normale  nouvelle  7;iiA. 

S  6.  Efforts  tangentiels.  Ils  sont  proportionnels  à  la  fois  aux 
glissements  dans  leur  sens  et  aux  surfaces.  Coefficient  d^élasticilé 
de  glissement.  —  Si ,  sur  une  portion  finie  mp  =  w  d^une  section 

ou  autre  surface  plane  imaginée  à  Tintérieur  d*un 
solide  homogène,  toutes  les  petites  normales  maté- 
rielles nmn  sont  supposées  s'incliner,  en  deve- 
nant n^7nn^^  d'un  même  petit  angle  v^tnii^g  et  dans 
le  même  sens  qui  sera,  diaprés  les  définitions  du 
S  précédent,  celui  du  glissement  principal  mesuré 
par  g,  les  écartements  et  rapprochements  qui  en  ré- 
sulteront entre  molécules  très-proches,  situées  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  &> ,  développeront  des  actions  dont  les  résultantes  par- 
tielles seront  les  mêmes  à  travers  tous  les  éléments  superficiels 
égaux  do)  de  cette  face. 

D'où  il  suit  que  la  résultante  générale  de  ces  actions ,  protoquêe 
par  un  glissement  principal  constant  g  sur  cette  face,  sera  pro- 
portionnelle à  la  superficie  eu. 

Cette  résultante  ou  action  totale  sera  aussi  proportionnelle  à  g 
en  vertu  du  principe  général  de  proportionnalité  des  efibrts  à  leurs 
effets  très^petits,  du  $  2  de  la  note  du  n"*  21,  puisque  ifous  suppo- 
sons que  cette  petite  inclinaison  des  fibres  sur  la  face  eu  est  la  seule 
modification  qui  rapproche  ou  écarte  les  molécules  situées  à  de  pe- 
tites distances  de  part  et  d'autre  de  eu.  • 
On  aura  donc  en  appelant  : 

P  la  résultante,  décomposée  (au  besoin)  tangentiellement  à  la 

face  eu  ou  projetée  sur  son  plan 
G  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  matière  du  prisme, 

P  =  Gtug. 
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De  plus,  la  force  tangentielle  P  aura,  sur  la  face  &>,  la  même  di- 
rection que  le  glissement  principal  g  si  la  matière  est  d'égale  con- 
texture  en  tous  les  sens  transversaux  ou  parallèles  à  cette  face,  car 
il  n*y  a  pas  de  raison  pour  que  la  résultante  se  dirige  à  droite  plutôt 
qu^à  gauche  du  plan  dans  lequel  sMncline  la  petite  normale  mn 
qu'elle  rencontre  sur  la  face. 
Si  donc  nous  appelons  : 

g'  le  glissement  sur  la  face»  suivant  une  droite  quelconque  niu 
quj  y  est  tracée,  ou  le  glissement  sur  cette  droite  et  sur  la  nor- 
male mn  dans  leur  plan  nmu; 

P'  la  résultante  des  actions  moléculaires,  décomposée  parallè- 
lement à  cette  droite  mu  ; 

aTanglepmu; 

n  y  aura  le  même  rapport  entre  g'  et  g  qu'entre  P'  et  P  et  Ton 

aura 

P'  =  Gwg'.  : 

On  volt  que  Teffort  tangentiel,  estimé  suivant  une  droite  quel- 
conque tracée  sur  la  face  co  où  il  s'exerce,  est  égale  au  produit  de 
la  constante  G  par  Taire  u  et  par  le  glissement  suivant  cette  droite. 
Cette  constante  G  est  ce  que  nous  appellerons  le  coefflcieni  efé- 
ïasiicité  de  glissement. 

C'est  le  rapport  de  l'effort  tangentiel  —  exercé  dans  un  sens  quel- 

conque  par  unité  superficielle  au  glissement  sur  la  face  dans  ce 
sens. 

Les  expressions  P  =:  Cug,  P'  =  Gcog'  des  efforts  tangentlols  sub- 
sistent lorsqu'il  y  a,  outre  les  glissements,  des  dilatations  dans  des 
sens  perpendiculaires  ou  parallèles  à  la  face  u  si  la  contexture  est 
toujours  supposée  la  même  en  tous  sens  au  moins  autour  de  ses 
normales,  et  symétrique  par  rapport  au  plan  de  (*>  ;  car,  alors,  les 
dilatations  n'influent  pas  sur  les  résultantes  d'actions  moléculaires 
décomposées  tangentièllement,  comme  il  est  facile  de  s'en  con- 
vaincre. 

%  6,  La  résistance  à  un  glissement  peut  être  regardée  comme 
une  résistance  à  une  dilatation  et  à  une  contraction  simultanées  et 

lé  4a 


IM 
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moilié  moindreêf  Ayàni  lieu  dans  des  directions  rectangulaires  qui 
font  Vune  et  Vthdrs  un  ahgle  demi^roit  avec  les  lignes  glissantes. 
-^  En  effet  Moiëilt  mpi  nq  les  deajc  petites  droites  parallèles  qui  ont 
glissé  rune  âevftiit  Tatttre  de  tinj  «*  qq^ ,  ou  soit  mpqn  le  petit  rec- 
tàflgle  changé  AU  petit  parallélogramme  (mpq^ni  que  nous  suppo- 
sons de  même  base  et  de  même  hautôUf  afin  dé  simplifier  eu  ab- 
strayant les  dilatations  des  côtés  ainsi  que  les 
déplacements  généraux  dans  Tespace).  Dans 
00  changementi  le  point  g  s*est  éloigné  dû 
point  m  9  et  le  point  n  s^est  rappro^ié  du 
point  ^  LOS  deax  diagonales  mq^  pn  so  sont 
donc ,  la  premièro  dilatée  »  la  seconde  con- 
tractée.) Abaissons  pk  perpendiculaire  sur  la 
premièro  mq^  ot  9|Z  sur  son  prolongement  qL 
Et  soient  : 

f  =  -^  la  dilatation  ou  la  proportion  de  Textension  de  cette 
tnq  . 

diagonale  mp^ 
g-atîSïl^  glisseinebt  (diaprés  la  définlUon  S  3). 

Les  deux  triangles  semblables  Iqq^^  kpq  donnent  la  proportion 
pk       pq  mq        pq     mq 


pk 


mq 


sJl 


Mttls  10  f oppoft  ^—  dé  la  hauteur  à  rhypotéuuse  du  triangle  rec- 
tangle mpq  est  le  plus  grand  possible  lorsque  la  perpendiculaire  pk 
se  confond  avec  la  deml-dlagonale  po  du  rectangle  double ,  et  la 
valeur  de  ce  rapport  est  alors  égale  à  1/2,  C'est  donc  pour  pq  =  pnii 
ou  dans  une  direction  mq  prise  à  AS  degrés  que  le  glissement  pro^ 
duit  la  plus  grande  dilatation.  Et  cette  dilatation  est 


g 
2' 


bu  là  moitié  du  glissement 


n 
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La  plas  grande  contraction  de  pn,  deuxième  diagonale,  a  lieu 
aussi  quand  elle  est  inclinée  d*un  demi-droit  et  elle  a  la  même 

grandeur  |. 

Tout  glissement  équivaut  donc  à  une  dilatation  et  à  une  con" 

traction  moitié  moindres  ^  suivant  des  directions  faisant  dans  son 

plan  un  angle  dend^oit  avec  les  lignes  ou  les  faces  sur  lesquelles 

il  a  eu  lieu* 

La  résistance  au  glissement  peut  être  r^ardée  comme  une  résis* 

tance  à  cette  dilatation  et  à  cette  contraction  obli- 
ques. C'est}  si  Ton  veut^  la  résistance^à  la  transfor- 
mation de  petits  carrés  en  losanges  et  de  petits 
\n\  cercles  matériels  anc  en  ellipses  aj/iiCi  parrcxten- 
sion  d'une  des  diagonales  ou  d'un  des  diamètres  à 
U5  degrés  et  la  contraction  de  Tautre. 
néciproquement  une  dilatation  dans  un  sens  quelconque,  avec 
ou  sans  contraction  dans  des  Sôns  à  angle  dfolt,  en  allongeant  ou 
aecoufclssant  les  côtés  de  petits  rectangles  formés  par  des  lignes 
parallèles  et  perpendiculaires  à  ce  sens,  change  en  parallélo- 
grammes les  petits  rectangles  dont  les  côtés  y  sont  incliaés^  et 
produit  par  conséquent  des  glissements;  excepté  dans  le  seul  cas 
où  il  y  aurait  la  même  dilatation  ou  contraction  dans  toutes  les 
directions* 

S  7.  Limite  des  glissements  déduUe  de  la  limite  des  extensions, 
dans  les  solides  d'égale  contextufe  en  tous  sens.  Limite  des  efforts 
tangeniielSk  —  Il  suit  de  là  que  si  Ton  pettt  faire  supporter  4  une 
pièce  solide  d*une  manièi^  permanente»  sans  danger  d*énerva4ion 
et  de  rupture  m6me  éloignée*  des  tractions  longitudinales  capa* 
blés  de  Tétendre  dans  une  proportion  désignée  ($$  19  de  la  note 
du  n"*  31  et  10  de  la  note  du  n°  ll^i)  par 

*  -f 

et  si  Ton  suppose  sa  matière  telle  que,  dans  tous  les  sens,  cette  li-* 
mite  des  extensions  dangereuses  soit  la  même  que  dans  le  sens  lon- 
gitudinal, on  peut,  aussi  sans  danger,  faire  glisser  les  uns  devant 
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les  auti*es  les  éléments  de  ses  sections  ou  de  ses  fibres  de  quantités 
dont  le  quotient  par  leurs  distances  n'excède  pas  une  proportion 
double,  ce  qui  donne  pour  la  limite  des  glissements 

g'==2i'=.2|; 

expression  dans  laquelle  E  représente  le  coefficient  d'élasticité  di  ex- 
tension et  Ro  la  limite  des  tractions  non  dangereuses  de  cette  ma* 
tière  d'égale  contexture  eu  tous  sens ,  pour  l*unité  de  la  section 
transversale  d*un  petit  prisme  qui  en  serait  extrait. 
Si  donc  nous  appelons 

T  Teffort  tangentiel  capable  de  rompre  immédiatement  par  glis- 
sement ; 

Et,  aussi  par  unité  superficielle  : 

T.  la  limite  des  efibrts  tangentiels  qui  peuvent  être  supportés 
sans  danger  pendant  un  temps  indéfini  ; 

Cette  dernière  Xorce  T.  s'obtiendra  en  mettant  pour  le  glissement 
g  dans  Texpression  (S  5)  Gg  de  TelTort  tangentiel  par  unité  de 
surface,  la  limite  g'  des  glissements  non  dangereux  dont  nous 

venons  de  donner  la  valeur  :=  2i'  =  2  -rr  ;  car,  en  deçà  de  cette  li- 

El 

mite  très-resserrée,  les  efforts  en  général  n'ont  pas  encore  cessé 
d'être  proportionnels  aux  effets  (  S  2  de  la  note  du  n"*  21).  Nous 
aurons  donc 

Le  rapport  des  limites  des  efforts  tangentiels  et  des  efforts  de  trac* 
tion  non  dangereux  est,  ainsi,  double  du  rapport  des  coefficients 
d'élasticité  de  glissement  et  d'extension,  dans  les  matières  isotropes 
ou  d'égale  contexture  en  tous  sens. 

T 
I«  rapport  g ,  seul  détermlnable  directement  par  expérience,  des 

eflbrts  produisant  la  rupture  immédiate  par  glissement  et  par  exten- 

sibn,  peut  en  difiérer  beaucoup.  Aussi ,  pour  avoir  ^,  nous  allons 

déterminer  »  au  moyen  de  considérations  de  statique  moléculaire. 
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S  8.   Détermination  théorique^  pour  les  matières,  d'égale  coïi" 

texture  1*  Du  rapport  rr  des  coefficients  d'élasticité  de  glissement 

et  d^ extension;  2*  du  rapport  t)  ($  5  de  la  note  du  n*  21)  des  contrac- 
tions transversales  des  prismes  aux  dilatations  longitudinales  qui 
les  provoquent  quand  les  faces  ne  sont  pas  pressées  latéralement. 
—  C'est,  comme  a  dit  Navier,  au  n"  1,  «  par  le  jeu  des  forces  d'at- 
traction et  de  répulsion  mutuelle  des  molécules  des  corps  qu'on 
rend  raison  des  phénomènes  de  l'élasticité.  »  La  pression  ou  tension 
intérieure  résultant  de  l'action  totale  d'une  portion  d'un  corps  élas- 
tique sur  une  autre  portion  qui  en  est  séparée  par  une  petite  face 
plane  telle  qu'un  élément  ab  (figure  ci-dessous)  d'une  de  ses  sec- 
tions, n'est,  ainsi,  autre  chose  que  la  résultante  de  toutes  les  forces 
moléculaires  qui  s'exercent  d'un  côté  à  l'autre  à  travers  la  superficie 
de  cet  élément  Or  soient 

M  le  centre  de  ce  petit  plan ,  qu'on  peut  supposer  (pour  fixer  lès 

idées)  limité  par  un  cercle; 
ta  sa  surface; 
r  la  distance  Mm  de  son  centre  M  à  une  molécule  quelconque  m 

située  à  droite; 
X  la  distance  de  m  au  petit  plan  prolongé  au  besoin  ; 
R  l'intensité  de  l'action  de  deux  molécules  du  corps  à  la  distance 

et  dans  la  direction  r; 
n  le  nombre  des  molécules  contenues  dans  l'unité  de  volume  du 

même  corps  aux  environs  de  M. 

Pour  avoir  la  résultante  générale  des  actions  moléculaires  à  tra- 
vers co,  additionnons  d'abord  toutes 
celles  qui  s'exercent  à  des  distances 
égales  et  parallèles  à  Mm  =  r.  Les 
molécules  de  gaucho  dont  elles 
émanent   sont   toutes  contenues 

Xl^^^"'^^^  /  dans  un  cylindre  oblique  aôdc  dont 

jj  /m 

'  la  base  est  ti>  et  dont  les  arêtes  sont 

égales  et  parallèles  à  r,  en  sorte  qu'il  y  a  un  nombre  ncox  de  ces  mo- 
lécules. La  somme  de  toutes  ces  actions  parallèles  et  égales  est 
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(Dn  n*  1S9). 

fUùX  .  R« 

Déeompoflte  normalement  à  la  Haoe-^^»  oette  somme  ou  résultante 
partielle  aura  pour  Intensité 

nwRx- 

r 

On  peut  donc  représenter  la  résultante  générale,  ou  Taotion  molé- 
culaire totale  à  travers  cd»  ainsi  décomposée  normalement»  par 

r 
la  somme  S  s'étendant  aux  valeurs  de  r  =  M771  relatives  à  toutes 
les  molécules  m  situées  du  côté  droit  pour  lesquelles  R  —  ne  se  ré- 

T 

dult  pas  i  une  grandeur  insensible,  vu  le  décroissement  rapide  de  R 
quand  la  distance  augmente. 

Si  on  appelle  pn  cette  môme  résultante  rapportée  à  Tunité  su- 
perficielle de  la  face  u,  on  a 

Pa  =  nSR  — . 

Or,  appliquons  cette  expression  générale  de  la  pression  ou  ten- 
sion estimée  normalement,  à  Tétat  où  se  trouve  le  corps  élastique 
s'il  a  éprouvé  des  dilatations  très-petites 

t.     i\      i" 

respectivement  dans  le  sens  de  Mx  normal  à  la  face  «d,  et  de  deux 
autres  lignes  de  coordoiînées  My,  }Az  perpendiculaires  entre  elles 
et  &  Ma;,  et  par  conséquent  tracées  sur  «.  Si  nous  appelons  : 

y,  Z  les  proilectioss  de  Mm=  r  sur  My,  Mz; 

et  si,  pour  simplifier,  nous  supposons  le  point  M  resté  immobile 
ainsi  que  les  axes  coordonnés  (ce  qui  n'influe  ni  sur  les  écarte- 
ments  ou  rapprochements  moléculaires  ni  sur  les  forces  quMis  dé- 
veloppent), le  point  m  aura  éprouvé  respectivement  dans  les  trois 
sens  X,  y,  z,  des  déplacements 

tx,    l'y,    i"t,   . 

dont  les  projections  sur  la  direction  de  Mm,  ajoutées  ensemble , 
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(Du  n*  ±SZ), 

donnent  pour  Taugmentation  très-petite  Br  de  longueur  de  cette 
ligne  r  =  Mm  : 

r  r  r 

Les  actions  développées  par  les  déplacements,  ou  les  actions  molé- 
culaires en  sus  de  celles  qui  existaient  antérieurement  et  qui  se 
faisaient  équilibre,  sont  proportionnelles  à  ces  augmentations  de 
distance,  et  se  trouvent  représentées  par  Whr  si  R'  est  la  dérivée  de  R 
par  rapport  à  r.  Mettant  en  conséquence  R'Sr  au  lieu  de  R  dans  Tex- 

X*  R' 

pression  p„  =?  noR  —  et  faisant  n  -^  =  jR,  quantité  qui  dépendra 
comme  R  de  la  grandeur  de  r  et  de  sa  direction,  on  aura  simplement 

On  obtiendra  des  expressions  analogues  pour  les  actions  totales 

à  travers  des  faces  perpendiculaires  respectivement  aux  y  et  aux  2, 

décomposées  perpendiculairement  à  ces  faces  ;  actions  que  nous 

appellerons 

Pyy     et     |)„. 

Faisons  donc,  vu  la  symétrie  que  la  contexture  est  supposée  avoir 
en  tous  sens  avant  les  déplacements  * 

Sllx*=SjRy*  =  Slîz*  =  A, 
SRyV  =  SRzV  =  SjRx»y« = G  ; 

nous  aurons  pour  les  pressions  ou  forces  élastiques  à  travers 
Tunité  superficielle  des  trois  faces  perpendiculaires  aux  x,  y,  z, 
estimées  normalement  à  ces  faces  : 

Mais  les  coefficients  A,  G  dépendent  Tun  de  l'autre. 

En  effet  si  x'  est  la  projection  de  Mm=r  sur  une  nouvelle 
droite  Mo:',  bissectrice  de  Tangle  zMo;,  la  symétrie  ou  Tégalité  de 
contexture  en  tous  sens  exige  qu'ont  ait  encore  : 

A  =  SHx*. 
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(Du  n«  159). 


Or  on  a 

i 
x'*  =  "  (X*  +  /ix'z  4-  6xV  +  ûxz»  +  z^). 

Substituant  dans  Snx'*  on  devra  mettre  zéro  pour  les  deux  soiDûies 
dans  lesquelles  il  entre  des  puissances  impaires  de  x  et  z»  car»  on 
vertu  de  la  même  symétrie  de  contexture  moléculaire  de  part  et 
d^autre  des  plans  coordonnés,  ces  sommes  se  composeront  de 
termes  égaux  deux  à  deux  au  signe  près.  On  auca  donc  simple- 
ment 

A  =  ^  (2A  +  6G), 
a 

ou 

A  =  3G; 

en  sorte  que  lôs  formules  des  pressions  ou  tensions  normaieB  wix 
trois  flioes  peuvent  dtre  écrites  s 

Or,  supposons  qu'il  n'y  ait  de  pression  <^  tension  que  ûmom  l9 
sens  Xy  ou  que  * 

•  Pyy=0,     p„=0. 

Il  en  résultera 

0  =  t  +  8t'-fi",    0  =  t-fi'  +  S*"; 
d'où  : 

1  . 

U 


i'=z''  =  —  Tî. 


Gela  montre  bien  que  lorsque  les  pressions  latérales  sont  nnUes, 
un  prisme  d'une  matière  d^égale  contexture  éprouve  djitasies  deUx 
sens  transversaux  des  contractions  égales  au  quart  de  la  dilatation 
longitudinale  qu'on  lui  fait  subir  ;  ou  que,  t)  désignant  comme  à 
la  note  du  n"  21  le  rapport  des  contractions  latérales  à  cette  dila- 
tation longitudinale,  on  a 


''  =  4- 
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(Du  a"  f  &9). 


Cherchons  maintenant,  par  les  mêmes  considérations,  le  rapport 
des  coefficients  d'élasticité  dergiissement  et  d^extensibn. 

Si,  an  lieu  de  décomposer  suivant  x,  ou  normalement  à  la  pBtltd. 
face  ab  =  u),  la  somme  (page  198} 

n%iX .  IV 

deft  actions  8*exerçant  à  travers  u  à  des  distances  toutes  égales  et 
parallôles  &  Mm  =  r,  on  les  décompose  suivant  y  y  on  a 

r 

et,  ^n  désigntint  par  p^y  ractlon  totale  ou  pression  Ainsi  déconl- 
posée  tangentieilement  à  la  face  &>  à  travers  laquelle  elle  s'exerte, 
pour  Tunité  superficielle,  on  obtient 

r 


Or  supposons  que  le  corps  n'ait 

éprotivé  avcune  dilatation  dabs  les 

^       ^^     I     BOBB  ractangulairto  x,  y,  g^  mais 

ï^^xt-^^*  que  le  pian  zMx  et  tous  ceui^  qui 

lui  sont  parallèles  aient  tourné  au- 
tour de  leur  Intersection  avec  le 
plan  yMr  d*un  anglô  trè&^petlt 

g 

qui  sera  évidemment  un  glissement  sur  les  parallèles  aux  y  dans  les 
plans  parallèles  à  yMx, 

Dans  ce  mouvement,  le  point  m,  ayant  tourné  d*un  petit  arc 
dont  X  est- le  rAyon^  aura  chettiné,  dans  le  sens  y,  de 

xg; 

ce  qui,  en«projetant  ce  déplacement  sur  Mm=r,  aura  produit  un 
petit  accroissement  de  r 

8r  =  xg  ^ . 

r* 
On  aura  donc  en  mettant  comme  ci-dessus  iW= JR  —  Br  pour  R 

dans  nS  R  ^ 

r 
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(Du  no.  169). 

Pxy  =  gSRx*y'  ; 

ce  qui  montre  que  le  coefficient  de  g  est  an  de  ceux  que  nous  avons 
désignés  tout  à  l'heure  par  G,  et  qu^on  a 

P^  =  Gg. 

Ce  coefficient  de  glissement  ou  di  élasticité  tangentielle  est  é^l 
à  celui  d^élasiicité  latérale  qui  affecte  les  dilatations  transversales 
i\  i"  dans  la  formule  pxx  =  3Gii  + G»' H-Gi"  de  la  pression  ou  ten- 
sion longitudinale  pxm  d'un  prisme  d'égale  contexture. 

Mais,  lorsque  ce  prisme  dilaté  longitudinalement  ou  suivant  les  x 
dans  une  proportion  i  n'éprouve  aucune  pression  latérale,  il  est, 
comme  on  vient  de  voir,  contracté  latéralement  ou  suivant  les  p 

et  les  z  dans  des  proportions  - 1  qui,  mises  pour  —  i\  —  t"  dans 
p„:=G(3i  +  i'  +  t'O  donnent 

Ce  qui  affecte  »\  dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  doit  être 
la  valeur  du  coefficient  d'élasticité  d'extension  E.d*aprè8  la  défini- 
tion de  celui-ci.  On  a  donc  : 

i 

OU  le  coefficient  de  glissement  égal  aux  deux  cinquièmes  du  coeffi- 
cient ou  module  d'extension  dans  les  prismes  dont  la  matière  est 
d'égale  contexture  en  tous  sens  (^). 

Les  expériences  sur  la  torsion  (voyez  ci-après  n°  162}  n'y  con- 
tredisent nullement  car  celles  qui  ont  été  faites  Jusqu'en  1833 

1 

ont  donné,  moyennement,  environ  G  =  ^r  E  pour  des  matières  où 

o 

cette  égalité  de  contexture  n'était  qu'approchée. 

(>}  Od  trouve  à  Doire  Mémoire  sur  la  flexion  intérô  au  Journal  de  M.  Liouville 

en  48&6,  art.  7  et  9,  une  autre  démons  ira  tien  simple  de  l'égalité  du  coefficient  de 

gllsaement  à  celui  qui  affecte  les  dilatations  transversales  dans  l'eipretsion  de  la 

4       G 
tension  longitudinale,  et  du  rapport  -  =  -  entre  ce  coefficient  G  et  celui  de  la  di- 

d  A 

laution  longitudinale,  (r.  Appendices  ci-après,  p.  559,  565, 580,  647,  805.) 

x'  xy 

Elle  ne  s'appuie  pas  sur  les. expressions  ci-deasus  pjtx =nSu  — ,  pr.y  =  mSh  —, 

r  T 
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(Du  n"  flS9). 

S  9,  Rapport  entre  la  limite  To  des  efforts  tangeniiels  et  la 
limite  R,  des  efforts  de  traction  dans  les  solides  d'égale  contexture. 
Comparaison  à  Vexpérience,  —  Si,  dans  Tégalité  obtenue  %  7  ; 

nous  mettons  pour  g-  la  valeur  3/5,  à  laquelle  nous  venons  d*ar- 

river  par  la  considération  des  actions  moléculaires  dont  les  résul- 
tant^ constituent  les  pressions  ou  tensions  intérieures  normales, 
tangentielles  ou  obliques  aux  faces  à  travers  lesquelles  elles  s'exer* 
cent,  nous  trouvons 

T.  =  gR. 

pour  la  relation  entre  les  limites  des  elTorts  capables  d*ètre  indéfi- 
niment supportés  tangentiellement  et  perpendiculairement  par  une 
même  face  matérielle.  Elle  a  été  trouvée  (note  (a)  du  n*  167  ci-après) 
par  Navier  à  propos  de  la  torsion,  quolqu*il  ne  Tait  pas  aperçue  dans 
le  mode  d'action  qui  fait  le  sujet  des  n*'  152  à  155. 

T 

On  ne  doit  pas  s'attendre  à  ce  que  ^  ou  le  rapport  des  efiforts  tan- 

gentiels  et  normaux  capables  de  rompre  immédiatement  soit  &/5 
comme  ^.  Cependant  les  expériences  de  MM.  Gouin  et  G'*  ont 

Ko 

donné  précisément  ce  rapport  A/5  entre  les  poids  produisant  la  rup- 
ture de  petites  tringles  de  fer  par  cisaillement  etj)ar  extension,  car 
la  moyenne  de  ceux-là  a  étédSOO  kilogrammes,  et,  la  moyenne  de 
ceux-ci,  AOOO  kilogrammes  par  centimètre  carré  (*)• 

S  10*  Application  de  ces  principes  dans  les  cas  exceptionnels  où 
la  section  de  glissement  est  astreinte  à  rester  plane.  —  Une  sec- 
tion ab  d'un  prisme  sollicité  transversalement  doit  rester  à  peu 
près  plane  lorsqu'elle  est  soumise  à  ce  que  M.  Vicat  appelle  un  en- 
castrement  complet  (*)  c'est-à-dire  lorsqu'elle  n'est  pas  seulement 

(>)  Leçons  but  la  rétistance  des  matériaux  de  M.  Morio,  S*  édUioo,  4SS7,  n*  40, 
page  34. 
(*)  Annales  des  ponts  et  chaussées  1833,  S*  lemetlra,  pagei  t43,  185!,  947. 
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(Du  n*  159]. 

contenue,  mais  scellée  ou  soudée  avec  une  matière  plus  rigide,  ou 
lorsqu'elle  se  trouve  sollicitée  parallèlement  à  son  plan  par  deux 
forces  opposées  agissant  à  une  distance  extrêmement  petite  et  ten- 
dant à  trancher  comme  il  arrive  pour  les  sections  des  rivets  dans  le 
plan  de  contact  des  tôles  quMls  assemblent  n  y  a  aussi,  comme  Ta 
remarqué  M.  Vicat,  certaines  sections  qui,  sollicitées  dans  leur  plan 
par  une  force  à  laquelle  font  équilibre  deux  autres  forces  extérieures 
agissant  à  distance  mais  symétriquement  de  partet  d^autre,  n^ont 
aucune  raison  de  s^infléchir  plutôt  à  droite  qu'à  gauche  et  qui  doi- 
vent rester  planes;  comme  par  exemple  la  section  milieu  d^une 
pièce  droite  horizontale  à  laquelle  est  suspendu  un  poids  à  égale 
distance  de  ses  deux  extrémités  appuyées. 

Sur  une  de  ces  sections  exceptionnelles,  amb  par  exemple,  Fin- 
clinaison  n^mn  des  fibres  ou  le  glissement  g  peut  être  regardé  comme 

I  ayant  la  même  valeur  pour  tous  les  éléments  dco, 

■"■' .     en  sorte  que  si  P  est  la  force  transversale  qui 

^"^ ,.. — 5-     l'engendre,  on  a  (S  5) 

, 3  p 


expression  où  Ton  peut  mettre  pour  G,  quand  sa  détermination  n*a 
pas  été  l'objet  d'expériences  (voyez  à  la  torsion)  les  2/5  du  coeffi- 
cient d'élasticité  E  d'extension  ($  8). 

Et  la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  attribuer  sans  danger  d^une 
manière  permanente  à  cette  force  transversale  P  supposée  agir  de 
manière  à  ne  pas  produire  autre  chose  que  le  glissement  en  cet  en- 
droit de  la  pièce  sera 

P  =  T,<o, 

la  constante  T.  étant  déterminée,  ou  par  des  expériences  directes, 
ou  en  la  regardant  comme  égale  (S  9)  aux  hib  de  la  limite  plus 
connue  R<»  des  forces  d'extension  non  dangereuses. 

Mais  le  glissement  est  généralement  variable  dans  l'étendue  des 
sections.  Nous  verrons  aux  deux  notes  suivantes  ce  quHlfaut  alors 
Jaire^  ainsi  que  dans  les;  cas  où  il  y  a  à  la  fois  glissement  et  exten- 
sion ou  flexion. 
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1S3.  Revenons  maintenant  à  la  considération  du  solide  dont 
la  partie  à  gauche  du  point  A  est  encastrée  fixement,  mais  dont 
la  partie  à  droite  de  ce  point  est  libre ,  et  sollicitée  à  son  intré- 
mité  M  par  le' poids  P.  D'après  les  remarques  faites  dans  le 
n*  n,  l'équilibre  de  la  partie  AM  exige  que  les  forces  inté- 
rieures développées  dans  la  section  transversale  A  par  l'action 
du  poids  P  aient  des  composantes  verticales  dont  la  somme  soit 
égale  à  ce  poids;  et  il  faut  de  plus  que  les  composantes  hori- 
zontales de  ces  mêmes  forces  fassent  équilibre  au  poids  P  au- 
tour de  Taxe  horizontal  correspondant  aux  fibres  dont  la  lon- 
gueur ne  varie  pas.  Nous  avons  considéré  jusqu'ici  ce  dernier 
équilibre  seul  ;  mais  dans  le  cas  dont  il  s'agit  il  devient  néces- 
saire de  considérer  également  l'équilibre  des  forces  verticales. 
Supposons  donc  ces  forces  verticales  développées  dans  la  sec- 
tion d'une  manière  conforme  k  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus 
(ce  qui  ne  peut  être  bien  éloigné  de  la  vérité,  surtout  lorsque 
la  longueur  du  solide  est  fort  petite),  nous  écrirons  d'abord 

l'équation 

P  =  DS.ie. 

Et  quant  à  l'équilibre  de  rotation,  si  nous  représentons  par  p  le 
rayon  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  affectée  par  l'axe  Ion  - 
gitudinal  du  solide  au  point  A,  nous  aurons,  conformément  k 
ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  précédent,  pour  exprimer  l'équi- 
libre, l'équation 

a  désignant  toujours  la  longueur  AM,  et  E  ayant  la  significa* 
lion  indiquée  n»  77.  ' 

Lorsque  le  solide  supportek*a  sans  rompre  l'action  du  poids  P, 
nous  regarderons  l'équilibre  qui  s'établit  dans  la  section  A 
comme  étant  exprimé  par  ces  deux  équations.  Si  la  longueur  du 
solide  était  presque  nulle,  on  considérerait  seulement  la  première. 
Si  cette  longueur  était  fort  grande ,  on  considérerait  seulement 
la  seconde.  Dans  les  cas  intermédiaires  on  les  considérera  toutes 
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deux,  et  elles  donneront  respectivement  les  valeurs  des  quan- 
tités S  et  p  exprimant  respectivement  le  degré  d*aliongement 
des  parties  dans  le  sens  vertical^  et  le  degré  de  flexion  qui  a  lieu 
au  point  d'encastrement  A  (*). 


(*)§!.  Les  sections  transversales  libres  de  se  courber  restent  Jior- 
maies  à  la  surface  du  prisme  Jléchi*  Autres  théorèmes  relatifs  au 
contour  des  sections.  —  Au  lieu  de  «  ce  degré  d^allongement  »  dont 
parle  encore  ici  Tauteur  sans  le  définir,  les  principes  de  la  note  du 
n*  précédent  vont  nous  conduire  à  calculer  les  glissements  ou  les 
inclinaisons  prises  sur  les  sections  par  les  fibreâ,  et  ^augmentation 
qui  en  résulte  dans  la  fléché  produite  par  Une  force  ployant  en 
môme  temps  un  prisme;  àugmctitation  dont  la  proportion  est  sen^ 
sibie  lorsque  le  prisme  est  court. 

Les  glissements  varient  en  général  d'un  élément  à  Tautre  des 
sections  transversales  pVimItttement  planes»  ce  qui  tient  &  la  oour^ 
buro  ou  au  gauchissement  quelles  prennent  généralement ^  car 
celles  dont  nous  avons  parlé  au  §  10  de  la.  note  du  n"  précédent, 
et  qui  sont  empêchées  de  s'infléchir  »  ne  font  qu'une  rare  exception. 

Pour  apprécier  les  circonstances  de  cette  courbure  prise  par  les 
sections ,  remarquons  d*abord  en  général  qn^  partout  oîl  la  surface 
extérieure  â^un  corps  d égale  élasticité  en  tous  sens  est  libre,  ou 
fCéprouce  que  des  actions  normales  comme  la  pression  de  Tatmo- 
sphère  ou  d'un  autre  fluide  en  repos,  et  aucune  action  (angentlelle, 
il  n'y  a,  par  cela  seul  (S  5  de  la  note  du  n*  précédent)  aucun 
glissement  sur  cette  surface*  Par  conséquent»  après  la  flexion  ou 
autre  petite  déformation  du  corps,  les  petites  lignes  matérielles 
qui  étaient  primitivement  normales  à  cette  surface  extérieure  lui  sont 
encore  n^rmaleSk 

Il  suit  de  là 
.    1*  Que  ces  lignes  normales  mn^  traoéei  dans  le  plan  primitif 

d'une  section  mwm  normale  elle-même  aux 
f^ — wy^  \  "i  :>N  arêtes  d'un  prismei  restent  normales  au  con- 
I  r'  j^m  "il    \  tour  de  cette  section  quelle  que  soit  la  petite 

V         \l'-         l   y   modiflcalion  que  ce  contour  a  éprouvée;  ce 

qui  est  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  dit 
au  S  3  delà  note  du  n°  80  de  la  forme  du  contour  après  une  flexion. 
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T  Que  leâ  sections  planes,  en  se  gauchissant  ou  en  se  changeant 
en  surfaces  légèrement  courbes,  restent  normales  aux  faces  latérales, 
quel  que  soit  lé  petit  obangemeut  de  fbrme  éprouvé  par  celles-ci. 

3*"  Que  lorsque  la  surface  latérale  du  prisme  a  des  arêtes  sail- 
lantes (comme  pour  les  prismes  à  base  rectangle  ou  polygonale) 
les  sections  infléchies  testent  normales  â  ces  arêtes  deveniies  cour- 
bes.  £n  effet,  elles  sont  normales  à  la  fois  aux  deux  faces  contigués 
qui  se  coupent  suivant  Ces  arêtes. 

U*  Que  le  glissement  principal  sur  les  sections,  aux  divers 
pointa  m,  m,  m  de  leur  contour,  ne  peut  être  dirigé  que  suivant 
la  tangente  à  ce  contour  aux  mêmes  points.  Car  comme  les  âbres 
ou  lignes  tnatérielles  m/,  ml  primitivement  perpendiculaires  au  plan 
de  la  section  sont  restées  perpendiculaires  aux  petites  lignes  mn  qui 
sont  tracées  sur  la  section  et  qui  n'ont  pas  cessé  d'être  normales 
au  Contour  mmm,  ces  lignes  ml  devenues  légèrement  inclinées  sur 
la  section  ne  peuvent  sV  projeter  que  suivant  Télément  du  contour 
oU  la  tangente. 

Ces  théorèmes  sont  également  vrais ,  comme  11  est  facile  de  le 
prouver,  lorsque  la  contexture  de  la  matière  du  prisme,  symétri- 
que par  rapport  aux  sections,  n'est  égale  que  dans  tous  les  sens 
transversaux  et  est  du  reste  différente  dans  le  sens  longitudinal 
comme  il  arrive  pour  les  bois  et  autres  corps  fibreux. 

Ils  ne  peuvent  concerner  les  sections  à  encastrement  compleidont 
il  a  été  question  au  commencement  du  $  10  do  la  note  du  n"*  162| 
car  à  leur  contour  la  flexion  développe  «  sur  les  faces  latérales ,  des 
résistances  tangentielles  longitudinales  dues  au  scellement  ou  à  la 
soudure.  Semblable  chose  peut  être  dite  pour  les  sections  au  con- 
tour desquelles  se  trouvent  appliquées  les  forces  extérieures  isolées 
(comme  pour  la  section  des  rivets  dans  le  plan  des  tôles  qu^llà  as- 
semblent), car  cette  application  de  forces  a  lieu  par  Tintermédiaire 
do  corps  qui  (comme  ces  tôles)  exercent  sur  la  surface  des  frotte- 
ments énergftiues.  Ces  sections  exceptionnelles,  susceptibles  de 
rester  planes,  pourront  couper  obliquement  tout  ou  parlld  des  faces 
latérales  du  prisme  fléchi. 

S  2.  Loi  de  variation  des  glissements  aux  divers  points  des  sec'- 
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Hons  cTun  prisme  rectangulaire  mince  Jléchi  de  champ.  Forme  de 
doîicine  affectée  par  les  sections  primitivement  planes.  —  Toutes  les 
autres  sections,  faites  dans  les  parties  des  pièces  fléchies  où  les 
faces  latérales  n'éprouvent  que  la  pression  do  l'atmosphère,  de- 
vront se  gauchir  pour  peu  que  l'équilibre  exige  qu'il  s'y  développe 
des  actions  tangentielles,  afin  de  pouvoir  rester  normales  à  quel- 
ques fibres  du  conteur  et  s'incliner  sur  d'autres  fibres;  en  sorte  que 
le  glissement  variera  d'un  élément  à  l'autre  de  ces  sections. 

Pour  déterminerlaloi  de  sa  variabilité,  prenons  le  cas  le  plus 
simple,  celui  d'un  prisme  rectangulaire  ABDC  dont  les  sections 
transversales  abb'a'  aient  une  largeur  aa'  assez  petite  par  rapport 

à  la  hauteur  ab  pour  que  les 
glissements  puissent  être 
regardés  comme  égaux  en 
tous  les  points  appartenant  à 
chaque  droite  mm'  parallèle 
à  la  laideur  aa\  ou  perpen- 
diculaire au  plan  de  sollici- 
tation AGP.  Soient  ab,  cd  les 
coupes  longitudinales  inflé- 
chies de  la  section  abb'a*  et 
d'une  section  très -voisine; 
ces  coupes  auront  la  forme  de  doucines  rencontrant  perpendiculai- 
rement les  coupes  AG,  BD  des  faces  supérieure  et  inférieure  du 
prisme ,  auxquelles  les  sections  seront  restées  normales  ainsi  qu'au 
faces  latérales  ($  précédent). 

Posons  l'équation  d'équilibre  de  translation  longitudinale  de  la 
petite  tranche  solide  dont  la  coupe  transversale  est  mm'p'p  et  la 
coupe  longitudinale  mnqp^  et  qui  est  comprise  entre  ces  deux  sec- 
tions ab,  cd  et  deux  plans  parallèles  aux  faces  supérieure  et  infé- 
rieure du  prisme.  Soient 

5  et  c  la  largeur  aa'  et  la  hauteur  ab  de  la  section  ; 

P  la  force  qui  agit  transversalement  en  N  à  la  distance  ON  =  a 
de  la  section  d'encastrement  AB,  pour  fléchir  le  prisme,  et  qui 
fait  en  même  temps  glisser  les  sections  les  unes  devant  lesautres  ; 
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XfX-hdx  les  abscisses  Oo ,  0^  des  deux  sections  aoby  ctd; 

VfV  +  dv  les  ordonnées  om,  op  des  deux  plans  comprenant  pri* 

mitivement  la  tranche,  Torigine  o  étant  prise  sur  la  ligne  oo' 

des  fibres  de  longueur  invariable  ot; 
P  le  rayon  de  courbure  de  Taxe  OoN  du  prisme  en  o  ; 
g  le  glissement  principal  sur  les  éléments  de  la  section  ayant 

leurs  centres  sur  la  ligne  mm'; 
g»  le  glissement  au  centre  de  la  section ,  ou  aux  points  de  la 

ligne  oo'; 
£,  G  les  coefficients  d^élasticité  d'extension  et  de  glissement; 

t3i=zb.c  Taire  de  la  section,  et  I  =  -^77  son  moment  d'inertie  au- 

1.2 

tour  de  oo'. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  au  S  A  de  la  note  du  n"  152,  g ,  qui  est  le 
glissement  sur  mo  ou  sur  mn  dans  le  plan  nmo  de  ces  deux  lignes, 
sera  aussi  le  glissement  principal,  dirigé  longitudinalement,  sur  la 
face  inférieure  mm'  x  mn  de  la  tranche;  et  le  glissement  principal 
sur  la  face  supérieure  j^p'xjTç  sera,  aussi  par  unité  superficielle, 

Comme  les  aires  de  ces  deux  faces  sont  égales  à  bdx^  la  tranche 
se  trouvera  sollicitée  longitudinalement,  ou  parallèlement  à  mn, 
sur  ces  faces,  par  les  deux  forces  opposées  : 

«    Gg.bdx    et     — G^g-f- ^drjWx. 

Mais  la  même  tranche  ou  réunion  de  fibres  est  tirée  longitudina- 
lement en  arrive,  sur  la  base  de  gauche  pm^  en  vertu  des  exten- 
sions provenant  de  la  flexion,  par  une  force  dont  la  grandeur,  pour 
Tunité  superficielle,  est,  comme  nous  savons  (n^  77), 

p 

produit  du  coefficient  d'élasticité  d'extension  par  la  dilatation  - 

des  fibres  au  passage  à  travers  lasection  abb'a'.  Et  l'on  a,  pourl'équl^ 
1.  U 
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libre  de  rotation  entre  la  force  P  dont  le  moment  autour  de  oo'  est 
P(<2  — -â;}  et  les  forces  intérieures  E  -  dcD  qui  s^exercent  à  travers 
la  môme  section,  Téquation 


s 


E  -  dw.p  =  —  =  P(a  —  x)  ; 
P  P     * 


en  sorte  que  la  traction  en  arrière  -  v  par  unité  BuperAoielle  de  la 

base  mp  de  la  tranche  a  pour  valeur 

1  (a  -^  x) .  V. 

La  traction  en  avant  sur  Tautre  base  iiq  s'obtiendra  en  rempla- 
çant 2;  par  :e  4*  dt.  Donc,  eomme  ces  deux  bases  ont  pour  aire  bdv^ 
la  tranche  est  encore  sollicitée  longitudfnalement  par  les  deux 
forces  opposées 

p  P 

—  -  (a'^x)t  .bdt   et    Y* («*— ^""  ^)^  •  ^dv. 

Ajoutons  ces  deux  forces  à  celles  Gg6dr et  —  Gfg  +  ^dvj bdx 

qu'on  vient  de  trouver,  on  devra,  pour  l'équilibre  de  la  tranche, 
avoir  une  somme  2éro.  Il  en  résulte,  en  réduisant  et  divisant  par 
le'  volume  bdvdx  de  la  tranche  : 

Intégrant  depuis  d  s  0»  valeur  pour  laquelle  g  =  g,|  on  obtient 

^        _   P    , 

ce  qui  montreque  les  glissements  varient  parabollquement  des  bases 
aa'  ^  66'  à  la  médiane  00'  de  la  section. 

Oomme  ils  doivent  être  nuls  sur  ces  dent  bases  (S  préoédeut),  on 
otoindra  po«r  te  glissement  eentral  i  en  faisant  g  s  0»  vss:sb|t 
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*"  ""  2GI  \2/   ""  Z13I  "  2  Geo' 


2^1Î 


d'oà  pour  les  autred  glissements 


P 

**^2GI 


m'-fhiU'-m'} 


Cette  expression  satisfait  à  la  condition  d'équilibre  de  translation 
transversale  qui  exige  que  la  somme  des  actions  tapgentiellesGgctu 
sur  la  section  soit  égalé  à  la  force  P,  car  en  remplaçant  dm  par 
Taire  mm'p'p  =  bdv,  et  <o  par  6c,  Ton  a  bien 

{V'*=ife'[«-M(5)>^- 

(1)  N'oiM  avons  à  peioe  besoin  de  éire  que  cette  détetoiinatioD  4u  glisteme/U  cen' 
irai  ou  de  i'InclinaisoD  prise  par  Taie  du  prisme  sur  ces  sections  courbées  en  sur- 
CiCA  eylindrique  à  base  do  douelne  peut  être  donnée  élémentairemefit  dans  tes  cours 
d'Arts  ei  néliors.  On  eoDfoit  racllemeoi  que  lot  srctloni  follieitées  à  gliMer  Puae 
devant  l'autre  doivent  rester  normales  aux  faces  du  prisme  qui  n'éprouvent  que  la 

pression  atmosphérique,  ou  que  le  glisseinent  g  doit  étr«  nul  pour  v  =db-.  Et 

si  l'on  appelle  g|  le  glissement  sur  l'unité  de  la  face  supérieure  pq  de  la  tranche 

mnqp,  on  voit  aisément  queU  dilTérence  g — g^  du  glissement  sur  les  deux  faces 

«m,  pf ,  Mirfiiplié  par  leor  aire  ei  ur  G ,  doli,  ponr  Péqtlllbre  de  la  iri««b«,  êire 

égale  i  rexcét  dei  traeilons  fur  scrteux  bases  mp,  ng,  excès  égal  i  leur  super- 

V      P  X  oU 
tel*  Builipliée  yar  B  -^  ass  ■   ^      v,  traction  sur  l'uBilè  de  la  prinièrey  ffloios 

V,  traction  sur  r  uni  té  de  la  seconde  |  ce  qui  donne,  en  rédnluoi^ 

et  mettant  om  pour  v,  l'expression  t 

p 

c(g-gO=-j  .mX^P, 

qui  idditionade  k  tootea  eellet  de  Mèffid  genre  dcpiis  <mm=:0  jusqa'à  #m  ss  une 

P  V* 

valear  qaelcMit*0  ^  <1mm  Um  €  (g-  ^s)  =r  r  pul*4ue  la  somae  do  produits 

V* 

om  X*"?  <i'oB^  variable  om  =  v  par  8«a  incrément  est  l'aire  -•  du  triangle  rec- 

3    P 

ungle  ijocèlo  dont  elle  est  le  côté.  D'où  l'on  tire  l'expressioa  g.  =  -  —  en  fai<» 

saat  V  s=  U  densi-baulenr  -  ea  néme  tempa  ^ue  g  =s  0  comat  où  viéal  de  voir. 
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3  P 

Une  analyse  exacte  prouve  qu'on  aurait  encore  g,  =  ^  —  pour 

une  section  rectangle  dont  la  largeur  n*est  pas  très-petite  par  rap- 
port à  la  iiauteur,  et  aussi  pour  les  points  du  diamètre  vertical  d'une 
section  circulaire,  si  les  fibres,  en  se  dilatant  longitudinalement, 
n'éprouvaient  pas  une  contraction  latérale  (*);  et  qu'on  tient  compte 
de  l'influence  de  celle-K^i  en  multipliant  le  second  membre  de 

3  P  3 

g,  =  H  7T-  ou  la  fraction  s  par.  ....  0,98;  0,9/i;  0,85, 

2  ucu  12 


lorsquela  largeur  de  lasection  rectangle< 


2' 


1,      2  fois  la  haut'; 


ce  qui  suppose  qu'on  prend  n 


i    6 


2 
5* 


Pour  une  section  circulaire,  il  faut  prendre 

/3         G\   P  7   P     ,         1   G     2 

et,  pour  une  section  elliptique,  la  même  chose  en  multipliant  la 
fraction  7/5  parl,0/ii;  1,035;  1,00;  0,9/i  selon  que  la  largeur  esta 


la  hauteur  comme  »  ; 

o 


1 

2' 


1;       2. 


S  8.  Détermination  de  la  forme  courbe  en  cylindre  à  base  de  dou- 
cine  affectée  par  la  section  après  lajl&don  du  prisme. — Appelons  x 
^  fordonnée  horizontale  ms  du 

point  quelconque  m  de  cette 

c   surface  ou  sa  distance  au  plan 

eo  normal  à  la  courbe  d'axe  ot  ; 

la  petite  inclinaison  j-  de  l'é- 
lément mp  sur  eo  sera  égale  à 
Tinclinaison  A^mr  desa  normale 
mk  sur  une  parallèle  mrk  ot^ 
ou  au*glissement  g = kmn  plus 
la  petite  inclinaison  nnvr  que 

(>}  On  IrooYe  eo  effet  an  articles  49  et  $7  de  notre  Mémoire  sur  la  flexion,  in- 
séré au  Journal  de  mathématiques  pour  4856,  des  formules  (les[demiéres  de  celles 
qui  portent  le  n*  77  et  le  n*  405)  donnant  pour  la  force  tangentlelle— p«s,  la  même 
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la  fibre  mn  peut  avoir  prise  sur  la  fibre  centrale  oL  Cette  dernière 
inclinaison  s'obtient  en  remarquant  qu*à  la  dilatation  longitudinale 

de  la  fibre  en  m  répond  une  contraction  transversale  rj  -  (r^  ayant 
P  P 

la  signification  de  la  note  du  n*  80),  d'où  résulte,  entre  les  points  m 

u         *  f ^    ^"^  1  v'        r'pra— a:)   ,        ,  ^ 

et  0  un  rapprochement  \  ri-  dv  =7)  g-  =tq  -ô  ~pï — '  ^®  P^^"**  ^ 

se  sera  rapproché  du  point  correspondant  ^  de  Taxe,  d'une  quan^ 
tité  pareillement  exprimée  mais  avec— x— dr  au  lieu  de  —x  ;  en 
sorte  que  le  point  m  se  sera  rapproché  de  plus  que  le  point  n^  de 

d'où  résulte,  en  divisant  par  o^=mn:^(Zx,  une  inclinaison 

prise  par  mn  sur  oi.  Ajoutant  cette  quantité  au  glissement  g= 

P    /c'        \ 
=  5g7  (  T*—^  )  trouvé  S  précédent,  on  a 

ce  qui  donne,  en  intégrant  de  manière  que  x  =  0  pour  i;=  o 


3Pc  r2t^  _  f  j  :_'3G\  85^1 


G^est  réquation  de  la  coupe  aob  ou  de  la  base  de  la  surface  cylin- 
drique en  doucine  affectée  par  la  section  après  la  flexion  du  prisme 
par  la  force  P.  Chacune  de  ses  deux  moitiés  est  une  parabole  du 
troisième  degré  ou  une  courbe  tout  à  fait  analogue  à  la  courbe  d'axe 
OotN  du  prisme  fléchi. 

3  p   r      /  î»\*'i 

que  nous  appelons  ici  Gg,  des  expressions  qui  reviennenl  ^  r  --*  1  * — (  —  )     1 

G 

lorsqu'on  y  suppose  nulle  une  quanlité-n  qui  y  représente  le  produit  de  -  par  noire 

rapport  i\  cl- dessus  des  contractions  latérales  aux  dilatations  longitudinales. 


21&  SeCT.  I.   RÉSISTANCE  DES  SOLIDES.  * 

(DUQ'iftS). 

Si  la  section  rectangle  a  une  base  dont  la  grandeur  approche  de 
celle  de  la  hauteur  ou  Texcède»  Tanalyse  prouve  que  la  surface  est 
coupée  par  des  plans  parallèles  à  oe  non  plus  suivant  des  droites, 
mais  suivant  des  lignes  légèrement  concaves  vers  oo';  ces  coupes 
sont  convexes  si  la  sectiou  est  circulaire  ou  elliptique  (Mémoire 
cité  sur  la  flexion}. 

S  lu  Flèche  complète  de  flexion^  eu  égard  au  glissement.  —  La 
force  qui  produit  le  glissement  produit  aussi  ordinairement  une 
flexion.  On  obtiendra  les  déplacements  totaux  des  divers  points  de 
la  pièce  solide  en  composant,  d'après  le  principe  de  superposition 
du  S  2  de  la  note  du  n*  21,  ceux  qui  viennent  de  la  flexion,  calculés 
comme  on  a  fait  aux  SS  77  et  suivants  et  à  leurs  notes,  avec  ceux 
qui  viennent  du  glissement. 

Par  exemple  làjlèche^  ou.  le  déplacement  vertical  total  MN  de 

Taxe  à  l'extrémité  libre  d'une  pièce  encastrée  de  longueur  a,  s*ob- 

Pa' 
tiendra  en  ajoutant  à  ôet^,  valeur  de  cette  flèche  due  à  la  flexion 

OtéX. 

seule  (n*  86),  ce  qui  vient  de  rinclinaison  que  le  glissement  cen- 
tral g,  fait  prendre  à  tous  les  éléments  de  la  ligne  d'axe  sur  les 
normales  aux  sections,  ou  le  produit  de  ge  par  la  longueur  a.  On  a 
donc  pour  là  flèche  complète 

D'où  successivement,  en  mettant  pour  g,  ses  valeurs  ci-dessus 

-.-^     .-„, ,    ^      l'a*  A   .  21  E  r»\       Pc»  /,  .  21  r»  \ 

On  voit  que  le  glissement  n'augmente  sensiblement  la  flèche  que 
lorsque  la  longueur  a  du  prisme  n'est  pas  considérable  par  rapport 
^  sa  hauteur  c  ou  Sn 
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1^4.  A  regard  de  la  rupture^  on  remarquera  que,  confornié- 
mément  aux  notions  présentées  dans  le  n""  112 ,  nous  la  regar- 
dons comme  étant  déterminée  par  un  certain  degré  d'exlension 
acquis  par  les  parties  du  corps  qui  se  trouvent  le  plus  forte- 
ment tendues.  Or  il  est  visible  qu'en  supposant  ici  Tétat  d'équi- 
libre de  la  section  A  conforme  aux  notions  précédentes,  les  par-  ^ 
lies  placées  à  la  face  supérieure  du  solide  dans  cette  section  se 
seront  allongées  par  Teffet  de  l'abaissement  vertical  de  la  par- 
tie AM  et  de  la  flexion  de  cette  partie  »  d'une  fraction  de  leur 
longueur  qui  est  exprimée  par 


\/^<^-- 


ou ,  en  mettant  pour  ^  et  p  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
précédentes. 


-i/I 


,  36a* 
"*"  EV* 


Or  la  grandeor  de  cet  allongement  étant  le  terme  qui  déter- 
mine la  rupture ,  il  «''encuil  que  le  poids  qui  peut  rompre  le 
solide  est  proportionnel  à  l'expression 

bc 


Cette  formule  satisfait  aux  cas  extrêmes  :  si  la  longueur  du 
solide  est  fort  petite^  on  négligera  le  terme  aflfecté  du  rapport 

-j,  et  la  résistance  à  la  rupture  sera  proportionnelle  à  bc^  si  cette 

longueur  est  fort  grande  par  rapport  à  la  hauteur  c ,  on  négli* 

géra  au  contraire  le  terme  jt;;  etla  résistance  sera  proportion  <• 

bc* 
nelle  à  — ,  comme  l'indique  dans  ce  cas  l'expérienoe.  Il  est 

vraisemblable  que,  dans  les  cas  intermédiaires,  la  formule  dont 
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il  s'agit  s'éloignera  peu  des  effets  naturels,  lorsqu'on  déteiminera 

i        36 

les  coeflicients  constants  ^^r  et  7^  de  manière  à  satisfaire  à  des 

résultats  obtenus  directemefft  par  Texpérience  (*)• 


(*}  S  !•  Détermination  de  la  dilaiaiion  maocirnum  qui  se  pro^ 
duit  dans  un  sens  oblique  lorsquHl  y  a  à  la  fois  un  glissement 
transversal  et  une  extension  longitudinale  accompagnée  de  contraC" 
tion  latérale. -^Eù  partant  du  principe  énoncé  au  texte  «  que  la 
rupture  est  déterminée  par  un  certain  degré  d'extension,  »  prin- 
cipe déjà  posé  ci-dessus  (S  /i  de  la  note  du  n*  3)  et  qui  nous  a  con- 
stamment guidé  (note  du  n*  113)  ;  mais  en  l'appliquant  avec  ce  qui 
a  été  établi  sur  le  glissement  aux  notes  des  deux  numéros  précé- 
dents 152,  153,  nous  allons  chercher  une  expression  exacte  des 
conditions  de  résistance  à  la  rupture  éloignée  sous  Taction  de 
forces  produisant  à  la  fois  un  glissement  et  une  extension^  accom- 
pagnée ^  comme  toujours,  de  contraction  dans  un  sens  perpendicu- 
laire, et  pouvant  varier  d*une  fibre  à  Tautre  comme  quand  il  7  a 
flexion. 

Cette  recherche  mérite  d*autant  plus  d'attention  que  nous  en  ap« 
pliquerons  le  résultat  à  l'article  Vl  (note  du  n*  168),  au  cas  pra- 
tique de  torsion  et  flexion  simultanées,  où  les  glissements  ont  une 
influence  capitale. 

Considérons  donc  une  fibre  qui  se  dilate  longitudinalement,  se 
contracte  transversalement,  et,  en  même  temps,  s'iacline  légère- 
ment sur  l'élément  de  section  qui  lui 
sert  de  base ,  ce  qui  produit  un  glis- 
sement sur  celle-ci.  Soient,  avant  les 
déplacements  de  ses  points,  mnqp^  et, 
après,  mn^q{p^  la  coupe,  par  le  plan  de 

glissement  principal,  d'un  élément  de 
cette  fibre,  fs^  nous  appelons 

X,  y  les  dimensions  longitudinale  et  transversale  pg,  ?np; 

i.  A;  les  proportions  de  la  dilatation  de  la  dimension  2,  et  de  la 

contraction  de  la  dimension  y  ; 
g  le  glissement  sur  la  base  mp  ; 
i'i  la  proportion  de  la  dilatation  de  la  diagonale  mq  ; 
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et  si,  jusqu'à  la  ligne  n^q^^  coupe  nouvelle  de  la  deuxième  base, 

nous  tirons  qr  prolongement  de  |>9,  et  p^  parallèle  à  p^qi^  nous 

aurons 

qr  »  ùXf 

et ,  en  considérant  que  rs ,  égal  au  glissement  g  multiplié  par  pr 
(S  U  de  la  note  du  n*i52),  peut  être  regardé  comme  égal  à  la  même 
très-petite  quantité  g  multipliée  par  pq  =  or,  dont  pr  diffère  extrê- 
mement peu  : 

rq^  =  rs^ppi  =  g.x  —  Ar.y. 

Nous  pouvons  prendre  pour  unité  de  longueur  la  diagonale  mq  dont 
nous  avons  à  calculer  la  dilatation  ê|. 

Pour  avoir  cette  proportion  mqi  -^mq  =^  t\  dont  elle  s^est 
agrandie  nous  n'avons  qu'à  projeter  les  deux  petites  lignes  qr^  rq^ 
dont  la  valeur  vient  d'être  donnée ,  sur  le  prolongement  de  mq^  et 
prendre  la  somme  des  deux  projectiona  Or  puisque  m^  =  i,  pro- 
jeté sur  pq ,  donne  x^  qr  ==  i.  x  se  projetant  sur  mq  prolongé  avec 
lequel  il  fait  le  même  angle»  donnera  i  •  x  multiplié  par  x,  ou  tx*; 
et,  par  une  raison  semblable,  puisque  mq  =:  i  projeté  sur  mp 
donne  y,  rgj  =  gx  —  ky  donnera  (gx  —  h/)y. 

Nous  avons  donc  pour  la  projection  t\  de  la  dilatation  qu'éprouve 

le  solide  dans  la  direction  oblique  mq  par  l'effet  de  la  dilatation 

longitudinale  i,  de  la  contraction  transversale  k  et  du  glissement  g 

simultanément  : 

t|±=ix*  +  gacy  — Ary'; 

expression  dans  laquelle  x  et  y,  liés  ensemble  par 

a;»  +  y»  =  1, 

donnent  le  degré  d'obliquité  quelconque  de  mq. 

Pour  que  le  corps  résiste  d'une  manière  permanente  aux  effbrts 
simultanés  produisant  ces  effets,  il  faut  (S  2  de  la  note  du  n*  3)  que 
la  plus  grande  valeur  de  la  dilatation  t\  n'excède  pas  la  .limite 
adoptée,  représentée  ci-dessus  ($$  12  de  la  note  du  n*  21;  A,  5,  10 
de  celle  du  n*  113,  et  7  de  celle  du  n"*  152)  par 

.,        Ro  1     »       ^  To 
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Nous  pourrions  troufer  la  Talear  de  x  donnant  cette  direction 
de  plus  grande  dilatation  en  remplaçant  a;  par  cos  a»  y  par  sfn  a , 
a  étant  Tangle  nmq  fait  par  la  direction  mq  avec  les  fibres,  et  en 
galant  à  zéro  la  différentielle  de  i^  par  rapport  à  a,  ce  qui  donnerait 

tang  2  a  es  1—r  pour  déterminer  Tangle  «  du  maximum. 

Mais,  désirant  continuer  de  donner  cette  recherche  sous  une 
forme  élémentaire,  nous  écrirons  ainsi  la  valeur  de  i^  : 

et  nous  raisonnerons  comme  au  S 10  de  la  note  du  n*  83  pour  les  mo- 
ments d'inertieprincipaux;  ou,  plussimplementencore,  nous  remar- 
querons que  x' — y*  et  2xi/  peuvent  être  regardés 
comme  deux  côtés  AB,  AG  d*un  triangle  rectangle 
dont  Tb^poténuse  BC  est  Funité  (car,  en  consi- 
dérant i  —  (x' — y^Y  comme  la  différence  de  deux 
carrés,  il  est  égal  au  produit  de  1  +  «•  — '  y • = 2x», 
somme  des  racines,  par  is^+j/*sz2y\  différence 
des  racines);  puis»  en  portant  sur  les  côtés  AB,  AG, 

des  longueurs  kb  »  l±-^,  A£?  =  |,  nous  verrons 

que  la  projection,  sur  lliypoténuse  BG,  de  la  ligne  brisée  6Ac,  ou 
de  6c,  sera 

Or  cette  projection  est  à  «m  maxfmom  lorsque  6c  est  parallèle  à  BC 

et  elle  a  pour  grandeur  alors  bc  lul-mème=V  Â6*H-Âc'.  On  a  donc  : 

Maximum  de  i,  =^  ^^  +  V^(4^)'  +  (|)^ 

Le  radical  doit  toujours  être  pris  positivement,  en  sorte  que  si  g  =  o, 
le  maximum  est  i  ou  la  dflatation  longitudinale  lorsque  t  est  positif. 
Mais  lorsque  i  est  négatif  ou  quand  il  y  a  contraction  longitudinale 

i^^k      i  4-  k 
on  a  le  maximum  de  i^  =s:  — 5 —  =  -  Ar,  quantité  alors  po- 
sitive représentant  une  dilatation  transversale. 
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J«e  rapport  de  la  cootraction  latérale  Af  à  la  dilatation  longltadi- 
nale  t  des  fibres  est  celui  que  nous  avons  appelé  i)  et  qui  dépend  de 
Ja  coDtexture  égale  ou  Inégale,  en  divers  sens»  de  la  matière  qui 
est  du  reste  supposée  homogène  ou  la  même  aux  divers  points;  en 
sorte  que  Texpression  précédente  revient  à 

'.=^''-\/(4^')'-(l')V 

Si  Ton  fait  suocesslvement  dans  cette  formule 

k  i  i  1 

elle  donne,  dans  le  cas  particulier  g  =  z,  t,  =r  l,566i,  l,55At,  l,535t, 

valeurs  fort  pea  diiférentes  entre  elles.  Et  ron  en  obtient  qui  le  sont 
bien  moins  encore  lorsque  le  glissement  g  i|  une  grandeur  ou  plus 
considérable  ou  plus  petite  que  la  dilatation  i  (supposée  positive) 
de  la  fibre.  Nous  pouvons  donc  faire  constamment,  comme  si  le 
corps  était  d*égale  contextore  (S  8  note  n*  152}  quand  %  est  positif 
ou  quand  il  y  a  dilatation  proprement  dite 

*      i 

et  la  formule  précédente  de  la  dilatation  maximum  en  un  point 
donné  sera  : 


^=I'*N/W^*= 


expre«iOD  qui ,  lorsque  g  ■»  ordonne  tj  =  t  si  test  positif,  mais 

qui  donnerait  t\  =  —  -  i  si  i  était  négatif,  car  le  terme  y  [  g  H 
doit  toiyours  entrer  pour  sa  valeur  absolue  ou  positive  comme  on 
a  dit  tout  à  rheure,  en  sorte  qull  serait  alors  —  ^  t. 

s  2.  Usage  de  cette  détermination.  Formule  générale  de  résistance 
à  divers  genres  d^efforis  s'exerçard  à  la  fois.  —  Pour  faire  servir  & 
rétablissement  de  la  condition  de  résistance  permanente,  ou  de 
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•■ 

stabilité  de  la  cohésion  d*un  solide  à  chacune  de  ses  sections»  cette 
expression  de  la  plus  grande  dilatation  entre  les  diverses  droites 
matérielles  qui  se  croisent  dans  tous  les  sens  en  un  même  point 
quelconque,  il  faut  chercher  la  plus  grande  Taleur  du  second 
membre 


i  + 


\mw^' 


pour  les  divers  points  de  chaque  section,  et  régaler  à  la  limite  des 
extensions  non  dangereuses  qui  est,  avons-nous  dit  au  S  précédent. 


En  divisant  Téquation  par  i'  et  conséquemment  par  son  carré  les 
deux  termes  sous  le  i:adical ,  on  peut  le  remplacer  ensuite  par  sa 


T  0»|W  R 

valeur  ^  dans  le  second  terme,  et  par  sa  valeur  -—  dans  le  premier 

ainsi  que  dans  le  terme  hors  du  radical.  L'équation  de  cohésion 
permanente  devient  ainsi 

1  — ij  Ef 


1  s=  la  plus  gnnde  Taleur  de 


2 


e  +  V(^e)"^(?)" 


G^est  la  condition  générale  de  résisiatice  Sun  solide  pour  une 
section  quelconque  à  travers  laquelle  il  y  a  des  extensions  longitu- 
dinales i  (ou  des  contractions  —  i]  et  des  glissements  g. 

Elle  s'applique  au  cas  où  t  serait  négatif  =  — j  et  où ,  par  consé- 
quent,  le  terme  hors  du  radical  serait  négatif  pourvu  que  le  radical 
soit  toujours  positif  ou  qu'on  mette  +ipour  +  i  dans  le  premier 
terme  qu'il  recouvre. 

Elle  satisfait  évidemment  aux  deux  cas  extrêmes  : 

i*  Où  le  glissement  g  est  nul,  car  elle  donne  alors  (le  terme  pro* 
venant  du  radical  étant  toujours  positiO  : 

!La  plus  grande  des  Talean  de  £i  si  i  est  positif; 
et  la  plas  grande  des  Taleors  de  —  Y)Ei=s  v^  si  i  est  négatif  ou  si—  i=j 
est  use  contraetioQ  loDgitodinale. 

(ce  qui  est  d'accord  avec  le  S  7  de  la  note  du  n*  3). 
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2*  Où  Textension  i  est  nulle  puisqu'elle  donne 

T«  =  U  plos  grande  Talear  de  Gg* 

Et  elle  doit  fournir  dans  les  cas  intermédiaires ,  où  t  et  g  existent  à  la 
fois,  et  lorsque  la  contexture  du  solide  n'offre  pas  en  tous  sens  Téga* 
lité  que  nous  avons  supposée»  toute  Tapproximatlon  désirable  en 
donnant  des  valeurs  convenables  aux  constantes  R«,  T.,  E,  G,  v]  (*). 
Il  est  bien  entendu  qu'il  faut  en  poser  une  semblable  pour  les 
diverses  sections  si  les  plus  grandes  valeurs  de  «  et  de  g  ne  sont  pas 
les  mêmes  pour  toutes. 

S  3.  Application  au  cas  ou  la  rupture  peut -être  déterminée  par 
un  glissement  »  sur  une  section  libre  de  s*infléchir.  —  Ce  cas  ar- 
rive, par  exemple  : 

i*  Aux  extrémités  A,  B  d'un  solide 
simplement  posé  sur  deux  appuis  et  sol- 
licité au  milieu  par  une  force  transver- 
sale 2P;  car,  à  ces  deux  endroits  A,  B, 
le  moment  des  forces  qui  tendent  à  flé- 
chir est  nul  et  la  pièce  ne  résiste  qu'au 
glissement 

2*  Au  milieu  G  d'un  solide  qui  se  trouve  sollicité  transversale- 
ment en  sens  opposés  par  des  forces  ^égales  P,  P  aux  extrémités,  où 
la  direction  de  son  axe  est  supposée  fixée  de  manière  qu'il  ne  puisse 
tourner  sous  leur  action. 

Alors  on  a  simplement  pour  condition  de  résistance  à  la  rup- 
ture éloignée 

T,  s=  la  plos  grande  taleur  de  Gg 

ou  I  g,  étant  le  glissement  central 

T.  =  Gg^ 

3   P 

Or  nous  avons  trouvé  (S  2  de  la  note  du  n*  153),  S»  =^  ô  g- 

(1)  Lt  fomato  eoMtmite  pir  M,  irsTler  pour  latisfalre  tuf  si  an  caf  atrèiow 

KfJMit  à  peu  prèi  à  4  =\/  (?--]  +  l:r]  ,Mià6e  qu'on  aorail  ai  i)  éiaii 
ss4  •  Maia  1^  M  doit  Jamala  eieédor  4/8  ou  atteindre  4  /t. 
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7   P 

ou  p  ;--,  etc.  selon  la  forme  des  sections.  Nous  aurons  donc,  pour 

6  Gti)' 

calculer  la  superficie  u>  à  donner  à  la  section  menacée  par  simple 

gliâseme&t  sans  flexion*  ou  pour  calculer  la  limite  de  la  force  r 

quand  cette  superficie  est  donnée 
i 

2 
p  z=  ^  T,«*  ii  te  seellMi  mI  bb  recltagle  bMiieonp  moias  htgè  q^t  hrat  ; 
o 

P  sse  :-  T.o»  si  cU«  est  un  Mrolê. 
7 

Et  on  divisera  les  fractions  2/3  et  5/7  par  les  nombres  peu  diiTérents 
de  Tunité  dont  on  a  donné  le  tableau  à  la  fin  du  même  $  2  de  la  note 
du  n^  précédent  153 ,  si  la  largeur  du  rectangle  n'est  pas  très-pe- 
tite, ou  si  la  section  est  une  ellipse  au  lieu  d'être  un  cercle. 

Les  dimensions  des  autres  sections  du  même  solide,  supposées 
de  même  forme,  seront  réglées  comme  on  dira  aux  S  suivants. 

La  théorie  ordinaire  et  connue  des  solides  dits  d'égale  résistance 
[%  e  de  la  note  du  n'  il3,  ou  ci-après  section  IV  art.  vii  n**  A98  à 
50^},  en  réglant  le  profil  de  ces  pièces  eu  égard  ft  la  seule  flexion, 
donnait  une  superficie  zéro  à  la  section  répondant  aux  deux 
points  d'appui  de  la  première  pièce  et  à  la  section  milieu  de  la  se- 
conde. La  considération  du  glissement  montre  quelle  doit  être  celte 
superficie  et  fait  disparaître  ainsi  le  paradoxe. 

S  A.  Application  au  cas  okilya  en  même  imnpê  glitêmmU  et 
€xiensi(m  ou  compression  êons  JUxioné  Formulent  table  nton^'- 
que.  —  i*  Soit  un  solide  qui  doit  être ,  à  Tune  de  ses  sections,  à  la 
fois  étendu  pw  une  force  longitudinale  également  répartie  Q,  et 
sollicitée  au  glissement  ou  cisaillement  par  une  force  traïunrersaleP. 
Désignant  par  u  la  superficie  inconnue  qu'il  faut  donner  à  cette 
section  pour  rendre  le  solide  capable  de  résister,  on  aura  : 

•    •    0 

t  =  ^  sur  toute  la  section  ; 

g  »  ^  «ttsii  sur  toute  la  section  si  elle  est  astreteto  à  rester 
plane  (S  10  de  la  note  da  n*  168)  ) 
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9   P         7  P 

Et  :  la  plus  grande  valeur  de  g  =s  -  ;t-  ou  ^  j^  si  elle  est  libre 

.  2  Geo  6  Già 

de  sMnfléchir,  selon  que  sa  forme  est  rectangulaire  étroite 
ou  qu'elle  est  circulaire. 

Substituant  dans  Informulé  générale  du  §  2  et  multipliant  par  ci>,  les 
coefficients  d*élastleité  E  et  G  disparaissent  et  on  tire  pour  cette  su- 
perficie «0  chereliée 


(Il 


— r-ïr.  +  Vv"^s:/'*'Vî:''"if.''"BT:)- 


En  appelant  : 

(o'^  la  superficie  qu'il  faudrait  donner  si  la  pièce  n'était  sollici- 
tée à  rompre  que  par  extension  ; 

cii^  celle  qu'il  faudrait  donner  si  elle  n'était  solicitée  à  la  rupture 
que  par  glissement  ou  cisaillement  transversal  ; 

comme  on  a  »  en  faisant  successivement  P=i  0  et  Q  =  0  : 

„     Q      „      P        3P        7P 

"=iC"=T:'^"2f;'^"5¥;' 

la  formule  d'extension  et  glissement  peut  être  écrite  de  cette  mar- 
nière  claire  et  commode 


tù 


ou,  si  »l=5î 


expression  qui  peut  être  remplacée  par  le  tableau  suivant  t 
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Pour--= 


»»/ 


Et  pour  — 7r  = 


0  I  1/4  1  1/3  I  1/î  1  V3  I  3/4  I  4/5  I  I  |  4/5  |  3/4  |  1/3  |  1/i  I  1/3  |  1/4  |  1/8  jo 


CD 

On  a  -— = 


w 


/" 


0» 

El-T.= 


t» 


II 


ll,048|1,083ll,175|l,289|l,35l|l,3M|l,!UM|l,418tt,386ll,333ll,t35U^ 


2*  Si  la  force  longitudinale  Q  sollicite  le  prisme  à  la  compres^ 
sUmet  non  à  r extension ^  la  formule  du  S  précédent  qui,  en  fai- 
sant i  =  — j  prend,  comme  on  a  dit,  la  forme 

devient,  en  remplaçant j  par  ^ 

"=--ï-B;+Vl~â-irJ+iT:''"3T:~5T:}- 

D^où  en  faisant  P=  0  et  appelant  tù"  la  section  à  donner  pour  résis- 
ter à  la  seule  sollicitation  longitudinale  ou  à  la  compression 

m  Q 

en  sorte  qu'on  a  dans  le  cas  de  la  compression 


ou,  li  1)  =  T  : 


«  =  -|«''+Y/(§«-'JVco''«; 


formule  donnant  ceci: 


f 
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I  Cd 


Pour— = 


tù'" 


El  pour  — ;;-  = 
tù' 


0  I   1/4  I  1/3  I  i/2  I  2/3  I  3/4  |  4/5  |     I    |  4/S  |  3/4   |  2/3  |  i/i  l  1/3  |  0,3  |  1/4  |  t/8  |     0 


Cd 

on  t  —  = 


iù 

Et   -77  = 
co 


Olt,O12|t,022i!,05Ojl,084'l,li0|l,i2511,n9ll,0361t,0<H>10,944|0.85i;0,80^ 


Les  valeurs  de  -^  sont  plus  petites  que  Tunité  quand  &>'"  est  au-des- 

co 

sous  de  r  II»''  ;  leur  minlnàum  répond  àio"'  =  0,3»'  et  est  égal  h  0,8.  On 

voit  ainsi  qu'une  compression  longitudinale  aide  quelquefois  à  la 
résistance  au  lieu  d'y  nuire.  Gela  se  conçoit ,  parce  qu^elle  diminue 
les  écartements  moléculaires  provenant  du  glissement  qui  a  lieu 
^simultanément. 

S  5.  Rivet  ou  petit  boulon^  comme  exemple  immériqve  du  cas 
(Pextension  et  glissement.  —  Par  anticipation  à  ce  que  nous  nous 
proposons  de  faire  après  avoir  rapporté  les  tableaux  d'expériences 
du  complément  des  art.  i  à  vi ,  nous  donnons,  ici,  pour  ne  pas  in- 
terrompre ce  qui  est  relatif  au  glissement  et  à  sa  prise  en  considé- 
ration ,  des  applications  numériques  des  formules  précédentes. 

On  demande,'  par  exemple,  la  superficie  à  donner  à  la  section 
circulaire  d'un  rivet  ou  d'un  petit  boulon  en  fer  destiné  à  assembler 
des  feuilles  de  tôle,  en  supposant  qu'après  le  serrage  de  son  écrou, 
ou  après  sa  pose  à  chaud ,  il  éprouve  une  traction  Q  =  1000  kilo- 
grammes environ ,  et  qu'il  se  trouve  dans  le  cas  de  supporter  trans- 
versalement, en  vertu  des  eflTorts  auxquels  seront  soumises  les  tôles, 
une  force  P  =  1200  kilogrammes  tendant  à  le  rompre  par  cisaille- 
ment 

Solution.  En  admettant  que  par  chaque  millimètre  carré  on  puisse 
lui  faire  supporter  d'une  manière  permanente  un  effort  de  traction 
Ro  de  5  kilogrammes,  et  (S  9  note  n"  152)  un  effort  de  cisaille- 
ment To  des  A/5  de  R.  ou  de  à  kilogrammes,  11  faudrait  donner  an 
rivet  ou  boulon,  s'il  n'était  soumis  qu'à  la  traction,  un<^  section  dp 

1.  i;; 
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iù=l  200  4- 


— =-^  =  200  millimètres  carres  : 

et  sMl  n'était  soumis  qu*au  cisaillement ,  une  section  de 

1200 

-T—  =  300  millimètres. 

On  aura  donc  (1'*  formule  du  $  précédent),  eu'" = 200 ,  0/'  =  3tf0, 
g  ...   .    \/  (a  200  j  +  (300)%  ou ,  Section  ejfectite à  donnfr  : 

w  =  liOO  millimètres  carrés, 

c'est-à-dire  un  diamètre  de  0",02257. 
On  v^rra,  $  9,  /i«  exemple ,  un  cas  de  compression  et  glissement. 

.  S  6.  Application  quand  ily  aà  la  fois  glissement  ^  exteruion  et 
flexion.  Premier  cas^  où  la  section  reste  plane*  —  àSoit  maintenant 
cette  pièce  sollicitée  à  la  fois  non-seulement  à  Textenalon  par  une 
force  longitudinale  Q  et  au  glissement  j>ar  une  force  transversale 
P,  mais,  encore,  à  Inflexion  par  celle-ci,  que  nous  supposerons, 
pour  plus  de  simplicité,  parallèle  à  Tun  des  deux  axes  principaux 
(note  du  n"  83)  do  la  section  u  dont  on  cherche  les  dimensions. 

Il  faut  considérer  deux  cas. 

Suppo3ons,  en  premier  lieu,  que  cette  section  soit  de  celles  qui 
ne  peuvent  prendre  aucune  courbure  ou  qui  sont  astreintes  à 
rester  planes  ($  10  de  la  note  du  u""  152).  Si 

I  représente  son  moment  d*inertie  autour  d*ane  ligne  qui  y  est 
tracée  par  son  centre  de  gravité  à  angle  droit  sur  la  force 
transversale  P  ; 

M  le  moment  de  P  autour  de  cette  ligne  ; 

v'  la  distance,  à  cette  môme  ligne ,  de  la  fibre  la  plus  éloignée  et 
par  conséquent  la  plus  étendue; 

o        \i 
Ton  a  d:  ~-  +  ~  t?'{)our  cette  plus  grande  dilatation ,  le  signe  in- 

férieur  devant  ôtro  pris  quand  la  force  Q  est  comprimante  ;  et 

P 
7  r=r   --  pour  le  gliFSoment  sur  la  l>ase  dp  cette  fibro. 

(  rfi) 


I 
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Substituant  dans  Téquation  générale  de  résistance  du  S  2,  on  a 


.=ii^ 


équation  à  laquelle  on  peut  donner  cette  forme  plus  simple ,  en 
transposant  le  1*'  terme  du  second  membre,  élevant  au  carré  sans 
développer,  puis  faisant  passer  encore  le  premier  terme  du  second 
membre  dans  le  premier,  et  décomposant  ensuite  le  premier  mem- 
bre en  vertu  du  théorème  a*  —  ft*  =  (a  +  6)  (a  —  6)  : 

En  désignant  par  tû'\  ta"  les  superficies  que  Ton  donnerait  à  la 
section  w  si  elle  n'était  soumise  respectivement  qu'à  la  force  longi- 
tudinale Q  et  qu'à  reflfort  de  glissement  P,  et  par  r,  v'  des  valeurs  du 
moment  d'inertie  I  et  de  la  plus  grande  ordonnée  v'  satisfaisant  à  la 
condition  de  stabilité  si  P  ne  sollicitait  qu'à  fléchir;  ou  en  fai- 
sant 

P  ^  ^,,    M  ^  I' 
T.       *"  *  Ro       ? 

en  même  temps  que 

^  TSB  o"  si  0  «8t  iHM  Irution , 
R, 

^  .  «^«^  si  Q  est  nne  pression  (§§  7  rôle  du  n»  3,  et  17  note  du  n»  SOI); 

i*équ|ttion  ddvtom 

Sapposons  par  exemple  la  section  circulaire ,  et  désignons  par  r 
son  rayon  cherché ,  et  par  r',  r'^y  r^"  les  valeurs  qu'on  donnerait  à  r 
si  le  solide  n'était  sollicité  respectivement  qu'à  la  flexion ,  qu'au 
glissement,  qu'à  l'extension  ou  compression.  Gomme  on  a  tt>  =  t^t*. 
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I  =  —  ,t;'  =.  ?V  on  obtient,  en  mettant  pour  co",  co",  ï',  v'  des  ex- 
pressions analogues  et  multipliant  tout  par  kr*,  si  on  se  borne  au 

i 

cas  o\\  la  force  longitudinale  0  agit  par  traction  et  où  r<  =:  tj,  =  -  : 

Comme  r"^,  ?•",  7*"*  sont  connus  en  chiffres  par  les  expressions 

^.  =  Tzr^.  —■  =  7:r"%  --  =  -^ ,  cette  équation  donnera  facilement 
R.  To  Ko        û 

la  valeur  du  rayon  chercher  par  une  construction  graphique,  ou 
bien  en  tâtonnant  par  la  méthode  numérique  des  différences  pro- 
portionnelles ou  de  double  fausse  position ,  appliquée  successive- 
ment, et  dont  remploi  deviendra  plus  prompt  eu  prenant  les  loga- 
rithmes des  deux  membres. 

Si  la  pièce  n'est  sollicitée  qu'au  glissement  et  à  la  flexion,  l'on 
a  ;•"'  =  0,  et  l'équation  se  réduit  à  : 

{7-8  -.  r'»)  (4r2  +  r'»)  =  /ir"*r». 

Il  n'y  a  que  lorsque  la  flexion  est  nulle  ou  que  -7  ==  0  que  l'é- 
quation se  réduit  au  second  degré  et  que  la  solution  peut  être  di- 
recte (SS  A  et  5). 

Si  la  section  est  un  rectangle  dont  6,  c  sont  les  côtés  perpen- 
diculaire et  parallèle  à  la  force  transversale  P,  on  a  «d  =  6c, 

6    1       6c' 
tj'  =  ^,  -  =  -g-;  et,  en  accentuant  comme  précédemment  les  va- 
leurs qu'on  donnerait  si  la  pièce  n'était  soumise  qu'à  chacun  des 
trois  genres  d'efforts ,  on  a  une  équation  qui  multipliée  par  /ii6V 
prend  cette  forme  ; 

(ftc«  —  6'V'c—  6'c^)  (à6c»  4-  6"'c^c  +  6'c'»)  =  46"«  c'^^c^. 

Elle  servira  à  déterminer  l'une  des  dimensions  6,  c  de  la  section 
rectangle  en  se  donnant  l'autre,  ou  en  se  donnant  une  relation 
entre  elles.  Par  exemple  si  Ton  veut  que  c  soit  égal  à  6  multiplié 
par  un  nombre  donné  quelconque,  en  faisante',  c",  c'"  =  6',  6",  6'* 
multiplié  par  le  même  nombre  ou  rapport,  et  divisant  l'équation 
par  sa  quatrième  puissance,  on  a,  avec  des  6,  précisément  )*équa- 


I 
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tion  que  nous  avons  eue  avec  des  r  pour  le  cas  d*uue  section  circu- 
laire. 

Si  Ton  se  donne  Tépaisseur  c,  Ton  a  en  divisant  par  sa  quatrième 
puissance  d*  z=zd^  =:  c"*  =  c^'*  : 

(6  -  h"  —  h')  (b  +  ^^-t^)  =  ^"-; 


d'où,  pour  la  largeur  cherchée 


6=?'6"'+6')  + 


y/[|  {à"'  +  b')J  +  b-- 


qui  peut  aussi  être  donnée  par  le  premier  tableau  numérique 

du  S  4. 

Si  l'on  se  donne  la  largeur  6,  on  a  en  divisant  par  6* = 6'*  =  6""  =  6'"* 
une  équation  en  c  qui  se  réduit ,  quand  (f=0  ou  quand  la  pièce 
n'est  sollicitée  qu'à  la  flexion  et  au  glissemeut  sans  extension  ou 
compression  générale ,  à 

d'où ,  une  expression  de  c>  : 


c*  =  g  c"  +  I  c"«  + 


V(i  -  -  i-)' -  (ï)"' 


qui  se  réduit  à  c*  si  c"  =  0  et  à  c"*  si  c'  =  0,  et  qui  fournit  du  reste 
ce  tableau  numérique  : 


Pour  --■  = 
r'* 

0  1/8        1/4        1/2        2/3        3/4         1 

On  a  -;T=r 

1  1  i,iÛ2     1,207    1,425     1,575     1,651     1, 

3/4        2/3        1/2        1/4        1/8      0 
B83    1,645  11,57111,419    1,20111,097    1 

S  7,  Observation  pour  le  cas  oli  Von  donne  partout  à  la  pièce' 
une  éyale  épaisseur.  Il  faut  alors  qu'^elle  soit  très-courfr  pour  que 
If  qlissemjent  ait  une  influence  sensible  sur  la  condition  de  ?*6V<V- 
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—' —  -    ^  -r  ■ — — ■ 

iaîice.  ^8ïi  dam  Texpresslon  géuérale  du  $  précédent  où  il  faut 
faire  Q  =  0  quand  il  n^y  a  que  flexion  et  glissement 

nous  faisons  passer  -  ^  bors  du  radical  de  manière  à  avoir  Fu- 
nité  pour  premier  terme  sous  le  signe,  le  second  terme  sera 
(  -£^  •  rr*  — il  ;  et  si,  pour  M,  nous  mettons  Pa,  moment  de  ia 

\  O I  o      M      <wt?  J 

force  P  avec  un  bras  de  levier  a,  et,  pour  T»,  sa  valeur  tbéo- 
rique  ^  Ro)  nous  avons 

Cette  expression  se  réduira  à  U.  -,  :=  Pa  =  M  ou  &  Téqûalioa  or^ 

dinalre  de  résistance  à  la  flexion  seule  lorsque  le  second  terme  sous 
le  radical  sera  petit  devant  le  premier,  de  manière  que  la  quantité 

entre  crochets  excède  fort  peu  »  +  ^  =  ^«  ^^»  ^^  second  terme, 

pour  une  section  circulaire  de  rayon  r,  vu  que  w  =  nr*,  v'  =  r, 

1  =  y-,  se  réduira  ^  (  r-  ) ,  et,  pour  une  section  rectangle  où 

c  bc^       /  c  \  * 

w  =  6c,  r'  =  -,  l  =  — - ,  à  (  5-  j  .On  peut  le  négliger  quand  la  hau- 
teur 2r  ou  c  du  solide  est  moindre  que  le  bras  de  levier  a  avec  le- 
quel agit  la  force  qui  opère  en  même  temps  la  flexion  et  le  glisse- 
ment. 

Il  en  résulte  que  lorsque  la  forme  du  solide  doit  être  à  peu  près 
prismatique  et  que  sa  longueur  ou  pour  mieux  dire  la  distance  du 
point  d^application  de  la  force  à  la  section  la  plus  exposée  excédera 
la  hauteur  de  la  section,  on  pourra  calculer  ses  dimensions  comme 
si  elle  n^était  que  fléchie  en  négligeant  le  glissement. 

C'est  ce  qui  arrive  souvent  pour  les  dents  d'engrenages,  etc. 

Mais  il  faut  en  tenir  compte,  comme  nous  avons  déjà  dit,  si  Ton 
donne  au  solide  la  forme  d'égale  résistance.  Et,  en  tous  cas,  les  èf- 
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fcts  de  glissement  sont  comparables  à  ceuj  (Textcmion  et  de  com- 
pression générale  qui  sont  produits  par  des  forces  du  niôine  ordre 
d'intepsité  et  dont  on  tient  compte  en  général. 

$  9*  Second  cas  (de  flexion  et  de  glissement  simultanés)^  ok 
ia  section  peut  sHr\fléchir  librement.  Alors  il  suffit  de  choisir' la 
plus  forte  des  dimensions  fournies  par  un  double  calcul.  —  Sup-* 
posons  en  second  lieu  que  les  sections  aob  de  la  pièce  AB  solli- 
Oitée  transversalement  par  une  force  P  puissent  prendre  libre- 
ment la  courbure  dont  nous  avons  parlé  §  2  de  la  note  du  u"  163  et 
S  3  de  la  note  du  n*  i5/i.  Les  fibres  en  a ,  les  plus  éloi- 
gnées de  la  ligne  o  des  fibres  invariables  sont  les  plus 
étendues  en  vertu  de  la  flexion  ;  mais,  diaprés  ce  que 
ttous  avons  vu,  elles  restent  normales  jl  la  section  in- 
fléchie, et  le  glisse  me  nty  est  nul.  D^une  autre  part, 
c^est  au  milieu  do  la  section,  ou  en  o ,  que  le  glisse- 
ment est  le  plus  fort;  mais  la  flexion  du  solide  n'^y  produit  ni  ex- 
tension ni  compression.  De  plus,  le  calcul  prouve  (0  que  lorsque 
la  hauteur  ab  de  la  section  atteint  S'^'i^OS  le  bras  do  levier  oB  de  la 
force  si  la  section  est  rectangle,  et  à!^^*,S  9i  elle  est  circulaire,  le 
point  dangereux  ou  de  plus  grande  dilatation  quitte  brusquement 
les  bords  a  et  6  pour  venir  très-près  du  centre  o,  dont  il  se  rap- 
proche encore  plui  à  mesure  que  la  hauteur  do  la  section  augmente 
par  rapport  au  bras  de  levier. 

Il  en  résulte  que,  dans  ce  cas,  les  effets  de  flexion  et  de  glisse- 
ment produits  par  une  action  transversale  se  combinent  à  peine 
ensemble ,  et  que,  pour  avoir  les  dimensions  à  donner  à  la  section, 
U  iCy  a  gtt'd  les  calculer  successivement  comme  si  la  pièce  n  était 
sollicité  qu^à  la  flexion  et  comme  si  elle  n'était  sollicitée  quau 
glissement  transversal  avec  libre  courbure  de  la  section;  et  qu'à 
prendre  le  plus  fort  des  résultats  de  ce  double  calcuL 

Mais,  d*après  les  tableaux  des  JS  ^  ^^  ^  ^^^s  lesquels  les  frac- 
tions dont  les  nombres  qui  y  sont  inscrits  excèdent  Tunité  donnent 
la  mesure  de  la  quote-part  nullement  négligeable  de  celui  des  deux 

(*)  Mmoih  Mf  U  énrtim (  Savanlt  élraiiflcrsi  1.  XIV),  arl.  4^6,  on  bien  art.  i;i6 
règle  I,. 
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effets  qui  est  le  moins  influent ,  Ton  voit  que  lorsque  la  section 
est  astreinte  à  rester  plane  ou  encore  lorsque,  soit  qu^elle  reste 
plane  ou  qu'elle  devienne  courbe ,  le  glissement  a  lieu  simultané- 
ment à  une  extension  ou  une  compression  générale  des  fibres,  les 
écartements  moléculaires  partiels  se  composent  pour  produire  un 
écartement  résultant  qui  est  sensiblement  supérieur  à  chacun,  et  il 
y  a  nécessité  de  donner  aux  sections  des  dimensions  plus  fortes 
que  celles  qui  les  rendraient  capables  de  résister  séparément 
aux  deux  genres  d'effort 

S  9,  Applications  numériques  des  formules  des  %%  6,  7,  B. 

1*'  exemple.  Flexion  et  glissement.  On  demande  la  hauteur  c  à 
donner  à  la  section  rectangulaire  d'une  pièce  prismatique  horizon- 
tale en.  fonte»  d'une  largeur  0*,0i5=:  6,  posée  sur  deux  appuis  à 
une  distance  de  O'^fOd  =  2a,  pour  qu'elle  puisse  porter  au  milieu 
une  charge  2P  =  2000  kilogrammes. 

Solution.  C'est  la  section  milieu  qui  est  la  plus  exposée  à  rompre 
par  flexion  seule.  Or  cette  section  n'a  aucune  raison  de  se  courber 
plutôt  à  droite  qu*à  gauche  :  elle  restera  donc  plane,  et  il  faut 
pour  calculer  sa  dimension  verticale  c,  se  servir  de  la  formule  de 
la  fin  du  S  6. 

La  valeur  c'.  qui  rendrait  la  pièce  capable  de  résister  à  la  seule 

flexion  serait  fournie  par  n.  -^  =  Va,  d'où  en  faisant  6  =  0,015, 

o 

a  =  ^,  P  =  1000,  Ro  =  7  600  000,   l'on  tire  c'*  =  0,0008, 

c'  =r  0,02818. 

La  valeur  &'  capable  de  la  faire  résister  au  seul  glissement 
sans  courbure  de  la  section  serait  donnée  par  T^b&^  =  p,  où 
b  =  0,016,  P  =  1000 ,  et  où ,  faute  d'expériences  spéciales  on  fera 

T.  =  I  R.  =  6  000  000  ;  d'où  c"  =?  ~  =  0,01111,  c"»  =  0,000123467. 

3  1 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  c'*  et  r"*,  la  formule  c^ = g  C*  -j-  s  ^^  + 


"^  X/fs  ^'*  "^  2'  ^'0*  +  (I  ^")  *  ^^  ^*  ^^  ^^  S  ^'  relative  à  ce  cas 
où  l'on  se  donne  la  largeur  b ,  fournira 
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c«  =  0,00090103 ,    c  =  0*,03002. 

11  y  a  bien ,  à  droite  et  à  gauche  de  la  section  milieu ,  des  sections 
qui  s^infléchissent  librement  :  mais,  ainsi  que  nous  avons  dit  S  8, 
Il  n*y  a  aucun  glissement  sur  la  base  des  fibres  les  plus  tendues  ou 
comprimées ,  et  aucune  extension  ni  compression  des  fibrcs  du 
centre  où  le  glissement  est  le  plus  fort  ;  et  la  hauteur  b  à  donner  à 
la  section  doit  être  la"  pi  us  forte  de  celles  qu'on  trouverait  s'/7  711/ 
avait  quejlexion  et  s'i7  7Î*y  avait  que  glissement.  Or,  dans  la  pre- 
mière supposition ,  on  aurait  moins  que  ce  que  nous  avons  trouvé 
pour  la  section  milieu^  dans  la  seconde,  celie  de  glissement  seul  avec 

V  1000 

libre  inflexion,  on  aurait  (S  3),  bc  =  - —  =.  l-ôôqôôô  "^  ^»^®®^^ 

3^' 
d'où  c  =    '  =  (y",01667,  valeur  moindre  que  celle  0,03  que 

nous  avons  trouvée  tout  à  Theure  pour  la  section  milieu  non  in- 
fléchie. 

Donc  il  faut  donner  à  la  petite  pièce  prismatique  en  fonte  une 
hauteur  de  3  centimètres. 

2"*  exemple.  Même  jyièce  en  lui  donnant  un  profil  (légale  rési- 
slaitce, —  Soit  alors  sa  hauteur  ou  épaisseur  variable  désignée  par  z 
au  lieu  de  c,  pour  la  section  à  la  distance  x  d'un  des  deux  appuis. 

On  trouverait,  s'il  n'y  avait  que  flexion ,  Ko  -g-  =  Px;  et,  avec  le 

gUssement,  on  trouverait  pour  la  valeur  de  z*  en  x,  la  dernière 

équation  du  8  6  en  faisant  c*  =  a:',  c'*  =  -r^,  c"*  =  («-£)   si  les 

sections  étaient  partout  astreintes  à  rester  planes  ;  mais,  vu  la  faculté 

qu'elles  ont  généralement  de  s'infléchir  (S  8},  le  double  profil  para- 

hz^ 
bolique  donné  par  l'équation  R.  -r-  =  Px  en  supposant  la  face  in- 

D 

férieure  horizontale,  conviendra  à  la  pièce  en  faisant  n»  =  7500000, 
6  =  0,015,  P  =  1000  partout,  excepté  î""  auprès  de  son  milieu 
X  =  a  =  0,015  où  il  en  résulterait  une  épaisseur  z  =  0,0283  tandis 
qu'on  doit  avoir,  comme  nous  venons  de  trouver,  z  -  0,03;  2*  au- 
près des  appuis^  ou  l'équation  donnerait  l'épaisseur  2  —  o  et  où 


2;^ 
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Ton  doit  avoir,  comme  on  vient  de  dire,  z  =  0,0167.  Prenant,  en 
ces  trois  points,  les  ordonnées  z  =  0,0167,  z  =:  0,03,  z  =  0,0167  et 
faisant  de  petits  raccordements  pour  aller  joindre  tangentîellcmcut 
la  parabole,  on  aura  le  profil  d*égale  résistance. 

3"*  Exemple.  Flexion  et  glissemenL  Boulon  de  poulie,  — "  On  de- 
mande quel  diamètre  doit  avoir  le  boulon  horizontal  d'une  poulie 
destinée  à  porter  deux  poids  P=r  800  kilogrammes,  et  qui  a  un  jeu 
horizontal  de  3  millimètres  dans  sa  chape  ? 

Solviion,  Ce  boulon  est  comme  une  pièce  posée  sur  deux  ap- 
puis A,  B  et  portant,  Intermédiairement»  deux  poids  P  en  deux 
points  G,  D  distants  Tun  de  l'autre  de  Tépalsscur  CD  de  la  poulie* 
Si  celle-ci  restait  bien  à  égale  distance  des  deux  branches  de  la 
chape,  ou  si  on  avait  toujours  AG  =  DB,  les  réactions  des  appuis 
A,  B  seraient  égales  chacune  à  P,  et  le  moment  M  tendant  à  la 
flexion  serait  Px  AC=Px  0",0015  dans  toute  la 
partie  CD  qui  fléchirait  ainsi  en  arc  de  cercle.  Le 
glissement  serait  nul  entre  G  et  D;  mais,  immédiate- 
ment en  deçà  de  G  et  au  delà  de  D,  le  glissement  au- 
rait lieu  en  vertu  d'une  force  transversale  P.  Mais  la 
>  poulie  peut  se  porter  tout  d  un  côté,  ou  toucher  la 
branche  B  de  la  chape  en  restant  à  3  millimètres  de 
la  branche  A.  Gomme  ce  jeu  est  toiijours  petit  en 
comparaison  de  l'épaisseur  de  la  poulie,  les  deux  ap* 
puis  peuvent  toiyours  être  considérés  comme  portant 
chacun  la  moitié  de  la  charge  totale  2P.  Le  boulon, 
à  sa  section  la  plus  exposée,  qui  est  la  section  G,  est  donc  sollicité 
à  fléchir  par  un  moment  M  =  Pa  =  800*  x  0,003= S*",/! ,  et  à  glisser 
par  une  force  transversale  P  =  800S 

Gomme  cette  section  peut  librement  sMnfléchir  en  doucine,  il  y 
a  lieu  (%  8}  de  calculer  son  rayon  r  successivement  comme  s'il  n'y 
avait  que  flexion  et  comme  s'il  n'y  avait  que  glissement,  et  de  prendre 
le.  plus  fort  des  deux  résultats.  Dans  la  première  hypothèse  on  au- 
rait, le  coefficient  de  résistance  permanente  R«  étant  6000000  : 


^  =  R„  Ç  =Pa  =  2,/i;  d'où  r»  = 


9,6 


3»I416. 6000000 


•r=0",00798. 
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Dans  la  deuiième  l^ypotbèse,  celle  du  glissement  avec  libre  in- 
fl0Kk>D,  on  aurait,  vu  que  laseotlon  est  circulaire  ($  3). 

o    ..      _^       ^  P  7  X  800      ,     0,7û28 

secuon  n^=.  —  =  —-^  _^^^,  ^-=TÔÔÔÔ'  '•=^-.««»«2. 

Cette  seconde  valeur  étant  la  plus  forte,  on  doit  adopter  le  dia- 
mètre 2r  =  a  X  0,"00862  =  17*",2,  qu'il  sera  prudent  de  porter  à 
3  centimètres,  vu  qu*il  s'agît  d'une  pièce  sujette  h  s'user. 

4"*  Exemple*  Compression  et  glissement.  Rais  de  roue  de  voifui-e. 
—  Quelle  superficie  faut-il  donner  à  la  section  milieu  des  rais  de 
roue  d'une  charrette  destinée  h  traîner  une  charge  de  10,000  kilo- 
grr:nimBS  dans  des  chemins  de  traverse  ? 

Solution.  Si  la  charge  de  6,000^  par  roue  est  supposée  porter  tou- 
jours au  moins  sur  deux  rais  à  la  fois ,  à  cause  de  la  rôpai*titlon 
produite  par  la  jante,  chaque  rai  sera  comprimé  longitudinalement  ; 
à  chaque  tour,  par  une  force  de  2,500S  En  admettant  (voy.  plus 
loin)  que  pour  une  longueur  d'au  plus  12  fois  l'épaisseur,  le  bois  de 
chêne  debout  supporte  d'une  manière  permanente,  par  centimètre 
carré,  une  compression  de  Aû^  que  nous  réduisons  à  35^  vu  les 
chocs,  Il  faudrait  donner  une  section  w'"=  70  centimètres  carrés. 

Mais  chaque  rai  sert  en  outre  à  transmettre  horizontalement , 
comme  Ta  remarqué  M.  Poncclet  [ci-dessus  g  1  de  la  note  n"  152), 
par  deux  actions  transversales  opposées,  la  force  du  tirage  à  la 
bande  eu  contact  avec  le  sol ,  ou  la  résistance  de  celui-ci  à  Tcssieu. 
Cette  traction  ou  cette  résistance  horizontale  est  le  1/20  de  la  charge 
sur  un  terrain  médiocre;  mais,  afin  de  résister  aux  coups  de  col- 
lier accidentellement  nécessaires  pour  franchir  les  obstacles,  il  est 
bon  de  compter  sur  1/8,  ou  sur  625  kil.  La  superficie  nécessaire 
peur  résister  au  glissement  résultant  de  celte  action  transversale 

625^ 


sur  une  section  libre  de  s'infléchir  en  doucine  sera 


3    '^ 


Si  l'on  prenait  pour  T.  les  6/5  ($  9  do  la  note  n"  152)  de  la  résis- 
tance permanente  R.  du  chêne  à  l'extension  dans  le  sens  des  fibres, 
qui  est  (voy.  plus  loin)  2^  par  millimètre  carré  ou  200^  par  centi- 
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mètre,  on  aurait  To=  160.  Mais  la  résistance  à  la  rupture  par  ex- 
tension dans  un  sens  perpendiculaire  aux  fibres  n^est  (voy.  idem) 
que  le  1/13  de  ce  qu'elle  est  dans  le  sens  des  fibres ,  ce  qui  donnerait, 
si  la  contexture  était  en  tous  sens  ce  qu'elle  est  dans  le  sens  trans- 

versai  To=-T^= 12^,3.  Diverses  considérations  théoriques  portent 

à  penser  (*)  que  le  rapport  de  T,  à  G  a  une  valeur  moyenne  pro- 
portionndle  entre  celles  qu'il  aurait  si  la  contexture  était ,  en  tous 
sens,  successivement  ce  qu'elle  est  dans  chacun  des  deux  sens;  si 
l'on  admet  la  même  loi  pour  la  valeur  de  T.  elle-même,  on  pren- 
dra T,==  \/ 160 . yr-  =  Uh ;  mais  on  verra  que  des  expériences  sur 

la  rupture  du  bois  par  torsion  font  adopter  environ  To  =  30.  Il  en 
résulte,  pour  la  surface  de  section  capable  de  résister  au  glisse- 

625 

ment,  ct)"=  ~ —  =  31  centimètres  carrés. 

|30 


La  valeur  (J  û)  w  =  —  1*^'"  +  V/  (|  wA  + 1»""  à  donner  à  la 


su- 


perficie de  la  section  du  milieu  du  rai ,  pour  résister  simultané- 
ment aux  deux  efforts  de  compression  et  de  glissement»  sera  en  con- 
séquence 

Cl)  =  73  centimètres  carrés. 

Quant  aux  sections  autres  que  la  section  milieu ,  comme  la  pièce 
y  est  soumise ,  en  outre,  à  la  flexion  par  la  force  transversale  625^, 
censée  appliquée  au  milieu  du  rai,  l'on  déterminera  leurs  di- 
mensions pour  chacune  des  deux  moitiés  par  la  formule  (S  6) 

Ro  =  —  ~  +  -j-  de  manière  à  résister  à  la  fois  à  la  compression 

et  à  la  flexion,  M^étant  le  moment  variable  Px,  produit  de  la  force 
P  =:  625  par  la  distance  x  de  la  section  milieu  à  la  section  que  l'on 
considère,  dont  v'  est  la  demi-épaisseur  et  I  le  moment  d'inertie,  et 
l'on  se  tiendra  à  ces  dimensions  sans  considérer  le  glissement  si 
(S  8)  elles  donnentune  superficie  plus  forte  que  celle  de  73  centime- 

(•)  Mémoire  j«r  (a  tonton  de»  prhme»,  I8tt5,  arl.  t4 ,  t7,  U«. 
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155.  Lorsqu^au  lieu  d*une  pièce  encastrée  par  une  extré- 
nf)itéy  on  considérera  une  pièce  posée  horizontalement  sur  deux 
appuis  et  chargée  au  milieu  (Fig.  iO),  les  mêmes  considéra- 
tions pourront  être  appliquées ,  en  concevant  que  a  désigne  la 
moitié  de  la  distance  des  appuis^  et  P  la  moitié  du  poids  placé 
au  milieu  de  la  pièce  (*). 

ARTICLE  V. 

DE  LA  RÉSISTAIfCR  d'U!^  CORPS  PAISMATIQUB  A  LA  TORSION. 

lott.  On  peut  essayer  de  former  la  théorie  de  ce  genre  de 
résistance  au  moyen  de  considérations  analogues  à  celles  qui 
ont  été  employées  pour  la  résistance  à  la  flexion. 

Soit  (Fig.  12)  un  solide  prismatique  encastré  horizontalement 
à  l'une  des  extrémités.  Supposons  qu'une  force  P  agisse  à 
Tautre  extrémité  avec  le  bras  de  levier  Bc  pour  tordre  le  solide 
autour  de  l'axe  Gc\  imaginons  que  par  l'effet  de  la  torsion,  un 
diamètre  bb  de  la  section  extrême^  sur  laquelle* agit  la  force  P^ 
se  soit  transporté  en  b'b'.  Le  diamètre  correspondant  AA  de  l'ex- 
trémité encastrée  n'aura  subi  aucun  déplacement  ;  et  on  doit 
concevoir  que  tous  les  diamètres  des  sections  intei*médiaires , 


très  carrés  qu'on  vient  de  trouver  pour  résister  à  la  compression  et 
au  gliflsement  seuls.  ^ 

Il  est  bien  entendu,  au  reste,  que  la  section  sera  renforcée  sui- 
vant Tusage ,  auprès  du  moyeu  et  auprès  des  jantes,  pour  obtenir 
Tencastrement  parfait,  ou  la  constante  normalité  du  rai  à  leurs 
deux  circonférences. 

Il  sera  bon  aussi ,  vu  les  hypothèses  quMI  nous  a  fallu  faire  pour 
arriver  au  résultat  o  =:  73,  d'appliquer  le  même  calcul  à  quelques 
voitures  analogues,  déjà  construites  ou  éprouvées ,  ce  qui  servira 
à  faire  une  correction  par  la  comparaison. 

;♦)  Voir  la  note  du  n*  15ft. 
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teAsquedd,  se  sont  déplacés  proportionnellemant  à  i«ttr  dis- 
tance Ce  de  l'extrémité  encastrée.  Par  l'effet  de  ces  déplace- 
ments,  les  molécules  qui,  dans  deux  sections  transyersales 
consécutives ,  étaient  avant  la  torsion  vis^à-vis  les  unes  des  autres, 
ojfit  été  éloignées  Tune  de  l'autre  d'une  quantité  proportion- 
nelle,  i«  à  la  distance  de  ces  molécules  è  Taxe  Ce;  â**  à  la  diffé- 
rence des  angles  parcourus  par  chaque  diamètre  dans  deux  sec- 
tions transversales  consécutives ,  différence  proportionnelle  à 
l'angle  bch'y  et  réciproque  à  la  longueur  Ce  du  solide.  On  peut 
supposer,  la  torsion  étant  censée  très- petite,  que  les  résistances 
naissant  des  déplacements  relatifs  sont  proportionnelles  à  ces 
déplacements.  Le  moment  de  la  résistance  qui  a  lieu  dans  une 
section  quelconque  du  solide ,  doit  d'ailleurs  élrc  égal  au  mo- 
ment du  poids  P.  Considérons  une  section  transversale  quel- 
conque, et  nommons 

a  la  longueur  du  solide,  depuis  la  section  fixe  AÂ  jusqu'à  la 
section  bb  où  agit  la  force  P  ; 

6  l'angle  bcb'  décrit  par  les  diamètres  de  cette  section  ex- 
trême, angle  qui  est  supposé  fort  petit; 

r  la  distance  d'un  point  quelconque  d'une  section  transver- 
sale au  centre  e  de  cette  section; 

<P  l'angle  de  la  ligne  r  avec  un  diamètre  de  la  même  section  ; 

r  =  /{cp) l'équation  delà  courbe  qui  forme  le  contour  de  la 
section  ; 

R  le  bras  de  levier  Bc  avec  lequel  la  force  P  a^t  pour  pro- 
duire la  torsion; 

G  un  poids  constant  pour  chaque  espèce  da  corps,  peprésmi- 
tant  la  résistance  spécifique  à  la  torsion. 

L'élément  de  l'aire  de  la  section  transversale  placé  à  l'extré- 
mité du  rayon  r  étant  d^r .  r,  on  aura 

e 

G  -  dtprfr .  r* 
a 

pour  la  résistance  provenant  de  la  torsion  qui  a  lieu  dans  cet 


AIT.  V.   TOBSION.  .         â39 

élément  ;  et  pour  exprimer  l'équilibre  entre  le  moment  de  la 
force  Py  et  la  somme  des  monœuts  des  résistancos  semblables^ 


^    Jo  Jo 


ou 


(*)$!.  Moment  dHnertie  claire  (Tune  section.  Le  moment  de 
torsion  ne  lui  est  pcis  généralement  proportionnel,  —  M.  Persy, 
dans  ses  leçons  à  Técole  d'Artillerie  et  du  Génie  de  Metz,  a  appelé 
moment  polaire  le  moment  dinerlie  d'une  section  autour  de  son 
centre  de  graviié^  ou  autour  de  Taxe  perpendiculaire  à  cette  section 
paMant  par  ce  centre*  Si  on  appelle 

J  ce  moment; 

d(u  les  éléments  superficiels  de  la  section  cd; 

I  et  r  ses  moments  d'inertie  autour  de  deux  axes  coordonnés 

rectangulaires  des  u,  des  v,  tracés  sur  la  section  par  le 

centre; 

on  a  simplement  pour  le  moment  d'inertie  polaire  : 

J  =  /r'dw  ; 
ou  comme  r*  =  t?«  +  w'  : 

J=rl  +  r. 

G^est  ce   moment   qui    se  trouve  désigné,  dans  le  texte,  par 

I   ■  da>fdr.r^=^  \     df,j  L/(9)]S  en  sorte  que  Texpression  donnée 
Jo      '  Jo  ^* 

pour  PR  revient  à  G  -  J. 

G'est  seulement  lorsque.la  section  est  un  cercle  que  le  moment 
polaire  J  est  plus  facile  à  calculer  directement  (n*  suivant  157,  ou 
S  i  de  la  note  du  n"  %à)  que  les  moments  1  =  Jv^dta,  V  =  fu^dto 
eonsidérés  dans  la  théorie  de  la  flexion.  11  n'est  donc  pas  besoin , 
pour  le»  autres  sections,  d'avoir  recours  A  la  coordonnée  angu- 
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laire  ?.  Par  exemple,  pour  la  section  carrée  que  Fauteur  considère 

au  n""  158,  comme  le  moment  d'inertie  I  =  F  autour  d'une  médiane 

6*  6* 

estfn"*  81)  j^,  ona,  de  suite,  en  doublant,  -^  =  J* 

Mais  Texpression  PR  =  G  -  J  donnée  dans  le  texte  pour  le  moment 

(le  torsion  ou  le  moment  PR  des  forces  qui  font  tordre,  n*est  exacte, 
comme  nous  allons  voir,  que  lorsque  la  section  est  circulaire,  ou 
encore  lorsque  la  section  est  de  celles  qui  sont  astreintes,  par 
exception,  à  rester  planes  et  normales  à  Taxe  de  torsion. 

S  2.  Zxz  cause  de  la  résistance  à  la  torsion  n^esi  pas  dans  le 
changement  de  longueur  des  fibres  longitudinales  devenues  des  hé- 
lices. Remarque  de  Thomas  Yaung,  —  Il  ne  faut  pas  croire, 
d'après  ce  que  semble  dire  d'abord  Navier,  que  les  résistances  inté- 
rieures développées  sont  dueskVéloignefnent  mutuel  ou  à  Taugmen- 

tatîon  de  distance  dos  molécules  qui  faisaient  partie  d'une  même  file 
longitudinale;  on  voit  que  c'est,  en  définitive,  &  Véloignement  de 
leurs  deux  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  qu'il 
regarde  chaque  résistance  partielle  à  la  torsion  comme  proportion- 

A 

nelle.  Cet  éloignement  -  r  acquis  par  les  projections,  primitive- 
ment coïncidentes,  de  deux  molécules  à  l'unité  de  distance  sur  une 
même  file,  revient  à  la  projection  d'une  longueur  =  1  de  la  file  sur 
le  plan  primitif  de  la  section^  ou  au  glissement  principal  (note  du 
n*  152,  S  k)  qui  a  lieu  sur  la  section  à  la  distance  r  si  elle  est  restée 
plane  et  perpendiculaire  à  Taxe  de  torsion. 

Quant  à  la  quantité  dont  deux  molécules  non  projetées  se  sont 
éloignées^  elle  ^t,  pour  l'unité  de  leur  distance  primitive 


\A^-'=S? 


si  les  sections  dont  les  molécules  font  partie  sont  restées  &  la  même 
distance  1  l'une  de  l'autre;  et  si  elles  se  sont  rapprochées  d'une 
quantité  k^  contraction  supposée  de  l'axe  du  prisme,  il  reste  pour 
la  dilatation  éprouvée  par  la  fibre  située  à  la  distance  r  de  Taxe 


ART.  V.  TORSION.  2/4I 

(Du  n«  !&•]. 


Voyons  quelle  serait  la  résistance  à  la  torsion  que  produiraient, 
seules,  les  forces  Edw  (  —  —  A:  J  développées  par  de  pareilles  di- 
latations des  diverses  fibres,  dont  lès  sections  sont  d«>.  il  faudra 
d*abord,  pour  Téqullibre  longitudinal ,  que  la  somme  de  ces  forces 
soit  nulle,  ce  qui  donnera,  en  supposant  la  section  circulaire  d'un 
rayon  r,  et  en  remplaçant  dw  par  2T:rdr,  superficie  de  la  couronne 
dont  tous  les  éléments  dto  sont  à  la  distance  r  de  Taxe  : 

i*r  /OV*        \  0»r* 

La  somme  des  moments,  autour  de  Taxe ,  des  mêmes  forces  ou  efforts 
de  traotion,  s'obtiendra  en  multipliant  Tlntensité  "Edtù  (  ô~t~~'7~t) 

de  Tune  d'elles  par  -  r,  cosinus  de  l'angle  qu^elle  fait  avec  un  plan 

perpendiculaire  à  Taxe,  puis  par  r  qui  est  son  bras  de  levier  si  Ton 
néglige  rinfluence  des  contractions  latérales  accompagnant  les 
dilatations  longitudinales,  et  en  sgoutant  tous  les  produits.  Rem- 
plaçant encore  dw  par  2;w*dr  pour  intégrer  de  0  à  r  afin  d'opérer 
cette  addition,  on  obtient  pour  le  moment  total  des  résistances  des 
fibres  qui,  devenues  hélicoïdales,  se  sont  allongées  vers  la  circon- 
férence et  accourcies  vers  le  centre 


=5r-7^V 


avec  un  nombre  très-peu  différent  à  la  place  de  E  si  Ton  tient 
compte  d'une  manière  approchée  des  contractions  latérales. 

Depuis  longtemps  Young,  sans  donner  ce  calcul,  avait  remar- 
qué que  si  la  résistance  à  la  torsion  résidait  dans  l'action  d^  fibres 
longitudinales  ainsi  étendues  vers  l'extérieur  et  (pour  l'équilibre) 
contractées  vers  l'intérieur,  cette  résistance  serait  comme  le  cube 

6 
de  Vangle  de  torsion  '  ;  d'où  il  concluait,  puisqu'elle  e&t  d'après 

Texpérience  proportionnelle  &  cet  angle*  «  qu'elle  doit  dépendre 

I.  h> 
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principalement,  si  ce  n'est  entièrement,  de  la  rigidité  ou  de  Vadhé- 
sion  latérale  qui  s'oppose  à  la  déirusion  des  particules,  c'est-à-dire 
(g  1  note  du  n*  152)  à  ce  que  nous  avons  appelé  le  glissement  (<)• 

Dans  les  cas  que  nous  considérerons  exclusivement  »  la  torsion 
-  est  très-petite.  Lai.  partie  du  moment  de  torsion  que  nous  venons 

rE       /O \ • 

de  calculer  (et  qui  serait  quadruple ,  ouégaleà-*-r*  f-j    si  les 

deux  bases  du  prisme  étaient  maintenues  à  la  môme  distance)  est 
donc  tout  à  fait  négligeable  devant  l'autre  ;  les  fibres,  qui  ne  se 
sont  dilatées  que  de  quantités  très-petites  du  second  ordre,  peuvent 
être  regardées  comme  n'ayant  pas  changé  de  longueur,  et  la  con- 
traction latérale  est  aussi  nulle  ainsi  que  le  changement  de  volume 
du  cylindre  tordu. 

Mais  si  la  torsion  -,  ou  l'arc  mesurant  pour  un  rayon  =  i,  la  ro- 
tation relative  de  deux  sections  à  Vtmité  de  distance  n'est  pas  très-' 
petite ,  cette  partie  du  moment  qui  varie  dans  un  autre  rapport  que 
la  torsion  et  que  la  h*  puissance  du  rayon  r  peut  être  influente  et 
il  peut  y  avoir  en  même  temps  une  diminution  sensible  du  dia- 
mètre et  du  volume.  C'est  ce  qui  a  eu  lieu  dans  diverses  expériences 
de  M.  Wertheim,  où  cette  diminution  du  volume  a  été  trouvée  pro- 
portionnelle au  carré  du  rayon. 

S  3.  Cette  cause  se  trouve  dans  la  résistance  au  glissement  des 
sections  Vune  devant  Vautre  ou  des  fibres  les  unes  contre  les  autres; 
out  ce  qui  revient  au  mènie  ^  dans  la  résistance  à  rallongement  et 
à  raccourcissement  des  diverses  lignes  matérielles  hélicoïdales  in-- 
clinées  à  66  degrés  sur  Vaxe  de  torsion.  Première  conséquence  si  la 
section  reste  plane,  —  Si  donc ,  par  une  petite  torsion ,  les  fibres  élé- 
mentaires ou  fibres  longitudinales  de  molécules  telles  que  mn^  pq^ 
comprises  entre  deux  sections  consécutives  sont  devenues  mn^,  pq^f 
la  cause  de  la  résistance  développée  ne  doit  pas  être  cherchée  dans 

(*)  J course  of  lectures  on  nat tirai  Philosophy  and  the  mecanical  Arts;  LOO- 
doD,  4807.  Vol.  I,  lecture  xiii,  p.  439. 

Nous  D'avons,  en  français,  que  les  mois  intrusion,  intrus,  qui  Tiennent  du 
mémo  radieal  que  te  mot  loilti  defruâere,  cha^Mr,  pounser  dehon. 
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les  augmentations  de  longaenr 
très  -  petites  du  second  ordre 
qa*elles  ont  éproavées,  mais  dans 
les  inclinaisons  qu^elles  ont  été 
obligées  de  prendre  sur  les  seo 
tions ,  d*où  est  résulté  un  glisse* 
*  ment  relatif  des  éléments  super- 

ficiels correspondants  pm ,  qn  de  ceiles-ci ,  et ,  en  même  temps ,  un 
glissement  relatif  des  fibres  mn ,  pq  elles-mêmes;  glissements  qui 
exigent  une  certaine  force  pour  être  opérés.  Ce  sera,  si  Ton  veut 
(puisque  tout  glissement  revient,  comme  on  Ta  vu  au  $  6  de  la  note 
du  n**  152,  à  une  dilatation  et  à  une  contraction  dans  des  sens  à  45  de- 
grés), la  résistance  à  l'allongement  de  la  diagonale  pn  du  petit  carré 
pmnq  et  À  raccourcissement  de  sa  diagonale  mq,  allongement  et 
accourclssement  qui  sont  petits  du  premier  ordre  puisque  leur  pro- 

1.  TlTlt 

portion  est  ^  — ^  comme  on  a  vu. 
2  mn 

Il  en  résulte  que  si  les  deux  sections  consécutives  pma^  qnb  res^ 
tent  planes  et  normales  à  Taxe  de  torsion,  comme  le  glissement 

Kn 

relatif  — ^  de  leurs  deux  éléments  db>  dont  les  centres  sont  en  m* 
mn  * 

n  à  la  distance  r  de  Taxe,  a  pour  grandeur  —,  et  donne  lieu  à  une 

résistance  dont  Tlntensité  est,  G  représentant  le  coefficient  d^élas- 
tlclté  de  glissement  du  S  5  de  la  note  du  n**  152 , 

6r 
G-dw, 
a 

on  a  bien ,  en  multipliant  par  le  bras  de  levier  r  et  en  intégrant 
pour  toute  la  section,  la  valeur  suivante  du  moment  de  torsion 


G-(r«(iw=:G-J. 
a  J  a 


Cette  expression,  conforme  au  texte,  est  exacte  lorsque  la  j^- 
tion  du  prisme  est  circulaire ,  car  comme  une  pareille  section  n>i 
aucune  raison  de  se  courber  plutôt  en  un  point  qu^en  un  autre  éga» 
lement  distant  du  centre,  ni  de  prendre  un  bombement  général 
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•plutôt  d*an  côté  que  de  Tautre,  elle  doit  être  plane  après  comme 
avant  la  torsion. 

Elle  peut  encore  être  appliquée  quelle  que  soit  la  forme  du  con- 
tour de  la  section,  dans  certaines  circonstances  exceptionnelles 
où  elle  est  astreinte  à  rester  plane  (§  10  de  la  note  n"  152)  ou  em- 
pêchée de  se  gauchir,  ce  qui  a  lieu  par  exemple  dans  les  prismes 
que  M.  Yicat  appelle  infiniment  courts^  ou  de  longueur  nulle,  qui 
sont  sollicités  à  tordre  par  des  forces  agissant  infiniment  proche 
du  plan  de  leur  encastrement  dans  une  matière  rigide. 

S  k»  Courbure  que  prennent  par  la  torsion  les  sections  transver^ 
sales  primitivement  planes  lorsqu'elles  n*e7i  sont  pas  empêchées  et 
que  leur  contour  rHest  pas  circulaire.  Conservation  de  leur  norma- 
lité à  la  surface  extérieure  latérale  du  prisme  tordu.  —  Mais ,  dans 
tout  autre  cas ,  c'est-à-dire  lorsqu'une  section  non  circulaire  sera 
libre  de  se  courber,  elle  ne  restera  pas  plane ,  et  les  glissements  n'y 

seront  pas  représentés  par  -  r,  en  sorte  que  le  moment  de  torsion 

ne  sera  pas  porportîonnel  au  moment  d'inertie  polaire  J  =  /r*d(>>. 

0 
Nous  verrous  même  qu'il  est  égal  à  G  -  multiplié  par  une  quantité 

a 

constamment  moindre  que  J. 

Rappelons  en  effet  ce  que  nous  avons  dit  (§  1  de  la  note  du  n**  153), 
à  savoir  qu'aux  points  où  la  surface  latérale  d'un  prisme  est  libre , 
ou  soumise  simplement  à  une  force  normale  comme  la  pression 
atmosphérique,  il  n'y  a,  à  l'intérieur,  si  la  matière  est  d'égale  élas- 
ticité, aucun  glissement  sur  les  éléments  Superficiels  de  cette  sur- 
face; par  conséquent  les  petites  lignes  matérielles  tracées  primitù 
vement  sur  ses  sections  normalement  au  contour  et  par  conséquent  à 
cette  même  surface  extérieure ,  restent  normales  à  la  surface  et  au 
contour  quel  que  soit  leur  petit  changement  déforme.  Il  en  résulte 
qu'après  une  torsion  les  arêtes  du  prisme  devenues  des  hélices  doi- 
vent (comme  toute  autre  ligne  tracée  sur  la  surface  extérieure)  se 
projeter,  sur  la  section,  normalement  4  ces  petites  lignes  normales, 
et  par  conséquent  tangentiellement  au  contour^  en  sorte  que  le 
glissement  principal  sur  les  sections  à  leur  contour  ne  peut  être 
dirigé  que  suivant  les  éléments  de  ce  contour. 


ART.  V.  TORSION.  2/|5l 
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Or  toate  hélice  se  projette,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son 
axe ,  suivant  un  cercle  dont  le  centre  est  cet  axe,  et  par  conséquent 
normalement  aux  rayons  vecteurs  qui  en  émanent  11  faut  donc ,  si 
la  section  d'un  prisme  tordu  reste  plane  et  perpendiculaire  à  Taxe  de 
torsion,  que  son  contour  soit  partout  normal  aux  rayons  vecteurs, 
c^est-à-dire  que  ce  contour  soit  un  cercle. 

11  n'y  a,  ainsi,  que  les  sections  transversales  circulaires  qui  restent, 
après  la  torsion,  dans  les  endroits  où  la  surface  est  libre,  planes 
et  perpendiculaires  à  Taxe  de  torsion.  Toutes  les  sections  ayant 
une  autre  forme  se  gauchissent  ou  changent  leur  plan  en  sur- 
faces légèrement  courbes ,  coupant  normalement  partout  la  sur- 
face latérale  après  que  celle-ci  est  changée  de  forme  par  la 
torsion. 

On  peut  le  vérifier  expérimentalement,  du  reste,  en  tordant  un 
prisme  de  caoutchouc  à  base  carrée  ou  rectangulaire .  On  verra  les  côtés 
primitivement  rectilignes  de  ses  sections  transversales  s'ùifléchir 
en  S ,  en  restant  normaux  i^ux  quatre  arêtes  saillantes  devenues  des 
hélices  qui  doivent^  en  effet ,  couper  normalement  la  surface  courbe 
affectée  par  la  section^  puisque  chacune  d'elles  est  Tintersection  de 
deux  surfaces  contiguês,  normales  Tune  et  l'autre  à  cette  surface 
d*après  ce  qu'on  vient  de  dire. 

On  peut  également  s'en  convaincre  au  moyen  d'un  petit  appareil 
permettant  de  tordre  simultanément,  autour  d'un  axe  intermé- 
diaire, deux  prismes  ou  cylindres  distants  et  parallèles,  supposés, 
solidaires  ou  astreints,  par  des  liaisons  rigides,  à  se  regarder  con- 
stamment parle  même  côté,  ou  à  se  comporter  comme  un  seul 
corps.  On  verra  (et  on  conçoit  facilement  qu*il  en  doit  être  ainsi) 
que  les  bases  s'inclineront  en  sens  opposé ,  sur  leur  plan  primitif 
commun,  de  manière  à  rester  à  peu  près  normales  aux  axes  par- 
tiels, ce  qui  exclut  la  conservation  de  la  forme  plane  de  la  section 
totale  qu'elles  composent;  et  de  sa  normalité  à  l'axe  de  rotation  com- 
mun et  intermédiaire  (voyez  plus  loin}. 

S  6.  Expressions  des  glissements  provenaftt  à  la  fois  de  la  cour- 
bure des  fibres  en  hélices  et  de  la  courbure  des  sections  transversales 
primitivement  planes  d'un  prisme  tordu,  —  Supposons  donc  qu'une 
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n  _a 


section  horizontale  AEB  d'an 
prisme  vertical  dont  le  centre  est 
en  O  ait  pris,  au  point  M  dont  les 
coordonnées  transversales  sont  u 
et  Vf  une  petite  courbure  de  ma- 
nière que  rms  soit»  en  projection 
verticale  y  la  coupe  par  le  plan 
vertical  MU  mené  parallèlement 
à  Taxe  des  abscisses  Ou,  et  qu^en 
môme  temps  la  file  verticale  de 
molécules  qui  se  projetait  hori* 
zontalement  en  M  se  soit  légère- 
ment inclinée  et  courbée  en  hé- 


lice» autour  de  Taxe  0  du  prisme,  de  sorte  qu'une  petite  longueur 
de  cette  ligne  se  projette  horizontalement  suivant  Tare  très-petit 
MN  dont  le  centre  est  en  o ,  et  verticalement  suivant  la  ligne  pr^-» 
que  droite  mn.  Appelons! 

r  =  Vw"  + 1?«  le  rayon  vecteur  OM  du  point  M  ; 

0  la  torsion  (ce  qui  a  été  appelé  -  ci-dessus)  ou  Varc  d'un  rayon 

CL 

=  1  mesurant  la  rotation  relative  de  deux  sections  du  prisme 
à  Vunité  de  distaiice  lune  de  Vautre; 

g  le  glissement  principal  sur  la  section  en  M,  ou  la  projection , 
sur  son  plan  tangent  en  ce  point,  de  Tunité  de  longueur  portée 
sur  la  tangente  à  la  ligne  matérielle  qui  lui  était  primitive- 
ment normale  ; 

g',  g'^ ce  glissement  estimé  suivant  les  coordonnées  u,  v,  ou  la 
projection  de  la  même  unité  de  longueur  sur  ce  que  sont  deve- 
nues deux  parallèles  à  ces  coordonnées ,  menées  sur  la  section 
par  le  même  point  M  ;  en  sorte  qu'on  a'g*  =  g^  +  g'^,  vu  que 
ces  deux  lignes  n'ont  pas  cessé  d'être  sensiblement  perpendi- 
culaircs  ; 

z  L'ordonnée  verticale  mk  du  point  m  de  la  section  courbée  i  ou 
sa  distance  au  plan  horizontal  ok  passant  par  son  oentre  o  ; 
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dz 
»  =  — -  la  pente  ou rinclinaison  très-petite,  au  point  (M,  7«),  de 

la  coupe  rîns  ou  de  sa  tangente  mt  sur  ok  ou  sur  le  plan  hori- 
zontal; 

dz 
;  =  -p  la  pente ,  aussi  en  M ,  de  la  section  dans  le  sens  v,  ou  de 

la  coupe  de  cette  surface  par  un  plan  vertical  parallèle  aux 
ordonnées  v. 

Si  la  section  $talt  restée  plane  et  horizontale ,  on  aurait  les  glis- 
sements 

g=rOr,      g'  =  — Or,      g"=:Ou:     • 

car,  mn  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  sa  projection  borizouo 
taie  MN  =  Or  serait  le  glissement  sur  la  section ,  et  NPM  étant  un 
petit  triangle  rectangle  semblable  au  triangle  OKM  dont  les  côtés 
sont  M,  r,  r,  onauraitbieng'  =  — MP  =  — Ot?,  g'^  =  NP  =  Ow. 

SI,  d'un  autre  côté,  la  section  s'étant  courbée ,  la  fibre  en  M  était 
restée  verticale ,  le  glissement  g' serait  la  projection  ind^  sur  la  tan- 
gente mt ,  de  l'unité  de  longueur  ma  portée  sur  cette  verticale  ma  ; 
projection  qui  ne  serait  autre  chose  que  la  mesure  du  petit  angle 
d'inclinaison  imu  de  la  tangente  mt  sur  Thorizontale  muj  en  sorte 
qu'on  aurait 

Les  valeurs  effectives  de  g'  et  de  g'^  d'après  le  principe  de  compo- 
sition géométrique  des  déplacements  très-petits,  et  par  conséquent 
d'addition  algébrique  de  ceux  qui  sont  estimés  dans  le  même  sen?, 
sont  sommes  de  celles  qui  viennent  d'être  trouvées  dans  ces  deux 
hypothèses.  Et  c*est  ce  qu'on  voit  bien  sur  la  figure  pour  le  glisse- 
ment g' suivant  les  II.  En  effet,  il  est  mesuré  par  mq,  projection 
de  »nn=  1  sur  la  tangente  mt;  or  mq^md-^qd^  et  <jfd  =  «a  =  PM. 
On  a  donc,  au  point  (M,  m),  pour  les  glissements  suivant  les  coor- 
données Il ,  V,  dus  à  la  fois  à  rinclinaison  prise  par  la  fibre  et  à  l'in- 
clinalson  prise  par  l'élément  de  la  section  : 

g'  =  T-Ot?,         g"=:y-|-Ow.       . 
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Et,  par  suite,  pour  la  grandeur  du  glissement  principal  ou  résul- 
tant sur  la  section  : 

g=  s/(t^^^WTlJTW*' 

Ces  glissements  g'  et  g"  sont  aussi ,  comme  on  Ta  tu  au  $  /i  de  la 
note  du  n*  152,  ceux  qui  ont  lieu  sur  la  fibre  en  M,  dans  les  plans 
respectivement  parallèles  aux  u  et  aux  t?,  ou  les  glissements,  esti- 
més verticalement  ou  longitudinalement ,  qui  ont  lieu  sur  les  faces 
verticales  menées  en  M  parallèlement  aux  r  et  parallèlement  aux  tu 

S  6.  Condition  générale  que  doivent  remplir^  en  tous  leurs  points^ 
les  surfaces  légèrement  courbes  dans  lesquelles  se  changent  les  plans 
des  sections  des  prismes  tordus*  Nullité  de  la  somme  des  cour^ 
bures  de  deux  coupes  à  angle  droit.  Expression  de  cette  condition 
par  une  éqxuxtion  différentielle»  —  Supposons  que  toutes  les  sections 
d*un  prisme  aient  tourné  uniformément  Tune  devant  l'autre  d'angles 
égaux  aux  produits  de  0  par  leurs  distances  restées  les  mêmes  ainsi 
que  les  distances  mutuelles  transversales  des  points  de  chacune, 

mais  que  ces  points  aient  éprouvé  de  petits 

p"""""\  déplacements  longitudinaux,   les  mêmes 

j^r^      N.  pour  ceux  qui  se  correspondaient  primitL- 

"*.'  ^"  **       \       vement  sur  une  même  parallèle  à  Taxe,  de 

*î  \      manière  à  faire  prendre  aux  surfaces  de 

_i( — : ;     toutes  les  sections  la  même  forme  courbe, 

'  Soit  m7iqp  la  base  d'une  fibre  ayant  une 
largeur  mn  =  du  et  une  épaisseur  mp  =  dv  et  supposée  terminée, 
avant  la  petite  déformation  provenant  de  la  torsion,  par  des 
pla;ns  mn,  pq  et  mp,  nq  parallèles  à  Taxe  de  torsion  0  et  respec- 
tivement aux  coordonnées  t^,  v  du  point  r/z. 

Établissons  Téquation  d'équilibre  de  translation  longitudinale  de 
la  petite  portion  de  cette  fibre  rectangulaire  contenue  entre  deux 
sections  très-voisines.  On  suppose  qu'elle  n'éprouve  aucune  trac- 
tion longitudinale  ou  parallèle  à  l'axe,  et  on  abstrait  sa  pesanteur. 
Les  seules  forces  longitudinales  s'exerçant  sur  les  quatre  faces  laté- 
rales mn^pq^  mp,  nq^  sont  des  actions  tangentielles  provenant  des 
glissements,  aussi  longitudinaux,  qui  y  ont  lieu,  ou  des  petits 
degrés  d'obliquité  pris  sur  les  arêtes  par  les  lignes  primitivement 
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normales  aux  faces.  Elles  sont  égales  (S  5  de  la  note  n"*  152)  à  ces 
glissements  multipliés  par  un  même  coefficient  G  si  la  contexture 
est  égale  dans  tous  les  sens  transversaux. 

Or  le  glissement  sur  la  face  mp,  estimé  iQpgltudinalement  ou 
dans  le  sens  de  Tarête  m,  a  la  môme  grandeur,  au  point  de  m  de 
la  section,  que  le  glissement  sur  la  section ,  estimé  suivant  la  ligne 
}Hn  perpendiculaire  à  cette  face  latérale  /np,  puisque  ce  sont  les 
projections,  nécessairement  égales,  sur  chacune  de  ces  deux  lignes 
primitivement  orthogonales  (Parète  m  et  le  côté  mn)  de  Tunlté  de 
longueur  portée  sur  Tautre,  ou  puisqu'ils  ne  sont  autre  chose  que 
le  petit  rétrécissement  éprouvé  par  leur  angle  droit. 

C'est  le  glissement  appelé  g'  au  $  précédent. 

L'action  sur  la  face  latérale  mp  de  la  fibre,  décomposée  longi* 
tudinalement,  est  donc,  par  unité  superficielle, 

L'action  sur  la  face  adjacente  7nn,  décomposée  aussi  longi  tudinale- 
ment, est  par  la  même  raison 

Gg". 

Comme  il  s'exerce,  sur  les  faces  opposées  nq^  pq^  des  actions 
lopgitudinales  opposées  à  celles-ci ,  la  condition  d'équilibre  est,  eu 
supposant  mn  =  mp,  qu'on  ait  zéro  pour  la  somme  des  quantités 
dont  le  glissement  sur  nq  excède  le  glissement  sur  mp  et  dont  le 
glissement  sur  pq  excède  le  glissement  sur  mn,  ou  qu'on  ait 

du       dv         ' 

ce  qui,  en  mettant  pour  g'  et  g"  leurs  valeurs  i  —  Ou  et  j  -f  Om  du 

S  précédent,  donne 

di    .  dj  _ 
dû'^di-^' 

ou  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

du*  "*"  dv*  "" 

Mais  nous  exprimerons  cette  condition  sans  cesser  de  raisonner 
d'une  manière  élémentaire  si  nous  appelons  : 
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ij  la  valeur  que  prend  la  pente  i  de  la  surface  courbe  de  la  sec* 
tion  dans  le  sens  u  quand  on  passe  du  point  m  au  point  très-voisin  n 
sur  une  même  parallèle  à  u  ;  ou  rinclinaisoo ,  sur  Tancien  plan  'de 
la  section,  en  ce  dernier  point  n,  de  la  tangente  à  la  coupe  de 
cette  surface  par  le  plan  vertical  mené  en  m  parallèlement  à  la 
coordonnée  u  ; 

ji  de  môme  la  valeur  que  prend  la  pente  j  dans  le  sens  v, 
quand  on  passe  au  point  jp,  supposé  à  une  distance  mp  =  mn  du 
point  m  sur  une  parallèle  à  v  ; 

L*équilibre  exigera  que  la  somme  des  actions  longitudinales 
G(ti —  Or),  GO'i  +  Ou)  sur  les  faces  ng,  pq,  égale  la  somme  des  ac- 
tions respectivement  opposées  G(t  —  6v),  G{j  +  Ou)  sur  les  faces 
mp,  mn.  Les  termes  en  0  disparaissent  et  il  reste 

La  signification  géométrique  de  cette  équation  générale  très- 
simple  est  facile  à  saisir. 

Elle  montre  que  la  surface  peu  courbe  affectée  par  la  section  du 
prisme  tordu  doit  être  telle  qu'à  partir  de  chacun  de  ses  points  la 
pente  croisse  autant  dans  une  direction  quelconque  qu'elle  décroît 
dans  une  dir'ection  perpendiculaire,  ou  que,  si  on  la  coupe  par 
deux  systèmes  de  plans  orthogonaux  menés  parallèlement  h  l'axe 
de  torsion,  les  lignes  courbes  qui  en  résultent  aient ,  sur  un  plan 
perpendiculaire  au  même  axe,  des  inclinaisons  dont  Tune  aug- 
mente justement  de  ce  dont  Tautre  diminue  lorsqu'on  passe  d'un 
point  quelconque  où  deux  d'entre  elles  se  croisent  à  des  points 
voisins  également  distants  sur  l'une  et  sur  l'autre  coupe* 

En  sorte  que  les  courbures  très-petites  de  ces  deu^  coupes  soient 
partout  égales  et  opposées. 

S  7.  Démonstration  plus  directe  de  cette  propriété  générale  des 
surfaces  courbes  affectées  par  les  sections  transversales  des  prisTnes 
après  leur  torsion.  —  Dans  la  torsion  d*un  prisme,  supposé  vertical 
pour  fixer  les  idées,  les  lignes  matérielles  verticales  se  courbent, 
et  les  sections  horizontales  se  courbent  légèrement  aussi.  Les 
petits  déplacements  relatifs  des  poipts  d'une  petite  portion  du 
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solide  sont  résultants  géométriques  de  ceux  qui  seraient  dus  sépa- 
rément à  la  seule  courbure  des  lignes  verticales,  les  sections  res- 
tant planes  et  horizontales,  et  à  la  seule  courbure  des  sections,  les 
fibres  ou  lignes  de  molécules  restant  verticales  et  droites  ;  et  les 
actions  exercées  longitudinalement  sur  une  fibre  ou  un  élément 
prismatique  vertical  quelconque  sont  sommes  de  celles  qui  seraient 
développées  séparément  par  ces  déplacements  composants. 
*  Or  les  actions  qui  proviennent  de  la  seule  courbure  des  files 
verticales  de  molécules  en  hélices  de  même  pas  et  de  mémo  axe  se 
font  équilibre.  On  le  voit  facilement  en  divisant  le  prisme  en  fibres 

dont  les  bases  soient  de  petites  portions  de 

secteur  abdc  comprises  entre  deux  rayons 

5^  vecteurs  Ooc,  Obd  et  deux  arcs  de  cercle 

y^^^^'-^^        06 ,  cd  ayant  leur  centre  sur  Taxe  0  des 

,^;___ hélices;  car  la  fibre  n'est  pas  sollicitée 

^  ..  tangentiellement  à  ses  faces  cylindriques 

ad,  cd,  puisque  les  lignes  teUesque  Oac,Ohd  qui  leur  étaient  normales 
leur  sont  encore  normales  ;  et,  comme  la  base  est  restée,  disons-nous, 
horizontale,  la  fibre  est  sollicitée  par  des  forces  contraires  Justement 
égales  sur  ses  faces  égales  oc,  6d,  qui  s'inclinent  également  toutes 
deux  sur  leurs  anciennes  normales  restées  horizontale» 

Les  tea4jinces  à  la  translation  verticale  ou  longitudinale  des  fibres 
ne  peuvent  donc  venir  que  de  la  seconde  cause ,  ou  de  la  courbure 
des  sections  supposée  avoir  lieu  seule.  Or  considérons  une  portion 
de  fibre  supposée  maintenant  ^  base  carrée,  dont  les  arêtes  sont 
ainsi  restées  verticales,  mais  dont  les  sections  primitivement 
planes  se  sont  changées  ^n  surfaces  légèrement  courbes.  Soient 

A^nA',  BmB'  les  coupes  de  la  section  à 
égale  distance  des  deux  bases,  par  les  deux 
plans  verticaux  à  égale  dislance  des  faces 
latérales.  Il  y  aura  sur  ces  quatre  faces  des 
actions  tangentielles  proportionnelles  aux 
petits  degrés  d'obliquité  pris  sur  leurs 
plans  par  les  coupes  qui  leur  étaient  pri- 
mitivement perpendiculaires  ;  ces  actions  décomposées  longitudi- 
nalement seront  proportionnelles  aux  obliquités  estimées  longitu- 
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dinalement  aussi.  En  désignant  donc  les  faces  latérales,  égales  en 
superficie,  parleurs  centres  A,  A',  B,  B',  la  face  A'  est  sollicitée 
par  une  force  de  bas  en  haut  proportionnelle  à  Tobliquité  qu^a 
prise  en  A,  sur  la  verticale,  la  ligne  AmA'  prolongée,  ou  par  une 
force  proportionnelle  à  Tinclinaison ,  sur  Thorizon,  de  la  tangente 
en  A'  à  cette  courbe.  La  surface  opposée  A  est  sollicitée  de  haut 
en  bas  par  une  force  proportionnelle  à  Tinclinaison  possédée  ,  de 
même,  parla  tangente  en  A.  La  même  chose  peut  être  dite  des 
faces  B',  B  et  des  inclinaisons,  sur  Thorizon,  des  tangentes  à  la 
courbe  BMB'  aux  points  B'  et  B. 

Donc,  pour  l'équilibre,  la  différence  des  pentes  ou  inclinaisons 
de  la  coupe  AA'  aux  points  A'  et  A  doit  être  compensée  par  la  diffé- 
rence des  pentes  ou  inclinaisons  de  la  coupe  BB'  aux  points  B'  et  B. 

Or  c'est  précisément  ce  qu'exprime  Téquation  (i| — i)  -f  (ji—j)=0 

ci  dessus,  qui  est  la  même  chose  que  ^  +  7^  =^  ^  ^^  Q^^  Téqua- 

tion  aux  dérivées  partielles  ^  +  ji  =  ^  si  les  côtés  des  bases 

carrées  des  fibres  sont  pris  parallèles  aux  coordonnées  transver* 
sales  u^  V  des  points  de  la  section. 

$  8.  Condition  particulière  aux  points  du  contour  des  sections 
des  prismes  tordus.  —  Il  faut,  avons  nous  dit,  vu  la  nullité  sup- 
posée de  toute  action  tangentielle  et  par  suite  de  tout  glissement 
sur  les  faces  latérales  du  prisme,  que  la  section  courbée  les  coupe 
normalement,  et  que  les  lignes  matérielles  qui  étaient  primitive- 
ment normales  à  ces  faces  latérales  leur  restent  normales  ainsi 
qu'au  contour  de  la  section  et  aux  arêtes  devenues  des  hélices,  d'où 
il  suit  que  ces  hélices  devront  se  projeter  sur  la  section^  ou  sur  ses 
plans  tangents f  tangentiellement  au  contour* 

Or  un  élément  du  contour  dont  la  forme  est  donnée  par  une 
équation  entre  les  coordonnées  u  et  v,  a  pour  projections 

du  sur  l'axe  des  u,      dv  sur  l'axe  des  v. 

La  fibre  en  hélice  se  projette  sur  le  contour  dans  la  direction  du 
glissement  principal  qui  a  pour  projections 

%  —  6u  sur  Taxe  des  m,     j  +  ©m  sur  l'axe  des  i-. 
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Pour  que  ces  deux  directions  soient  les  mômes  il  faut  que 

dv  _  j  +  Qtf. 
dû  '^  t  —  6t?' 

en  sorte  que  la  condition  particulière  aux  points  du  contour  qui 

d^z      d}z 
doit  servir,  avec  la  condition  i,— i  -f-^j— ^  =.0  ou  ^  +  ^^5  =  0 

relative  à  tous  les  points  de  la  section,  à  déterminer  la  forme 
courbe  de  la  surface,  est 

{j  +  0  M)dM  —  (i—  Or)dtJ  =  0, 

S  9.  Actions  tangentielles  sur  les  sections.  Moment  de  torsion. 
Détermination  générale  de  la  torsion  quand  on  donne  ce  Tnomenf, 
—  Si  un  prisme  a  éprouvé  d*un  bout  à  Tautre  une  torsion  uniforme 
et  très-petite  0  en  sorte  que  toutes  ses  files  longitudinales  de  molé- 
cules se  soient  changées  en  des  hélices  ayant  le  même  axe  et  un 

même  pas  -g- ,  et  si  les  plans  de  ses  sections  transversales  sont  de- 
venus des  surfaces  courbes  satisfaisant,  en  tous  leurs  points,  à  la 
condition  générale  ou  indéfinie  {%%  6  et  7) 

(^i-0  +  C;i-7)  =  o    ou    g  +  g  =  o, 

et,  de  plus,  aux  points  du  contour,  à  la  condition  particulière  ou 
définie  Cg  8), 

t;  +  ew)dtt— (ï— M^î?~0  ou  {^  +  ^ySdu--  l!^^^\dv  —  ^, 

les  éléments  d^  des  sections  éprouveront  des  actions  tangentielles 

G  {i — er)d<D  =  G  [  ^ Or  j  rfw  dans  le  sens  u, 

au  +  ^u)dv  =  G^ ~  +  Oîf  jdw  dans  le  sens  v. 

Réciproquement  si,  les  faces  latérales  étant  supposées  n'éprouver 
aucune  action,  les  éléments  d^  des  bases  extrêmes  <•>  d'un  prisme 
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sont  sollicitées  par  les  forces  tangentielles  dont  nous  venons  d^éorire 
les  expressions,  dans  lesquelles  z  et  par  conséquent  t  et  J  sont  des 
fonctions  de  2^  et  t?  dépendant  de  la  forme  du  contour  et  satisfaisant 
aux  conditions  indéfinie  et  définie  qu'on  vient  aussi  dénoncer,  il  y 
aura  équilibre  dès  que  ce  prisme  se  sera  tordu  uniformément  d*un 
petit  angle  6  par  unité  de  longueur. 

En  appelant  M^  le  moment  de  torsion^  c'est-à^^ire  le  moment 
total,  autour  de  Taxe,  des  forces  extérieures  appliquées  aux  bases, 
ou  des  forces  intérieures  s'exerçant  à  travers  une  section  quel- 
conque et  qui  leur  font  équilibre,  on  aura,  en  supposant  que  ce 
moment  fasse  tourner  de  u  en  v,  ou  de  droite  à  gauche  pour  un 
observateur  adossé  à  Taxe  du  prisme  : 

,  =  G  \  (g"dco.M— g'dw.r)  =  G  \    [(j  +  ^u)u—{i''^)v]d^ 
Jo  Jo 

Si  les  forces  qui  font  éprouver  à  un  prisme  une  torsion  toijjours 
supposée  très-petite^  sans  être  distribuées  sur  les  éléments  des 
bases  extrêmes  tout  à  fait  comme  Texîgent  les  expressions  ci-dessus 
des  actions  tangentielles,  et  même  sans  agir  sur  ces  bases,  sont 
appliquées  tout  auprès  des  extrémités  d'une  manière,  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  du  prisme,  supposé  être  l'axe  de  torsion,  de 
manière  à  former  des  couples  dont  les  moments  aient  toi^'ours 
la  valeur  M|  qu'on  vient  de  donner,  et  si  le  prisme  a  une  longueur 
très-grande  par  rapport  à  ses  dimensions  transversales,  un  raison- 
nement  comme  ceux  des  $$  6  des  notes  des  n*'  21  et  SO  relatives 
à  l'extension  simple  et  à  la  flexion,  et  qui  sont  tirés  de  la  presque 
indifférence  du  mode  d'application  et  de  distribution  des  forces, 
suffira  pour  convaincre  qu'en  exceptant  des  points  très-rappro- 
chés  de  ceux  où  agissent  les  forces  qui  font  tordre,  le  prisme  se 
comportera  de  la  même  manière  que  si  les  forces  avaient  été  ap- 
pliquées et  distribuées  conformément  aux  expressions  G(t  —  6v]dcd, 

Il  prendra  donc  d'un  bout  à  l'autre  la  torsion  0  supposée  très- 
petite. 

Lors  donc  qu'un  prisme  est  soumis  à  l'action  d^un  couple  M|  au- 
tour de  son  axe,  il  faut  en  général,  pour  déterminer  pa  torsion  •, 
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ÎDtégrer  l'équation  aux  différences  partielles  j^  +  t^  =  ^>  *vec 

la  condition  au  contour  (-^  +  Om  )  du  —  (^  —  6»  j  di?  =  0  parti- 
cularisée pour  la  forme  donnée  du  contour  de  la  base;  et  après 
avoir  déduit,  de  Texpression  trouvée  pour  z^  celles  des  pentes 

^  =r  t ,  j-  =^',  affectées  aussi  de  Tinconnue  9 ,  les  substituer  dans 

Texpresslon  ci-dessus  du  moment  M^ ,  ce  qui  donnera  une  équa- 
tion dont  on  tirera  la  valeur  cherchée  de  0. 

S  10,  Contours  de  sections ,  en  nombre  infini  ^  pour  lesquels  on 
obtient  immédiateinent  la  forme  de  la  surface  courbe  dans  laquelle 
la  torsion  change  leur  plan*  —  L'intégration  dont  on  vient  de  par- 
ler, pour  une  forme  donnée  du  contour,  peut  être  difficile  et  même 
Impossible.  Elle  ne  s'opère,  quand  la  section  est  rectangulaire,  que 
par  séries  transcendantes  (voy.  ci*après).  Mais  on  n'a  pas  besoin 
d'intégrer  ni  même,  en  quelque  sorte,  de  se  servir  des  signes  de 
différentiatlon,  en  résolvant  (ce  qui  suffit  généralement  pour  les 
applications)  le  problème  inverse ,  consistant  &  se  donner  la  fon-me 
de  la  surface  courbe  de  la  section ,  ou  seulement  les  expressions 
de  ses  deux  pentes  i  et  y,  et  à  chercher  les  formes  correspondantes 
du  contotcr. 

En  se  bornant  ici  aux  formes  algébriques  entières,  il  est  facile 
de  vérifier  que  l'équation  générale  suivante  de  la  surface  courbe 
des  sections  primitivement  planes  d'un  prisme  ayant  éprouvé  une 
torsion  0,  équation  où  C|,  c,,  c, ...,  c',,  g',,  g',...,  sont  des  con- 
stantes absolument  quelconques  pouvant  être  nulles  en  tel  nombre 
qu'on  veut  : 

et  qui  donne  pour  les  glissements  i— Ot?,  j  +  Ou  : 

,_dz  _^(— »  +  *C,v-h  3c,.«u»  +  4c^(3m«»— «»)-+- 5C5  (4»V— 4«i»») -f-...  j 

*  ~rf»""   ''^    (+c'i+îc'juH-3cVy— i^)+4c'4(ii»-3Mt;*)+5cVy— 6«*t'«+r*)+...  r 

,,_<&(  Ci  +  ÎC^ 4- 3Cj(tt«—v«)H- 4c4(tt»—3t/t^ -f  6C8(tt*—6t««t;«-f  v*)  + ...  j 
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répond  aux  contours  représentés  par  Téquation  suivante,  où  la 
constante  K  du  second  membre  peut  recevoir  toutes  les  valeurs 
possibles,  en  sorte  qu'à  chaque  surface  répond  une  infinité  d^^ 
contours  : 

ié'4-t;* 

-*€',»— cV2ttt"—c'5(3tt«t?—t;»)—c\(4M»r—4«i;3;  — c'B(6uS^40i»V+r»)+ ...  =  K, 

En  effet,  sans  invoquer  d*autre  théorème  d^aaalyse  infinitésimale 
que  celui  qui  est  exprimé  par 

(i  +  e)''  —  1  =  72  e      qoand  e  est  infiniment  petit  C), 

on  peut  en  donnant,  dans  la  valeur  générale  de  2,  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  successivement  à  u  et  à  v  et  en  divisant,  par 
ces  accroissements,  ceux  qui  en  résultent  pour  z,  trouver  immé- 
diatement les  pentes  i^j,  et,  par  suite,  les  expressions  qu'on  vient 
d'écrire  pour  g'=  i  —  Ou  et  g"=j  +  Ou.  Ensuite,  en  faisant  croître 
de  quantités  infiniment  petites  et  égales,  u  dans  la  première 
expression ,  et  v  dans  la  seconde ,  on  a  zéro  pour  la  somme  des 
accroissements  qu'elles  prennent,  ce  qui  vérifie  bleu  la  condition 
(*i  —  «)  +  (il  — i)  =  0.  Enfin  si ,  dans  l'équation  générale  que  nous 
venons  de  donner  pour  le  contour,  on  fait  croître  infiniment  peu  les 
deux  coordonnées  à  la  fois,  et  si  Ton  retranche  membre  à  membre, 
de  l'équation  nouvelle  ainsi  obtenue,  l'équation  primitive,  on  tire 
pour  le  rapport  de  ces  deux  accroissements  de  v  et  de  u,  précisé- 

(')  On  a  démontré  éliSmentairement  avec  son  inverse,  «u  §3  de  la  note  du  n^  84, 
ce  théorème  sur  lequel  on  se  base  à  chaque  iiislant,  même  dans  les  cours  d'Arts- 
et-méiicrs,  et  qui  n'est  remplagable  que  Jusqu'à  i»  =  4  par  des  considérations 
d'aires,  de  volumes  et  de  centres  de  gravité  de  triangles  ou  de  pyramides. 

Quand  on  l'a  prouvé  pour  n  entier  positif  quelconque  au  moyen  d'une  suite  de 
multiplications  par  4+e,  il  est  facile  de  l'étendre  à  n  rractionnalre  ou  négatif;  car 
4*  si  l'on  extrait  la  racine  n**n»«  des  deux  membres  de  4  -fne=(1  +î)**  avec  n  en- 
tier positif,  et  si  on  les  élève  ensuite  k  la  puissance  m  aussi  entière  positive, 

®  m 

on  a  (1  +  fie)  "  =  (4  +  e)*»  =  4  H-  jwe  =  4  H —  .ne,  S»  Si  l'on  multiplie  les  deux 

membres  de  4  +  fie  =  (1  -f-  s)*»  par  (4  —  fie)  (1  +  e)"",  on  a ,  en  transposant  : 
(4  -f  e)-  *  =:  4  —  fi»-f  ii*e*  (4  +  e)-*,  équation  où  Toii  jpeut  effacer  le  dernier 
terme  du  second  membre  comme  Infiniment  plus  petit  que  le  second. 
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ment  le  rapport  |r  ^  Z.b  *  ^  ^^'  vérifie  la  condition  particu- 
lière ou  définie  g"du— g'(ît7=i  0  du  $  8  relative  aux  points  du  con- 
tour de  la  section. 

Il  est  facile  de  prolonger  autant  qu'on  veut  les  expressions  de 
^9   de  g',  g'',  et  le  premier  membre   de  Téquation   générale 

— h ....  =  K  du  contour,  car  les  termes  des  polynômes  de 

divers  degrés  en  t<  et  v  multipliés  par  les  coefficients  arbitraires 
Cfl*  c\,  C}*  G',, ...  ne  sont  autre  chose  que  ceux  des  puissances 
{u  +  »)%  (tt  +  v)\  {u  -f  r)\  ...  du  binôme  u  +î?,  mais  pris  de  deux 
en  deux  et  affectés  alternativement  des  signes  +  et  ^^  en  sorte 
qu'on  aurait  pour  ceux  des  6*,  7*,  8*  degrés  : 

ti« — 15uS?*  +  i5M*i?  * — 1«         et         Quh)  —  20u V  +  6«tJ*, 
tt'  — 21tt»î?*  +  35uV— 7ur«        et    7w«r  — 35uV-f  21mV--i?% 
u'  —  28uV  +  70aV — 28mV  + 1?«  et  8u'r — 66u»t?*  +  66M«t?»  —  8Mtj\ 

etc. 

On  peut  voir,  au  reste,  que  Texpression  générale  de;r  est  ce  qu'on 

obtient  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  en  cherchant 

df^z      d!^z 
à  satisfaire  ^  ji  +  7i  =  ^  P^i*  ^^^  expression  polynôme  entière 

en  u,  t?;  ou  bien  en  mettant  des  expressions  entières  à  la  place  des 
fonctions  arbitraires  ç  et  <!>  de  l'intégrale  générale  connue 

de  cette  équation,  et  développant  puis  donnant  aux  coefficients  des 
valeurs  telles  que  les  imaginaires  disparaissent 

S  il.  Formules  en  coordonnées  polaires.  —  On  manifeste  mieux 
la  loi  en  se  servant  de  ces  coordonnées  ou  en  faisant 


ti  =  rcosa,  t?  =  r8ina,  OU  r=  v^î**+«',  a  =  arotang -, 

car,  en  remplaçant  encore  les  fonctions  9, 4»  par  des  développe- 
ments suivant  des  puissances  n...  de  leurs  variables,  on  a.  A,  A' 
étant  des  coefficients  quelconques , 

z=:  S  [A»r*»(cos7ia4"/-5  sin  na)  +  A'n^-^Ccosna— \/^  sinna)]  ; 

I.  17 


258  SEGT.  I.   BÊSISTANCE  DES  SOLIDES. 

(Du  n»  154^). 

OU,  en  faisant  A»+A«  =  c'n,  (A»— A'n)  v'— i  =  c«  pour  chasser 
les  imaginaires,  et  en  supposant  les  exposants n  entiers  et  positifs, 

_  *  1      Cjr  sîn  a  -f  c,r'  sin  2a  +  Cjr*  sin  3a  +  — •  j  ^ 
~    (  +  c'jr  cos  a  -f  c',r'  cos  2a  -f-  c'^r*  COS  3a  +  ....  j  * 

à  quoi  correspondent,  pour  Téquation  du  contour, 

r* 

«ç-  H-  e^r  cos  «  +  c,r«  cos  2«  +  c^r*  cos  8a  H — 

—  c\r  sin  «  —  c',r*  sin  2a  —  c',r*sin  8jc  ^ .-..  =  K  ; 

et ,  pour  les  glissements  suivant  les  u ,  les  v  : 

,_Q  (— r  sin  a  +  2G,r  sin  a  4.  SCjr"  sin 2a  -|-  AG4r*sin  3a+  ...."| 
^  ~"    t  +  c'i       +  2c>cosa  +  3c',r«cos2«  +  Ac'4r»cos3«+-.  j  * 
«^/-^  A  {      ^1  +  2 V  cos  a  4-  3Cjr'  cos  2a  4-  ûc^r*  cos  3a  H —  j 
^  ■"     j  +  rcosa  —  2c',r  sin  a—  3c'jr'sin  2a--4c'4r'sln  3a  — ....  j  * 

Le  glissement  principal  g,  dont  les  projections  sur  les  u  et  sur 
les  V  sont  g'  et  g",  est,  comme  on  voit,  en  le  divisant  par  0,  une 
résultante  générale  de  lignes 

r,       c,,    2c,r,      3C|r»...;  c'i,  2c ^r,  8c',r«,..,  . 

faisant  avec  Taxe  des  u  les  angles 

5         •  2'   2""*'    5 ^ **•••»  Oi  — «>    — 2a,„. 

Cette  résultante  f  est  donnée  par 

+8.4  (Ci  cos  a— c'i  «In  a)  r+  t.î  (C|C08  8a — c't  •»«  *«)  *'*+  '-3  (C|f oi  3a  —  c'|  «lo  3a]  f*-f-... 
+8J.8[(CiC,+c'iC',)coBa— (CjCV— C,c'i)ilna]r+aM.3[;CiC,4c'iC',)co$aaHCjC'j— CjC^w 

-f  S.S.3[(C2C8+C  jC's)  costt— {CjC'j— CsC',)  sin  a]r«+8.a.4[... 

+8.8.4[... 

=  r* + 2  (c'n  +  c"n)  (nr*-*)'  +  2S71  (c»  cos  na— c'n  sin  tw)  r»  + 

+  2S£nm  [(c„c«  +  c  »c  »)  cos(m— 71)  a  —  (c„c  m— CmC  n)  sin  (m-^n)  a]r"+"-« 

expression  dans  le  dernier  terme  de  laquelle  n,  m  sont  deux  In- 
dices inégaux  dont  le  second  est  plus  grand  que  le  premier.  On 
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pourrait  la  changer  en  une  expression  en  coordonnées  ordinaires 
M,  V  en  mettant  u,  v,  «•— t?',  2utj,  «•— 3i«?',  3mH?— c',  etc.  pour 
reosa,  rsina,  r'cosSa,  r^sinSa,  r"c083a,  r'slnSa,  etc. 

Mais  on  a  aussi  les  solutions  plus  générales  suivantes,  où  les  in- 
dices 71 ,  7i'  peuvent  être  des  nombres  quelconques  entiers  ou  frac- 
tionnaires, positifs,  négatifs  ou  nuls  : 

Équation  de  la  «uifacc     2  =s  6  (Sc»r*»  siu  n«  +  £cV^'  COSn'«) , 


OUneuenta 


g'  =  0  [—  r  sin  a  +  SnCnr»*-*  sin  (n— 1)  a  -f  Sn'c  Vr*'-*  cos  (n'— 1)  a] 
g"=e[     r  COS  a  +  Stuv""*  cos  (n— l)a— Ln'c'„;r»*'~*  sin  (»'—!)«]. 


r« 


Équation  du  contour  •—  -f-  SCr/"*  COS  Tia  —  Sc^n'^**'  sin  Tl'a  =  K. 

11  existe,  au  reste,  d'autres  intégrales  particulières  de  Téquation 
aux  différences  partielles  ;j  «  +  ^  =  ^   (  voyez  S  25).  A  chacune 

d'elles,  arbitrairement  choisie  pour  équation  de  la  surface  modifiée 
de  la  section ,  répond  uoe  forme  de  contour,  et  même  une  infinité 
de  formes  représentées  par  des  équations  faciles  à  obtenir,  ne  dij^é- 
tant  entre  elles  que  par  la  valeur  d'un  terme  constant  tel  que  le 

second  membre  K  ci-dessus.  En  effet ,  en  écrivant  ,-du  —  'j-dv  = 

dv  du 

—  Od  îil±^  la  condiUon  ( S  B)  (^  +  ^^  dw--  (^^'^^^)  ^^"^^ 

qui  appartient  aux  points  du  contour,  et  qui  est  ainsi  son  équation 
différentielle  quand  on  met  pour  z  une  valeur  en  u,  t%  son  premier 
membre  forme  une  différentielle  complète  comme  le  second,  si  z  sa- 


\dvj  _    \    duj 


tisfait  à  la  condition  connue  d'intégralité  -~ —  =  — ^_- — L^  qui 

d'2       d^z 
revient  k  l'équation  aux  différences  partielles  ^-i  +  -?-=  =  0. 

du^      dv^ 

S  12.  Cas  où  les  contours  des  sections  ont  une  forme  symé- 
trique^ etc.  —  Lorsque  la  symétrie  a  lieu  par  rapport  à  Taxe  des  u , 
il  ne  doit  y  avoir,  dans  Téquation  des  contours  en  coordonnées  ordi- 
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naires  — ^ — f  ••••  =  K  du  $  10,  quo  les  ternies  contenant  des  puis- 

sances  paires  de  v,  afin  que  Téquation  ne  change  pas  quand  on  met 
—  V  pour  V  ;  ce  qui  donne 


C,  =0,    C',  =  0,    C',  =  0,    C\  =  0 


9         ••««• 


L*expression  du  petit  déplacement  longitudinal  z  se  réduit  à  la  pre- 
mière ligne  entre  accolades,  et  on  a  z  =  0  pour  i?  =  0,  en  sorte 
que  toute  ligne  de  symétrie  reste  immobile  ou  dans  le  plan  primitif 
de  la  section  quand  Paxe  de  torsion  traverse  la  section  en  un  point 
de  cette  ligne;  ce  qui  pouvait  être  déduit ,  plus  généralement ,  do 
cette  simple  remarque  que  la  ligne  do  symétrie  n'a  pas  de  raison 
de  s'écarter  de  ce  plan  primitif  d^un  côté  plutôt  quedeTautre, 
lorsque  le  prisme  est  tordu  uniformément  par  des  forces  agissant 
d*une  manière  symétrique  aux  deux  bouts. 

Pour  des  contours  symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  r,  on  doit 
avoir  par  une  raison  semblable  : 

Ci=iO,  C<|  =  0,  Cj=0, 

C',  =  0,  C\  =  0,  C'c  =  0,.... 

Si  les  contours  sont  symétriques  par  i*apport  à  chacun  do  ces 
deux  axes,  tous  ces  coefficients  s'annulent  et  il  ne  reste  que  les 
termes  en 


••  ••  • 


Et,  pour  les  contours  qui  sont,  en  outre,  égaux  dans  les  deux 

ti^  -l- 1' 
sens  M,  t?,  réquation  ne  doit  contenir,  avec  le  terme — ~ —  ou 

j  obligé  pour  toutes  les  équations  qui  les  ropr(^sentent  en  termes 
algébriques  entiers,  que  des  termes  en 

C4 ,          Cg ,  C|j ,  ..••• 

ou  du  A%  du  8%  du  12* degré  %  puissances  paires  ;  ce  qui  réduit 
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réquation  z  = de  la  surface  à  des  termes  aussi  de  ces  degrés  û, 

8, 12,  etc..  mais  à  puissances  impaires  de  u  et  de  v. 

Pour  les  contours  qui  ont  simplement  un  centre  sur  l^xe  de  tor- 
sion ,  ou  dont  réquation  reste  la  même  quand  on  change  à  la  fois 
v,  r,  en  —  M,  —  v,  les  coefficients  d'indice  impair  doivent  être 
nuls,  ou  on  doit  avoir  C,  =  0,  03=0, .,...,  C'i  =  0,C'8  =  0,  ,.... 

Avant  de  particulariser  de  diverses  manières  les  contours  des 
sections,  nous  allons  exposer  quelques  propriétés  communes  à 
tous  les  prismes  tordus. 

S  13.  Réduction^  à  un  couple,  des  forces  tangeniielles  agissant 
sur  cluicune  des  deux  bases  ou  si{r  chaque  section  transversale  de 
tout  prisme  ainsi  tordu  uniformément.  —  Quels  que  soient  les  con- 
tours des  sections,  symétriques  ou  non,  représentés  par  une 
équation  soit  algébrique,  soit  transcendante,  ou  a  toujours  sur 
chaque  section  co,  et  pour  toute  son  étendue  : 

f^dAù  =  0 ,      /g^'do)  =  0. 

En  effet,  les  forces  tangentielles  extérieures  Gg'do),  G^'d^  agissant 
sur  les  éléments  dm  d*une  des  deux  bases  du  prisme  parallèlement 
aux  coordonnées  u,  v,  et  les  forces  égales ,  aussi  extérieures  et  par 
conséquent  de  sens  opposés — Gg'cZa>,  -^Gg^'c/oqui  agissent  de  même 
sur  les  éléments  de  Tautre  base,  ces  forces,  disons*nous,  font  équi- 
libre aux  actions  intérieures  de  ce  solide,  puisque  ses  faces  latérales 
ne  supportent  aucune  action  par  hypotlièse.  Elles  doivent  donc  se 
faire  équilibre  entre  elles  comme  on  Tentend  en  statique  élémen- 
taire, ou  remplir  les  conditions  connues  de  Téquilibre  des  forces  sur 
les  systèmes  solides.  Or  c*est  ce  qui  ne  saurait  avoir  lieu  si,  sur 
chaque  base,  leurs  sommes  ±GJ  g'dco,  ±GJ  g^^Jo)  dans  chaque  sens 
ne  sont  pas  nulles  séparément  ;  car  alors ,  considérées  à  la  fois  sur 
les  deux  bases ,  elles  feraient  un  couple  ayant  pour  bras  de  levier 
la  longueur  du  prisme,  et  l'équilibre  n'existerait  pas. 

Cette  nullité  des  sommes  y  g'cZw,  fgf'dto  ée  vérifie  d'elle-même 
lorsque  la  section  a  un  centre  et  que  Taxe  de  torsion  y  passe;  car 

alors ona  (§ précédent)  Cj  =  0,  Cj=0, ,  Cj'  =  0,  C5'=0, , 

ce  qui  rend  égales,  au  signe  près,  deux  valeurs,  soit  deg\  soit 
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de  ^'  relatives  à  des  points  ayant  les  mômes  coordonnées  ti,  v  aussi 
au  signe  près,  et  nulles  par  conséquent  les  sommes  de  leurs  pro- 
duits par  dos  éléments  égaux  é^  Mais  on  voit  que  les  mêmes  condi- 
tions /g'dco  =  0 ,  /g"d(»  =  0  sont  remplies  aussi  lorsque  Taxe  de  ro- 
tation ne  passe  pas  au  centre  ou  que  la  section  n^a  môme  pas  de 
centre;  nous  avons  pu  le  vérifier  numériquement  pour  des  sections 
de  diverses  formes  particulières  0). 

S  i&.  Conseroation  de  la  forme  des  équations  algébriques  des 
contours  des  sections^  du  $  10  ci-dessus,  quand  on  change  V origine 
et  les  axes  des  coordonnées  transversales»  —  Mettons  : 

P)  Noua  ne  Paviont  pas  encore  fait  lors  de  rimpressioD  de  notre  Mémoire  tar 
la  lor«lon;  aus^i  nous  j  énoncions,  i  l'article  59,  la  possibilité  de  restriclions 
qui  n'ont  pan  l>eu. 

On  peut  vériflor  encore  de  la  manière  sul?ante,  qui  eel  une  partlcuIarieaUon  de 
la  roélhode  générale  donnée  par  M.  *.amè  à  sa  S*  Leçon  (4859'  sur  télasticiti^ 
que  la  nullité  des  deux  intégrales  /g'(fci>,  Sti"(ftù  est  ane  conséfiueiiee  des  équa- 
tions différentiel  les  indéfinie  et  définie  du  problème  de  la  lornon,  équatiODi 
(§S  6  et  8  ci-deftsu»)  qui  peuvent  être  érritcb  ainsi,  en  appelant  x  la  coordoonée 
longitudinale  des  points  du  prisme  dont  «,  v  sont  les  coordonnées  transversales, 
et  6,  7  les  angles  que  fait ,  avee  les  «  et  les  «,  la  normale  au  oontoar  4»  la  wctioo 
OQ  bien  aux  facea  latérales  : 

*r  +  -sr=^'  s-=^'  *r=^  p"^"^» 

g"  eos  Y  +  g'  eoi  6  =r  0    sur  œs  faces  latérale!. 

En  mnltipliant  par  v  la  première  de  ces  équations,  par  x  la  deuxième,  et  ea 
les  retranchant  respectivement  de  la  troisième  multipliée  par  x  et  de  la  première 
ftulUplIèe  par  ti,  on  obtient  cetles-el  : 

dx  du  du  *         dx  du  d»    *^    * 

qui,  mnltipllèes  par  l'élément  solide  dxdudv  et  Intégrées  poar  tout  la  volume 
du  prisme,  donnent  facilement  (Lamé,  $  40),  en  appelant  a  sa  longueur  on 
hauteur,  et  dv  rélèmenl  de  la  surface  latérale  de  même  que  dtù=zdudv  est  l'élé- 
ment des  bases  : 

aS%"dtù  — /©(g'cos  6  -f  g"  cos  y) dorrrO,   a/g'do)— /M(g'cos  6  -f  g"cosY)d«r=0, 

d*oa  Sê"dtùs=iO,  f$'dfù=;.Of  eu  éfar4  4  i'éqiiailon  g''oD«Y-f  t'^<»i><^  «1' 
détins. 
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u*  —Tp    à  la  place  de    u^ 
r'  —  q    à  la  place  do    r 

dans  réquatlon  générale  — r —  + ...  =  K 

1  des  contours  algébriques  du  %  10;  c'est-à- 
dire  transportons  Torigine  des  coordon- 
nées de  0  en  un  point  0'  pour  lequel 
M  =— p,  r  =  —  g,   en  changeant  ti,t? 

en  d'autres  coordonnées,  u',  v'  parallèles,  dont  les  axes  passent 

par  (y.  Gomme  cette  équation  peut  être  écrite 

^i-i^ -h  Citi  +  Cjtt,  +  Cjtt,  + — C'i»— C'jtJ,— €>,- =K 

lorsqu'on  fait,  pour  abréger 


••§•• 


(ce  qui  revient  à  appeler  généralement  t<n  »  Vn  les  produits  r^cosna , 
r'*8fnna) ,  si  nous  nommons  encore 

tt'n,      Un,      et     pn,      Çn 

des  expressions  composées  en  u\  v',  ou  en  p,  g,  comme  tin»  t?n  le  sont 
en  u,  V,  nous  trouverons  d'abord  facilement  par  cette  substitution 
de  tt'— p,  «'— g  à  tt,  V  ! 


i 

n 


i      9 

n  71—1 


Wn=  î?'n—  I  (pt?'ii-i  f  gw'n^i)  +  j  — j—  (Pit?'n-|  +  ?,«'••-,)  — 

En  sorte  que  l'équation  du  contour  aveo  les  coordonnées  nouvelles 
sera  bien  de  cette  forme ,  semblable  à  sa  forme  primitive 


^1:^  +  D,u'+D,tt\+D8U'8+ -D'jt/— D'jt?',-D',t/,-. 


=  L, 
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Di,  D, ...  «  D'i,  D',  ..*  étant  des  polynômes  en  G^,  G, ... ,  G\,  0\ «..^ 

p  et  g  (»). 

Cette  forme  se  conservera  encore  la  même  si ,  au  lieu  de  changer 
Torigine  des  coordonnées ,  on  remplace  les  anciens  axes  des  u,  des  r, 
par  des  axes  nouveaux  faisant  avec  ceux-ci  un  angle  quelconque  6  ; 
car  si  Ton  pose  Téquation  du  contour  en  coordonnées  polaires  «  ou 
si  on  récrit  (S  il)  : 

-^  +  C,rcOsa  +  (',r*cos2a  +  ...  —  C\rsina  —  G'jr*sin2a— ...  =  K , 

la  transformation  s'opérera  en  y  faisant  «=6  +  a',  a'  étant  Tangle 
du  rayon  vecteur  r  avec  le  nouvel  axe  des  u;  or  cette  substitution 
donnera  : 

r* 

— -H  (C^cos6— C\sin6)rcosa'-f-  (C,cos26—  C'jSin26)r'cos2a'+ 

— (Ci8in6  +  C'iC0s6)rsina'—  (C3|Sin26  +  C',cos26)r*sin2«'— .. .  =  K , 

ou  une  équation  toujours  de  même  forme,  qxiels  que  soient  les  axes 
des  coordonnées  transversales. 

S 15.  Torsion  d'un  prisme  autour  de  divers  axes  intérieurs  ou  ex- 
térieurSf  parallèles  à  ses  arêtes.  Identité  des  glissements,  du  mo^ 
ment  de  torsion^  et  de  la  surface  courbe  affectée  par  les  sections^ 
quel  que  soit  Vaxe  de  torsion.-^  SI  nous  faisons,  comme  au  $  précé- 
dent ,  u^u'^-p^  V  =  r'  —  q  dans  les  expressions  des  glissements 
données  $  10,  et  qui  peuvent  être  écrites ,  avec  les  notations  dont 
nous  venons  de  faire  usage: 

(>)  On  trouTe  pour  ces  polynômes 

L  =  K  —  £-i^ +CiP  — CjPl +....  — C'ijf  +  C',g,— ... 

Dj  =—  p  +  Ct—  ÎCjp  +  3C,p,— ...  -f-  âC'|g^3c',9t+ ••• 
DDt=2.4C,    — S.ÎCjp   +4.3C4P,  — ...4-3.2C',î  — 4.3c\g,+  ... 
4 .î.3Dj=3.a.4C,—  4.3.SC4P+  5.4.3CbP,—  ...  -|-  4.3.SC\g—  5.4.3C'b9, -f , .. 


D'j=g  +  C'4— JC',p  H-8c',p,     — ...  — 2c,g    +30,7,—... 
4.ÎD',=a.4C',— 3.«C'8p-i-4.3C\p,— ...— 3.2(:,7+4.3C4y,— .;. 


I 
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g'  =  6  (C'i  4-  2C>+  3C'8tt,+  .• .  —  »+2C,tJ  +  30,1?,  +  .,.), 
g'^ss  e(u+  C,+  2C,tt+  3C3W,  +  ...  — 2C'jt7— 3C>-,— •..), 

nous  obtenons,  tout  calcul  fait,  avec  les  mêmes  notations  du  S  pré* 
cèdent  : 

g'  «=  e(D'i  +  2D>'  +  3D>',  + ...  — »'+  2D,i?'+  SD^v\  +  .••), 
g''=6(u'+Di  +  2D,w'+  3DjU',+...— 2D',t/— 3D',?/,— ...), 

c^e^  à-dire,  d'après  Téquatlon  du  contour  en  u\  •&  obtenue  au 
même  $,  précisément  les  glissements  qu^on  aurait  eus  si  la  torsion 
avait  été  opérée  autour  de  Taxe  passant  en  O'  au  lieu  do  Têtre  autour 
de  Taxe  passant  en  0. 

Les  glissements^  ou  les  luclinaisons  prises  par  les  fibres  deve- 
nues des  hélices ,  sur  les  divers  éléments  des  sections  devenues  des 
surfaces  courbes ,  sont  donc  les  mêmes ^  quel  que  soit  Vaxe^  paral- 
lèle aux:  arêtes^  autour  duquel  on  opère  une  torsion  0. 

Gomme  les  inclinaisons  mutuelles  des  fibres  devenues  des  hélices 
sont  aussi  les  mômes,  quel  que  soit  Taxe,  il  est  facile  d*en  déduire, 
soustractivement,  que  les  inclinaisons  mutuelles  des  éléments  des 
sections,  et  par  conséquent  les  formes  des  surfaces  courbes  qu*  elles 
affectent  sont  constamment  les  mêmes  aussi ,  et  que  la  seule  diffé- 
rence est  dans  les  inclinaisons  diverses  qu^eiles  prennent  sur  les 
axes  de  torsion  diversement  situés. 

Mais  on  peut  démontrer  ces  théorèmes  d^une  manière  plus  géné- 
rale, ou  applicable  également  aux  formes  transcendantes,  en  par- 
tant des  équations  différentielles  indéfinie  et  définie  (  S  6  et  §  8)  : 


"+ë=..  (|+..)*.-(S-..)*=.. 


dw«"^  d«« 


qui  déterminent  le  déplacement  longitudinal  z  d*un  point  pour  une 
torsion  0  autour  de  Taxe  passant  par  Torigine  0  de  séîs  coordonnées 
u,  V.  En  effet,  si  Ton  y  change  les  variables  u,  v  en  d'autres  u'=u+l'f 
r'  =  r  +  g,  elles  deviennent 

£  +  £  =  »•      (g,+  0u'-6p)d«'-(ê-(..'  +  6,)d,.=  O; 

et  ces  équations  sont  satisfaites  par 
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z  =  2î'  -f  0  [pv'  —  qu") 

en  appelant  z'  la  valeur  du  déplacement  longitudinal  z  qui  y  satis- 
ferait si  Ton  avait  p  =  0,  q  =  Of  ou  si  la  torsion  s^ opérait  autour  de 
Vaxe  nouveau  0'  au  lieu  de  s'^opérer  autour  de  taxe  ancien  Ct, 

On  voit  que  les  ordonnées  2,  z'  des  deux  surfaces  dans  lesquelles 
ces  deux  torsions  ont  transformé  les  plans  des  sections  ne  diffèrent 
que  par  la  petite  ordonnée  e(pv' — gw')  =  6(pr  —  qu)  d'un  plan  très- 
peu  incliné,  d'où  il  suit  que  ces  deux  surfaces  sont  superposables  et 
peuvent  être  amenées  à  coïncider  moyennant  de  petites  rotations 
6p,  —  Og  de  Tune  d'elles  autour  de  parallèles  aux  u  et  aux  v, 

^        .A         .         àz   ,  ^        dz'     ^  ,   dz       ^        dz!       -,  ^    ^„ 

On  voit  aussi  que  -5-  +  Ow  =  3-,  +0w ,  3 61?  3=  t->  —  Ot^»  ou 

^      dx>  dxf  du  du 

que  les  glissements  g\  ^'  déterminés  par  Tune  et  par  Tautre  tors/on 
sont  les  mêmes  aux  mêmes  points,  comme  nous  venons  de  le  dé- 
montrer autrement  pour  les  sections  dont  les  contours  ont  une 

équation  de  la  forme  algébrique  — ^ h -=  K  du  $  10. 

Il  s'ensuit  que  le  TMmeni  de  torsion  (  $  9  )  a  la  même  grandeur ^ 
quel  que  soit  Vaxe  (parallèle  aux  arêtes),  autour  duquel  on  tord  le 
prisme,  puisque  les  forces  Gg'de»,  Gg^'dco  agissant  sur  chaque  sec- 
tion et  dont  il  est  le  moment  total ,  sont  to^Jour8  les  mêmes ,  et 
qu'elles  n*ont  pas  de  résultante  ou  qu'elles  se  réduisent  constam- 
ment à  un  couple  comme  on  a  vu  $  13. 

La  torsion  d'un  prisme  autour  d'un  axe  extérieur  est  réalisable  en 
l'unissant  &  cet  axe  par  dos  liens  transversaux  qui  l'astreignent  à  pré- 
senter toujours  à  celui-ci  la  même  arête,  sans  que  ces  liens  gênent 
du  reste  Tincllnaison  et  la  courbure  que  tendent  à  prendre  ses  fibres 
et  ses  sections.  Elle  est  opérée  plus  facilement  en  tordant  deux 

prismes  égaux,  parallèles  et  distants, 
liés  de  manière  que  leurs  sections  cor- 
respondantes 0',  0"  se  regardent  con- 
stamment par  les  mêmes  points  a*^a'\ 
astreints  à  rester  sur  une  même  droite 
passant  par  Taxe  de  torsion  intermé- 
diaire O  (voy.  ci-après,  S  36). 
On  voit  que  les  mêmes  forces  Gg'd«»»  Gg^'d»  appliquées  aux  élé- 


ART.  V.   TORSION,  367 

(  Dtt  n*  t&ll}. 

ments  des  bases  d^un  prisme  le  maiotiennent  tordu  iodifféremment 
autour  de  tout  axe  parallèle  à  ses  arêtes,  et  que  le  moment  de  la 
torsion  simultanée  de  deux  prismes  égaux  et  distants  est  justement 
double  de  celui  qui  maintiendrait  tordu  chacun  d'eux  d'un  même 
angle  autour  d'un  axe  intérieur. 

Il  faut  tojitefois,  évidemment,  lorsque  Taxe  de  torsion  n'est  pas 
Taxe  qu'on  a  considéré  en  traitant  de  la  flexion  et  qui  traverse  les 
sections  à  leurs  centres  de  gravité,  ajouter  aux  Torces  Gg'do),  Gg^'da) 
des  forces  capables  de  flécbir  le  prisme  de  manière  que  ce  dernier 
axe  devienne  une  hélice.  Mais  ces  dernières  forces  sont  très-petites 
du  second  ordre  si ,  comme  nous  l'avons  constamment  supposé ,  là 
torsion  0  est  très-petite  du  premier  ordre  0)  ;  elles  ne  devaient  donc 
pas  être  fournies  par  notre  calcul»  où  les  quantités  du  second  ordre 
sont  négligées. 

S  lA,  Expression  générale  du  moment  de  torsion  des  prismes  dont 
les  sections  ont  des  contours  représentés  par  Péquation  algébrique 

du  %  10.  —  En  mettant  dans  M^  =  G  \  (g'^u— g't7)da>  ($  9)  les  valeurs 

(S  iO)  des  glissements  g'^  et  g'»  on  trouve  pour  le  moment  de  tor* 
sion 

=  ce(*^d    r««*+t>«-hCiii-fac,(i«i-i)«)4-3C8(u8-3ut;«)4-4C*(ti*-6i«H;«+i;*)-f...-| 
*  J«    *^L  — C>— ac'j.Jw— 3C',(3tt«t;-r»)-4C\(4ii>t;— 4tt»»)— ...J 

expression  dans  laquelle  on  peut  prolonger  ou  réduire  autant  qu*on 
veut  la  quantité  entre  crochets  par  l'addition  de  nouveaux  termes 
(%  10)  ou  par  la  suppression  d'un  ou  plusieurs  de  ceux  que  nous 
écrivons  ici. 

(>}  En  effet,  soit  a =00'  la  distance  entre  l'aie  de  figure  o'  passant  par  les 
centres  de  gravité  des  sections,  et  l'aie  de  torsion  0.  La  tangente  do  l'angle  que 
dit ,  avec  un  plan  perpendiculaire  A  celui-ci ,  rbèlice dans  laquelle  celui-lA  se  change, 

et t  r-  ;  <^a  a ,  pour  le  rayon  de  courbure  p  de  cette  hélice ,  p  ï:=  M  +  rr;^  ]  a  ; 
d*oil ,  yosr  le  hhmimi  de  fleaion , 

Bl  si  ^.  El 


p  1^  4  +  e«a» 


quanUté  très-petite  da  second  ordre. 
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En  coordonnées  polaires  (S  il)  >  on  aurait 

.  f  .(■;•«  +  Circos«  +  2C,r«cos2a  +  SCjr'cosSa  + "1 

*  "*      3       L    "^  C'i^ina  —  2C',r'sin2a  -  SC^r^sinSa^ J  • 

OU ,  plus  généralement ,  n,  n'  pouvant  être  fractionnaires  ou  né- 
gatifs ($11): 

Mi  =  GO  \  dco  (r*  +  S/iCnCOsna  —  Syt'C'n'r'^'sinn'a). 

S  17.  Plus  grands  glissements.  Points  dangereux.  Équation 
de  cohésion  permanente  ou  de  résistance  à  la  rupture  éloignée  par 
torsion.  —  Afin  de  ne  pas  interrompre  des  considérations  naturel- 
lement liées,  nous  donnerons  ici ,  et  dans  chacune  des  particulari- 
Bâtions  des  $$  suivants ,  après  l'expression  du  moment  de  torsion , 
réquation  de  cohésion  permanente  ou  de  résistance  à  la  rupture 
éloignée  par  torsion  (*),  bien  que  Navier  n*ait  parlé  de  cette  résis- 
tance qu'à  un  article  suivant,  VI. 

En  appelant,  comme  au  $  7  de  la  note  du  n<>  152,  p.  196: 

To  la  limite  des  efforts  tangentiels  que  la  matière  peut  supporter 
sans  danger  par  unité  de  surface  pendant  un  temps  indéfini, 
la  limite  des  glissements  non  dangereux  sera 

Tç 
G' 

11  faut  exprimer  que  nulle  part  cette  limite  n'est  dépassée,  ou  que 

le  plus  grand  glissement  principal  g  =:  y/g'^  +  g"*  lui  est  égal  ou 
inférieur.  La  condition  de  résistance  permanente  à  la  rupture  par 
torsion  sera  donc 

i'é)    =  ^**  >      nmimuui  de     g**  -f  g"«. 

Pour  trouver  les  points  dangereux  ou  de  maximum  de  ^,  —  ^— S— 

il  convient  de  remarquer,  d'abord,  d'après  les  expressions  de  g'  et 
g",  ou  celle  de  g*=g'*  +  g"*  en  r  et  «  du  S  11,  que,  sur  le  plan 

(*t  On  verra,  A  la  noie  du  n*»  465,  queUo  Tormale  on  pourrait  adopter  pour  la 
rctislance  à  la  rupture  immédiate  ou  prochaine  par  torsion ,  au  moins  dans  le  ras 
du  cjlindro  i  base  circulaire. 
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indéfini  de  la  section ,  elles  peuvent  toujours  prendre  des  gran« 
deurs  aussi  considérables  qu'on  veut,  car,  en  rendant  r  suffisam- 
ment grand,  le  terme  où  il  est  à  la  plus  haute  puissance  surpassera 
tous  les  autres,  et  comme  il  est  toujours  positif  dans  g*,  ce  carré 
devient  infini  avec  t  dans  toutes  le^  directions  ou  pour  toutes  les 
valeurs  de  l'angle  a.  Si  g*  croissait  toujours  de  l'intérieur  à  l'exté- 
rieur de  la  section  pour  chaque  direction ,  ce  serait  constamment 
sur  son  contour  qu'il  faudrait  chercher  les  points  dangereux.  Mais 
nous  savons  qu'il  y  a  souvent  des  points  du  contour  où  le  glissement 
est  nul ,  et  il  peut  y  avoir,  dans  l'intérieur,  quelque  point  de 
maximum  absolu  de  g*  (quoique  cela  ne  se  soit  présenté  dans  au- 
cun des  exemples  ci-après  traités);  et  il  n'est  pas  impossible  que 
ce  maximum  excède  toutes  les  valeurs  de  g*  relatives  aux  points 
du  contour. 

il  faudra  donc  chercher  d'abord  les  points  de  maximum  absolu 
de  g*,  ou  s'assurer  qu'il  n'y  en  a  pas.  Ils  doivent,  comme  on  sait, 
s'ils  existent,  satisfaire  à 

à%    ^t     ^%  '^t      ^'pV  ^t  ^% 

On  les  cherchera  analytiquenient  ou  numériquement  sur  les  H- 

gnes  droites  ou  courbes  représentées  par  l'équation  --r-  =  0  (qui 
en  fournira  toujours  plusieurs ,  et  qui  est  généralement  plus  simple 

que  réquation  -^  =  0,  susceptible  de  servir  au  même  objet  )  et 

on  essayera  s'ils  remplissent  les  conditions  relatives  aux  dérivées   ^ 

du  second  ordre  -?-•♦  j-;,  et  s'ils  tombent  à  l'intérieur  du  cou- 
da'   dr*     - 

tour. 

^$ 

La  double  recherche  sur  les  lignes  ayant  pour  équation  -t—  =  0 
et  sur  le  contour,  conduira  donc,  dans  tous  les  cas,  à  la  détermi-. 
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nation  de  ces  points  de  la  section  où  g*  a  nne  valeur  plus  grande 
qu*aux  autres  points. 
Souvent  ceB  points  dangereux  seront  les  intersections  de  lignes 

-^—  =  0  avec  le  contour  de  la  section  ;  mais  quelquefois  aussi  ils 

se  trouveront  en  d'autres  endroits  du  contour,  comme  nous  en  ver- 
rons des  exemples  aux  $$  33,  35. 

Lorsque  la  section  est  partagée  symétriquement  par  une  ou  plu- 
sieurs lignes  droites,  ces  lignes  de  symétrie  sont  nécessairement 
au  nombre  de  celles  de  maximum  ou  de  minimum  relatif  de  g' 

d  g* 
qui  satisfont  &  j- 1^  =0  ;  car,  en  prenant  Tune  d^elles  polir  Taxe 

à  partir  duquel  on  compte  les  angles  a  (ou  pour  Taxe  des  u\  les 
coefficients  G'i ,  G',,  G',.-  des  équations  et  expressions  des  $S  10 
et  il  sont  nuls,  et  il  ne  reste  que  les  termes  affectés  de  C|.  G,,  G,..., 

comme  on  a  vu  §  12;  Texpresslon  (  $  il)  de  f}  neoontientdono  que 

des  cosinus  de  a  et  de  ses  multiples:  son  coefficient  diflérentiel  ne 

.contient  que  des  sinus  et  devient  nui  pour  as=0,  c'est-à-dire  pour 

les  points  de  la  ligne  de  symétrie. 

Et  les  intersections  de  chacune  de  ces  lignes  de  symétrie  avec  le 

contour  de  la  section  sont  des  points  de  maximum  ou  de  minimum 

de  g'  sur  ce  contour;  car  elles  le  coupent  à  angle  droit;  r  y  est  con- 

d  e* 
stant  sur  une  petite  étendue,  en  sorte  que  la  condition  -^  =0 

pour  r  constant  s'y  trouve  remplie  par  les  valeurs  de  g'  relatives 
aux  points  du  même  contour. 

G'est  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir  en  se  rappelant  (  %  12)  que  lors- 
qu'on place  Taxe  Ue  torsion  de  manière  qu'il  rencontre  une  ligne  de 
symétrie,  elle  reste  tout  entière  dans  le  plan  primitif  de  la  section , 
ce  qui  donne  pour  tous  ses  points,  en  la  prenant  pour  axe  des  u, 
v^O,  la  pente  t=0,  et  g'=t^Ot;  nul  aussi,  ainsi  que  son  coeffi- 
cient différentiel  ^;  d'où  g  =  g'',  et,  vu  Que  ^+  ^'=0($6), 

^~0 
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c*est-à-dire  que  le  glissement  principal  est  bien  un  maximum  ou 
un  minimum ,  en  tous  les  points  de  cette  llg^ne  de  symétrie,  parmi 
les  autres  points  situés  sur  des  lignes  qui  la  coupent  à  angle  droit* 

Aussi,  dans  presque  tous  les  exemples  ci-après  (mais  non  dans  tous, 
voyez  SS  33»  35],  c'est  aux  extrémités  des  plus  grands  et  des  plus 
petits  diamètres  que  se  sont  trouvés  les  points  de  maximum  et  de 
mlnfmum  de  glissement.  Les  points  dangereux  ou  de  maximum  ont 
été ,  pour  ces  mêmes  exemples,  les  extrémités  des  plus  petits  dia- 
mèires,  ou  les  points  du  contour  les  plus  rapprochés  des  centres 
des  sections.  Mais  cela  ne  saurait  être  général,  car,  lorsque  le 
contour  offre  des  angles  rentrants^  les  arêtes  y  restent  normales 
aux  sections,  et  le  glissement  y  est  nul  comme  aux  angles  saillants^ 
par  la  même  raison  qu'on  a  dite  au  $  /i,  et  qui  est  dérivée  de  la 
condition  de  normalité  des  sections  infléchies  à  la  surface  latérale 
modifiée  par  la  torsion  ;  d'où  Ton  doit  inférer  que  lorsque  les  con- 
tours des  sections  offrent  des  parties  rentrantes  arrondies,  mais 
d'une  courbure  très  prononcée,  le  glissement  doit  y  être  un  mini* 
mumet  non  un  maximum  parmi  les  points  du  contour. 

En  tous  cas  il  est  bien  entendu ,  si  seulement  on  se  rappelle  l'indé- 
pendance où  sont  les  glissements  de  la  position  de  l'axe  de  torsion 
(S  15J  que  leurs  grandeurs  ne  sauraient  être  constamment  en  rai- 
son directe  des  distances,  à  cet  axe,  des  points  des  sections  où  ils 
ont  lieu,  comme  il  fallait  le  supposer  dans  l'ancienne  théorie  basée 
sur  l'hypothèse  que  les  sections  restent  planes  et  perpendiculaires 
au  même  axe.  Il  n'est  donc  nullement  étonnant  que  les  plus  grands 
glissements  se  trouvent  le  plus  souvent  aux  points  les  plus  proches 
de  l'axe  de  torsion  supposé  passer  au  centre. 

S  18.  Premier  exemple  ou  première  parlicularisation.  Section 
circulaire.  Torsion  6^  un  cylindre  autour  de  son  axe  défigure*  —  On 
obtient  une  section  circulaire  en  supposant  les  coefficients Gj ,  G,, 

G, G'i,  G'i,  G', tous  nuls,  ou  les  pentes  t,^  nulles;  car 

l'équation  du  contour  est  alors,  en  faisant  2K  =  r*  : 

tt»  H-  ©•  =  r*  ; 

et  réquation  de  la  surface  de  la  section,  qui  se  réduit  à 
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2  =  0, 

vérifie  bien  que  cette  surface  reste  plane  comme  on  l*a  va  au  S  A. 
Alors  on  a  le  moment  de  torsion 


M^  =  Ge/(tt«  +  v*)du  =  GS  J ,      . 


J  étant  le  moment  d*inert!e  de  la  section  autour  de  son  centre,  ainsi 
qu'il  a  déjà  été  dit,  ou  bien,  vuque  J  =  ^(S  1), 

M,  =  Ge!JÎ. 

Une  pareille  torsion  d'un  cylindre  circulaire  de  rayon  quelconque  r 
est  déterminée  par  des  forces  qui  ont  pour  valeur,  en  appelant  tou- 
jours r  le  rayon  vecteur  du  milieu  d*un  élément  quelconque  du  de 
la  section 


Ggdw  =  Gdoj  v^g'«  +  g"«  =Gd»  ^(6^)»  +  (— 0p)i  =  GOr  •  (fu , 

c'est-à-dire  par  des  forces  appliquées  sur  les  bases  extrêmes ,  tan^ 
gentiellement  ou  dans  leurs  plans,  et  perpendiculairement  aux 
rayons  vecteurs  auxquels  elles  sont  proportionnelles,  ainsi  qu'aux 
superficies  des  éléments  du. 

Et  tout  autre  mode  de  sollicitation  ou  de  distribution  des  forces 
aux  extrémités  donnera  très-approximativement,  d'après  ce  qu'on  a 
dit  au  S  9  et  d'après  Texpérience,  la  même  torsion  pour  le  môme 
moment  total  M^. 

Gomme  le  plus  grand  glissement  répond  à  r  =  r,  l'équation  de 
cohésion  permanente  ou  de  résistance  à  la  rupture  éloignée  sera 
(S  précédent)  : 

To  =  ou  >  G«r  ; 

ou ,  en  éliminant  GO  au  moyen  de  l'expression  M|  =  GO  ^  du  mo- 
ment de  torsion  : 

Umite  de  Ml  =  Hf  T,  ; 

équation  qu'on  aurait  obtenue  immédiatement  en  regardant  les 
résistances  comme  proportionnelles  aux  distances  au  centre  (ce  qui 
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est  vrai  pour  le  cas  de  la  secUon  circulaire},  eu  sorte  que  si  T,  est  la 
résistance  par  unité  superficieUe  à  la  distance  r  ou  à  la  circonfé- 
rence, on  a  T,  p  à  la  distance  quelconque  r,  d'où,  en  faisant  du  = 
^j:rdr9  superficie  d'une  couronne  infiniment  étroite  ; 


"«=$>•? 


2Krdr.r=  -s-T.. 


Cette  manière  directe  d'arriver  à  Téquation  de  résistance  per- 
manente n'est  applicable  qu'au  cylindre  à  base  circulaire. 

S 19.  Deuxième  exemple  ou  deuxième  particularisaiion.  Section 
encore  circulaire^  mais  torsion  du  cylindre  autour  d^un  axe  excen- 
trique intérieur  ou  extérieur.^  Si  nous  conservons  seulement, 
dans  les  formules  du  S  10 ,  les  termes  du  premier  degré  ou  en  C| , 
C'i ,  en  annulant  toujours  les  autres  coefficients,  nous  aurons  encore 
une  section  circulaire,  car  l'équation  du  contour 

^i-~  -l-Citt  — C>  =  K 

peut ,  en  faisant  C^  =  — p,  C'j  =  g,  2K  -f  C%  +  C^^  =  r',  être  mise 
sous  la  forme 

(u— j))«+(t>— g)«=r«'; 

elle  représente  un  cercle  dont  le  centre  0'  a  pour  coordonnées 

p,  g  par  rapport  aux  axes  Ou ,  ùo  passant 
par  celui  de  torsion  0. 

Cette  sectk>n   circulaire  reste  plane 
comme  quand  la  torsion  se  fait  autour  de 
Taxe  de  figure  0'  (S  U);  mais  son  plan 
devient  oblique  à  l'axe  de  torsion  0.  Ce 
plan  a  pour  équation  (S  10) 

X  =  e(Cit?  +  C'jM)  =  ô(gtt — pr). 

On  peut  vérifier  que  l'on  a  toujours  (S  13)  /g'do)  =  0,  /g'^du  =  0 , 

car  (S  10) 

g'=e(-.c+c\)=-e(tj-g), 

g"=(u+c,)  =  e(u-p), 

U  48 
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et  /t>icD  =  gM,  /twtwi=pb>  en  vertu  de  la  propriété  connue  du 
ceott^  dé  gf avité  0'  dont  p,  q  sont  Tabselsse  n  et  Tordonnèe  r. 

On  peut  vérifier  égaloment  que  les  glissements  g'»  g^'i  oonformé* 
ment  à  ce  qu^on  a  démontré  en  général  au  $  15,  sont  les  mêmes  que 
si  Taxe  de  torsion  passait  au  Centre  0'  ;  car  u  —  p,  v— g  seraient  lefi 
coordonnées ,  par  rapport  à  des  axes  parallèles  à  Ot^,  Ov  et  tirés  du 
même  centre,  de  Tétément  dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  Ou, 
Or,  sont  Ut  i\ 

Le  moment  de  tordion  est  bien  aussi  le  mëmCt  car  /c7io(u*  + 1*  + 
CjM— c'jt;)  ($  16)  revient  à  /[(t4-i))*+(û— g)1(î«,  vu  que  Ci=— p, 

$  20.  Ohsèfi)ation  générale  sur  les  tèrnïès  du  premier  degré  ou  en 
c„  c\  des  èquaiions  du  ôonlour  des  sections.  —  En  faisant  m  =  0 , 
t =0  dans  les  expressions  générales  des  glissements  du  S  lO ,  on  a 

g'=éc\,  g"c=ecj,  g  ==  v/g'n^?^»  =  «v^V+cv 5 

en  sorte  que  rinclinaison  g  prise  sur  Taxe  de  torsion  par  les  sur- 
faces dans  lesquelles  se  change  le  plan  des  sections  a  pour  gran- 
deur 

Les  sections  ne  restent  normales  à  Taxe  de  torsion  passant  par 
Torigine  des  coordonnées  que  quand  G^  =  0 ,  G'j  =  0  ou  quand  il  n'y 
a  pas  de  terme  du  premier  degré  dans  Téquation  de  leur  contour. 

Dans  Tintérieur  de  tout  prisme  »  il  existe  une  fibre  à  laquelle  les 
sections  restent  normales ,  soit  que  cette  fibre  demeure  rectiligne 
comme  quand  on  la  prend* pour  axe  de  torsion,  soit  qu'elle  se 
courbe  en  hélice  comtne  quand  Taxe  est  pris  ailleurs.  On  obtient  les 
coordonnées  du  point  où  elle  traverse  la  section  en  égalant  à  Eéro 
les  expressions  de  g',  g^'  et  éliminant  pour  tirer  u  et  t'.  Il  est  au 
centre  de  figure  lorsque  la  section  en  a  un. 

Mais  il  peut  exister  plusieurs  fibres  jouissant  de  cette  propriété  de 
rester  normale  4  la  section  infléchie  i  notamment  lorsque  son  con- 
tour oflTre  des  angles  ($  /i). 

S  21.  Troisième  particularisation.  Section  elliptique*  —  On  o\h 
tient  cette  section  en  ne  conservant  dans  le  premier  membre  de 
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réquation  générale  des  contours  du  S 10  «  p«  256 ,  que  les  tei^mes 
du  premier  et  du  second  degré  »  ou  les  coefficients  Gj ,  G'^ ,  G^ ,  G',. 
Nous  supprimerons  ceux  du  premier  degré  qui  ne  feraient  que 
rendre  Taxe  de  torsion  excentrique  (  SS  précédents)  ;  nous  annule- 
rons aussi  le  terme  2G',uv,  afin  que  les  axes  ou  diamètres  principaux 
de  Teilipse  soient  dans  la  direction  des  coordonnées  u,  v.  Restera  le 
coefficient  G, ,  d^où  : 

i**  Pour  réquation  du  contour  de  la  section, 

u*  4-  t)* 

ou 

1SK     _6«       2K     _c< 

T  Pour  réqutttloii  de  la  surface  courbe  dans  laquelle  se  sera 
changé  son  plan ,  2=  OO, .  Suc ,  ou 

3*  Pour  les  glissements, 

On  pourrait  y  arriver  plus  élémentairement  en  parlant  de  la  sup- 
position de  pente*  constantes  pour  chaque  coupe  parallèle  à  Taxe 
de  torsion  et  aux  v  ou  aux  u^  ou  de 

qui  satisfait  bien  à  (ij  --  i)  +  Oi  '^f)  =  0  du  $  6 ,  et  en  remarquant 
que  réquation  de  condition  (S  8)  0  H-  Gi«)dM—  (t— et?)dt' =  0  rela- 
tive au  contour,  et  qui  exprime  la  normalité  des  sections  à  la  sur- 
face latérale  modifiée,  se  réduit  alors ,  en  faisant  .""or'  =  ~«)  ^ 

,     .   bv    bdv      ^ 
udu  +  —  .  —  =  0  • 
ce  ' 

représentant  une  courbe  telle  que  si  Ton  amplifie  toutes  ses  or- 
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données  v  dans  le  rapport  -  Ton  obtient  un  cercle  ;  car  v'  étant  les 


ordonnées  nouvelles  =  — ,  il  en  résulte  -,  = 

c  v' 


dt/ 


du 


,  équation  dont 


on  déduit  facilement ,  par  la  considération  de  la  similitude  des  deux 
triangles  qui  ont  pour  côtés,  Tun  u,  t?',  et  Tautre  ^dv\  du^  que  les 
éléments  du  contour  sont  perpendiculaires  aux  rayons  vecteurs,  ce 
qui  caractérise  bien  le  cercle,  d'où  une  ellipse  en  réduisant  toutes 
les  ordonnées  v'  dans  un  rapport  constant. 

6*— c* 
La  surface  courbe  z = — 0         ^uo  affectée,  après  la  torsion,  par 

les  plans  des  sections ,  est  le  plan  gauche  ou  le  paraboloîde  hyper- 
bolique engendré  à  volonté  par  une  ligne  droite  restant  parallèle  au 
plan  (vz)  ou  par  une  ligne  droite  restant  parallèle  au  plan  (vz)  et 
s'appuyant  sur  deux  des  lignes  droites  de  Tautre  génération.  En  décri- 
vant cette  surface  topographiquement  ou  à  la  manière  des  terrains 
par  coupes  équidistantes  parallèles  à  son  plan  primitif  ou  perpendi- 
culaires à  Taxe  de  figure  du  prisme,  autour  duquel  la  torsion  s'est 
effectuée,  et  projetées  toutes  sur  ce  plan,  on  a  la  suite  d'hyperboles 
représentées  par  Tépure  ci-dessous,  et  qui  ont  pour  asymptotes  les 
axes  de  Tellipse-contour. 
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Le  coefficient  O  ^,~^,  représente  le  degré  du  gauchissement 

très-petit  qu'a  éprouvé  le  plan  de  la  section  ;  il  est ,  comme  l'on 
voit,  proportionnel  &  la  torsion  6  et 
d'autant  plus  grand  que  les  axea  de 
l'ellipse  sont  plus  inégaux ,  sans  ton* 
tefols  dépasser  la  valetir  0  qn'il  prend 

pour  -  très-grand.  La  petite  ordon- 
née z,  perpendiculaire  au  plan  pri- 
mitif de  la  section ,  est  négative  dans 
les  réglons  des  u  et  v  positifs  etdes 
u  et  ti  négatifs  lorsque  6  est  plus 
grand  que  c,  la  torsion  étant  supposée 
avoir  lieu  de  u  et  c  pour  un  observa- 
teur placé  du  cété  des  z  poaitifa  ;  et  z 
est  positltir  dans  les  deux  autres  ré- 
gions ou  quarts  d'ellipse,  en  sorte 
que  ta  section  gauchie  offre  deux 
saillies  et  deux  creux  séparés  par  1^ 
deux  ligjies  de  symétrie  restées  Ita- 
mobltes  (S  IS). 

L'épure  ombrée  ci-contre  donne, 
&  une  plus  petite  écbelle,  les  projec- 
tions BCB,  sur  un  plan  parallèle  à 
l'axe  de  torsion,  des  contours  d'un 
grand  nombre  de  secUoos  ainsi  mo- 
diflées.  La  torsion  y  a  été  exagérée 
pour  en  rendre  les  effets  plus  appa- 
rents; car  elle  est  supposée  d'une 
demi-circonférence  sur  une  longueur 
égale  à  nfols,  ou  3'"",lil6  te  grand 
diamètre  6=BB  de  la  base;  en  sorte 

que  fl  =  -T  =  T ,  et  le  pas  des  hé- 
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lices  dans  lesquelles  une  torsion  0  par  unité  de  longueur  change 
toutes  les  fibres  et  les  arêtes  et  dont  l'expression  générale  est 

27: 

a  pour  grandeur  seulement  2j:b  ou  6^<^'',28  ce  diamètre.  Or,  avec 
une  torsion  pareille»  les  proportions  des  accroissements  des  dis- 
tances moléculaires  cesseraient  de  pouvoir  ôtre  considérées  comme 
très-petites,  et  les  lofs  analytiques  de  Télastiolté  qu'on  a  invoquées 
ne  s'observeraient  plus  (*). 

S  22;  Moment  de  tor^on  et  résistance  à  la  rupture  éloignée  par 
torsion  d^un  cylindre  elliptique*  Position  des  points  dangereux.  Ex^ 
plioation  des  différences  avec  la  théorie  ancienne. — On  trouve  pour 
le  moment  de  torsion  de  ce  cylindre  elliptique  dont  la  base  a  pour 
diamètres  principaux  6  et  c,  soit  en  faisant  G^=3  0, 0'^=  0,  G'^^O, 
G,=:  0 •...  dans  la  formule  générale  M^  =  ....  du  $  16,  soit  en  met- 
tant dans  celle  M|=:G  \^(g''u*g'v)d<u  du  S  ^  l^s  valeurs  de 
g'f  g"'  du  S  précédent 

*  6*  +  c* 

Gomme  on  a  ($  /i  de  la  note  du  n«  8/i ,  p.  66)  pour  les  moments 
d'inertie  de  l'ellipse  autour  de  ses  axes  6,  c  : 

cette  expression  du  moment  revient  à 

^,       GO    «6»c»  ÛGO 

M«  =  r:: 


*'"16  6«  +  c»~"  1  ,  i* 

(<)  Oq  u  Toir  eo  offet  loui  i  l'heure  que  le  gUisement  maximum  est  '       l  6c, 

4  be 

ce  qui,  atec  6=  -,  donnerait  ,  dont  la  râleur  numérique,  li  hzsz^c 

9 

comme  le  suppose  la  flgure ,  serait  ~  et  donnerait  Heu ,  dans  un  aeni  oblique 

6 

(  §  6  de  la  note  du  n*  45i),  A  une  dilatation  d'un  peu  plus  d'un  cinquième. 
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11  est  égal  au  coejieient  éPékuticité  de  gliisemênt  0  multiplié  par 
la  torsion  0  et  par  deux  fois  Vinverse  de  la  demir-somme  des  in^ 
verses  des  moments  d^ inertie  principaux  de  la  section» 

Pour  poser  Téquation  de  cohésion  permanente  ou  de  résistaiiçe  à 
la  rupture  éloignée ,  il  faut  d*abord  chercher,  sur  la  section ,  le 
point  dangereux  f  pour  lequelg=v/g^  +  g"*  est  le  plus  grand.  La 
valeur  générale  de  ce  glissement  principal ,  d*après  celles  de  g',  g'' 

du  S  précédent ,  est 

20        

C'est  sur  le  contour  qu'il  faut  en  chercher  le  maximum,  car  la 
quantité  sous  le  radical,  pour  chaque  direction  du  rayon  vecteur  ou 

V 

chaque  valeur  du  rapport  - ,  est  d'autant  plus  grande  que  v  et  t4  sont 
plus  grands.  Or  comme  on  a  aux  points  du  contour 

îf!  a.  h!  —  ^ 

on  obtient  pour  le  glissement,  en  tirant  r'  et  substituant 


cO 


La  plus  grande  valeur  de  ce  glissement,  si  6  >  c  comme  nous  suppo- 
sons ,  a  lieu  évidemment  pour 

u=0, 

et  sa  plus  petite  valeur  pour  u  es  :t:  (le  d«mi  gnud  ue  -)• 

C'est  donc  aux  extrémités  du  petit  axe  de  la  section  elliptique 
que  se  trouvent  les  points  dangereux  ou  de  plus  grand  glissement. 
Et  c'est  aux  extrémités  du  grand  axe  que  sont^  parmi  les  points  du 
contour^  ceux  de  plus  petit  glissement^  où  la  matière  court  le  moins 
de  risque  de  se  désagréger,  si,  bien  entendu,  le  solide  n'est  que 
tordu  sans  être  en  même  temps  fléchi ,  et  pourvu  toujours  que  la 
torsion  BOit  peu  considérable,  en  sorte  que  la  dilatation  longitudi* 
nale  des  fibres  courbées  en  hélice  ne  dépasse  pas  une  proportion 
très-petite  du  second  ordre  (S  2). 
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Le  glissement  maximum  a  ainsi  pour  grandeur 

En  l^égalant  à  la  limite  des  glissements  permanents  non  dange- 
reux» ou  à  (S  17)  : 

g"' 

on  a  pour  équation  de  non-rupture  ou  de  cohésion  permanente 

GO  Ttb^d^ 
ou,  en  éliminant  6  au  moyen  de  Texpression  M|  =  ig XTTTs  '^^ 

moment  de  torsion, 

ymitedeM,=  Î^To=.^To; 

équation  qui  »  comme  toutes  celles  du  même  genre ,  ne  contient 
plus  que  le  coefficient  de  cohésion  permanente  T.. 

Les  expressions  ci-dessus  de  Mj  en  fonction  de  0  et  G  »  et  de 
limite  M|  en  fonction  de  T.  sont  très-différentes  de  ce  qu^on  aurait 
par  Tancienne  théorie  (n*  156  et  $  1  de  sa  note) ,  car  cette  théorie , 
qui  supposait  que  les  sections  des  prismes  tordus  conservent  leur 
forme  plane  primitive»  aurait  donné  pour  notre  cylindre  ellip- 
tique 

Moment  de  torsion  M|  =  G6J  =  G8(I  -|- 1')  =G0  -^  (6*  +  c«). 

T         h 

Plos  grand  glissement ,  anx  extrémités  da  grand  axe  26,   ~  =  -  0, 

Équation  de  coWsion  permanente  !  limite  M,  =  5^  (6*4-c')cT,=2  -^  T.. 

Voici  les  rapports  entre  les  vraies  valeurs  de  M  et  de  limite  M|  » 
et  celles  que  nous  venons  d*écrire  : 
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(Dn  n* 


). 


• 

Rapport  dei  Traies  Taleariaux  Taleurs 
fausses 

de  Ml. 

de  Limite  M|. 

4&>c> 

îftc 

(6i-|.ci)i 

b^+c* 

1 

1 

16 

-  =0.6* 

4/5  =0,8 

9fS5  =0,36 

3/5  =0,6 

64/989  =  0,9)15 

8/17=0,4706 

86/1 69  =  0,1 47W 

6/13=0,3846 

4c«     , 

-T-  très-petit. 

2<?     . 

--  très-petiu 

0 

Poar  -  quelconque 
c 

S.   .  •  . 

3.  •  •  . 

4.  .  .  . 

5.  .  •  . 

-  très-grand. 
c 


Les  formules  y  basées  sur  la  théorie  ancienne»  inspireraient 
donc  aux  constructeurs  une  fausse  sécurité ,  soit  pour  la  résistance 
à  la  rupture,  soit ,  et  encore  plus ,  pour  la  rigidité  ou  la  résistance 
élastique.  Le  rapport  des  charges  regardées  comme  non  dange- 
reuses d'après  cette  théorie  et  d*après  celle  que  nous  venons  d'ex- 
poser peut  prendre  toutes  les  valeurs  de  i  à  Tinfini. 

Cette  diminution  du  moment  des  résistances  élastiques  par  TeiTet 
du  gauchissement  du  plan  des  sections  s'explique  en  observant  que, 
comme  les  éléments  des  sections  s'inclinent  en  même  temps  que  les 
éléments  des  fibres  devenues  des  hélices,  rinclinaison  résultante , 
ou  rinclinaison  mutuelle  des  fibres  et  des  éléments,  est  moyenne- 
ment moindre  que  si  les  fibres  s'inclinaient  seules  ou  que  si  les 
sections  restaient  planes  et  perpendiculaires  à  l'axe  de  torsion. 
Cette  inclinaison  mutuelle,  ce  glissement ,  est  môme  presque  zéro 
aux  extrémités  du  grand  diamètre  b  de  l'ellipse,  s'il  est  considérable 
par  rapport  au  petit  diamètre  c;  ce  qui  vient  de  ce  que  les  fibres 
exercent  sur  les  éléments  des  sections  une  action  qui  maintient 
presque  leur  perpendicularité  aux  extrémités  des  sections  très- 
allongées,  ou  aux  parties  où  le  contour  a  une  courbure  très-pro- 
noncée. 
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Mais  sox  parties  d'une  flEtIble  courbure,  comme  sont  les  ex- 
trémités du  petit  diamètre  de  Tellipse ,  il  en  est  autrement  ;  les  élé- 
ments superficiels ,  retenus  par  d*autres  éléments  qui  les  précèdent 
et  les  suivent,  non-seulement  ne  cèdent  pas  à  la  sollicitation  des 
fibres ,  mais  encore  sont  entraînés  à  s'incliner  dans  un  sens  opposé 
h  Taction  qu'elles  exercent  en  cet  endroit 

Il  en  résulte  que,  contrairement  à  ce  qui  se  passerait  si  les  sec- 
tions restaient  planes ,  c'est  aux  points  du  contour  les  plus  rappro- 
chés du  centre  qu'a  lieu  le  maximum  de  glissement ,  de  résistance 
et  de  danger.  Là ,  les  fibres  s'inclinent  moins  sur  l'axe  central ,  et 
les  éléments  superficiels  s'inclinent  aussi  moins  sur  leur  ancien  plan 
qu'aux  pointa  les  plus  éloignés ,  mais  leurs  deux  Inclinaisons  con- 
spirent ou  s'ajoutent  pour  produire  un  glissement  plus  considérable, 
tandis  qu'aux  points  les  plus  éloignés ,  elles  se  soustraient  Tune  de 
l'autre  pour  produire  un  glissement  presque  nul. 

Cest  ce  que  met  très-bien  en  lumière  l'épure  ombrée  du  S  précé- 
dent (et  encore  mieux  un  relief  en  carton,  sept  fols  plus  grand,  que 

nous  avons  d'abord  construit).  L'arête  BBB ,  l'une  des  deux  plus 

éloignées  de  l'axe  de  figure,  reste  sensiblement  normale  aux  con- 
tours BGB,  BGB des  diverses  sections,  tandis  que  les  deux 

arêtes  GGGG...,  GGGG ...,  qui  sont  les  plus  rapprochées  du  même 
axe,  ont  sur  ces  contours  des  inclinaisons  très-prononcées,  repré- 
sentant le  glissement  maximum  ou  le  plus  dangereux ,  dont  on  a 

trouvé  la  valeur  égale  ft  jrr^  ^^î  valeur  toi^ours  supérieure  4 
celle  X  0  qu'il  aurait  à  la  section  restait  plane;  supérieure  aussi  à 


c 


1 


celle  .^       ,  60  du  glissement  aux  points  B,  B,  B ,  ou  les  plus 

b*c      b 

éloignés,  dans  le  rapport  x^  =  ~  (*)• 


(1)  En  aiiendaDi  que  iioui  rapporlioni,  dani  le  complémeiit  aux  ariides  I  i  VI, 
les  diversefl  espèrieDces  de  flexion,  de  torsion,  etc.,  qui  ont  été  raiies,  nous  pou- 
vons dire  que  celles  de  M.  Wertheim,  consignées  dans  son  Mémoire  annoncé  dés 
4853,  présenté  i  rAcadénie  le  49  février  4855,  et  publié  au  numéro  de  Juin  4857 
des  Annales  de  physique  et  de  chimie ,  ont  conflrmé  la  théorie  nouvelle  que  nous 
exposons  ici  pour  la  torsion  ;  car,  en  ce  qui  concerne  d'abord  les  cylindres  elllp- 
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i  23,  Quatrième  particularisation.  Prisme  à  section  triangulaire 
équilaiérale.  —  On  donne  rarement  une  pareille  section  aux  pièces 
tordues  ;  mais  elle  est ,  après  le  cercle ,  celle  pour  laquelle  les  for- 
mules sont  les  plus  simples,  et  sa  considération  fournira  d'ailleurs , 
avec  des  remarques  utiles,  des  chifiVes  pour  une  petite  table  à 
Taide  de  laquelle  on  peut,  en  intercalant ,  se  dispenser  quelquefois 
de  longs  calculs  dans  la  pratique  (voy.  $  38). 

On  obtient  cette  section  triangulaire  en  réduisant  les  expressions 
et  équations  du  $  10  aux  termes  affectés  du  coefficient  G3,  et  en 
particularisant  convenablement  le  second  membre  désigné  par  K. 
En  effet,  Téquation 

•#•  j_  «t 

convient,  tant  qu'on  n^établit  aucune  relation  entre  G3  et  K ,  à  une 
infinité  de  contours  courbes  à  trois  sommets ,  dont  chacun  est  com- 
pris entre  un  cercle  et  le  triangle  équilatéral  inscrit.  Mais  en  y  fai- 
sant 

1  26* 

cette  équation  multipliée  par  26  peut  être  écrite 

et  représente  bien*  en  égalant  h  zéro  successivement  les  fac* 
teurs  entre  parenthèses,  les  trois  côtés  BG,  BA,  GA  d'un  triangle 
équilatéral  dont  le  centre  de  gravité  0  est   pris  pour  origine 

tiques,  la  formule  de  momeot  de  torsion  dont  il  se  sert ,  sous  le  n"  44 ,  pour  re* 

présenter  très-approximalivemenl  ses  expériences  sur  l'acier  et  sur  le  cuivre 

(à TarUcle  zu  de  ion  Mémoire,  page  23S  du  volume  des  jdnnalet)^  coïncide  avec 

G6  ictM 
la  nôtre cMessus  M|  =  --  --t- — -,  ta  appelant  G,  Mi ,  0,  5,  c  ce  qu'il  appelle 

16   VT'f-  c' 

â^»  P^'>  .Qfto  »»  '^i>  ^r  ^  remarque  que  rbtbUa  physicien  fait  à  la  page 

suivante  de  ion  Mémoire  prouve  qu'il  n'a  pas  aperçu  œtte  coïncidence  avec  une 
formule  que  nous  avloni  donnée  dès  4S47,  aux  C(mpie$  rendus  de  F  Académie, 
t.  XXIV,  p.  849. 
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des  coordonnées  9  et  la  hau- 
teur DoA  =  36  pour  axe  des 
u,  vu  qu'alors  le  côté  A;=r 

BG  =  26v^,  et  que  si  oP  = 
Tabsclsse  u,  on  a  Tordonnée 
positive  correspondante 

Alors»  aussi,  on  a  ($10) 

GlissemenU  g'=  — e^r+Î^V     g"  =  8  ^w  —  îî-IlHÎ\  , 

9«  «CM  ^^^  mS 

Équation  de  la  mitkct  de  la  section  2  =  —  0 ^T —  t 

qui  s'appliqueraient  aussi  à  une  infinité  de  contours  comme  ceux 

dont  nous  venons  de  parler,  résultant  de  valeurs  autres  que  -^ 

données  au  second  membre  K  de  leur  équation,  mais  qui  sont  cir- 
conscrits A  des  triangles  ayant  d'autres  dimensions  que  ABC  (0- 

Les  plus  grandes  ordonnées  z  =  z*.  =  1/3  66*  de  cette  surface  de 
la  section  répondent  aux  points  tels  que  m  situés  sur  le  contour  à 
des  distances  Dm  =  6  des  milieux  des  côtés.  On  a  figuré  les  coupes 
de  cette  même  surface  par  des  plans  z  =  ±:0,2zm,  ^O^Atm, 

Le  moment  de  torsion  sera,  en  faisant  G,  =  —  g?  et  les  au- 
tres 0  =  0  dans  la  formule  générale  du  §  16, 

Ml  =  GO  R  (tt« + r*)d»  -  ^  J  (u»— 8uîJ«)  deoj. 

(1)  On  Térifle  (kcilemeDt  que  l'6qnation  définie  ($8)  g^dv— g'dv  =  0,  ou 
[l^h^u)u-^t^du+^u+b)vdv=Q ,  MtisfaileptrdMrrO,  «=— 6,etauM| 

par  S&— ti=±:vv3,  cfM==p(iv^.eoDT{eBt  aux  trois  côtés  du  triangle  équila- 
tèral ,  ce  qui  peut  senrir  pour  près  enfer  élémenlaireBent  le  ealcul  de  la  tonion  du 
prisme  dont  il  est  la  base. 
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Pour  le  calculer,  observons  d'abord  que  les  deux  moments 
d^inertie  fu^thi ,  fv^dta  autour  de  or,  ohu  sont  égaux  ;  car  les  mo- 
ments autour  des  trois  hauteurs  du  triangle  ont  évidemment  la 
même  grandeur  ;  or  lorsque  les  moments  d'inertie  â^xme  figure  aun 
tour  de  deux  droites ,  même  obliques  Punê  à  Vautre^  et  yassatit  par 
son  centre  de  ffravité^  sont  égaux  ^  ils  le  sont  autour  de  toutes  les 
droites  tracées  sur  son  plan  par  le  même  centre  (')•  On  a  donc 
d'abord  pour  le  moment  polaire  du  triangle  (S  i  de  la  note  du  n*  S2)  : 

J  =  S(u«+t?«)dw==2jr*dio==2.2.  ^•36(^y==~^==36*V^. 

Observons  ensuite  que  si  r  est  le  rayon  vecteur  d*un  élément  (f<i>, 
on  a  Srh>diù  =  0,  et  de  même  /rHi'(2fa>= 0,  u'  étant  la  distance  de 
cet  élément  à  Tautre  hauteur  ou  axe  de  symétrie  GoF.du  triangle; 
car  chacune  de  ces  deux  sommes  se  compose  de  termes  égaux  deux 
à  deux  au  signe  près  ;  d'où  résulte  /r*uc7<o=:0,  car  u'  est  somme 
ou  différence  des  projections  de  u  et  de  v  sur  GF  et  sur  sa  perpen- 
diculaire. En  sorte  qu'on  a 

d'où  J  (»•  —  3Mo')dM  =  û/tt'd»  ; 

Donc,  définitivement 

Le  moment  de  torsion  du  prisme  triangulaire  équilatéral  est 
les  0,6  ou  les  315  de  ce  quHl  serait  si  ses  sections  restaient  planes. 

Les  glissements  g',  fg^  sont  nuls  pour  o  =  0,  u  ==  26,  ou  pour 
ti  =  —  6,  V  =  =t:  6v^3,  c'est-À-dire  aux  angles  A,  B,  G;  ce  que  nous 

(*)  car,  d'aprii  l'expreMion  Ii=l"  +  (l'*I'0  (-j  du  $  8  de  la  aole  du 
D*  83,  I|  ne  lauraii  avoir  la  même  grandeur  poor  deux  Talenri  différenlet  de 
^  qui  déieriDine  l^angle  des  uci  de  I|  ei  de  1',  i  noina  qu'on  n'ait  l'=r'=I|« 
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savions  déjà,  car  ($$  4  et  14)  les  arêtes  doivent  y  rester  normales 
•aux  sections. 

Pour  trouver  les  points  dsAgereux  ou  de  plus  grand  glissement 
par  la  méthode  du  S 17,  égalons  à  2éro  la  différentielle ,  par  rapport 
t  Tangle  «,  de  Texpression  (S  il) 

|J  3=  r«  +  C\  (3r*)«  +2,3  C,r»co3  3«  »=  r«  +  i^  -l^^. 

Nous  aurons  l'équation 

3  j  sin  3a  =  0, 

satisfaite  par  r  =  0,  qui  ne  jsaurait  convenir»  et  pai* 

ein  3«  =  0,  d'où  8dc  :=  Ot  n.     9)c,   3n,  An»   5»,  6ff 

"~    '  3^»  9^9  ^*     9^*  9^*  ^^'y 

en  sorte  que  (môme  $  17)  les  points  dangereux  doivent  être  cher- 
chés concurremment  sur  les  trois  lignes  telles  que  AD  abaissées 
des  angles  du  triangle  sur  les  côtés  opposés,  et  sur  le  contour, 
c'est-à-dire  sur  les  trois  cêtés  tels  que  BG  du  triangle. 

Or,  sur  la  ligne  AD»  on  a  v  =  0,  g'  =  0,  g  =  g"  =  6  f  u  —  ^  j  ; 

86»—.  tj* 
et^  sur  la  ligne  BC,  u  =  — 6,  g'  — 0,  g=:g"  =  — 0— ^^.  La 

plus  grande  valeur  du  glissement,  abstraction  faite  du  signe ,  a  lieu 
sur  Tune  comme  sur  Tautre  à  leur  intersection  en  D,  pour  laquelle 
v=:0»u==---6|  d'où 

g  =  -|fl6; 

car,  au  point  du  maximum  par  rapport  à  r  ou  à  u  répondant  sur  AD 
à  u  =  6 ,  ou  placé  à  mi-distance  entre  0  et  A ,  ce  glissement  n'est 

que  g  96  ou  trois  /bis  moindre* 

Les  points  dangereux  sont  donc  aux  milieux  dés  côtés  de  la  base 
triangulaire  équilatérale ,  ou  (comme  pour  Tellipse ,  etc.)  aux  en- 
droits les  plus  proches  du  centre  de  gravité. 

Égalée  ou  comparée  à  la  limite  -~  des  dilatations  ($  17),  cette  va- 
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8 

leur  ^  06  du  plus  grand  glissement  donne  pour  équation  de  cohé- 
sion permanente  ou  de  non-rupture 

d'oû^  eti  éliminant  è  au  moyen  de  M^  =:  ^  06  6\'3  =^  0,6GS J, 

Limite  Ml  ^ 0,4  j  T.  =  i,2T.6»  v^3  =  ^  T„ 
JT 

OU  l€s  0,8  =  A/5  de  jA  qu'on  aurait  par  lai  théorie  ancienne  qui 

supposait  que  les  sections  restent  planes. 

Il  est  bon  de  voir  quels  résultats  aurait  donnés  Inapplication  coin* 
plète  de  la  méthode  de  recherche  des  points  de  maximum  absolu  s'il 
y  en  a  sur  le  plan  de  la  section ,  parce  que ,  dans  d*autres  cas ,  on 
ne  peut  pas  se  passer  de  remployer. 

on  d'abord  pour  ces  points,  s'ils  existent^ 

équationa  satiafaites  par  r  =  0  ou  par 

sin  3a  3=  0,   V  =  ^cos  3x ±:  ^  v 0  coa*  3a  —  8 

et  qui  donnent  en  conséquence  : 

1*  r  =  0  ou  le  Centre  o 

■ 

^  ^24  •         •   (r3=î26  oalestroU  angles  A,  B,  C» 

5*  a  =  0,  ^  t:,  5  ft,  C08  3a  i=  i  I  .       .       .        .        n 

'33  (  r  =  6  OQ  des  points  tels  (pie  P, 

I.  5  A  lr:=:«^6oales  milieu  D,  E^  F  des  cùtés, 

^•«  =  3'^*'^«3'^'^<«3«  =  -ljr  =  -26oi,l«.lrol..nglesA,B,a 

g» 

Main  on  a  pour  les  coefficients  différentiels  du  second  ordre  de  ^ 
d*  r>  d}       ^r*  .    «       d*       ^      3r*      6/-cos3a 
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Tous  les  systèmes  de  valeurs  ci-dessus  de  r  et  de  a  donnent 
j-^  =  0.  Ceux  où  Ton  &  r  =  ±  6,  représentaut  les  points  tels 
que  P  à  mi-distance  sur  les  lignes  de  jonction  du  centre  0  aux  an- 
gles  donnent  ^^  ^^  ^  <^®  signe  contraire,  et  par  conséquent  aucun 

maximum  ni  minimum  absolu.  Il  n*y  a  que  les  trois  angles  et  le 

d*         d*  d* 
centre  o  pour  lesquels  on  ait  -^-^ —  71 S^  négatif;  mais  comme 

d*     dP 

^9  j-{  sont  positifs,  ce  sont  des  points  de  minimum  de  g*,  et  il  rCy 

a  paSt  sur  le  plan  de  la  section^  de  point  de  maximum  absolu  de  ce 
carré  du  glissement,  qui  augmente  indéfiniment  avec  r  pour  toutes 
les  valeurs  de  Tangle  a  rendant  cos  3a  négatif. 

Les  points  de  plus  grand  glissement  pouvaient  donc  être  cher- 
chés seulement  sur  le  contour^  et  nous  les  avons  trouvés  ci-dessus 
aux  milieux  des  côtés  du  triangle. 

Nous  aurions  pu  ($  17),  au  lieu  de  les  chercher  d*abord  sur  les 

d  ff' 
lignes  droites  ^  ^  =  0  ou  sin  Sa  =  o,  considérer  (toujours  con- 

currenunent  avec  le  contour)  les  lignes  dont  Téquation  est  donnée 

en  égalant  à  zéro  la  différentielle  première  de  1;  par  rapport  à  r. 
Mais  ces  lignes  dont  Téquation  est 

2  +  ^-^^^Ç^=0,   ou   r=^(3cos3ad=v'9cos«3a-8), 

sont  moins  simples  que  les  trois  droites  sin3a=o,  car  ce  sont  trois 

petites  courbes  ovoïdes  égales  aA,  6B,  cG 
limitées  par  les  deux  circonférences 
r=0a  =  6  et  r=OA  =  26,  et  par  six 
rayons  vecteurs  qui  leur  sont  aussi  tan- 


gents et  qui  font  des  angles  ±:^  arc  cos 

g  ==  d:  6*39'  avec  les  lignes  de  Jonction 

OA,  OB,  OG  du  centre  0  aux  angles  du 
triangle.  G*est  un  exemple  de  ce  qui  a  été 


v/l 
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annoncé  aa  S  ^7«  à  savoir  que  la  recherche  des  points  de  maxi- 
mum absolu  est  plus  facile  en  se  servant  des  lignes  données  par 

^  |i  =  0  que  de  celles  qui  sont  données  par  ^  ~  =  0. 

S  2û«  Assimilation  ^  à  Vellipse^  des  sections  allongées  de  forme 
symétrique  quelconque^  quant  à  la  courbure  prise  par  leurs  plans. 
Formule  approchée  de  M,  Cauchy  relative  au  prisme  rectangle.  — 
Si  Ton  suppose  approximativement  qu*une  section  de  forme  quel- 
conque symétrique  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  et  dont 
une  des  dimensions  est  beaucoup  plus  grande  que  Tautre,  prenne, 
par  la  torsion  du  prisme  à  laquelle  elle  appartient,  la  môme  forme 
de  plan  gauche  que  Tellipse  ayant  les  mêmes  dimensions  princi- 
pales 6,  c,  ou  qu*on  ait  (  S  21) 

la  valeur  du  moment  de  torsion,  aussi  approximative,  sera  Tex- 
pression  suivante,  trouvée  $  22,  oi\,  sous  sa  seconde  forme,  I  et 
r  sont  les  moments  d^inertie  principaux  de  la  section  donnée 

*  6'-fc"  6'4-c* 

Si  rassimilation  se  fait  avec  une  ellipse  ayant,  au  lieu  des  mêmes 
diamètres  principaux  6,  c ,  les  mêmes  moments  d'inertie  principaux 
I,  r  que  la  section  donnée,  comme,  dans  Tellipse,  I  et  ['  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  de  ces  diamètres,  11  faudra  prendre 

Ces  deux  formules  se  confondent  pour  les  sections  ayant  la  même 
forme  dans  les  deux  sens,  ou  qu'on  peut  faire  coïncider  avec  elles- 
mêmes  en  les  faisant  tourner  d*un  quart  de  cercle  après  avoir  am- 
plifié leurs  abscisses  et  réduit  leurs  ordonnées  dans  deux  rapports 
constants. 

SI ,  par  exemple,  la  section  est  un  rectangle  ayant  6,  c  pour 
grand  et  pour  petit  côté,  et  supposé  ainsi  se  gauchir  comme  ferait 

I.  49 
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l'eUipse  inscrite  ayant  6,  e  pour  dlaoaètres  prlnclpaui ,  odoiiiM 
1  =  ^.  r=§(a'8i).onaura 

„  _  GO    6V» 


8  6*  +  c«* 

Gaite  axpreasiOA  cff^f^rocAé*  du  moment  de  torsion  d'un  prisme  à 
base  rectangle  est  celle  que  rapporte  Navier  an  n*  150  ci-après 
(en  faisant  a  :=  i)  ;  o*est  celle  qu*a  trouvée»  «n  18â9,  M*  Gaucbj,  en 
se  basant  sur  d*autres  considérations  et  sur  d'autres  hypothèses  (*). 
Si  Ton  regarde  comme  exactes  les  expressions  précédentes  des 
glissements  ^  et  g*»  le  plus  grand  gllarament  s/g^-fg"*  a  lieu 

c  6 

pour  o  =  ±^,  u=±^,  et  sa  valeur  est  pour  le  rectangle 

6&C 
g  = 


V6*  4-  c«' 
T 

En  régalant  à  la  limite  ^  des  glissements  non  dangereux  et  éll« 

minant  ensuite  OS  an  moyen  de  Texpression  précédente  de  M^  »  on 
trouve  pour  équation  de  résistance  à  la  rupture 

Umite  M|=     ,!— gT,, 

donnée  aussi  par  Navler  au  n*  167  ci-après. 

Ces  valeurs  de  M^  et  de  lim.  M^  ne  sont  exactes»  eomme  oi) 
verra  9  que  lorsque  le  prisme  est  très-plat,  ou  qu*un  des  côtés 
de  sa  base  est  fort  considérable  par  rapport  à  Tautre;  on  a  alors, 
si  c  est  le  petit  cété,  dont  on  puisse  négliger  le  carré  devant  6*  aux 
dénominateurs  : 

Mj  =  Ge^=4Gei.   lim.M,=  ^T.  =  ~iT., 

formules  semblables  à  celles  qu'on  a  pour  une  ellipse  très-allongée. 

Mats,  pour  6  =s  c,  ou  pour  la  section  carrée,  elles  sont  fautives. 

Elles  donnent  en  effets  alors ,  la  même  chose  que  si  les  sections 
restaient  planes;  et ,  par  conséquent,  un  moment  de  torsion  M|  trop 
fort ,  puisque,  dans  la  réalité,  les  sections  se  courbent  vers  les  angles 

•  (*)  Bxtreieeide  mathémati^ueit  4<  année,  p.  69,  formule  (405). 
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de  manière  à  rester  normales  aux  quatre  arêtes  saillantes  changées 
en  hélices  (SS  A  et  17),  ce  qui  rend  nulle  la  résistance  ou  la  réac- 
tion élastique  en  ces  endroits,  et  diminue  la  résistance  moyenne. 

On  peut  remarquer»  aussi ,  que  pour  un  rectangle  ou  un  carré,  le 
glissement,  d'après  ces  formules,  aurait  la  plus  grande  valeur  aux 
angles,  c^est^é^ire  précisément  aux  points  aîi  il  est  égal  à  zéro* 

Aussi  Texpérlence ,  et  le  calcul  exact  par  séries  transcendantes , 
dont  nous  allons  donner  le  résultat,  prouvent  qu^il  faut  corriger  la 
formule  de  torsion  de  M.  Gaucby  en  la  multipliant  par  des  coeffi- 
cients numériques  compris  entre  0,8A3&6 (répondant  à  6  s  c)  et  1 
(répondant  &  c  très*petit  devant  b)* 

$  25.  Prisme  à  base  rectangle.  Formules  transcendantes  et 
exactes  de  sa  ^or^fon.-^  Soient  toijjours  b  les  côtés  de  la  section  rec- 
tangle parallèles  aux  u,  et  c  les  côtés  parallèles  aux  v. 

Sur  les  premiers»  on  pour  v  =s  d:  ^,  on  a  <ft)  =  o,  et,  sur  les  se- 
conds,  ou  pour  u=: dix,  on  a  duss  o.  La  condition  définie  (S  8) 

f^  ^^u\du  —  f  ^  —  Ot?  j  (Z«  =  0  relative  au  contour  se  partage 

en  deux  autres 

dz      ^  ,   b  ce 

-^  =:  Ot^  p<mr  tt  s  :!:  ^  qud  ont  wH  9  entre  -—  =  et  ;r 
du  2  2      2 

dz         ^  .  c  b      b 

•7-  =:  —  Ou  pov  V  =  3=  ;r  qtiel  mu  toit  U  entre  —  -et  ;:. 
dv  2  2      2 

On  ne  peut  pas  satisfaire  h  ces  conditions  par  une  intégrale  de 
forme  algébrique  de  Téquation  ind^me 

d^t     â^_ 

Mais  cette  équation  a  aussi  des  intégrales  transcendantes  car  elk 
est  résolue  par  une  somme  quelconque  de  termes  he^^é^'^  où  e  est 
la  base  népérienne  2,71828...  et  A  un  nombre  quelconque  si  ceux 
m,  m'sont  liés  par  m* + m"* = 0  en  sorte  que  Tun  est  imaginaire  quand 
Tautre  est  réel,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  intégrale  générale, 
2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  de  Am»  de  A  »  et  de  m, 

2  =  2c*»»  (A«  sin  mv  +  A  «  cos  mv)  on  le*»  (Am  sln  mu  +A  «  cos  muj. 
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On  trouvera  ainsi ,  en  déterminant  m,  Am»  A  m  par  des  procédés  con- 
nus, et  en  appelant,  pour  abréger,  sib,  cob,  tab  des  sinus,  cosinus 
et  tangentes  hyperboliques  en  sorte  qu^on  ait  en  général 

sibx  = 2 '  coba;= ^ »    ^*^^=pqrF^' 

on  trouvera,  dis-Je,  ces  expressions  doubles  en  série  transcen- 
dante ,  où  la  somme  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tives du  nombre  n  de  1  à  Tinfini  : 

2n  — 1  .    2/1  —  1 


[                              «=  «(_i)n-i  sib  iîi::iî  «w  .  sin  — 
M  V      i  Ay  C  ^         ^ C 
^  ^       «=:i              (2n— 1)«  coh  ~2^ï5^ 


JCC 


à  //MA        (—4)     *  sib  — T —  Tx .  sm  — r —  Ku  I 


(2n  —  1)»  cob  ^^^~^  r.c 


(<)  Eo  effet,  eo  faisant  z=z'— Sut;,  la  deuxième  condition  définie  se  limpIiRe, 
ei  on  a  à  intégrer  l'équation  --t*  -h  "rr=^  ^^  manière  que 

dz'  b  ce 

-—  =  SOv  pour  fil  =:  d=  -  quel  que  soit  v  entre et  - . 

du  t  t      2 

tfz'  e  b      b 

.-—  =  0      pour  v=  ±:  -  quel  que  loit  u  entre et  ^ . 

dv  2  2      2 

Vu  la  sïmétrie  de  la  section  par  rapport  aux  axes  des  t*  et  des  v,  on  saUsrera 
'à  ces  équations  en  donnant ,  dans  la  première  des  deux  intégrales  générales  trans- 
cendantes du  bas  de  ta  page  précédente,  aux  coefficients  A ,  des  Taleurs  telles  que 
2'  reste  le  même  au  signe  près  quand  on  change  soit  u  en  — t»,  soit  v  en  — 'V 
d'oà  k'm=0,  et 

2'=ÏAin(««»«— «-m»)  sin  m», 

et  en  déterminant  convenablement  m  et  Am.  I^t  deuxième  condition  définie 

dz'  c 

—  =0  pour  v=d:-,  appliquée  au  terme  général  du  £,  senrira  i  déter- 
miner m\  Il  en  résulte,  n  étant  tous  les  nombres  entiers  et  positifs  de  1  à  00  : 

me      ^     me       2fi— 4  2n  —  4 

2  2  3'  e 

la  il  faudra  que  les  coefficients  Am  soient  tels  que  la  première  condition  déHuie 
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D'où,  vu  qu'en  général — -5 —  =  coha;,  — -r — =sihx: 


soil  satUraile,  ou  qu'on  ait  (eo  divisant  par  S9) 

ou ,  An  représentant  par  Bn  la  quantité  entre  crocbels , 

.    1CV  ,    3it»  .    2fi— 4 

v=BiBin |-B-  sin 1-  ..,,-f-  Bn  sin rv  -f .... 

ce  c 

Les  coefficients  B  peuvent  être  déterminés  par  l'expression  entre  parenthèses  de  la 
formule  suivante,  qui  se  trouve,  sous  le  n"  7,  au  bas  de  la  page  649  article  386 
de  la  seconde  édition  (4833)  de  la  Mécanique  de  M.  Poisson, 

t==00     / 

V^    (  *  f '   ,    »       2i— 4      ,        \        îi— 4 

i=l 

c 
en  faisant  f  =  -  ,  t=n,  a;=v,  «p(«]=t;,  et  par  conséquent  o(a;')  =  ii;'.  Mais 

nous  pouvons  les  déterminer  directement  sans  supposer  connue  cette  formule. 

Pour    cela,    multiplions  l'équation    précidente  v=B|  sin {- par 

c 

rfv.sin  — TO?  et  intégrons  ses  deux  membres   de  v=0   à  v=-.  Tout 
c  8 

les    termes    du    second    membre    disparaîtront,   excepté  celui  qui    vient   do 

Bn  sin  — ^—  rv,  où  n  a  la  même  valeur  que  dans  le  multiplicateur,  car  comme 
c 

on  a ,  en  général , 


f  (•      cos(A-^lg')v  — cos  {k-^k')v  _  sin(A— it*)t;       sin(A+A')» 

V  dv  sin  Mv  sin  Vpss  V  dr ^ —  "âTjflTÂ?) 8  (AÏ^'F  ^  ^"*^"*«» 


9n— 4 


on  a  bien,  si  n'  est  un  nombre  entier  différent  de  »,  en  faisant  A= ic 


îii'-4 


C 


311—4               3n'— 4 
di;  sin xr ,  sin tw=  0, 


L'équation  multipliée  et  intégrée  n'a  plus,  en  conséquence,  que  le  terme  affecté 
de  Bn  dans  son  second  membre,  ou  se  réduit  à 


\  vdv  sin iw  =  Bn  I  ai? .  sin" 


Sa— 4 

irr. 
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2n— 1       _.  2n— 1 


[I  /Av  1      i-^lr^  coh?V^«u,  lia 


r=S--=*^(D'l2 


(2n— 1)'  coh— sg—  wc 

^      ' c c 

(2n-l)«C0h?î^nô 

2n— 1         ,^2n— 1 


»l-  ©  2 — ^     '  ».-.  '      • 

^  '  (2n— l)'ooh--jg— w?  1 

0  C 

fi  f»-4  r»  c  .   în— 4  gfi-4      T»     c      . 

Or  \  rfr.Bla'— —  1»=  I  -— -— : -^tm  ■        iw.coi  iw  I  =-  ; 

j,  c  \%     f(2ii— 4jic  c  c  J«     4 

c  ^ 

f»             fn— 1           r              t            în-4           /       c       y,  Sn-l     T 
\  rd».  tin  ■  iw=  l  —  w  7- 77—  cos  —  iw  +  (  — -r-  J  fin  —  iw  I  = 

=  ( — ^-r-l  (—4)**"**  d'où  on  lire  le  coefficient 
V(2n-4W 

_(,4)fi-ict    4 

S»— 4 

qui ,  égalé  à  U  quantité  entre  erocheti  de  réqnaUon  »=£  [       ]  iln  — ;j— «»•, 

donne  la  Talcor  de  Am;  celle-d,  mise  dani  «'=SAm(«-««— r-««)ilniwv, 
miieà  ton  tour  dans  *=*'— 611»,  donne  l'Inlégrale  salitraisant  à  loulea  Ici  con- 
ditions, et  qui  n'est  autre  cliose  que  la  première  des  deui  Taleurs  ar=Wc  [  ], 
données  ci-dessos,  page  S9S,  et  quMl  s'agissait  ici  de  démontrer. 

La  seconde  ?a1eur  de  Jt  aunit  été  obtenue  absolument  de  la  même  manière  en 
faisant  z=«'+8ttw  au  lieu  de  ar=a;'— eiir,  ce  qui  réduit  i  léro  le  accond 
membre  de  la  première  condition  définie  au  lieu  de  celui  de  la  deuiième ,  et  en 

prenant  «'=  LAm(e«»  —  «-•»")  «»«  «««• 

cet  deui  Taleurs  de  ar,  très-différentes  en  apparence,  sont  identiques,  comme 
nous  afons  été  i  même  de  te  férifler  en  calculant  un  grand  nombre  de  Taleurs 
Bunérlquei  de  l'one  et  de  l'autre. 
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Et  M,  =G06cJ  -^  -  1  f-^V  ?  V  !!^:^^ 

'  L3        16  \r.J    b  ^é      (liTi  - 1)«     J  - 

13       16  \tz)    c  j^     (2n  — 1)»     J  ^^ 

^  S  ii6.  Conséquences.  Moments  de  torsion  des  prismes  cams  et 
des  prismes  rectangles.  —  On  calcule  facilement  le  moment  Mj 
quand  6  n'est  pas  plus  petit  que  c  en  mettant  la  première  des  deux 
expressions  que  nous  venons  d'en  donner  sous  la  forme  sui- 
vante*  ë«  égard  à  ce  qtie  (Lacroix,  Calcul  difif.,  n*  1006  et  118/i) 

(2n^l)»      1  ^  3»^  5«  ^-  —  ï  ^  2/13"^  3125"^-~- V     2ï;29642Î5 
dont  le  produit  par  —  P  j  =  0,209137  est  0,210083  : 


(>)  ^n  effet,  en  «yant  6garé  à  c«  qite 

f  j       .  i„       sin  Ar»  r.    ,     .    ,  cos  Av      «in  At? 

Ja»  co«  A»  r;^  — ^-  const.;  ^wdw  sin  *r  ==  —  v  — j — rj — |-  consl.; 

p  j     ... .         ,,  coh  Al*       8ih  Au  .  sih  Au 

J^titfM  sih  A»  ==  tt        "■  «—  — —  +  oonsl.  ;  Jdti  coh  Au  = h  const., 

on  obtient  faciiement  STec  les  premières  expressions  de  g",^'  r 

.   <6bc»^        4  64c*  ^  .2c 

^  ^  («H— 4)».ebii 


2c 

qui  revient  à  la  première  de»  deux  exprcHslons  données  pour  M|  si  l'on  se  rap- 
pelle (Lacroix,  Calcul  différentiel  et  intégral   4818,   t.    HI,    n«  H 83)   qnR 

>  ■; r  =  ^  +    .  +-T  +  . ••.==-: '-'    Et  la   seconde  expres'ilon   do 

^(in-^)^         ^3*^5*^  ^.2.3  2»  * 

Mj  ^'obliendrati  de  même  nvec  les  secondes  expressioiiii  de  g'',  k'. 

I.  19* 
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[■  A-tah,^    1-tah'f*    1-tah^        Vl 

[|-0.210083H  +  0,209137£  \-.^+^^+—^^^  +  ...)  \. 


On  n*a  besoin  de  prendre  qu'on  petit  nombre  de  termes  de  la  série 
entre  parenthèses,  car  les  tangentes  hyperboliques  de  quantités 
croissantes  convergent  vers  Tunité  (*). 

lorsque  le  côté  b  est  plus  de  quatre 
ci  le     ou  cinq  fois  le  côté  c,  toutes  ces  tan.- 

gentes  sont  même  sensiblement  =  i,  et 
Ton  peut  prendre 

TA,  =  G06c>  (^  —  0,210083  j)  =  GO  ^  ^l— 0,630249 1^ . 

Et  si  r  est  assez  petit  pour  qu*on  puisse  négliger  le  second  terme 
entre  parenthèses,  on  a  GO  —  =  AG6I  ou  ce  que  nous  avons  trouvé 

3 

au  S  2/i  par  Tasslmilation  de  cette  section  allongée  à  Tellipse  in- 
scrite quant  à  la  forme  courbe  affectée  par  son  plan  après  la  tor- 
sion. 

6* 
Si  la  section  est  carrée  6  =  c  on  trouve,  puisque  ^  =  2  j^, 

Mj  =  0,1/10577066*=  0.8Û3462G  6  J, 

c'est-à-dire  les  0,8/i3462  du  moment  de  torsion 
d'un  cylindre  dont  la  base  circulaire  a  môme 
moment  d'inertie  polaire  que  la  base  carrée,  ou 
de  ce  qu'on  aurait  si  les  sections  carrées  res- 
taient planes  comme  le  supposait  Tancienne 
théorie,  même  avec  la  modification  de  M.  Gauchy. 

Nous  donnerons  plus  loin  ($  38)  un  tableau  des  valeurs  du  mo- 
ment M|  d'après  la  formule  générale  précédente,  et  une  formule 

(>)  On  a  en  effet 

1  -    Uht- =0,003728;  0,0004645;  0,000007;  0,0000008; 
pour  i  =         2       j  3         ;  4      ;  ft 
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empirique  simple  qui  les  représente  à  peu  près.  Ces  valeurs  sont 

généralement  confirmées  par  l'expérience  ('). 

« 

27.  Suite  des  conséquences.  Forme  courbe  que  la  torsion  donne 
aux  plans  des  sections  des  prismes  carrés  ou  rectangles, —  Les  va- 
leurs du  déplacement  longitudinal  z,  ou  plutôt  des  rapports  nu- 

Z  *  U         V  ^ 

mériques  — - — —  pour  diverses  valeurs  de  j—^,  ^ —  croissant  de 

dixième  en  dixième  entre  zéro  et  un,  ont  été  obtenues  par  le  calcul 
d^un  nombre  suffisant  de  termes  des  séries  transcendantes  du  $  25 
dans  les  deux  cas  6  =  c  et  6  =  2c  pour  les  quarts  de  section  répon- 
dant aux  u,  V  positifs.  Des  poupes  parallèles  aux  plans  des  zu  et  des 


(>)  Nous  dirons  en  effet  ici,  en  atlendant  la  partie  expérimentale,  1*  que  dea 
expériences  de  SaTart  {jénnalet  de  chimie  et  de  physique,  t.  XLI,  1 SS9,  p.  373  et 
9uiT.)  sur  des  lames  de  Terre  à  Titre  et  sur  des  règles  de  bois  de  chéoe  ont  con- 
firmé depuis  longtemps  la  proportionnalité  du  moment  de  torsion  donné  par  la 

4 
formule  M|  =  -  GO&c*,  à  la  largeur  de  ces  lames  ou  règles  minces  et  au  cube 

«s 

de  leur  épaisseur;  S*  que  celles  de  Duleau  (Xseai  théorique  et  expérimental  tur 
la  reêistance  du  fer  forgé,  48S0)  ont  donné  pour  les  barres  de  fer  carrées,  à 
égal  moment  d'inertie  J  des  sections,  une  résistance  moindre  que  pour  les  barres 
rondes  dans  une  proportion  moyenne  0,84644^  nombre  peu  différent  de  0,84346S 
qutf  donne  notre  théorie;  3"  que  celles  de  SaTart  sur  des  liges  de  cuiTre  ont  donné 
aux  sections  carrées  une  infériorité  de  résistance  encore  plus  marquée,  car  le  rap- 
port moyen  a  été  trouTé  0,8406,  ce  qui  s'explique  facilement  si  leurs  faces  offraient 
une  légère  coneaTÎté,  elc;  4**  enfin  que  les  expériences  de  M.  Wertheim  {jinn.  de 
ch,  et  de  ph.^  juin  4857),  bien  que  plusieurs  d'entre  elles  aient  été  poussées  Jus- 
qu'à des  torsions  excédant  celles  auquelles  la  théorie  8*applique,  ont  confirmé,  à 
deux  centièmes  près,  la  formule  pour  des  rapports  Taries  des  dimensions  des 
bases  rectangles  (ce  qu'avaient  déjà  fait  quelques-unes  de  celles  de  Duleau  et  de 
SaTart),  car  Thabile  physicien  IrouTC  qu'il  faut,  pour  représenter  les  faits  (art.  xt 
de  son  Mémoire,  p.  S47),  affecter  la  formule  de  M.  Cauchy  de  coefficients  de  cor- 
rection 

0,8196;  0,8469;  0,8474;  0,9089;  0,9438;  0,9453;  0,9390; 

b 
pour  des  rapports -  =  4    ;    4,333     ;    S        ;    3        ;      4      :    5     ;        6    : 

et  notre  formate  en  série  transcendante  jdonne  pour  ces  mêmes  coefficients  les 
Taleurs 

0,843;     0,846;    0,857;     0,878;     0,895;     0,909;     0,9S0. 
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(nu  n-  IM). 

tt  que  ta  dis  suites  de  dix  vatelin  de  z  ont  permla  de  construire 
pour  ces  quarts  de  sectiotl,  et  pat  stilte  pour  les  troid  autres  qu&rts 
où  elles  ont  les  mêmes  grandeurs  numériques,  on  a  pu  déduire, 
gnphlqttmnent,  des  mupes  équldlstaotes  parallèles  ans  u»  ou 
i  raticien  plan  de  laeeclion;  d'où  les  topo^ûphief  ci-dessous  i 
I*  De  la  BurracQ  àlTectée  par  ta  rentlon  carrée  fc  —  c,  et  qui  tjSte 
quatre  parties  faisant  Galtlie'sur  le  plan  primitif  de  la  section  et 
quatre  parties  Tafsant  creux  au-dessous  parce  qu^ori  a  z  =  6  soit 
pour»=Ooue  — 0  soit  pouru=±:t; 


ÂBT.  T.  TOBnON. 


3M 


(Da  D*  !«•). 


2*  De  la  surface  affectée  par  la  section  rectangle  &  =:  2c  et  qui  offre 
seulement  quatre  parties  égales  et  symétriques,  dont  deux  en  saillie 
et  deux  en  creux. 


Elle  serait  coupée  par  le  plan  primitif  en  huit  parties  si  b  était  com- 
pris entre  c  et  i,A61d  c,  mais  le  creux  ne  serait  pas  symétrique  à 
la  saillie  dans  chaque  quart  de  section  comme  lorsque  6  =  c. 


Les  épures  ombrées  suivantes  ofilrent»  pour  une  torsion  exagérée 
(d'une  demi-circonférence  pour  une  longueur  égale  à  ic  =s  8,iAl6 
fois  le  grand  côté  b  de  la  base,  comme  pour  le  cylindre  elliptique 
du  S  21),  rélévation  du  prisme  tordu,  placée  au-dessus  de  son  plan. 
Les  lignes  en  double  doucine  ABABA  ou  ABAGA  offrent  les  projec- 
tions verticales  des  contours  modifiés  d\m  grand  nombre  de  sec- 
tions primitivement  planes.  Es  sont  conformes  à  ce  que  présente 
la  torsion  de  prismes  carrés  ou  rectangles  en  caoutchouc. 
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S  28.  Pliis  grands  glissements^  points  dangereux  et  équations  de 
non-rupture  des  prismes  à  hase  carrée  et  à  hase  rectangle  soumis 
à  la  torsion,  —  Les  glissements  g'  et  g'^  ou  plutôt  les  quotients 

*-T-^,  TT  ont  été  calculés  par  les  formules  transcendantes  du  S  25 

pour  un  grand  nombre  de  points  du  contour  des  sections,  c*est-à- 

1 

dire  pour  les  points  des  côtés  u  =  ±  ^  6,  sur  lesquels  on  a  g =0, 

i 

et  pour  les  points  des  côtés  v  r=  ±:  -  c,  sur  lesquels  on  a  g''=0« 

C'est,  comme  on  s*en  assure  facilement,  sur  le  contour  qu'il  faut 

chercher  les  points  de  plus  grand  glissement  principal  g  =  Vg'*+g"'. 
C'est,  sur  chaque  côté,  au  milieu  de  ce  côté  que  le  glissement  g  a  la 
valeur  la  plus  considérable;  et,  lorsque  les  côtés  6,  c  sont  inégaux, 
c'^est  au  milieu  des  grands  côtés  que  se  trouve  ce  point  dangereux 
ou  de  plus  grand  glissement 

C*est  comme  aux  SS  ^^  et  23  où  nous  avons  déjà  trouvé  (pour  les 
sections  elliptiques  et  triangulaires)  que  les  points  dangereux  sont 
placés,  sur  le  contour,  aux  endroits  les  plus  rapprochés  du  centre. 

C'est  ce  qu'indiquent,  au  reste,  assez  clairement  les  épures  om- 
brées du  S  précédent,  car  c'est  en  ces  points  (B,  B,  B...  pour  le 
prisme  carré,  et  C,  C,  G...  pour  le  prisme  rectangle)  que  l'arête 
ou  fibre  BBB...,  CGC...,  changée  en  hélice,  coupe  sous  l'angle  le 
plus  aigu  le  contour  ABA,  ou  ÀCA,  de  la  section  modifiée,  tandis 
que  les  arêtes  vives  A AA ...  lui  restent  normales. 

C'est  ce  qu'on  remarque  aussi  sur  les  prismes  de  caoutchouc. 

Le  calcul  donne  pour  le  plus  grand  glissement,  aux  quatre  mi- 
lieux des  côtés  des  sections  du  prisme  carré,  ou  quand  -  =  1 , 

g  =  g'  ou  g"  =  0,675316  06  =  1,350630  ^. 

T 

En  l'égalant  (S  17)  à  la  limite  -^  des  glissements  non  dangereux, 

on  a  pour  l'équation  de  cohésion  permanente 

T.  =  ou  >  0,676315  066  ; 


"",  =:  j\.  T..  Sa  valeur  véritable  n'est  donc  que  les 


SOS  SECT.  I.  ttSISTANCI  DBS  SOLIDES. 

(Du  n*  166). 

(Toù,  en  éliminant  GO  au  moyen  (S  26  )  4e  Mi  =  0.843/ii63  G6J  : 

Umite  de  M,  =  ^^^  J  T.  =  1,24900  J  T.  «  0,208165 .  6»T.. 
SI  la  section  restait  plane,  on  aurait  pour  la  môme  limite 

i  2/i900 

*^Z  ■  =  0,88318  de  la  valeur  que  donnait  Tanclenne  tbéorie. 
Pour  des  grandeurs  qu^conques  de  -  >  1,  en  a  pour  les  valeurs 

c 

du  plus  grand  glissement,  vu  que  le  sinus  =(—1)»-'*, 

On  donnera  plus  loin  le  tableau  de  ces  valeurs. 

$  20.  Délerminatiori  élémentaire  et  très-approchée- de  la  torsion 
df  un  prisme  à  base  carrée  reciiligne  par  V assimilation  de  ses  sec^ 
tions  à  des  carrés  curoilignes  quant  à  la  courbure  prise  par  leurs 
plans.  —  Gomme  les  considérations  transcendantes  des  $$  25,  26, 
2?,  28  ne  sauraient  être  présentées  dans  tous  les  cours  où  Ton  traite 
de  la  résistance  des  matériaux,  il  est  bon  d'arriver,  au  moins  ap- 
proximativement, k  une  partie  des  résultats  ci-dessus  d'une  ma- 
nière élémentaire. 

Nous  le  ferons  facilement,  en  ce  qui  concerne  le  prisme  à  base 
carrée  dont  le  c61é  est  6,  en  assimilant  ses  sections,  quant  au  mode 
de  courbure  de  leurs  plans,  à  des  carrés  curvilignes  à  angles  légè- 
rement arrondis  dont  l'équation  est 

lOfc*  («•  4-  tï»)  +  8 (u*-  6uV  4-  V*)  =  36* 

et  qui  ont  avec  ces  sections  carrées  rectilignes  in- 
scrites huit  points  communs^  savoir  les  quatre  an- 
n  gles  ou  extrémités  des  diagonales  ou  plus  grandi 
diamètres ,  et  les  milieux  des  quatre  côtés  auxquels 
ils  sont  tangents,  car  l'équation  précédente  est  sa- 


ART.  T.  TORSION.  503 

(DaB*t50). 

i  1 

tisfaite  par  u  ou  v  =  ^  6  ou  0  avec  v  ou  u  =  0  ou  ^  6.  Comme 

cette  équation  est  un  cas  particulier  de  celle  — ^ — hC^u  +•  .• = K 
des  contours  considérés  $  10,  p.  256,  en  faisant 

*"  ~  20  '  ^*  ~  56^  ®^  ^^  ^^  autres  C  nuls , 

la  surface  courbe  dans  laquelle  se  changeraient»  par  une  torsion  d, 
les  sections  d*un  prisme  ayant  pour  base  le  carré  curviligne  qu*elle 
donne ,  est  représentée  par  (même  $  10»  p.  255) 

ou,  en  coordonnées  polaires  (S  llfp.  258},  par 

20 

ce  qui  permet  de  construire  facilement  une  suite  de  coupes  de  cette 
surface,  et  de  voir  qu*elle  a  une  forme  très-analogue  à  celle  dont 
la  première  épure  du  S  27  donne  la  topographie* 

Les  glissements  auront,  en  même  temps,  pour  expressions  (même 
S  10,  p.  255)  : 

et  le  moment  de  torsion  (§16) 

Mj  =  Ge[  J (ii«  +  tJ>) du)  —  J|-  j(6wV  — tt*  — v*)  du>l 

Cette  expression  du  moment  est  exacte  pour  la  section  curviligne. 
L*appliquer  approximativement  à  la  section  carrée  rectUigne  in* 
scrite  dont  le  côté  est  son  petit  diamètre  b  c'est  supposer  approxl* 
mativement  que  le  plan  de  celle«ci  prend  par  la  torsion  à  pou  près 
la  même  forme  courbe  que  l'autre.  On  a,  en  prenant  les  intégrales 
pour  rétendue  de  la  section  rectiligne 

J  s  S  (M*  ^^d^  «c  S$tf*d<«  :=  ^; 

o 
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_ • 

puis 


i* 


expressions  qui  peuvent  être  démontrées  élémentairement  ($  3  de  la 
note  du  n*  81).  Substituant  il  vient 

-.-[l-&(«^-S]=«'l'(-è) 

ou 

M|  =:  0,8A  G6J 

21 
c*est-à-dire  les  0,8il  ^K^ûe  ce  qu'on  aurait  si  la  section  restait 

plane. 

On  arrive,  comme  on  voit,  très-près  du  résultat  exact  qui  a  été 
trouvé  (S  26)  des  0,8à3/i62  C). 

Quant  au  glissement  g  =  v'6'*  +  g"*  ^^  ©st  facile  de  voir,  d'après 
les  expressions  de  g',  g^^  qu'on  vient  de  donner,  que  sa  plus  grande 
valeur  a  lieu  aux  milieux  des  côtés  du  carré,  ou  pour  u  =  0, 

v  =  d=  Â»  et  est  ainsi  : 

0,786. 

C'est  très-près  de  la  valeur  exacte  0,675315  06  trouvée  au  S  28  ;  et 
11  en  résulte  pour  équation  de  cohésion 

lim.  Ml  =  5i^  ^  To  =  1,2  {  T.  au  lieu  de  1,249  ^  T.. 

0,7    0  0  0 

On  peut  donc,  dans  les  cours  d'Arts  et  métiers,  présenter  élé- 
mentairement une  théorie  très-approchée  de  la  torsion  des  prismes 
à  section  carrée  rectiligne  par  assimilation  de  sa  courbure  à  celle 
de  la  section  carrée  curviligne  circonscrite.  Et  comme  Tassimila- 
tion  d'un  rectangle  très-allongé  à  Tellipse  inscrite  nous  a  donné, 

(>)  Au  §  35  ci-après  on  calculera  le  momeul  de  torsion  du  prisme  qui  aurait 
pour  base  le  carré  curviligne  lui^Dème,  el  on  trouvera  0,S4S6GttJ. 


ART.  V.   TORSION.  305 

(  Ou  n«  t5G}. 


de  môme  (S  2/i)  les  expressions  relatives  aux  prismes  plats,  qui  con- 
stituent le  second  cas  extrême  des  prismes  rectangulaires,  on  pourra 
ordinairement  dans  les  mêmes  Cours,  pour  les  cas  intermédiaires,  ou 
pour  des  rapports  quelconques  des  deux  côtés  c  et  6  des  bases  rec- 
tangles, se  contenter  de  citer  les  résultats  numériques  de  Tanalyse 
transcendante  et  exacte  qui  seront,  ainsi ,  acceptés  sans  difficulté. 

S  30.  Sections  à  contours  curvilignes  du  quatrième  degré  symé* 
triques  dans  les  deux  sens,  —  L*elllpse  et  la  section  carrée  à  angles 
arrondis  qui  a  été  considérée  au  §  précédent  ne  sont  que  des  cas  par- 
ticuliers  de  celles  qui  sont  représentées  par  Téquation  du  quatrième 
degré  (J  10),  ne  contenant  que  des  puissances  paires  de  u  et  v  : 

w"  +  î?* 


2 
ou  (S  il) 


+  C,(tt«— 1?«)  +  q  (tt*-  6uV+t>*)  =  K, 


«■  +  Cjr»  COS  2a  +  C^r*  COS  ûa  =  K. 


Elle  représente  des  contours  symétriques  par  rapport  à  Taxe  des  u 
et  aussi  par  rapport  à  Taxe  des  t?,  mais  qui  ne  sont  égaux  dans  les 
deux  sens  que  lorsque  G,  =  0. 

On  leur  donne  une  largeur  b  mesurée  sur  Taxe  des  u  et  une 
hauteur  c,  supposée  moindre,  mesurée  sur  Taxe  des  v,  en  faisant 

^_       1  +  2716'  — c«     ^  _     Un       ^_l  +  n    6*c«    _^^ 

i/2  —  1  — c* 

\n  étant  un  nombre  aii)itraireinent  choisi  eair«  *  =  0,207107  et  ^  ; 

car  réquation,  qui  peut  alors  être  écrite 

c*u*-\-  6V— n  (6»— c«)  (u*  -  r*)  +  Un  (tt*-.6MV  +  «*)  =  ^^  6V, 

b*  c* 

est  satisfaite  par  ^^•  =  j-,  r  =  0,  ou  par  m  =  0,  t?'  =  ^;  mais  elle 

ne  fournit  des  courbes  fermées^  ayant  bien  cette  largeur  et  cette 
hauteur,  que  pour  des  valeurs  de  n  comprises  entre  les  deux 
limites,  Tune  positive,  Tautrc  négative,  qu'on  vient  d*indiquer  (*). 

(<}  En  effets  quand  n  est  négaiir,  l'axe  des  u  est  coupé  non-seulement  aux 
I.  to 
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\/2— 1 

Lorsque  n  =  ou  sa  limite  positive,  on  a  un  quadrilatère 


à  angles  aigus  et  côtés  concaves 
comme  celui  qui  enveloppe  1^ 
autres  courbes  de  la  partie  su- 
périeure de  la  figure  ci-contre, 
et  qui  est  formé  par  la  rencon- 
tre de  deux  hyperboles  ayant  des 
asymptotes  tt=±:(V2— 1)«  et 
t3=db(>/2— i)M,  car  alors  Téqua- 
tion  multipliée  par  —  n  peut  être  mise  sous  la  forme 

[^,.-.  (^2  «l)»u*-  ^]  [t.«-  (v/2  -1)«  ««-  j]  =  0. 

Lorsque  n  =  .^      ,  ou  sa  limite  négative  (6  étant  >c) ,  on  a  un 

contour  avec  deux  points  multiples  pour  u  =  dz  6  sur  Taxe  des  u 
comme  celui  qui  enveloppe  les  courbes  en  olive  de  la  partie  infé- 
rieure de  la  figure. 

Les  diverses  contours  enveloppés  par  ceux-ci  répondent  à  des 
valeurs  intermédiaires  de  ;»«  et  aussi  à  d*autres  valeurs  de  6,  c. 

u*  -4-  v' 
Ils  peuvent  être  donnés  tous  par  une  même  équation  — ^ —  + 

4-  C,(tt*—  w*)  -f-  C4  (tt*  —  6mV  +  V*)  =  K  en  faisant  varier  seule- 
ment le  f^econd  membre  K. 
Si  Ton  fait  c*  =r  0,  n  étant  positif,  on  a  la  courbé  en  OD  * 
On  peut  faire  aussi  c*  négatif.  Il  en  résulte,  71  étant  encore  posi- 
tif, des  contours  composés  de  deux  orbes  séparés,  coupant  Taxe 
des  u  chacun  en  deux  points  qui  sont  déterminés,  savoir,  le  plus 


poioti  ii=:d=  -  mais  encore  aux  points  u 


Pour  que  cet  der- 


niers points  n'apparliennenl  qu'à  des  branches  indéfinies  de  la  courbe,  fl  faut  qu'ils 
soient  plus  éloignés  de  l'origine  que  les  premiers,  ou  qu'on  ait  •— it<  rr-r";* 


Et  si  n  est  positif  > 


s/iU  , 


il  est  facile  de  voir  que  la  courbe  représentée 


par  réqualioo  se  compose  de  quatre  branches  Indéfinies  no  se  rencontrant  pas. 
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éloigné  de  Torigine  0,  par  w*  =  -^,  et,  le  plus  rapproché,  par 

u*  =  —T ,  ce  qui  exige  que  —  c*  ne  surpasse  pas  |--—  6*, 

valeur  pour  laquelle  chaque  orbe  se  réduit  à  un  point,  et  qui  elle- 
même  a  pour  maximum  (V^  *-  i)'^'*  Les  orbes  ont  la  forme  de  crois- 

sauts  quand  n  =  ^^ —  parce  qu'ils  sont  formés  par  la  rencontre 

de  deux  hyperboles  ayant  Tune  et  Tautre  Taxe  des  u  pour  axe  réel. 

Si  71  =  0,2,  c*  étant  positif,  le  contour  passe  par  huit  points  du 
rectangle  dont  6  est  la  base  et  c  la  hauteur  ;  mais  ce  n*est  guère  que 
dans  le  cas  c  =  6  du  S  précédent  qu'on  peut  utilement  Tassimiler  à 
la  figure  rectillgne  inscrite  (^j. 

La  surface  dans  laquelle  se  changent  les  plans  des  sections  a  pour 
équation  (S  11) 

■ 

Z  1  +  271  6'  —  c*         .     ^      ,         1X71         t    .     , 

ê  =  •  -2-  ¥T-ài  ^^*^  ^«  -^  PT7«  ^''"^  ^"' 

qui  peut  servir  à  la  décrire  par  coupes  en  se  donnant  051  ^^  >  ^M^' 
rantr. 
Le  moment  de  torsion  est  (S  16} 

M,  =  GO  r  C(tt«+v«)  cfo) -(i-|-2n)  ^^  \(u>  -  u»)  dw 

£t  les  glissement  ont  pour  grandeurs  ($  11) 

g*  =  0  [—  (1  —  2C,)  r  sin  a  +  UC^j*  sln  3a], 
g"  =  e  [(1  +  2C,) r COS a  +  40^7^ COS 3a]| 

- 1  -  (1  +  2n)  ^ï-p^  +  gr-?  (3«' -  »')} 
g«  =  0«[l-(l  +  2n)|;=|  +  5i|L,(u«-3r«)]. 

{*>)  Ces  diTen  conloori,  au  reste,  pour  6*  el  c>  inégaux  ^  ne  son l  pas  dénués 
d'intérêt  pratique.  On  peut  assimiler  plusieurs  d'entre  eux  à  ceux  des  sections 
des  rails  de  cbemina  de  fcr^  dont  on  est  quelquefois  dans  le  cas  de  coosidéror  Ta  ^ 

torsion  (voyez  §  35]. 


306  S£CT.  I.    RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 
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§  31.  Recherche  des  plus  grands  glissements  et  des  points  dan- 
gereux  sur  ces  sections  du  quatrième  degré.  Ils  ne  se  trouvent  que 
sur  le  contour,  -r-  On  tirera  de  ces  expressions  ou  de  la  formule 
générale  du  $  il  : 

|!  =  r«  +  ÛCV  +  AC,  (r«  +  ûC^r*)  cos  2a  +  8C^r*  cos  4*  -f  iGC\r^. 

Voyons  d'abord  si  g'  a  un  maximum  absolu  sur  le  plan  de  la  sec- 
tion. Pour  cela  tirons  : 

^  |i  =  —  8C,  (r«  +  AC^r*)  sin  2a  —  32^*  sin  A« , 

^  ^  =  —  16G,  (r*  +  AC^r^)  cos  2a  — 128  C^r^  cos  &«. 

d 
On  satisfait  k  -j-  =  0  i 

dOL 

1*  Par  sin  2a  =  0,  a  =  0,  ou  en  prenant  les  points  de  Taxe  des  u; 

2*  Par  sin  2a  =  0,  a  =  ^ ,  ou  les  points  de  Taxe  des  r; 

1  4-  ÛC  r* 
3"  Par  cos  2a  =  —  C,    T.    *    ou  les  points  d'une  hyperbole  dont 

réquation  en  coordonnées  ordinaires  (vu  que  H  =  u* -f  0*9 
r*  cos  2a  =  u*  —  t?*)  est 

(2+C,)tt«-(2-.C,)i^-:=^, 

et  dont  Taxe  réel  est  celui  des  u  ou  celui  des  v  selon  que  le  signe 
de  G4,  le  même  que  celui  de  n,  est  positif  ou  négatif,  car  —  G^  est 
toujours  positif  <  2  d'après  les  limites  6*  et — (  v'2  —  1)*  6*  assignées 
à  c'  au  §  précédent. 

Examinons  successivement  les  points  donnés  par  chacune  de  ces 
trois  solutions  en  considérant  d*abord  le  cas  où  n,  et  par  consé* 
quentc^,  est  positif,  ce  qui  est  le  cas  des  courbes  du  haut  de  la 
figure  du  $  précédent 

La  solution  (1")  ou  a  =  0  donne 

Ç==[(i  +  2C^r4-ÛC,HJS 
dont  le  maximum  ou  le  minimum  autre  que  g'  =  0  répond  à 


ABT.  T.  TOBSIOn.  S09 

(Do  Q*  i5G}. 


r« 


_-l-2C,     d'Où    "^^  5!-??^(i4-(L  +  CM 


quantité  toujours  positive  quand  r  est  réel,  car  1  +  G^  +  C%  peut 

(C  \*       3C' 

mum  absolu  sur  la  droite  a  =  o  ou  sur  Taxe  des  ti. 


La  solution  (2«)  ou  a  =  -  donne 


g=[(l-2C,)r  +  àC4r»]«, 


qui,  vu  que  G,  est  négatif  et  G4  positif,  crott  constamment  avec  r. 
11  n'y  a  donc  pas  de  maxlmun  absolu  de  g*  sur  la  droite  a  =  -  ou 

sur  Taxe  des  v* 

1  +  &G  r' 
Enfin  la  solution  (3*)  ou  cos  2a  =  —  G.    T^  4*    donne,  en  sub- 

^     SG^r" 

stituant  et  réduisant 

g 


g  =  (l-ÛC,^)«(r«-g) 


dont  la  dérivée  par  rapport  à  r  s'annule  ou  par  r  =:  0  qui  don- 
nerait g*  =  0 ,  ou  par  r*  =:  77^  »  cos  2a  =  —  G,  qui  rendrait  égale- 

1  4-  2G' 

ment  g»  nul  ("),  ou  enfin  par  r*  =     71-    ^  qui ,  substitué ,  donne 
pour  les  dérivées  du  second  ordre 

quantités  de  signe  contraire  soit  que  G*,  ait  une  grandeur  au-dessus 
ou  une  grandeur  au-dessous  de  i. 

(*]  Il  est  ficile  de  Toir  que  dam  le  cas  eitrême  où  n  a  i a  plas  grande  taleur 
—  ,  rhyperbole  coi  Jar=  — -Cj  -         *  ■  coupe  ceUes  dont  te  eompoie  le 

contour  aux  angles   où  elles  se  coupent  eUes  -  mêmes ,    et  que  la    Bolution 

4           6>+c> 
r'=-— =  -^ r  pour  laquelle  le  glissement  est  boI,  donne  précisément 

4C4      8(vï  — I) 

cet  points  d'angle. 
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Par  conséquent  il  n*y  a  pas  non  plu^de  maximum  absolu  sur  les 

i  4-  liC  9*' 

hyperboles  représentées  par  cos  2a  =  —  c,     ^    ^  ■ 

Lorsque  n  et  par  conséquent  G^  est  négatif,  et  c'  positif  ^  6%  ce 
qui  est  le  cas  des  courbes  en  olive  de  la  partie  inférieure  de  U  fi- 
gure du  S  précédent,  il  n*jr  a  toigours  évidemment  pas  de  maxi- 
mum absolu  sur  la  droite  «  =  0;  il  n*y  en  a  pas  non  plus  sur  Vhj- 

perbole  cos  2«  =  —  C^  *   ,  car  r*  =     T^     'donne  r  Imagi- 

naire. Et  il  n*y  en  a  pas  davantage  sur  la  ligne  «  =  ^i  car  la  valeur 

z 

|j  SI  [(1  —  2C,)  r  +  tiC^;/*Y  a  son  maximum  sur  cette  ligne  pour 

tive  cette  dérivée  du  second  ordre  par  rapport  à  «. 

D'où  nous  concluons  (S  17)  que  c'est  sur  leur  contour  quUl  faut 
chercher  les  points  dangereux  des  sections  symétriques  du  W^  de- 
gré représentées  par  les  équations  ci-dessus. 

S  32.  Suite,  Recherche  de  ces  points  sur  les  contours  des  mêmes 
sections.  Cas  particuliers  oii  les  dimensions  sont  égales  dans  les 
deux  sens  uetv,'^  Dans  ces  cas  par  lesquels  nous  commençons 
on  a 

Cj  =  0,  6  =3  c 

et  réquation  des  contours  est 

r'  An  h* 

^  +  C4  r*cos  A«  =  K,    ou   r« -f  ^.r*  cos  A«  =  (i  + n)  j; 

ou     tt*4-  v'+/in  ^ ^,    ^"^  =  (1  +  n)  ~. 

Le  contour  carré  à  angles  aigus  et  côtés  concaves  ADA'D'  formé   . 
de  deux  hyperboles  égales  répond  à 

v^2  — 1 
n  =  -1-—-  =  0,207107. 
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(Du  n*  IftG). 


Le  contour  carré  à  angles  arrondis  qui  lui  est  intérieur  répond  à 


n  =  0,2. 


On  a,  pour  les  points  de  ces  contours 


C'est  celui  dont 
on  s*est  servi  au 
$  29,  et  qui  a  huit 
points  communs 
avec  le  carré  rec- 
tillgne  Inscrit. 
Des  valeurs  de 
'N  n  décroissantes 
donneraient  une 
infinité  d'autres 
contours,  com- 
pris entre  celui- 
ci  et  le  cercle  in- 
scrit qui  répond 
lui-même  à 

n  =  0. 


=  r«  + 


r*  ces  4«  + 


Pour  obtenir  sa  plus  grande  valeur  relative  à  ces  mêmes  points, 
éliminons  en  cos  lia  au  moyen  de  Téquation  du  contour  ;  nous  avons, 
en  fonction  de  r  seul 


g* 


64w» 


|=  =  (l-hn)6«-3r«-|-:::^r«, 


6« 


6* 


dont  les  dérivées  première  et  seconde  par  rapport  à  r  sont 


n' 


n' 


—  6r  +  38/j  j5  r»,  et  —  6  4-  1920  rj  r*; 


donnant  un  minimum. 


d*où  f  en  égalant  la  première  à  zéro, 

r  =  0  donnant  un  maximum;  ^  =  s  vs" 

Mais  la  fonction  g*  peut  avoir  d*autres  maxima  et  minima,  vu  que 
sa  variable  r  en  a  elle-même  pour  les  points  du  contour,  ce  qui  est 
une  cause  de  discontinuité.  On  les  obtiendra  en  examinant  sa  marche, 
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(Du  n*  i&e). 

Remarquons  pour  cela  que  les  deux  valeurs  du  rayon  vecteur  r 

qu'on  vient  de  trouver  sont  la  première  plus  petite  et  la  seconde 

plus  grande  que  toutes  celles  qui  appartiennent  à  des  points  du 

1/2 1 

contour,  à  la  seule  exception  du  cas  extrême  n  =  ^^— - —  où  les 


2  V  2n 


points  7*  =  À  \/  ô'^^  ^^^  ^^^^  chose  que  les  quatre  angles  ai^s 
A,  D,  K\  U;  car,  en  faisant  a=z  -  dans  Péquation  générale  du  con- 
tour,  elle  donne  pour  le  carré  de  la  demi-diagonale 


,  _  /6\  •  i  —  v^i  — An  — An» 

qui  est  toujours  plus  petit  que  f  ^  j   ^ ,  excepté  quand  le  radical 

s^anéantit,  c'est4t-dire  quand  2n  =  v^  —  1. 

L'expression  ci -dessus  de  g*  en  fonction  du  rayon  vecteur  r  dé- 
croit donc  de  r  =r  0  à  r  =  une  valeur  relative  à  des  points  exté- 
rieurs, ou,  dans  un  seul  cas,  aux  points  du  contour  les  plus 
éloignés  du  centre. 

Les  plus  grandes  valeurs  du  glissement  principal  g  sur  le  con^ 
tour  ont  donc  lieu  aux  points  les  plus  rapprochés  du  centre  de  la 
section. 

Ces  points,  ou  les  extrémités  B,  G,  B',  G'  des  médianes  ou  plus 
petits  diamètres  sont  en  conséquence  les  points  dangereux  des  sec- 
tiens  égales  dans  les  deux  sens.  Gomme  ils  répondent  à  cos  &a=  1, 

r*  =  f  -  j  ,  le  plus  grand  glissement  sur  la  section  a  pour  valeur 

g  =  ô|(l  +  2n) 

S  83.  Suite.  Recherche  des  mêmes  poirUs  dangereux  sur  les  con- 
tours du  quatrième  degré  symétriques  mais  non  égaux  dans  les  deux 
sens,  —  Considérons  d'abord,  parmi  ces  contours  dont  les  deux  di- 
mensions principales  6,  c  sont  inégales,  ceux  qui  répondent  à 

V2  — 1 

et  qui  sont  formés,  avons  nous  dit,  par  les  hyperboles 


ART.   V.  TORSION. 


SIS 


(Da  n*  156). 


BA,  ayant  ponr  équation  u'  =  j-  +  (v^  —  i)    t?' 


CA 


t;«  =  ~-h(v'2  — i)«w*. 


Comme  les  glissements  g\  \g'  doivent  être  nuls  à  l'angle  A ,  où  ces 

\K  hyperboles  se  coupent,  et  dont 
les  coordonnées  sont  fournies , 
eu  égard  à  (^2—1)  (^2+1)  =  1, 
par 

16^2.  M*=  c«+  (V^2+l)«  6», 
i6\/2 .  ©*  =  6*  +  (^2  + 1)*  c% 


les  expressions  do  ces  glisse- 
ments g',  g''  en  fonction  de  u  seul  doivent  contenir  comme  facteur 
16V2.M»— c*-(v2+i)»6«. 

Effectivement ,  en  s'occupant  d'abord  des  points  de  GA,  comme 
on  a  vu  que  3—2^2  =  (^2— !)•  : 

il  est  facile  de  reconnaître  eu  substituant,  réduisant  et  ayant  égard 
à  5^/5—7  =  (  ^2— !)•,  que  g'  et  g"  sont  égaux  à  ce  facteur  multiplié 


respectivement  par  \%  .    »    ot  par      r^  x' %    ?  ^"^  sorte  que  si 


c 


Ton  ajoute  leurs  carrés  on  a,  en  remplaçant  »'  par  y  +  (^^2— l)*tt*, 
et  en  ayant  aussi  égard  à  ce  que  1  +  (v2  —  1)*  =  2^  .  (^  —  l) . 

(7^^?^  =  [2>/2 .  (V^2-l)«i^«  +  J]  [16u«  v^-c«-6«(V2  +OT. 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à  u  et 
en  divisant  par  la  seconde  quantité  entre  crochets ,  dont  Tannula- 
tion  ne  fait  que  donner  Tabscisse  de  Tangle  A  où  g*  est  nul,  on  ob- 
tient ,  en  remarquant  que  h  —  (  v^2  —  1)?  divisé  par  ^2^1  donne 
A  (v/2  +  i)  —  (  v^2  —  1)*  =  6v^  + 1*,  les  deux  solutions  suivantes  de 

réquation  ^^  ==  0  : 
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(Du  no  1511]. 

u  =  0,    et    ^  =  V^8^c,.iv/2-.ir 

On  trouverait,  sur  la  partie  BA  du  contour,  par  une  analyse  sem- 
blable, les  solutions  v=0  et  t;  =  un  radical  semblable  à  celui 
qu'on  vient  d'écrire  pour  u,  mais  qui  serait  toujours  imaginaire,  car 
6*  y  tiendrait  la  place  de  c*  et  réciproquement,  et  on  a,  par  hypo- 
thèse, c*<6'.  Le  point  de  plus  grand  glissement,  à  ne  considérer 
que  cette  partie  Bâ,  est  donc  constamment  B,  où  Ton  a 

Mais  B  n'est  pas,  lorsqu'on  a  c*  positif  <  6',  le  point  dangereux. 
Celui-ci  se  trouve  toujours  sur  la  partie  GA,  savoir  : 

1-  Si  x6«  <  c«  (6v^  +  l)  ou  si  I  >  yj^J-j  =  0,32469,  au 
point  G  pour  lequel 

«  =  Od'où»=|.   et  _g  =  |(v/2+|;^). 

2*  Si  ^  <  0,32469,  en  un  point  E  du  contour^  intermédiaire  entre 

Cet  A^  et  déterminé  par  la  seconde  des  valeurs  ci-dessus  de  l'ab- 
scisse répondant  à  un  maximum ,  c'est--à-dire  : 

"=Vi8;^i7â^=^*       V — kï^ — '''^    — îârtHc»)    • 

Cette  valeur  du  glissement^  g  au  point  du. maximum  E  surpasse 
en  effet  toujours  ceUe  -s-  (  ^^  "*"  y  .    i)  ^'^i  ®5t  relative  au  point  G 

quand  le  rapport  ^  est  plus  petit  que  W^  ,^       =  0>32469  ;  et  elle 

est,  aussi ,  toiy ours  plus  grande  que  la  valeur  «■  (  V^2  —  ^«[T^J 

du  glissement  au  point  B,  môme  quand  celle-ci  vient  à  surpasser 
la  valeur  au  point  G  [ce  qui  arrive  quand  (  6*  +  c»)  \/2  <  (6  +  c)* 

d'où  ^  <  V2  4-  1  —  vTv'S  +  l)*— 1,  c'est-à-dire  0,216346].  Par 
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(Du  n»  ifte). 

exemple,  dans  le  cas  extrême  c  =  0,  où  la  section  se  réduit  à  un  oo, 
ou  plutôt  à  deux  triangles  isocèles  opposés  par  le  sommet,  ayant 
pour  côtés  les  droites  v^±  (\/2  —  1)  u  et  pour  bases  légèrement 

curvilignes  les  deux  branches  de  l'hyperbole  m'  =  —  +  (y  2  —  i)*i?* , 

on  a  encore  0,2ilM  06  pour  le  glissement  en  E,  et  0, 20711 06  seu- 
lement pour  le  glissement  en  B. 

Le  point  E  est  alors,  à  peu  de  chose  près,  celui  du  contour  qui 
se  trouve  le  plus  proche  du  centre  de  gravité  de  chacun  des  deux 
triangles  isocèles- à  base  courbe. 

Mais  il  en  est  autrement  lorsque ,  c*  devenant  négatif,  ou  la  sec- 

tion  se  partageant  en  ces  deux  croissants  dont  oYi  a  parlé  §  30,  -^  r; 
s'abaisse  au-dessous  de  0,01223,  valeur  pour  laquelle  on  a 

v/6;n/2  +  1)(6'  +  5cV__  b  /  /5       b^'-c*\ 
18  (6« -f  c*)  2  V^       6»+cV' 

En  effet,  alors ,  le  glissement  en  B  excède  le  glissement  en  E ,  et  les 

points  dangereux  sont  désormais  déterminés  par  u  =  dï:  ^  sur  Taxe 

des  u.  Il  est  remarquable  que  ce  sont  encore  (comme  dans  les  cas 
S$  21,  23,  28,  32,  36y  les  points  les  plus  rapprochés  des  centres  de 
gravité. 
Maintenant,  lorsque  le  paramètre  n  a  une  grandeur  quelconque 

positive  (mais  moindre  que  ^   7"   j ,  le  point  dangereux  se  trouve 

en  G  ou  aux  extrémités  du  petit  diamètre  2c,  et  a  en  conséquence 
pour  valeur 

g  =  (~g' pouru  =  0,  t;«  =  ^)  =  0c(n+5^), 

à  moins  que  le  rapport  -r  de  ce  diamètre  au  plus  grand  ne  descende 
au-dessous  d'une  certaine  valeur,  variable  avec  n,  &  savoir  que 

Pour      «  =  0,907407;     0,i;  0,4;  0,08)66;    0,05;        0,04;        0 

on  n'ait  ^<  0,3)4694;     0,3303;     0,3487;     0,3339;       0,4984;     0,0967;    0; 

0 
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On  obtient  ces  valeurs  limites  en  exprimant  la  condition  pour 

que,  T  devenant  plus  petit  après  avoir  été  plus  grand,  le  point 

G  devienne  point  de  minimum  après  avoir  été  point  de  maximum 
du  glissement  sur  le  contour,  ou  que  le  coefficient  différen- 
tielle du  second  ordre  de  g'  passe,  en  ce  point,  du  signe  ^  au 

signe  +  ou  qu'on  ait      '^    =  0  pour  les  valeurs  de  v  cherchées. 

Pour  arriver  simplement  à  cette  expression  faisons 

i  - 2C,  _  (i  +  n)  b^-^nc^  __       i  +  20,  _  (i  +n)c*--n6*__ 

nous  avons  d'abord ,  pour  l'équation  de  la  courbe, 

qu'  +  pv'  + 2 =2C:^ 

qui ,  différentiée  deux  fois,  donne 

-- —  =  0,     .  ^    =  2  -= 7-2  an  point  C  pour  leqnd  m  =  0,  t>'  =  t. 

du         '  du*  c^  +  Up  F      -1  »         ^ 

Mais  on  a  l'expression 

qui  différcntiée  aussi  deux  fois  par  rapport  à  t4,  donne,  en  égalant  à 
zéro  la  valeur,  au  même  point  0,  de  sa  différentielle  seconde,  la 
condition 

(3c' — ûg)  (3c«  +  2p  -  2g)  —  3c«  (c«  +  4p)  =  0 
ou  l'équation 

(i-i6n  +  38n«)(~y-.  (1  +  lOn  -  8n«)  ^5  =  ~  n  (i  +  2n), 

d'où  l'on  tire  pour  r  la  suite  des  valeurs  numériques  qui  viennent 

d'être  écrites.  Elle  se  réduit  au  premier  degré  quand  1— i5n  -f  387i'=  0 
ou  n  =  0,08266  ;  au-dessus  de  cette  valeur  de  n  il  faut  donner  le 

signe  +  au  radical  de  la  formule  obtenue  pour  ^;  au-dessous,  le 
signe  — . 
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Lorsque  ?  descendra  au-dessous  des  limites  que  nous  venons  de 

i/î  —  1 
donner,  et  quen  aura  une  autre  valeur  que-^^— r — ,  il  faudrait, 

pour  trouver  analytiquement  le  point  dangereux  E  sur  le  contour, 
combiner  Texpression  de  ^  différentiée  par  rapport  aux  deux  va- 
riables r  et  oc  et  égalée  à  zéro ,  avec  l'équation  du  contour  aussi  dif- 
férentiée  ;  ce  qui  donnerait,  en  divisant  par  r*  sin  2a,  une  équation 
où  r'  cos  2a  et  r',  considérées  comme  doux  inconnues,  seraient  Tune 
et  Tautre  engagées  au  second  degré;  et,  en  éliminant  la  première 
au  moyen  de  Téquation  du  contour,  Tautre  inconnue,  r\  resterait 
engagée  dans  une  équation  du  sixième  degré  fort  compliquée. 

Aussi  il  est  préférable,  alors,  et  dans  les  cas  analogues,  de  se  ser- 
vir d'une  méthode  de  recherche  numérique  du  point  de  maximum 
par  approximations  successives,  qui  sera  donnée  au  $  suivaùt. 

Quand  c'  est  négatif,  n  toujours  positif,  ou  quand  la  section  se 
sépare  en  deux  orbes,  le  point  dangereux  doit  être  cherché  de 
même  numériquement  sur  le  contour,  mais  il  se  trouvera  presque 

toigours  aux  extrémités  u  =  ±:-,t?=:0,du  diamètre  commun. 


Enfin,  quand  n  est  négatif,  c*  positif,  les  valeurs  de  ^  tirées  de 
réquation  qu^on  vient  de  trouver  entre  p  et  n,  sont  négatives,  et 

^  est  imaginaire.  Aussi ,  pour  les  sections  en  olive  de  la  moitié  infé- 
rieure de  la  figure,  les  points  dangereux  sont  toujours  aux  extré- 
mités du  petit  diamètre  c. 

On  pense  que  cette  discussion  de  la  position  du  point  dangereux 
sur  les  sections  du  quatrième  degré,  complétée  au  $  35,  et  celles  des 
SS  précédents  et  du  $  37  pour  d'autres  sections,  suffiront  pour  in- 
diquer la  manière  de  les  trouver  dans  tous  les  cas  (<}• 

(<)  Getlo  recherche  serait  abrégée  fi  l'on  reconnaissait  et  pairenait  i  établir 
d'une  manière  générale  et  certaine  ce  que  rensemble  des  résultats  partiels  semble 
indiquer,  i  savoir  que  sur  les  plans  des  sections  il  n'y  a  Jamais  de  points  de  mati- 
mum  absolQ  du  glissement  g ,  et  qu'en  conséquence  11  suffit  toujours  de  chercher 
les  points  dangereui  sur  les  contours  qui  les  limitent. 
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(Da  n«  IMI). 

S  3/i.  Méthode  générale  de  recherche  numérique  du  maximum  ou 
duminimun  d'une  fonctimi  d'une  variable^  dont  la  forme  est  donnée 
explicitement  ou  implicitement.  —  On  connaît  la  méthode  dite  de 
fausse  position  ou  des  différences  proportionnelles^  servant  à  la  ré- 
solution d'une  équation  numérique 

de  forme  quelconque  algébrique  ou  transcendante,  et  qui  consiste, 
après  avoir  essayé  pour  x  deux  nombres  a  et  6  choisis  plus  ou  moins 
arbitrairement,  àregarder,  dans  une  certaine  étendue,  les  variations 
de/x  comme  à  peu  près  proportionnelles  à  celles  de  x,  ou  a  et  6 
comme  s^écartant  de  la  racine  cherchée  dans  le  rapport  des  résul- 
tats de  leur  substitution  à  x  dans  /a:,  et  à  poser  en  conséquence 

X — :;:  =  1s; — a7  Q^^  ®û  faisant/o;  =  0,  revient  bien  &  - — -  =  V 
0  —  a      jo-^fa  "  x— a      Ja 

et  d'où  Ton  tire 

__  qfb-'bfa  _  -      , .        .      fb 
fb—fa  ^         '  fb  —/a' 

première  solution  approchée  qui ,  désignée  par  c,  conduit  à  en  ob- 
tenir une  seconde  en  la  substituant  dans  le  premier  membre  fx  et 
en  combinant  de  la  même  manière  le  résultat  nouveau  fc  avec  le 
plus  petit  des  deux  résultats  précédents/a  etfb^  d'où  (si  c'est  fb) 

fc 
ac = c — (c— 6)  f  ^fL  »  solution  qui,  représentée  à  son  tour  par  d  et 

fd 
combinée  de  la  même  manière  avec  c,  donnera  d— (d— c)  ^j^ — jr 

fa — Je 

pour  troisième  solution ,  et  ainsi  successivement  jusqu'à  ce  que 
deux  ou  trois  solutions  de  suite  s'accordent  au  degré  d'approxima- 
tion ou  avec  le  nombre  de  chiffres  décimaux  qu'on  veut  Cette  mé- 
thode généralement  expéditive,  qui  se  présente  naturellement  et 
qui  ne  saurait  tromper  finalement  puisqu'elle  fournit  d'elle-même, 
avec  les  rectifications,  des  vérifications  continuelles,  s'applique, 
comme  on  sait,  à  la  résolution  des  problèmes  sans  avoir  besoin  de 
développer  leurs  équations,  ni  même  de  les  poser  en  équation,  puis- 
qu'il suffit  qu'on  sache,  d'après  leurs  conditions,  quel  résultat  doit 
donner  l'inconnue  x  traitée  d'une  certaine  manière  numériquement 
et  même  géométriquement  ou  mécaniquement  pour  y  satisfaire. 
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Elle  revient  à  chercher  Tintersection ,  avec  Taxe  des  coordon- 
nées X,  d'une  portion  de  courbe  ayant  pour  équation  y  =fx  en  sub- 
stituant à  cette  courbe  une  suite  de  sécantes,  ou  de  lignes  droites 
tirées  par  deux  de  ses  points  que  Ton  rapproche  de  plus  en  plus 
Tun  de  Tautre  et  de  cet  axe. 

Le  problème  de  la  recherche  du  maximum  numérique  d*une  fonc- 
tion d'une  variable  x 

est  un  peu  plus  compliqué  que  celui  de  la  valeur  de  x  qui  Tannule. 
On  peut  néanmoins  le  résoudre  d'une  manière  analogue  et  assez 
simple,  aussi  avec  toute  l'approximation  qu'on  veut,  en  substituant 
successivement  à  la  courbe  représentée  par  y  =/x,  au  lieu  de  li- 
gnes droites  ou  de  pente  constante  sur  l'axe  des  x,  des  lignes  de 
pente  uniformément  croissante  ou  décroissante ,  c'est-à-dire,  comme 
dans  la  méthode  d'évaluation  d'aires  de  Thomas  Simpson  ($  2  de  la 
note  du  n*  85),  des  portions  de  parabole  à  axe  parallèle  à  celui 
des  ordonnées  y  et  passant  par  trois  de  ses  points. 

Soient  en  effet  trois  points  m^^m^,  m^  de  cette  courbe  quel* 
conque  y  =/x ,  déterminés  par  les  abscisses  et  les  ordonnées 


X  ^^  X0 


1  f 


Si  la  seconde  ordonnée  yi  excède 
chacune  des  deux  autres  y^^y^^ 
la  fonction  y=fx  a  un  maxi- 
mum entre  les  points  m„  m,  de 
la  courbe  qu'elle  représente. 
Pour  en  déterminer  approxi- 
v^x  mativement  Tabscisse  x  quand 
on  remplace  cette  courbe  par  la 
parabole  m^m^sm^  à  axe  ^^  pa- 
rallèle aux  ordonnées  et  passant  par  les  points  m,,  ttij,  tti,,  il  s'agit 
simplement  de  déterminer  la  position  du  sommet  s  de  celle-ci. 
Pour  cela  faisons 
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(bu  Q^f  66). 

PiPo  =  X|  —  Xo  =  A,    PxPi  =  X,  —  Xj  =  ^1, 

^1  — y.  =  d,  yi— yt  =  di. 

Et  appelons  x»,         Tabscisse  du  sommet  cherché  s  de  la  parabole, 
t/n  =  ts  son  ordonnée, 
y»        Tordonnée  correspondante  de  la  courbe  y  =fx. 

Nous  aurons  aux  points  m|,  mo,  nz«,  en  vertu  de  la  constante  pro- 
portionnalité d*une  des  coordonnées  de  la  parabole  au  carré  de 
l'autre  quand  on  les  compte  à  partir  du  sommet  parallèlement  à 
Taxe  et  sur  la  tangente 

Vn  —  Vi  d  +  yn  — yi"         d, +yH— yi 

d  dj 

équation  qui  se  réduit  au  premier  degré  en  x^  —  x^  et  qui  donne 

Ordinairement  les  trois  ordonnées  y.,  y^,  y^  se  calculent  à  inter- 
valles égaux ,  ou  on  suppose 

h^  =  h* 
Alors  on  a  simplement 

—      1  ^  ^~  ^i  ,  ^       y^  —  y, 

^-»-''*+2dTd;     ="'^*"^22y,-y,-y. 

^  -^   1  i«i-d,)'_      ,  i     (y>-yo)' 

î^'^-y^+S  d  +  d,  "^*^  8  2y,-y.-y,• 
ll  ne  convient  pas,  en  général,  de  prendre  pour  le  maximum 
cherché  de  y  la  valeur  de  y»  donnée  par  ces  formules ,  car  y»  est 
Tordonnée  d'un  point  de  la  parabole  substituée  et  non  celle  d'un 
point  appartenant  à  la  courbe  y  =/x  elle-même.  On  en  obtiendra 
une  en  mettant  dans/x  Tabscisse  trouvée  Xm,  d'où  pour  une  pre^ 
mière  valeur  approchée  du  maximum  : 

y^  ^f  (x«). 

Généralement  cette  première  approximation  sera  suffisante,  car 
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d  Xm  «  déterminé  comme  il  vient  de  l'ètre«  diffère  légèrement  de  la 
yéritable  abscisse  du  maximum  de  y^  Tordonnée  correspondante 
^M  ne  différera  de  ce  maximum  que  d'une  manière  insensible ,  vu 
qu'aux  environs  d'un  point  de  maximum  les  différences  très-pe- 
tites du  premier  ordre  sur  l'abscisse  ne  produisent  que  des  diffé- 
rences très-petites  du  second  ordre  sur  l'ordonnée. 

Mais  je  suppose  qu'on  veuille  s'assurer  du  degré  de  Tapproxima- 
tîon«  ou  en  obtenir  une  plus  grande  pour  l'ordonnée,  ou  bien  avoir 
plus  exactement  sa  position  ou  son  abscisse.  On  y  arrivera  en  se 
servant  du  nouveau  point  {x^t  y  m)  de  la  courbe  y=fx^  avec  deux 
des  points  déjà  connus,  savoir  m^  et  m,  si  c'est  entre  eux  que 
tombe  ce  point  nouveau ,  pour  faire  un  calcul  tout  semblable  à 
celui  qui  a  eu  lieu  sur  m^ ,  m» ,  m, ,  ce  qui  reviendra  à  déterminer 
le  sommet  d'une  nouvelle  parabole  passant  par  {x^ ,  y^) ,  {Xm  »  ym)^ 
{^9  t/t)  et  qui  sera  nécessairement  bien  plus  rapprochée  que  la 
première  de  la  courbe  y=/x  aux  environs  de  son  point  de  maxi- 
mum. 

Cette  fois-ci  on  pourra  calculer  d'abord  Vordonnée  du  sommet  ; 
en  l'appelant  ' y 'n -et  en  faisant  y«— yi  =  d',  ym— y,  =  d'„ 
Zm—x^  =  h\  X,  — a;m=^'i9  la  formule  donnera 

y  n  -  y-  -t-  i^f^'f^'^^f^»,^  h'^^  ^h\  d'+  h'é'S 

Si,  ce  qui  arrivera  le  plus  souvent^  le  second  terme  de  cette  ex- 
pression est  insensible,  ou  si  y'n  ne  diffère  de  y  m  que  d'une  des 
décimales  qu'on  néglige,  on  se  tiendra  k  la  valeur  trouvée  ym  pour 
le  maximum.  Sinon,  on  calculera  la  nouvelle  abscisse 

qu'on  substituera  à  x  dans  l'équation  de  la  courbe  afin  d'avoir  une 
deuxième  approximation  y  m  du  maximum ,  qui  sera  ainsi 

y'm=/(x'«). 

Si  elle  différait  trop  de  la  première  approximation  y^  (ce  qui  pro« 
viendrait  de  ce  que  primitivement  les  points  m^^mi^m^  ont  été 
pris  trop  éloignés  l'un  de  l'autre),  on  en  obtiendrait  une  troisième 

1.  94 
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«III'  Il  -  I  ■!  11^ 

en  se  servant  de  mftme  in  iiouveau  point  (««»  y  «)  »vec  deux  dM 
points  déjà  connus,  ou  d'autres  plus  prQobes  dont  on  oaleuler» 
Tordonuée  fx. 

On  peut,  aussi,  s'élever  à  des  approximations  de  plus  en  plus 
grandes  en  ne  faisant  usage  que  de  la  formule  simple  à  intervalles  h 

égaux  Xfn  =  x^-^  -      y«7"y* —  si  Ton  caloule,  après  une  pre- 

mière  opération,  deux  ordonnées  y=fx  de  la  courbe  proches  de 
celle  qui  répond  à  Xm ,  et  également  distantes  en  deçà  et  au  delà , 
et  en  se  servant  de  ces  trois  ordonnées  équidistantes  comme  on 
s'est  servi  des  premières  y.»  ^i  »  Vv 

Cette  méthode  s'applique  aussi  bien  à  la  recherche  d'un  minimum 
qu'à  la  recherche  d'un  maximum.  Alors,  par  d  et  d|  il  est  commode 
de  désigner  Vo-^Vx  et  y^—y^  au  lieu  de  y^—y^  et  yy—y^^  car 
l'ordonnée  Intermédiaire  est  la  plus  petite  des  trois  quand  c'est  un 
minimum  qui  tombe  dans  l'étendue  supposée  petite  m^m^m^  de  la 
courbe  y=fx. 

De  même  qu'on  peut  extrapoler  légèrement  lorsqu'on  cherche 
par  la  méthode  de  fausse  position  la  racine  d'une  équation  /x=  0, 
ou  obtenir  utilement  une  des  approximations  successives  en  se 
servant  de  deux  résultats  fa ,  fb  de  même  signe  ou  répondant  à 
des  valeurs  a,  5  de  x  entre  lesquelles  la  racine  cherchée  n'est 
pas  comprise,  on  peut,  aussi ,  lorsqu'on  cherche  le  maximum  ou  le 
minimum,  appliquer  les  formuHs  quand  le  sommet  cherché  d'une 
des  paraboles  sort  un  peu  de  l'intervalle  des  deux  ordonnées  ex* 
trêmes  ;  mais  il  doit  y  ôtre  compris  lors  de  l'opération  finale. 

Cette  méthode  n'exige  nullement  que  la  quantité  y  dont  on 
cherche  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  soit  donnée  d'une 
manière  explicite  en  fonction  de  la  variable  x  dont  elle  dépend. 
Elle  peut  être  fonction  de  deux,  de  trois....  variables  liées  entre 
elles  par  une,  ou  deux.. ..  équations,  et  la  résolubilité  algébrique 
de  celles-ci  n'est  pas  même  nécessaire.  Il  suffit  que  pour  chaque 
valeur  de  x  on  puisse  avoir  la  valeur  de  y  soit  par  un  calcul 
simple  ou  complexe,  soit  par  une  construction,  soit  même  par 
une  expérience  précise. 

Aussi  convientroUe  parfaitement  à  la  recherche  numérique  du 
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plus  grand  glissement  g  =  vS^-g^  sur  le  contour  des  section» 
dflB  prismes  tordus»  lenque  le»  ooordoniiées  ordlnairai  eu  polaires 
du  point  où  il  a  lieu  dépendent  de  deux  équations  compliquas  et 
trop  difficiles  à  résoudre  même  numériquement  On  en  verra 
l'application  au  troisième  exemple  du  $  suivant 

S  35.  Calcul  du  moment  de  torsion  et  de  sa  limite  pour  divers 
contours  du  quatrième  degré, —  Cçs  contours  seropt,  1*  qt  2°i  ceu$ 
du  S  32 ,  c'est-à-dire  le  carré  curviligne  à  angles  aigus  et  côtés 
concaves»  et  le  carré  à  angles  arrondis  ayant  huit  peints  communs 
avec  le  carré  rectiligne  Insorit;  d*  et  A""»  des  courbes  dont  la  lar- 
geur 26  est  cinq  fois  et  environ  sept  fois  1^  hauteur  2c  au  milieu. 

i*  Sur  le  premier  contour,  répondant  à 

v/2— i      , 
n=— ^— ,    6=c, 

les  deux  hyperboles  Au»— /i(v'2— i)*v«=  6%  Av*— /i(v'2— i)V=6«, 
qui  le  composent ,  se  coupent  w  quatre  point? 


|'^'=(|...«e«)V 


en  sorte  que  la  flèche  de  courbure  des  côtés  est  le 

âjSs  =  2p6i  ^  ^""^  "^^^^  N°"'  *^'*°'  *™"^^' 

en  calculant  par  la  méthode  de  quadrature  de  Simp- 
son Taire  <*>,  le  moment  d'inertie  polaire  J=2$i;'do> 

et  le  moment  de  torsion  Mj = GO  [J  —  -^  S  (6m«i?«—  2v*)  dwl      ('  ) 

w=/i,2557o[^y\  J=3,06533Qy.  Mi=  2,38339  G 0  ^gy=  0,77832  GO J, 

(i)  Pour  calculer  CB  général  Jtt">t;*"'<fa>  on  remplace  dcopar  âuâv;  et,  en  inté- 
grant d'abord  par  rapport  à  r,  on  a,  Vi  «  ~^o  désignant  leji  ordonnées  des  parties 
sapérieure  et  infèrleare  du  eonlour,  eiiprimèes  en  fonetioB  de  rabsidun  « , 

eipression  au  calcul  de  laquelle  on  peut  appliquer  la  méthode  de  quadrature, 
méQM  qutQd  on  ne  peut  obtenir  qu^  par  appr^^lnatlOQ  nnnériqQo  \^  «fdonaéei 
Vi  r  — ▼«  (x^ur  chaque  Taleur  numérique  de  i#. 
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On  a  aussi,  pour  le  plus  grand  glissement  06  [»+  ,,      ,j  au 
point  B  du  contour,  pour  lequel  u=^^  v=:0 

g=o|v/2=Mi/i2o|. 

T 

En  régalant  à  la  limite  ^  des  glissements  non  dangereux  et 

en  éliminant  GO  au  moyen  de  Texpression  de  M|  on  obtient  pour 
équation  de  cohésion  ou  de  résistance  permanente 

Limite  M,  =  T.  ?iZZ?3?J 

1,4142  I 

ou ,  en  appelant  r  la  demi-diagonale  V^2 •  -  \/^  J"    : 

Limite  M^  =  T.  ^  ^^^^  s/W^  =  0,85513  p  T,, 

2*  Pour  le  second ,  ou  le  carré  à  angles  arrondis  et  côtés  légère- 
ment concaves,  considéré  dès  le  S  39  dans  un  autre  objet,  et  qui 

répond  à 

n  =  0,2 ,    6  =  c , 

ou  qui  est  représenté  par  Téquation 

B  ,4»+  V»  +  ^f  (tt*-6ttV+  »*)  =  0,86% 

nous  avons  trouvé  de  môme 
u>=4,12712  (|^  ',  J=2,86967  (^V,  M,=2,34917  (^  *= 0,81862GOJ. 

Le  plus  grand  glissement  6  In-^  TTITt)  »  ^^  P^^°^  ^=  5  »  v=  0 , 
est 

g=MO^, 

d'où,  pour  réquation  de  résistance  permanente,  r  étant  encore  la 
demi-diagonale  ou  la  moitié  du  plus  grand  diamètre  bsj^  : 


AKT.    V.    TORSION.  325 

(Du  n«  tte). 

Limite  M.  =  0,82693 -T.. 

Pour  ces  deux  sectioos,  la  résistance  élastique  à  la  torsion  est 
donc  respectivement  les  0,778  et  les  0,819,  et  la  résistance  à  la 
rupture  par  torsion  les  0,855  et  les  0,827  de  ce  qu'elles  seraient  si 
les  sections  restaient  planes  au  lieu  de  se  gauchir.  Nous  avons 
trouvé,  pour  le  carré  rectiligne  ou  ordinaire  (S$  26  et  28),  les  0,8/i3 
pour  la  première  résistance  et  les  0,883  pour  la  seconde.  On  voit 
qu'une  légère  concavité  dans  les  côtés  d'un  carré  suffit  pour  dimi- 
nuer très-sensiblement  la  résistance  d'un  prisme  tordu  auquel  il 
sert  de  base  ;  ce  qui  peut  rendre  compte  de  quelques  résultats  d'ex- 
périence (sous-note  du  $  26,  page  ?97). 

3*  Soit,  en  troisième  lieu,  la  section  symétrique  mais  inégale 
dans  les  ûexu,  sens  représentée  par  l'équation  cV  +  6V — = 

1  +71 

—  — 6*c*  du  S  30,  p.  306,  quand  on  y  suppose 

n=:0,2,    r-=0,2    ou    6  =  5c; 

» 

d'où  C.=  - 0,7^^,   C,6'=^^ 

G*est  l'espèce  de  double  spatule  qui  est  figurée  page  suivante  (*  j  avec 
les  coupes  topographiques  de  la  surface  courbe  dans  laquelle  elle  se 
transforme,  par  des  plans  2  =  =bO,22m>  =b0,/i2:m,  :±:  0,62.1,  =to,82m, 

z«  étant  sa  plus  grande  ordonnée  z  =  0,28372  6  f  ^  j  répondant  aux 
•  points  A,  A',  D,  D'  dont  les  abscisses  sont  ±  0,8895  5  (•). 

{})  Sa  forme,  et  ceUe  de  la  courbe  du  4*  exemple,  soot  aiaex  rapprocfaé»s  de 
eellea  des  leciions  des  rails  de  cbemio  de  fer  pour  qu'on  puisse,  par  leur  consl- 
déraliOB,  se  faire  une  idée  de  la  rétislance  de  ceux-ci  à  la  torsion.  Si  l'on  Toulait 
des  courbes  qui  s'en  rapprochassent  bien  plus,  il  faudrait  recourir  à  dea  équations 
du  huiUème,  du  douzième  ou  du  seizième  degré. 

C)  On  obtient  facilement  chacune  de  ces  coupes,  répondant  à  une  yaleur  déter-  ^ 
minée  de  z,  en  donnant  diverses  valeurs  à  l'angle  a,  et  en  calculant  le  rayon  vec- 
teur r  correspondant  au  moyen  de  l'équation  2=0(C|r*8in9a  +  C4r^sin4a}  qui 
est  du  second  degré  on  r*.  Elles  sont  tangentes  au  rayon  vecteur  pour  lequel 

tang.  îa^  —  ï""^»  *'  ****^  °°'  P**"*"  **>'™P'®'^  *  "*  ^•'«  P*^"*"  lequel  «=;-• 
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Gomme  le  rapport  ,-  des  deux  diamètres  a  ane  valeur  plus  pe- 
tite (]ue  'd,â'203  qui  répond  à  n  =  Ô.2  daiis  là  ))étîtë  tablé  dû  ]$  33, 
page  31 5,  lés  points  dangereux  né  soritpaâ  *ad5c  êÎLtl'émîtèâ  'du  petit 
diamètre;  il  faut  lès  ctiéi^hër  huroêriqlieffièhi  k  âroï'té  et  à 
gauche  siif  le  côbtéUr.  Or,  eh  résôtVàrtt  IMqbàtiÔh  du  ëbtttour  par 

rapport  à  TordoD née  v  ou  plutôt  son  rapport  -r  au  demi-grand  éia- 
mètre,  et  eu  càtcu\iit\t  ëbsùiië  lë^  glis^meàts  p6uf  âiVël^ëT^itof*» 

à  ce  domi-diamètre  g,  on  trouve  faci- 


2m 


de  -r-^  rapport  de  r^ 
lement 


— ^— ^ 

V 

Pour 
0 

T 

2g' 

2«" 

m 

Pour 
0.85 

b 

20" 
66 

©■ 

0,S0OO 

—0,4646 

0,0000 

0.21581 

0,3879 

0,4 

0,3041 

—  0,4697 

.A  0,0381 

0,22209 

^,90 

0,3981 

0,2170 

—  0,0313^ 

0,04808 

0,8 

0,2159 

-0,4827 

—0,0738 

0,23846 

0,92 

0,4002 

V 

0,3 

0,3348 

-6,4981 

-^0,1d4Ô 

^,!fô^4  4 

(^M 

0,9^ 

:â^e,l5M 

0}0174 

o>«« 

0,4 

0,2575 

— 0,5rt84 

-^o,\m 

0,278é7 

^M 

0,8948 

. 

0,01i?* 

0,5 

D,2B45 

-0i9057 

-e,<4e4 

0,27649 

0,97 

Oj«8Tb 

-^4s09«6 

«,•624 

0,6 

0,3138 

—  0,4825 

—0,1456 

0,25399 

0,98 

0,3749 

—  0J)690 

0,1196 

0,019?? 

0,7 

0,3i44 

-0,4315 

-0,1324 

0,20369 

0,99 

0,3i86 

—  0,0430 

ù,\m 

t),0343?v 

0,8 

0,3744 

•.<0,3^A« 

«-"O-.ogse 

0,12923 

4,00 

0|2000 

—0,0031 

0,3846 

0,1  i794 

1,00 

0,0000 

0,0000 

0,4769 

0,22746 

Le«  Vfilétrs  âe?^ 

6 

feervëht  à  tfàcéf^  la 
courbe  BAÉCDë»D'C'A' 
du  contour  et  servi- 
ront aussi  &  calculer 


i 


le  moment  de  torsion. 
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\ 


Les 


grand  gUnBûBiâat  se  tveuve  enipe  les  points  «(  =  Q,/^  â  ^^  ¥  ==^  0>0  ô • 
PQUr  e^  ftVQir  Ift  pwflew  fftiWP^  4*03  ^  t^ffmxA^  ^  iftt»rv^ies 
égaux  A  =  Aj  du  8  précédent,  ^  =  a;,  f  ^ }  =  y,  et 

'•""•?      .  y»  =  0.27507      ,^ 

nous  troavous 

qui,  pria  pouF  Vftlovr  <k)  r^t  <l9fti)ft 

2»  28r'  2e" 

et  par  conséquent,  en  ajoutant  les  c§rrés, 

On  «'«iwtM  (ai  Ton  »  Quelques  «kiutes)  que  Mtte  pKuoiàre  s>p- 
proximation  est  trè»-8uflSsante  en  appliquant  les  formules  du  <j^ 
d'inégaiité  deg  i^teryaHog  h,  A,  jjftiir 

î>i  Ton  calcule  d'abord,  comme  nous  Pavons  dit,  l'ordonnée  maxi- 
mum de  la  paMtbole  passM»!  pa»  les  trois  points  ainsi  déterminés, 
ou  trouve 

'-  -^  m,^^  1  ^ukaA  A4.) = °'"^^^  •*-  ''^°°°""''  ^^^- 

Elle  ^iljrè^^  te^^Rient  |^  ^e  y^  qu'il  çs^  évidemme^^  yiu\il§  do 
recourir  à  une  deuxième  approximation. 
Seulement,  si  Ton  désire  avoir  um  valeur  ckç  l'ab^àeisse  du  point 
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de  maxlmam  plus  approchée  que  x^  =  0,A552,  la  formule  donne 

^  +  1  Va   ,   LA    =  0*4552  +  0,000916  =  0456116. 
2   AjQ  -f  mil 

yordonDée  correspondante  est  0,27820  ne  différant  toujours  pas 
sensiblement  de  la  première  approximation  0,27821. 

SI  Ton  avait  pris  Tordonnée  maximum  yn  =  yi  +  «   d4-d     ^® 

la  première  parabole,  on  aurait  eu  0,27866.  Bien  que  cette  valeur 
ne  diffère  guère  de  0,27821  et  puisse  être  adoptée  sans  inconvé- 
nient au  lieu  de  ce  dernier  nombre  dans  un  calcul  de  résistance, 
la  différence  suffit  pour  justifier  ce  que  nous  avons  dit  au  $  pré- 
cédent, qu'il  convient  en  général  de  prendre,  pour  première  ap- 
proximation du  maximum,  non  pas  l'ordonnée  y»  du  sommet  de  la 
parabole,  mais  bien  l'ordonnée  y  m  de  la  courbe  y=fx  répondant 
k  Tabscisse  de  ce  sommet. 

On  a  donc  pour  le  plus  grand  glissement  sur  la  section,  répon- 
dant à  Tabscisse  u  =  0,656116  -  : 

g  =  e|  v^0,27821  =  0,6275  e|. 

D'où  T.  =  ou  >  0,5275000  -  pour  Féquation  de  cohésion  perma^ 

nente. 

Mais  calculons  Taire  b>,  le  moment  d*inertie  J  =  J(u'  +  v')dcD  et 
le  moment  de  torsion  ($  30) 

M,=G6[j(u«+»')dco-1.4.gS(tt»-r«)cico+  gy  MO  j(„4_6^v+r*)dcoj 

Mous  trouvons  par  la  formule  de  Simpson  (S  3  de  la  note  du  n**  85) 
en  faisant  -r-  =  x,  appelant  y  la  valeur  correspondante  de  -j-  sur 
le  contour,  et  partageant  le  quart  de  section  OCAB,  par  des  ordon- 
nés  V,  eniiuit  zones  de  0,1  x,  deux  de  0,05    ,  quatre  de  0,02^ 

2,1)  l 

et  trois  zones  de  0,01  -  de  largeur  : 
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6\« 


«=4(-^)'Çyda:         =    1,16364     (|) 

r  =  Jii«(iu,  =  ù^*y£yx«da:     =    0,46506     (0' 

I  =  Ji,«dco=4QyÇ[^dx      =0,038398     (^j* 
f    1^         ,   /6\«f»yx*dx    =     0,28963    /6\« 

J  u«t;*da,  =  4  (0  '  r  ^*  x'dJ  =    0,020034  ^~  V 
J  «*da,  =  4  (I)'  J]  y  ^  =     0,002680   (|)' 
D'où  co  =  1,16354  (^y,  J  =  0,60345  (^]\ 

M,=G6(0,60345— 0,41898)^1  y=0,08447Gef^y=0,1678Gej=^. 

En  sorte  que  le  moment  de  torsion  est  le  1/6  environ  de  ce  qu'il 
serait  si  la  section  restait  plane. 

tliminant  GO  avec  l'équation  de  cohésion  T,  =  0,5275  GO  n  i  on  a 


"'''"•^'=-();527r  Uj    T--0,16013  (^^j    T,=0,.18l  -  To- -j^^^^, 

b 
expression  dans  laquelle  le  dénominateur  1,0502  -  représente  le 

1. 

plus  grand  rayon  vecteur  r,  répondant  à  Tabscisse  u  =  0,9856  ^, 

en  ^rte  que  la  limite  à  imposer  au  moment  des  forces  extérieures 
.  est  le  tiers  seulement  (0,33405)  de  ce  qu'elle  serait  si  la  section 
restait  plane  lorsqu^on  tord  le  prisme  auquel  elle  appartient. 

On  a  trouvé  au  $  22  (p.  281),  pour  une  section  elliptique,  aussi 
5  fois  moins  haute  que  large,  des  rapports  0,14792  et  0,3846  au  lieu 
de  0,16778  et  0,33405,  en  faisant  la  môme  comparaison  des  résis- 
tances vraies  aux  résistances  qu'on  aurait  si  les  sections  restaient 
planes. 

Et  si  nous  assimilons^  comme  il  a  été  dit  au  S  24,  notre  section 
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t 

du  quatrième  degré  à  cette  section  ellb)t^ue  inscrite,  quant  au 
gauchissement  de  son  plan,  ousi  nous  supposGtns  approximativement 
que  le  plan  se  change,  par  la  torsion,  dans  \^  même  surfftce  parabo- 

loïdale  2 =—6         ,  w»,  où  6  =  5c,  que  celui  de  Tellipse  servant 

de  base  à  un  cylindre  qui  éprouverait  \^  môme  torsion  0,  nous  aurons 

•^*i~2Ge-^rp^.  -2G%2j îT(ô72r- T*^i096Ge^^j  , 

expression  qui  excède  de  près  de  1/3  Ifi  vraie  valeur  0,08A/i7Gôf-j 

trouvée  pour  M^  (•). 
A°  Soit,  enfin,  une  autre  section  ep  forme  de  doubles  patule,  mais 

dans  laquelle  le  rapport  rrrr,  du  plus  petit  au  plus  grand  diamètre 

DO 

est  0,t4  qu  eftvifon  1/7  au  Ijeu  de  0,3  =  »/|,  Ge  mç^^ffl  ^(^  çst 
celui  de  la  plus  petite  épaisseur  à  la  hauteur  des  rails  des  cheniuis 
de  fer  de  Touest  de  la  Franee)  mais  il  faut  observer  qu*eii  ftiisaat' 

ainsi 

71  +  1 

dae^  réquatipn  du  quatrième  degré  c*M*+6'i;*-f  ....=  -Té-m  ^\  elle 

donne  pour  la  plus  grande  épaisseur  ou  la  double  ordonnnée  maxi- 
-nium  2t7,  les  0,377  seulement  du  ^ran^  diamètre  2^,  tandis  <^u*avec 

=  0,20,  elle  doone  les  0,A0,  ce  qui  est  ua  peu  moins  éloigné  des 

1^3^'  =  %^'^T\  rapport  ^ffQçtif  çlç^  la  plm  graçiae  épH^^W  k  1»  l^^Ht^ur 

pour  les  mêmes  rails  de  l'ouest. 
11  en  résulte 

(i)  on  »Hfif4(  up  fiSQM^iii  p»GarA  i^iut  fori  cp  «iitwUaai  U  loaiian  A  k*eUl|U0 

iu' 
*     tnjani  ks  mémâ»  m9m$n$9  dHnertie  I,  1*,  ou  en  prcoaDl  (S^)  M^siiO — ^ ,  car 

il  CD  rétuUerail  0,4448G6f  -  |  .  Celle  cUipse  auraii  ses  deux  axo»  26,  3c  d^nf  )s 
rapport  3,48  :  4  au  lie^  <tfi  5  1 4  4 


Atit.  V.  torts W^.  âSl 


(DU  n*"  f  te). 


«=l,022ft/|^  ,r=Jî/»da>=0  4256û^^y,  I=Jr'c^a>= 0,02783^^]*, 


Et  fedfâaè  lë  {»lii^  ^r&nd  glîsëemeht,  rêpôndjltit  &  ètivîroti 

h  h 

u  :=  0^523  7 ,  a  pour  valeur  0,^693  0  ^ ,  on  trouve 

le  dénominateur  i,0/iO  -  représentant  à  peu  près  le  plus  grand 

f^yodvectetif .  OU  aurait,  pour  un^seétfon  elllptlt^nedes  mémeâ  di- 
mensions principales  2c  et  26,  des  rapports  0,075i!ii5  et  0,27A62  au    . 
lieu  de  0,12712  et  0,2817,  entre  les  valeurs  véritables  de  M^  et 
Lim.  M^  et  celles  qui  résultent  de  la  supposition  que  les  sections 
restent  planes. 
Et  la  supposition  que  la  section- donnée  ^  gauchit  de  même  que 

oette  ellipse,  cûnduirail  à  M^ = 0|07«9666  Ca  »  qui  edt  de  i/5  à  1/4 

en  sus  de  là  valeur  véritable  0,05764500  Uj  de  ce  moments 

Gëà  fotîniiteà  peuvent  donner  une  idée  de  la  k^ésl^tancé  dés  faits  à 
là  toi^Ion. 

L'*àsstAllàti6ili  àlVUipëe  ($  %),  f)tiànt  au  gauchissement  des  sec- 
tions de  fbrmeanàld'gue  à  éëllés  doht  nous  venons  de  nous  occuper, 
peut,  comme  on  voit,  apprendre  quelque  ciiose  sur  Tordre  de  gran- 
deur du  moment  de  torsion  des  prismes  auxquels  elles  servent  de 
base,  mais  elle  ne  fournit  pas  une  approximation  généralement 
suffisante  de  leur  valeur  ('}. 


(f)  Cette  assimilation  ne  fournit  pis  non  plu)i  une  rateof  approcha  du  plui 
grand  gUssement,  et  par  conséquent  de  la  limite  i  imposer  à  M];  car  il  en  résulte 
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Il  conviendra  d'assimiler  plutôt  une  section  donnée  à  une  courbe 
du  quatrième  degré  [voy.  $  37)  quand  on  ne  voudra  pas  se  livrer 
au  long  calcul  ordinairement  nécessaire  pour  trouver,  parmi  les 
co.urbes  de  degré  supérieur,  celle  qui  se  confond  sensiblement  avec 
son  contour. 

§  36.  Observation  relaiive  avx  sections  séparées  en  detix  orbes, — 
Ces  sections  doubles,  dont  plusieurs  se  trouvent  tracées  dans  la 
partie  supérieure  de  la  figure  des  $$  30  et  33,  s^obtiennent,  avons- 
nous  dit,  en  remplaçant,  dans  Téquation  du  quatrième  degré  avec 

4/2 1 

n  positif  =  ou  <  •^^— ^ — »  c*  par  une  quantité  négative  —  c\ 

telle  qu'on  ait  ($  33,  p.  307) 


Vi  -\-  n  b 

— —  distance  mntnelle  des  deax  points,  antres  qne  ceaz  u=^dz-^  ma 

les  orbes  conpent  l'axe  des  u. 


En  calculant  le  moment  de  torsion,  autour  de  Taxe  intermé- 
diaire 0,  du  prisme  ou  plutôt  des  deux  prismes  auxquels  de  pareils 
orbes  servent  de  base,  on  doit,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  au 
$  15,  obtenir  Justement  la  somme  des  moments  qu'on  aurait  si  cha- 
cun d'eux  était  tordu  d'un  pareil  angle  autour  d'un  axe  intérieur 
passant,  par  exemple,  au  centre  de  gravité  de  sa  section,  ou  bien 
au  point,  généralement  peu  difiérent,  où  le  glist*ement  est  nul. 

C'est  ce  que  nous  avons  pu  vérifier 

'u     d'une  manière  très-rapprochée  sur  les 

orbes  ovoïdes  presque  circulaires  qui 


H 


s'* +  8     =M»  -—r— — —-  dont  le  maximum,  quand  c*  eil  très-petit  devant  fr*, 
répond    à  peu  près  à  la   plus  grande  valeur  de  -  l'ordonnée  v  ;   d'où,  quand 


c      h     /2«\* 

-  =  -,     rf  )   =0,696  au  lieu  de  0,27821. 

6       5     \w  J 
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s'obtiennent  en  faisant  »  dans  Téqaation  générale  des  contours 
da  S  30, 


4       s  .  ^' 

_      /»*  —  ^^  /»•  —  _  — — 


d'où  9  pour  l'équation  qui  les  représente  tous  deux  : 

6«  (  23u*— 113  îj')  —  64  (w*  -  6m V  + 1?*)  =  g  6*, 

et,  pour  la  distance  entre  leurs  deux  points  les  plus  rapprochés  : 


.^l±«^6^=o.661/Uk6. 


ou  presque  les  deux  tiers  de  la  distance  6  entre  leurs  deux  points 
les  plus  éloignés,  en  sorte  que  les  deux  orbes  sont  espacés  d'environ 

quatre  fois  leur  largeur  du  diamètre  principal  0,33856  ^  qui  diffère 

lui-même  fort  peu  de  leur  hauteur  (*). 

Mous  avons  trouvé,  en  effet ,  par  la  méthode  de  quadrature  déjà 
employée  au  $  précédent ,  pour  le  moment  de  la  torsion  simultanée 
des  prismes  ayant  pour  bases  ces  deux  orbes 

M,  =  0,002  473  463  (  ^  Voe , 
ce  qui  fait  les  0,018573  ou  le  1/54  environ  du  produit 

GÔJ=  0,133179  ("hYgO 


qu'on  aurait  pour  M^ ,  conformément  à  Tancienne  théorie,  si  les 
sections,  au  lieu  de  s'incliner,  restaient  dans  le  môme  plan  perpen- 
diculaire h  l'axe  0  autour  duquel  on  les  tord  solidairement. 
Or,  si  l'on  remplace  approximativement  leurs  bases  par  des  cer- 


(')  Les  lignes  peu  courbes,  laut  pleines  que  poocluèes,  qui  sont  tracées  dans 
l'Intérieur  de  ces  orbes,  sont  les  coupes  topographiquei,  par  des  plans  èquidis- 
tants  perpendiculaires  i  l'axe  o,  des  surfaces  presque  planes,  mais  inclinées ,  dans 
lesquelles  leurs  plans  primilivement  normaux  à  l'axe  se  changent  par  la  torsion. 
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des  de  môme  diamètre  0,SdM6  ^  on  aura,  poHP  le  moment  de  tor- 
sion de  chacun  (S  18) 

ce  qui  diffère  assez  peu  de  la  moitié  de  ce  que  nous  venons  d'obtenir 
pour  le  moment  de  torsion  M|  des  deux  prisiàea. 

Le  principe  du  S  1^»  consistant  en  ce  que  le  moment  de  torsion 
d'un  prisme  est  indépendant  de  la  position  de  l*axe  parallèle  h  ses 
arêtes  autour  duquel  on  le  tord ,  se  trouve  donc  ici  confirmé  par  un 
moyen  particulier  ('), 

Et,  en  invoquant  ce  principe  du  S  15,  on  peut  déterminer  le  mo- 
ment de  torsion  et  la  résistance  à  la  rupture  pa.r  torsion  de  prisme3 
ayant  des  bases  simples,  qui  ne  sont  fourAi^  qqe  doubles  par  Té-- 
quation  du  quatrième  degré  du  $  30,  ou  par  toute  équation  com- 

prise  dans  la  formule  générale  —^ — h ...  =  K  du  S  10,  et  capable 

de  donner  deux  orbes  ou  deux  autres  figures  égales  i^e  se  touchant 
pas  ou  n'ayant  de  commun  qu'un  seul  point  situé  À  l'origine  des 
coordonnées. 

Par  exemple,  pour  chacun  des  orbes  ovoïdes  figurés  d'autre  part, 
si  on  rappelle  D  leur  diamètre,  le  moment  de  torsion  sera 


0,002  /i73  /|63 


lo,33856}  ^^* 


et  le  plus  grand  glissement,  au  point  ^  =  â  »  t?  =  0,  aura  pour  va- 
leur 

^10       5  0,33856  ' 

résultats  qui  permettront  de  poser  Téquation  de  résistance^à  la  rup- 
ture par  torsion  du  cylindre  unique  ayant  cet  orbe  pour  section. 
Où  obtient,  au  reste,  divers  contours  ovoïdes  simples  avec  l'é- 


(1)  C'est  même  le  résultat  relaUr  aux  deux  orbes  q\ii  pousa  fait  soupçonner Teiis- 
tence  de  ce  principe,  démontra  d'une  manière  générale  au  $  iô. 
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(Du  D*  IMI). 


quation  du  troisième  degré 


14* +V* 


+  C,(M«—r«)+C3(tt»— 3wt>«) =K  ('). 


S  37.  Torsion  des  pièces  à  côtes ,  ailes  ou  nervures.  — Ces  pièces» 
désignées  par  les  ingénieurs  anglais  sous  le  nom  d'axes  emplumés 
(feathered  axis)  ont  été  examinées  au  S 19  de  la  note  du  n'  130  aous 
le  rapport  de  la  flexion. 

Ainsi  que  nous  avons  dit  alors,  elles  ne  sont  nullement  propres 
à  résister  à  la  torsion. 

Il  nous  a  fallu  pour  obtenir,  de  Téquation  générale  du  S  10,  un 


(1)  Voici  encore  un  exemple  de  l'usage  des  conlours  doubles,  qui  est  tout  au 
moins  curieux ,  surtout  dans  le  rapprochement  de  son  résultat  avec  un  de  ceux 
du  S  33,  p.  156. 

Soit  un  triangle  isocèle  UOD'll  dont  les  côtés  OD,  OD'  forment  ayec  la  médiane 

ou  hauteur  0H= A  des  angles  ayant  pour 

tangente  \/i — 4=:  0,44 12.  Assimilons- 
le  approximativement,  quant  aux  glisse- 
ments délerminés  par  la  torsion  d'un 
prisme  qui  l'aurait  pour  section ,  au  tri- 
angle légèrement  curviligne  AOA'B  ayant 
pour  base«  avec  les  mêmes  côtés,  la  portion 
d'hyperbole  ABA'    dont    l'équation     est 

(§33)  M«=-r  +  (v^— 0'»*    et  par 

conséquent  une    hauteur   om    médiane 

b 
0B=  -  placée  sur  l'axe  des  «  et  supposée  un  peu  moindre  que  A. 

Nous  aurons  pour  le  moment  de  torsion 'du  prisme  autour  de  l'axe  0  perpendi- 
culaire au  plan  du  triapgle,  et  par  cQpséqueiit  ($45)  autour  de  tout  axe  parallèle, 

V^2— 4 
Texpressioa  de  Mj  du  §  30  en  faisant  n  = ,  c*  =  0 ,  ou 

•  M,= ce  R (fo> (tii-ft;!— y/i(tt^— »!))+  ^^^^^""^^  J diù  (u*- 6i«V -f  r*)l. 

En  intégrant  pour  toute  l'étendue  de  notre  triangle  rectiligne  dont  h  est  la  hau- 
eur  OH  et  SA(v/i  _4)  la  base  DD',  nous  trouvons 


r=G0(  — 


î-j5^..î4p!.»-)„. 
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contour  en  croix  de  Malte  ou  en  étoile  à  quatre  pointes,  analogue 
aux  sections  de  ces  sortes  de  pièces,  la  porter  au  huitième  degré , 
ou  prendre 

tt«4.t?«-}-2C^(M*-  6uV+t?*)-}-2Cg(u«— 28uV+70tt*t?*— 28uV+tJ«)  =  2K. 

Mais  pour  qu^elle  donne  des  courbes  fermées  dont  les  plus  grands 
et  les  plus  petits  diamètres  soient  très-inégaux ,  ses  coefficients 
doivent  remplir  certaines  conditions  qui  sont  discutées  à  Part.  96  de 
notre  Mémoire  sur  la  torsion  déjà  cité.  Nous  nous  sommes  arrêté  à 

Si  nous  prenions  OH  égal  à  Tabscisse  01  des  points  A ,  A',  ou 

eette  expression  se  réduirait  à  —  GOA\  Et  comme,  en  calculant  le  moment 

45 

d'inertie  J  du  triangle  autour  de  son  centre  de  gravité,  on  troure 

il  en  résulterait  -^  =  --  =  0,6  comme  pour  le  triafUfle  é^[tiUatéral  ($  93). 
GvJ       o 

Mais  il  convient,  pour  que  Passimilation  soit  plus  approchée,  de  donner  A  OH 
une  valeur  moyenne  entre  OB  et  01.  En  prenant,  ce  qui  est  pius  simple  et  revient 

A 
A  peu  prés  au  même,  pour  le  carré  du  rapport  de  A  A  -,  la  demi-somme  de  l'unité 

/V'SI4.4\1       ^                                                    4A«      4SI+Sv/î 
et  du  carré  f — r —  J  .ïv*  du  rapport  de  01  à  OB,  ce  qui  fera —  = tt — » 

nous  trouverons 

-    Mi==--I^^-l-GeA*==9,4yr64GeA*; 
d*oi\ 

Ml      3A9V^i  — 69       ^^    S5— 43VÏ      ^  „^«^a 

résultat  très  en  harmonie  avec  celui  du  $  S3,  car  le  prisme  ayant  pour  base 
notre  triangle  isocèle,  doit  opposer  un  peu  moins  de  résistance  i  la  torsion  que  le 
prisme  triangulaire  équilatéral  pour  lequel  nous  avons  trouvé  0,6. 

L'accord  de  résultats  ainsi  obtenus  par  des  procédés  variés  confirme  les  prin- 
cipes dont  ils  découlent. 
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Les  plus  grands  diamètres,  dirigés  suivant  les  axes  des  u  et  des  t-, 
sont  26;  et  les  plus  petits,  inclinés  à /i5  degrés,  sont  6,  ou  justement 
moitié  moindres.  Cette  équation  revient,  en  coordonnées  polaires,  à 


/r\«       U9  17  /r\*        ,     ,   12   16 /r\» 


36  16 

lé  •  17 


qui  donne  bien  r=6  pour  a  =  o  ou  .^,  et  r=  -  pour  «=  ~  et  3  ^ 
En  remplaçant  cos  8a  par  2  cos*  4«  — 1  elle  n'est  que  du  second 

degréenr*cos/ia;  etcommeona 2cos*a— i=cos2a=\/--i^ — î, 
r  cos  a  =  tt ,  »•  =  r*  — *m*.  Ton  obtient 


et  Ai 


t^\-^2b^'^i\2y'^b'^)    2\^[iS'i6V^by''2yby' 


ce  qui  permet  de  calculer  autant  de  systèmes  qu  on  veut  des  coor- 
données t£,  17  de  la  courbe  en  se  donnant  une  suite  de  .valeurs  ar- 
bitraires du  rayon  vecteur  r. 

Elle  est  représentée  page  suivante  ainsi  que  les  coupes  topogra- 
phiques, par  des  plans  équidistants  perpendiculaires  à  Taxe  0,  de 
la  surface  Sourbe  dans  laquelle  se  changent,  par  la  torsion,  les 
plans  des  sections  auxquelles  elle  sert  de  contour  (^). 


(^]  MoD  anciea  camarade  H.  nardin,  ancien  chef  des  Iravaoi  graphiques  i 
TÉcole  polytechnique,  a  bien  voulu  Joindre,  à  sa  jolie  collection  de  modèles  en 
plâtre,  des  reliefs  de  cette  surface  courbe  et  de  celles  dans  lesquelles  se  changent, 
de  même,  les  plani  des  sections  carrée  (§  S7),  reciangy  (id.),  elliptique  ($  %i), 
triûngutiUre'éqvilatérale  (§  93)  et  en  double  ipâtule  (§  86,  3*,  p*  3S6I. 

On  les  trouve,  chez  M.  Dunod,  éditeur,  quai  des  Augustins,  49,  ainsi  que  deux  re- 
lieferelatift  à  ta  flexion,  et  à  la  forme  courbe  que  prennent  les  sections  des  prismes 
fléchis  par  des  forces  ne  rai«ant  pas  couples  (flg.  des  p.  S4S,  411,  41  î),  deux 
reliefs  flguratifs  do  mouvement  de  la  corde  vibrante  (Ulstorique,  p.  ccxxvij),  et  un 
autre  qui  représente  le  mouvement  très-compliqué  d'ano  barre  heurtée  transver- 
salement (td.,  p.  ccxxiviij). 

I.  Il* 
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). 


^lu 


Gomme  Téquation  de  cette  surface,  pour  laquelle  OB  =  DOD' 
est  (  S  il ,  p.  258). 


=  6, 


on  a  pu  facilement,  en  la  résolvant  par  rapport  à  (  ^  j  ,  construire 

autant  de  points  qu^on  a  voulu  de  ses  coupes  par  les  plans 

2  =  0,0166»,  0,0266* 0,05  6  6». 

On  trouve  pour  Taire  co  et  pour  le  moment  d'inertie  polaire  J, 
par  la  méthode  de  quadrature  approchée 
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10  =  1,22020  6%  J  =r  5  (tt«+««J  (i«  =  0,297/»2  6\ 

Et  on  obtient  de  môme 

J  (tt*— 6ttV  +t>*)d»=  0,097706« 
J  (u»— 28ttV-}-70uV— 28mV-}-  t;«)du)  =  0,0^606  b^^  ; 

d*où,  pour  le  moment  de  torsion 

Mi=GO (o,297û2— 4.  ^.  J-^ .  0,09770  +  8 , ^ .  ~  .  0,04606^  6*  =  0,16983 G06S 

ou  Mi=  0,53741  GOJ. 

La  résistance  élastique  à  la  torsion  n'est  donc  que  les  0,537  de  ce 
qu'an  aurait  si  ta  section  restait  plane  ^  ou  de  ce  qu^oilHrait  une 
section  circulaire  ayant  même  moment  dlnertie  polaire. 

Ainsi  les  quatre  saillies  de  la  section,  qui  foro^raient  les  côtes 
ou  nervures  de  la  pièce ,  et  qui  ont  une  assez  forte  influence  sur  la 
grandeur  du  moment  dMnertie,  n'en  ont  qu'une  très  -faible  sur  la  ré- 
sistance à  la  torsion.  On  en  voit  la  raison  en  jetant  les  yeux  sur  la 
figure I  et,  encore  mieux ,  sur  un  relief,  car,  dans  les  parties  sail- 
lantes, on  aperçoit  par  les  coupes  que  la  surface  de  la  section  s'in- 
cline considérablement  de  manière  à  rester  à  peu  près  normale 
aux  arêtes  devenues  des  hélices.  Les  pièces  à  cotes  doivent  donc 
être  exclues  des  parties  des  constructions  où  les  efforts  tendent  à 
tordre,  ou ,  du  moins,  il  ne  faut  compter  que  sur  une  bien  faible 
quote  part  des  côtes  ou  nervures  dans  la  résistance. 

On  tire  la  même  ooncluslon  lorsqu'on  vient  à  considérer  la  rup- 
ture par  torsion. 

Pour  trouver,  à  cet  elTet,  d^abord  le  point  dangereux  et  le  plus 
grand  glissement,  remplaçons  —  2G4  et  2C,  parles  lettres  a  et  a\  et 
supposons,  aussi  pour  simplifier,  6=1.  L'équation  du  contour 


r*  —  cr*  cos  4«  +  a'r^  cos  8«  =  1  —  a  +  a'. 
Le  glissement  principal  g  sera  donné  ($  11)  par 
^  =5  r*+4aV+ 16a'V»*— 4ar*cos  4a— 16aay  <>cos4«  +  8a';-*  cos  8a» 
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d'Où  :?-  Il  =  i6r*  (a  +  4aa'r«)  sin  &a — 64a'r»  sin  8« 
(fa  « 

^||  =  64r*(a+àaa'r^cosûa-.5i2a'r«(2cos«4a— 1). 

L'équation  de  maximum  ou  de  minimum  relatif  £;  e*  "^  ^  ^^  ^~ 
tisfaite 

i*  Par  r  =  O9  qui  ne  convient  pas; 

3*  Par  8in4ft  =  0»  cosUazsi^  oua=:  Oet=:  ^; 


3*  Parsin&a  =  0,  cos4a  =  — 1»  oua=:-et  3v; 
le  Par  cos  4» = — '    #^    * 

La  3*  solution,  qui  donne  les  points  des  petits  diamètres  à  45  de- 
grés sur  les  grands»  ne  fournit  aucun  maximum  absolu,  car  sin  4« = 0, 

cos  4a  =  —1  rendent  négatifs  tous  les  termes  de  ^  |^,  mais  po- 
sitifs  tous  ceux  de  j-|  ||. 

La  4*  solution ,  qui  donne  les  points  d'une  courbe  du  sixième  de- 
gré,  réelle  seulement  pour  des  valeurs  de  r  rendant  a  +  4aa'r* 
moindre  que  8aV*,  ne  fournit  pas  non  plus  de  maximum ,  car  en 

mettant  Mt*  cos  4a  &  la  place  de  a  +  baa'r*  dans  ^rt  |s  t  ^  devient 

6i2a'r^(i  — cos»4a) 

quantité  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  Tangle  a. 
Quant  à  la  2*  solution  a  es  0  ou  ^ ,  qui  donne  les  divers  points  des 

deux  grands  diamètres ,  il  en  résulte,  vu  que  a'  =  r  a 
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et,  VU  la  valeur  a  s  ^.i^  =  o/j2  1969,  cette  dérivée  du  second 

ordre  est  négative  ou  positive  selon  que  r*  est  au-dessus  ou  au-des- 
sous de 

0,9388. 

Biais  a  =  0  ou  ^  donne 

dont  la  dérivée  par  rapport  à  r  s'anéantit  :  l""  pour  r  =s  0  qui  ne 
convient  pas;  2«  pour  1  -*  2ar'4  àa'r*  =:  0  qui  annule  g*  et  doit  par 
conséquent  être  rejeté  aussi  ;  3*  pour  1  —  6ar^  +  28a V*  «  0.  Cette 
troisième  solution,  la  seule  qui  soit  h  discuter,  fournit  ^ 

r*  =  0,81700, 

valeur  inférieure  à  celle  0,9388  au-dessous  de  laquelle  la  dérivée  du 
second  ordre  par  rapport  à  a  est  positive. 

n  n'y  a  donc  toujours  pas ,  sur  le  plan  de  la  figure,  de  point  de 
maximum  absolu  du  glissement  g,  et  le  point  dangereux  doit  être 
cherché  sur  le  contour^  comme  dans  tous  les  exemples  que  hous 
avons  traités. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  pour  cette  dernière  recherche,  est  d*o- 
pérer  numériquement,  ou  de  calculer  g'  et  g'^  et  par  suite  g'*+g''*=g* 
à  diflTérents  points  de  Tare  BD,  qui  est  le  demi-quart  du  contour  de 
notre  section.  On  trouve,  ainsi,  que  la  plus  grande  valeur  de  g'  est 
au  point  D,  extrémité  du  petit  diamètre  DD'.  Et  comme  nous  avons 
vu  (S  17)  que  les  extrémités  des  plus  grands  et  des  plus  petits  dia- 
mètres des  sections  symétriques  sont  nécessairement  des  points  de 
maximum  ou  de  minimum  de  g*,  nul  doute  que  les  extrémités  des 
petits  diamètres  ne  soient  les  points  dangereux. 

Or  on  a  exactement,  à  ces  points    ^ 

b 


d'où 


C0S&a=s^l,    C08  8a=l,     rt-^. 


ir  =  «[^  +  2«(5y+4a'(5y]=i,w5S9.e|. 
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■■'■■■    ■ I  I  II       ■  m 

T 

En  régalant  &  la  limite  (S  17)7^61  éliminant  G6  au  moyen  de 
Mi^O,537&iG0J  on  Obtient 

Limite  de  M,  =  0,7285  {  T.. 

0 

ou  les  0,7285  seulement  de  ce  qu^on  aurait  par  Tancienne  théorie 
qui  supposait  que  les  sections  restent  planes. 

Le  plus  petit  glissement  sur  le  contour  a  lieu  pour  r  =  0,99  ^ , 

tout  auprès  des  extrémités  des  quatre  saillies,  aux  angles  arrondis 
qu'elles  forment  à  droite  et  à  gauche.  Sa  grandeur  est 

Vo,000571.  66  r=  0,023960  =  0.0241(0,9960) 

ou  moins  du  1/40  de  ce  qu'il  serait  si  les  sections  restaient  planes. 

Pouvait-on  arriver  approximativement  à  la  valeur  du  moment  M| 
et  à  celle  du  glissement  g  qui  donne  sa  limite ,  pour  une  section 
d'une  pareille  forme  «  en  l'assimilant,  quant  au  gauchissement, 
à  une  section  ayant  un  contour  d'un  degré  moindre  que  le  hui- 
tième? 

L*ass!milation  à  un  contour  du  second  degré  ne  pouvait  pas  même 
être  tentée,  car,  pour  les  sections  égales  dans  les  deux  sens,  l'ellipse 
serait  un  cercle,  en  sorte  que  la  section  serait  st^^posée  rester 

Mais  voyons  ce  qui  résulterait  de  l'assimilation  à  une  section  du 
quatrième  degré.  Nous  comparerons  notre  section  du  huitième  degré 
à  celle  qui  s'en  rapproche  le  plus,  et  qui  est  la  section  carrée  à 
angles  aigus  ADâ'D'  du  %  32  (p.  310)  ou  du  (!*}  du  %  35  (p.  323) ,  mais 
tournée  de  45  degrés  en  sorte  que  les  axes  des  u  et  des  i?  soient 
les  diagonales,  ce  qui  revient  à  prendre  7i  négatif  et— n=r  son  maxi- 
mum 1/2,  d'où  pour  l'équation  du  contour,  en  appelant  6' la  demi- 
longueur  des  diagonales  ou  Tabscisse  u  répondant  à  v  =  0. 

2  46'»^       Dut  -t-r;-  ^ 

nt  par  conséquent  ($  16) 


ART.  T.  TORSION.  S4S 
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OU  bien,  en  mettant  pour  Jrfti)(M*+t3*)cïa),  J(u*— 6uV+t?*)<îu),  le^i 
valeurs  calculées  ci-dessus  (p.  339)  pour  la  section  du  huitième 
degré  (Intégrales  qui  seraient  également  faciles  à  calculer  pour 
une  section  non  représentée  par  une  équation) 

M,  =  ^0,29742  — 0,09770  —^  GO  bK 

11  faut  supposer  la  diagonale  26'  de  la  section  du  quatrième  degré 
un  peu  moindre  que  la  diagonale  2&  de  la  section  du  huitième  dogfé 
pour  que  leurs  deux  contours  se  rapprochent  autant  que  le  permet 

leur  difiTérence  de  forme.  Prenons  ï-  =  0,85,  nous  aurons 

o 

Mi  =  O,16218G0  6*, 

ce  qui  8*éloigne  peu  de  la  valeur  eiacte  0,159  83  G66\ 
Quant  au  plus  grand  glissement  g,  Il  sera  donné  par 

pour     u  =  v  =  5.VtCv  =  -rT7î»*doù 


ou.  en  faisant  b'  =  0,856  : 

g  =  1,3460  6 1 

Cette  valeur  du  plus  grand  glissement  ne  diffère  pas  beaucoup  de 

la  valeur  exacte  g  =  1 ,47539  0  x . 

On  voit  le  parti  qu*on  pourrait  tirer,  pour  la  détermination  simplo 
et  approximative  des  moments  de  torsion  et  des  conditions  de  ré- 
sistance à  la  rupture  par  torsion,  de  rassimilation  des  sectious  des 
prismes  aux  courbes  fermées  du  quatrième  degré  dont  on  a  donné 
réquatlon  générale  au  S  30,  en  choisissant  convenablement  leurs  di- 
mensions 6,  c  et  la  valeur  positive  ou  négative  de  la  constante  nu- 
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mérique  n.  A  plus  forte  raison  approcherait-on  des  vraies  valeurs 
pour  certaines  sections  en  croix  en  les  assimilant  à  la  courbe  du 
huitième  degré  dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

S  38.  Tbrsion  des  prUmes  à  base  quelconque*  —  Mais  il  faut  dire 
que  les  résultats  de  ces  assimilations  d*un  contour  à  un  autro  qui 
en  diffère  sensiblement  sont  toujours  aff'ectés  de  beaucoup  d'incer- 
titude (fin  du  S  35  ci-dessus). 

Lorsqu'on  voudra  doncarriver  à  connaître  les  lois  de  la  résistance  à 
la  torsion  et  à  la  rupture  par  torsion  d'un  prisme  ou  cylindre  dont  on 
se  donne  la  base  de  formequelconque,  le  plus  sûr  sera  de  mesurer  les 
coordonnées  soit  ordinaires  soit  polaires  d'un  très-grand  nombre 
depoints  de  son  contour^  et  de  les  substituer  à  u^  v,  ou  à  r»  «  dans  Té- 

quation  générale ÎÎ-J-— +  CiU-|-...=K  du  S  iO  ou  ^ +Circos«+.  ..==K 

du  S  11  prise  avec  un  grand  nombre  de  termes  en  effaçant  ceux 
dont  les  coefficients  G  doivent  être  nuls  d'après  la  forme  particulière 
de  ce  contour  et  la  position  de  l'axe  de  torsion  ($$  12  et  15}«  puis 
de  résoudre  toutes  ces  équations  numériques  du  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficients  G  restants  et  au  second  membre  K  aussi  in- 
connu, afin  de  composer  l'équation  d'un  contour  dont  il  conviendra 
en!«uite  de  vérifier  le  rappro<fhement  de  celui  qui  est  donné  en  cal- 
culant ses  ordonnées  pour  des  points  intermédiaires  entre  ceux  qui 
sont  communs  h  tous  deux  et  qu'on  a  choisis  sur  celui-ci.  Ce  n'est 
que  lorsque  la  presque  coïncidence  des  deux  contours  aura  été  éta* 
blie  qu'on  substituera  les  coefficients  dans  la  formule  générale  du 
moment  de  torsion  M|  du  S 16,  en  calculant  par  quadrature  numé- 
rique les  intégrales /(M*+t?";da),  /(u'— 3ui?')(îw,  etc.,  pour  la  section  m 
donnée  et  qu'on  déterminera  sur  le  contour  (  d'après  ce  qu'on  a  vu  & 
tous  les  SS  précédents),  par  la  méthode  d'approximation  du  S  34, 

les  points  dangereux  qui  donnent  un  maximum  pour  ^  ($  11)  ou 
(e)  '^  (t  ]  '  ^^^  ^'^^  déduire  la  condition  de  cohésion  (S'i7  ] 

i'él  "^  ^^  ^  maximum  de  g*,  d'où  la  limite  à  imposer  au  mo- 
ment M  des  forces  qui  font  tordre. 
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On  verra  an  $  UO  une  manière  prompte^d'obtenir  M^  et  lira.  M^ 
qui ,  faute  de  fournir  une  approximation  certaine ,  peut  donner 
tout  au  moins  une  idée  de  leur  grandeur. 

S  39.  Cas  oU  la  matière  du  prisme  tordu  est  d^inégale  eoniexiure 
dans  les  divers  sens  transversaux^  bien  qu'homogène  ou  d^égale  na- 
ture aux  divers  points.  Formules  lorsque  la  contexture  est  supposée 
symétrique  par  rapport  au  plan  de  chaque  section  et  à  deux  autres 
plans  rectangulaires  entre  eux  et  à  ce/ut-ct.— Nous  avons  supposé", 
depuis  le  S  3«  que  la  contexture  de  la  matière  du  prisme  tordu  est 
non-seulement  homogène  ou  la  même  partout  «  mais»  aussi,  égale 
en  tous  sens  autour  de  chaque  point. 

Les  formules  données  conviennent  encore  si.  seulement,  cette 
contexture  est  la  même  dans  tous  les  sens  transversaux  ^  tout  en 
pouvant  être  très-différente  dans  le  sens  longitudinal  comme  il 
arrive  dans  les  bois,  les  fers  étirés  et  d'autres  corps  fibreux. 

En  effet,  alors,  les  efforts  transversaux  sur  les  éléments  du  d'une 
section  auront  toujours  les  mêmes  directions  que  les  glissements  g 
(S  5,  note  n*  152)  et  seront,  pour  Tunité  superficielle,  égaux  à  ces 
glissements  multipliés  par  un  coeflicient  G  le  même  dans  toutes  ces 
directions.  Les  efforts  longitudinaux  sur  les  quatre  faces  latérales 
des  éléments  solides  prismatiques  à  base  carrée  que  nous  avons 
considérées  au  $  6  seront  aussi  mesurées  par  le  produit  des  glisse- 
ments g'  ou  g''  et  d'un  même  coefficient,  qu'il  soit  ou  non  égal  à  G. 
Et  comme  ces  coefficients  d*élasticité  de  glissement  disparaissent  des 
équations  indéfinie  et  définie  posées  aux  SS  6  et  9  pour  Téquilibre 
à  tous  les  points  de  riutérieur  et  aux  points  particuliers  du  contour 
des  sections,  on  aura  les  mêmes  formules  que  sMl  y  avait  isotropie 
ou  égale  contexture  dans  toutes  les  directions  en  chaque  point. 

Il  en  est  autrement  si  la  contexture  du  corps  homogène  n^est  pas 
la  même  dans  tous  les  sens  transversaux^  circonstance  que  peu- 
vent présenter  les  bois,  les  fers  méplats,  etc. 

Mais  au  moyen  de  quelques  modifications,  les  formules  précédentes 
peuvent  encoreservirdansuncastrèsétendu,  et  où  nous  nous  place- 
rons toi]^our8^  savoir  le  cas  ok  la  contexture  est  partout  symétrique 
par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires  dont  un  est  le  plan  de  la 
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section  et  dont  les  deux  autres  ont  la  même  directionentous  lespoints. 
Alors,  en  effet»  en  prenant  les  coordonnées  ti»  v  parallèles  aux 
intersections  des  sections  «o  avec  ces  deux  autres  plans  principaux 
ou  plans  de  syToéirie^  les  efforts  tangentiels  sur  les  éléments  dw  au- 
ront encore  la  même  direction  que  les  glissements  g  lorsque  ceux-- 
ci seront  parallèles  soit  aux  u  soit  aux  v,  car  (comme  au  S  5  de  la 
note  du  n*  163,  p.  193),  il  11*7  aura  aucune  raison  pour  qu'ils  s'en 
écartent  &  droite  plutôt  qu'à  gauche.  En  sorte  que  si  nous  appelons 
G'  et  G''  deux  coefficients  d'élasticité  de  glissement  relatifs  aux  di- 
rections u^  V,  nous  aurons,  sur  l'élément  dw,  G'g'du,  G^g^'dta  pour 
les  expressions  d'un  effort  parallèle  aux  u  et  d'un  effort  parallèle 
aux  V ,  provenant  respectivement  d'un  glissement  unique  g'  et  d'un 
glissement  unique  g^  aj^ant  ces  directions.  Par  conséquent,  en 
vertu  du  principe  (S  3  note  du  n*  21)  de  composition  correspon- 
dante des  efforts  et  des  petits  déplacements,  nous  aurons  aussi 

G'g'dw,    GV^w 

pour  les  eomposanies^  suivant  les  u  et  suivant  les  «,  de  la  force  tan* 
gentielle  qui  s'exerce  dans  une  direction  quelconque  sur  l'élé- 
ment dti),  en  vertu  du  glissement  g  =  v'g'*  +  g"*  résultant  de  g'  et 
g".  Cette  force  fera  avec  l'axe  des  u  un  angle  dont  la  tangente  est 

G'g* 

et  non  p  comme  pour  le  glissement  g  qui  la  développe. 

Or  remarquons  que  généralement,  dans  un  solide  en  repos  dont 
les  molécules  agissent  les  unes  sur  les  autres  à  des  distances  in- 
sensibles, si  l'on  imagine  deux  très-pe- 
tites faces  A,  B  se  coupant  perpendicu- 
lairement et  égales  en  superficie,  Vaciion 
totale  à  travers  A  estimée  ou  décoffi- 
posée  perpendiculairement  à  B  est  tou- 
jours égale  à  Vaction  totale  à  travers  B 
estimée  perpendiculairement  à  A.  Cela  est, 

en  effet ,  nécesteire  pour  réqullibre  de  rotation ,  autour  d'un  axe 
G06  parallèle  à  leur  intersection  commune  ach,  d'un  petit  cube  so- 
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Ifde  dont  A  et  B  seraient  deux  des  faces  adjacentes,  et  par  le  centre 
duquel  passe  CGC  ;  car  si  les  actions  dont  nous  parlons  s'exerçant 
des  moléeules  de  Textérieur  à  celles  de  rintérieur  de  cet  élément 
solide,  avaient  des  composantes  totales  inégales  dans  les  directions 
cd^  ce  perpendiculaires  &  cette  intersection,  une  inégalité  de  même 
ordre  de  grandeur  existerait  entre  les  composantes  parallèles  et 
contraires,  suivant  dd\  de\  des  actions  s^exerçant  sur  les  faces  op* 
posées  et  très-voisines  A',  B'  ;  en  sorte  que  le  moment  total  ne  serait 
pas  nul,  et  ferait  tourner  l'élément  autour  de  CGC 

Cette  égalité,  découverte  par  M.  Caiichy,  se  reconnaît  encore  en 
considérant  séparément  et  successivement  les  actions  moiécuialra*) 
8*exerçant  dans  diverses  directions  ou  parallèlement  à  diverses 
droites  imaginées  dans  Tespace.  Les  sommes  ou  intensités  totales 
de  celles  qui  8*exercent  ainsi  à  de  petites  distances  à  travers  la  face 
A  et  à  travers  la  face  B,  parallèlement  &  Tune  quelconque  de  ces 
droites,  sont  évidemment enti*e elles, vu  l'homogénéité  delà  matière, 
comme  les  superficies  des  projections  de  A  et  de  B  sur  un  même  plan 
perpendiculaire  à  la  droite  particulière  queron  considère,  ou  comme 
les  cosinus  des  angles  qu^elle  fait  avec  les  normales  ce,  cd  aux  fkces 
A,  B.  Pour  estimer  ces  sommes  d'actions,  la  première  suivant  cd^  la 
seconde  suivant  c^,  il  faut  les  multiplier  par  les  deux  mêmes  co- 
sinus pris  dans  un  ordre  inverse ,  et  cela  donne  des  produits  égaux. 
Donc ,  comme  on  peut  dire  la  même  chose  pour  les  sommes  d'ac- 
tions dans  toutes  les  autres  directions  imaginables,  on  a  bien  Téga- 
lité  de  Taction  totale  sur  A,  estimée  suivant  cd,  à  Taction  totale 
sur  B ,  estimée  suivant  ce. 

Il  en  résulte  qu'on  a  respectivement  c'g',  6''g''  pour  les  actions 
tangentielles  longitudinales  sur  Tunité  superficielle  des  faces  la* 
térales  adjacentes  mn,  mp  du  petit  élément  prismatique  dont  la  base 
carrée  est  figurée  au  S  6  (page  2liS),  comme  pour  les  actions  trans- 
versales sur  cette  base  suivant  ses  côtés  parallèles  aux  u,  aux  o;  en 
sorte  que  Téqullibre  de  translation  longitudinale  de  cet  élément 

ds:       ds' 
solide,  exprimé  à  ce  S  par  -j|^  -f  ^  =  0,  l'est  maintenant  par 
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ou  bien,  en  mettant  pour  g^,  g"  leurs  valeurs  qui  sont  toujours  (S  5} 
.    g'  =  i-.ec=^-.Ou,  g"=i  +  eu  =  g  +  Oa, 

que  Ton  a,  en  tous  les  points  des  sections  dn  prisme  à  trois  plans 

de  sjrmétrie  de  contexture 

Il  en  résulte  également,  comme  les  éléments  des  faces  latérales 
du  prisme  sont  supposés  n^éprouver  ($$  A,  8)  aucune  action  longitodi  - 
nalement  ou  dans  la  direction  des  arêtes,  qui  étalent  primitivement 
perpendiculaires  aux  sections  du  prisme,  que  les  éléments  du  de  ces 
sections,  auprès  du  contour,  ne  supportent  aucune  action  transver- 
sale dans  un  sens  perpendiculaire  aux  Intersections  communes  de 
ces  deux  sortes  d'éléments  superficiels,  c'est-à-dIre  perpendicu- 
laire aux  éléments  linéaires  du  contour.  En  sorte  que  Paction  sur 
d(u,  dont  les  composantes  sont  G'g'do),  G"g"db>,  a  la  même  direction 
que  ces  derniers  éléments  dont  les  projections  sont  du^  dv  parallèle- 

ment  aux  u,  v  ;  ce  qui  s'exprime  par  —^  =  ^,  ou 

G"(g  +  eu)d«-G'(|-e«)do  =  o. 

équation  au  contour  qui  remplace  celle  de  la  fin  du  S  8. 

Ces  deux  équations  montrent,  avec  Texpression  du  moment  de 
torsion  qui  est  maintenant 


Mj=  JV'g"M-G'g'iO(/«, 


que  toutes  les  valeurs  : 

Du  petit  déplacement  longitudinal  x  des  points  du  prisme, 
Des  glissements  g',  g^. 
Du  moment  de  torsion  If  |, 

peuvent  être  déduites  de  celles  qui  ont  été  trouvées  ci-dessus  pour 
le  cas  d'égale  contexture  G'  =  O"  =  G 
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tt  ea  tt  v/";t  t?  «n  «  %/-;;  («*  ^»8"»*  ^  "*■"•  P*"'  ***  ▼alenrb 


particalières  de  ces  coordonnées), 


Ge    i/GV*,  0  en  0 
I  '^  G      ' 

en      /g'«g'y/|,g"«.g"yf. 


changeant 

Mé  en  Ifi  ■'.         dana  les  teilités  Mi  =  ••••  silesintégritions  loot 


g'g" 


déjà  effecinées  dans  le  second  membre,  ou  si  seoleoent  (2(i>  y  est 
remplacé  par  dudVf 

Mais  en  laissant  M|  tel  qn'il  est  dans  le  premier  membre  si  les  in- 
tégrales dn  second  sont  encore  soos  la  forme  Ju'^"'(Iq). 

En  effet  ces  changements  donnent  bien  les  deax  équations  différen- 
tielles nouvelles  et  Texpression  nouvelle  du  moment  M|  qu'on  vient 

éPz      d*z 
de  poser,  quand  on  les  introduit  dans  les  équations  7~i  +  w^  =  ^) 

^^  +  eu^  dtt  —  ^^ -  e»^dv  =  0,  Ml  =:  gJ  (g"M  —  g't?)dai  des 

SS  6, 8  et  9.  Us  donnent  encore  Texpression  nouvelle  de  M|  lorsque, 
dudv  étant  mis  pour  da>,  on  y  fait  les  changements  relatifs  à  u  et  à  v  en 

ayant  soin  de  remplacer  alors  le  premier  membre  M^  par  M|--p==. 

Enfin  ces  mômes  changements  introduits  dans  les  premiers  comme 

dans  les  seconds  membres  de  g'  =  ^  —  Ot?»  g"  =  g-  +  Ou  laissent 

ces  égalités  les  mêmes. 

On  obtient  ainsi  t    au  lieu  des  formules  générales  entières 
dn.S  10, 


z=e^c'G" . 


••• 


expression  dans  laquelle  on  pourrait  effacer,  ainsi  que  dans  les  sui» 
vantes,  les  facteurs  ou  diviseurs  \/ô  et  g,  et  aussi  le  multiplicateur 
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général  v^g'g'',  en  les  regardant  comme  compris  dans  les  coeffi- 
cients G|,  C,, ... ,  C'„  etc. 

On  trouve  aussi  pour  les  glissements 
et,  pour  réquation  des  contours  correspondants  des  sections 


^*«  ••  — —  IV  « 


Enfin  on  a  pour  le  moment  de  torsion 


,=G'G"»L        "     ^'v^'        V    'J  \v^    vVo'V 


Vô  V^c''  v/o'c" 


On  obtiendra  les  mêmes  expressions  et  équations  en  coordonnées 
pseudo-polaires 

ayant,  avee  Tabscisse  u  et  Tordonnée  v  des  points,  les  relations 

en  changeant,  dans  les  formules  en  coordonnées  polaires  des  SS  P^- 
eédents»  da  cas  d'égale  contexture  x 


«ta/. 
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r  en  p,     a  en  6, 
iettoiyou«Gen/ÏÏV%    OenSi^,   g'eng'y-t    g"«>gr'i/5l'; 

I  et  M I  en  M I    ,         ,  Beolement  si  les  intégrations  sont  effectnées  ou  si  du)  est  rem- 

pUcéparrdrda. 

On  Yolt  ainsi  que  z  =  0  on  que  les  sections  restent  planes  et  nor- 
males à  Taxe  de  torsion^  rion  plus  lorsque  le  contour  est  circulaire 
comme  dans  les  cas  d*égale  contextuve,  mais  lorsqu'il  est  repré- 
senté par  réqnation  (résultant  delà  particularisation  C|=^0,  G\=0, 
Cj=  0,C',  =  0, ...): 

u*      t?» 

-;  4-  -r  =  constante     ou     p  =  constante* 

G        G' 

c'est-à-dire  lorsque  le  contour  est  une  ellipse  dont  les  axes  parai- 
lèles  aux  ii,  aux  v,  sont  dans  le  rapport  des  racines  carrées  des 
coefficients  d'élasticité  de  glissement  de  leurs  directions  respectives. 
Et  le  moment  de  torsion  d*un  cylindre  h  base  d'ellipse  ayant  ces 
proportions  se  réduit  à 

Lorsque  la  base  elliptique  a  ses  axes  6,  c  dans  un  rapport  quelcon- 
que;on  obtient,  en  faisant  dans  les  formules  des  $$  21  et  22  les  modi- 
fications qui  viennent  d*ètre  indiquées,  sans  oublier  de  mettre  aussi 

àK/^,  etcKf  -^  pour  b  et  c,  puisque  ce  sont  deux  valeurs  parti- 
culières des  doubles  coordonnées  2u,  2r  : 

Equation  de  la  snrface  de  la  section  infléchie  Z  =  —  w  tï r  UV  • 

g''"^g^ 

Glissements  ff'  =  ^    _         ir"  = . 

u««nenisg  _   ^  ,       ^   -  ^  ^^ 

G'        G"  g'        g" 

Mon^t  M.  =  20  ^'^"'^"  +  "V^"  =  ^  .--^^^  =        ^^        . 
«omeni  M,  _  iO  ^        ^  ^«i'.f!       ±j.-L 

G'  *^  G"  G'  "*"  G"       Gl  "*"  6"r 
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Pour  le  prisme  rectangle,  on  obtient  encore  les  valeurs  de  z,  g'  et 
g''  du  cas  d'inégale  contexture  en  faisant  dans  les  formules  du  $  25 
lefi  changements  indiqués.  Et  on  a  les  suivantes  pour  le  moment  de 

torsion  en  n^oubiiant  pas  de  mettre  M^  -7=  au  lieu  de  M^  dans  le 

VgV 

premier  membre  des  formules  de  la  fin  de  ce  S  : 

ou  (S  26»  Pi  396)  l'expreBsioQ 

M,=  G'Oôc"    J-  0,210083^^  +  0,209137?^  V ^^-A^^H 

qui  se  calcule  facilement  (Voir  le  tableau  S  suivant  kO,  p.  362). 
Ce  n'est  plus  pour  le  prisme  à  base  carrée,  mais  pour  le  prisme 

dont  la  base  a  ses  côtés  dans  le  rapport  -  £s  -^ ,  d'où  a'c*  =s  ^''b^ , 

C         y^Q// 

que  ces  expressions  se  simplificit  et  prennent  la  forme 

.271^1 

=  0,843462  '>(Q'^<^  °'  '"*'*'')  =  0,843462(6'!  +  G''l')<i, 

OU  que  le  moment  de  torsion  est  les  0,8/i3/i^2  de  ce  qu'il  serait  si 
les  sections  restaient  planer.        ^ 


La  condition  générale  de  non-rupture  ou  de  cohésion  permanente 
des  solides  de  contexture  variable  en  divers  sens  n'est  pas,  comme 


ART.  y.  TORSION.  35S  ' 

(Du  n*  IMI). 

pour  ceux  (Inégale  contexturet  Ç^  '^  P^^  considérable  des  dilata- 
tûms  en  divers  sens  et  aux  divers  points  n^excède  pas  une  certaine 
grandeur^  car,  en  un  loème  point,  la  limite  à  imposer  aux  écarte- 
ments  moléculaires  Tarie»  ainsi  que  la  contexture,  avec  la  direction 
(  S  il  de  la  note  du  n*  8),  en  sorte  que  la  dilatation  la  plus  dange- 
reuse n^est  pas  nécessairement  la  plus  grande  »  mais  celle  dont  le 
rapport  à  la  limite  relative  à  sa  direction  est  le  plus  considérable. 
Par  suite,  et  comme  lesglissements  ne  sontdangereux  qu^en  raison 
des  dilatations  quMls  produisent  dans  les  divers  sens  obliques  aux 
sections  et  même  &  leurs  propres  plans  qui  sont  perpendiculaires  à 
celles-ci,  il  n'y  a  pas  lien  ici  d*exprimer  comme  au  $17  que  le 

maximum  duglisscment  g=v'g''  +  g"*  sur  les  sections  reste  égal  ou 

T 
inférieur  à  une  certaine  grandeur-limite  unique  ~. 

11  faut»  pour  poser  Téquation  de  cohésion  permanente  du  cas 
dMnégale  contexture,  s^aider  nécessairement  d*une  hypothèse  ;  car 
on  ne  connaît  pas  la  loi  suivant  laquelle  la  limite  des  dilatations  non 
dangereuses  varie  en  divers  sens  autour  d  un  point  Appelons  donc, 
pour  notre  prisme  dont  la  contexture  est  partout  symétrique  par 
rapport  aux  plans  'se  coupant  à  angle  droit  suivant  des  parallèles 
aux  u  et  aux  v,  et  qui  est  supposé  tordu  sans  éprouver  aucune  dila- 
tation ou  contraction  longitudinale  ni  transversale  : 

T' 

;;7  une  limite ,  fournie  directement  ou  indirectement  par  Texpé- 

rience,  à  imposer  aux  glissements  g'  parallèles  aux  u  quand 
ils  sont  seuls, 

•ty/ 

-^  une  limite  semblable  pour  les  glissements  g''  parallèles 
aux  r; 

ou  nommons 

T'. ,  T\  les  plus  grands  efforts  tangentiels  que  la  matière  puisse 
supporter  par  unité  de  section  dans  ces  deux  directions  prin- 
cipales tf ,  t%  sans  que  les  écartements  moléculaires  qui  en  ré- 
sultent dans  les  sens  obliques ,  compromettent  la  cohésion, 
quand  ces  efforts  s*exercent  seuls  ou  ne  sont  pas  accompa- 

I.  23 
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gDéfl  d'efforts  qui  étendent  ou  contractent  transversalement 
ni  longitudinalement  la  matière  du  prisme  ; 

L*6qoation  de  coliésion  permanente  que  nous  voulons  poser  doit 

donner»  oomme  cas  particuliers  : 

!•  i  —  Ott  >  ^   quwdg"  =  0; 

r  i  —  eu   >-p5-qMnd  g^ss  Q; 

8*  Bt  ($  17)  1  =  w>  ^  +  ^  quind  G'=G"-.0,  T'.r=r^»T^ 

De  plus,  elle  doit  rester  la  même  quand  on  change  le  signe  de  g' 
ou  deg^',  ou  quand  on  passe  d*une  direction  à  une  autre  faisant  le 
même  angle,  sur  une  section  t»,  avec  Tun  des  deux  autres  plans  de 
symétrie  de  contexture. 

Nous  prendrons  donc  pour  notre  hypothèse  sur  la  loi  inconnue  de 
la  limite  des  dilatations  qui  proviennent,  dans  des  sens  quelconques, 
des  deui  glissements  g'  et  g'^  à  la  fois ,  celle  qui  lie  le  plus  simple- 
ment ces  résultats  extrêmes  en  assurant  la  continuité  des  résultats 
intermédiaires,  c*est-à-dire  que  nous  poserons  en  général ,  pour 
assurer  la  permanence  de  la  cohésion  : 


1  =  on  > 


m-  m- 


Il  résulte  de  la  condition  alosi  établie  que  le  glissement  résul^ 

tant  g,  en  uu  point  quelconque  m  d'une 
section,  n'excédera  jamais  le  rayon  veo' 
teur  my,  dans  sa  direction,  d'une  el« 
lipse  T'inr"  dont  les  demi-axes  my',  mf 

sont  ■-?,  -TTr  ;  csrsi  g  atteint  justement 

G       G 


la  grandeur  my,  il  y  a,  entre  ses 
projections  g'*  g^,  la  relation  i  =  f ^ j *  4-  (^-) '  qui  He  les co^ 

ordonnées  du  point  r  de  cette  ellipse.  Cette  loi  simple  est  d*accord 
ftvee  une  hypothèse  générale,  aussi  très-plausible,  que  nous  ferons 
plus  loin  sur  les  limites  des  dilatations  en  diveri;  sens. 


ART.  y.  TORStON.  365 

(Da  D*  f6«). 


En  particularisant  d*abord  cette  équation  pour  ià  section  ellip- 
tique dont  b,  c  sont  les  axes,  ou  en  mettant  à  la  place  de  g'  et  g"» 

b*  c*  b*     c* 

—  2  -,ôt?  et  2  pryOtt  divisés  par  ;^  +  ;^, »  on  obtient  : 

(q'  +  W)  '='~>**'  (tv^  +  t?*)- 

Le  second  membre  est  d'autant  plus  grand,  pour  des  points  situés 
sur  une  même  droite  passant  par  le  centre  ou  ayant  leurs  coor- 
données V,  u  dans  un  rapport  constant,  que  v^  et  u*  sont  plus  con- 
sidérables. Les  points  les  plus  exposés  sont  donc  sur  le  contour  de 
la  section.  Et  si  Ton  met  pour  t?'  sa  valeur  en  u*  tirée  de  Téqtia- 

Au*      ûi?* 
tion  ^  +  -r  ^  ^  ^u  contour,  on  voit  que  ce  second  membre , 

[b^  /  6'         c'  \     1 

ji-^âff-iî  — fTriJt^J*  a  sa  plus 

grande  valeur 

c*  b      T 

pourw^o,  t«  =  j    si    ->p-[; 

etpouru«=  j,t=:o    SI   -<j5r. 

Les  points  dangereux  sont  donc  aux  extrémités  du  petit  axe  c  de 
la  base  elliptique  à  moins  que  le  rapport  du  grand  Au  petit  axe  ne 
soit  moindre  que  le  rapport  des  e£forts  transversaux  T'„  T'.  suscep- 
tibles de  désagréger  la  matière  par  glissement  dans  leurs  sens  respec- 
tifs quand  ils  agissent  seuls  ;  car,  dans  ce  dernier  cas»  les  points  dan« 
gereux  seraient  aux  extrémités  du  grand  axe. 

6      T' 
Dans  la  première  supposition  ->mr*  ^^  condition  est 

c       1  • 


OU,  élimiiutat  0  avec  TexpressioD  ci-dessus  de  M|  : 

Limite  de  M,  =  î^'  r.  =  ^  T'., 

condition  Identique  avec  celle  du  S  92  relative  au  oat  d'égite  con» 
texture,  sauf  r.  au  lieu  de  T«. 
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C    % 


^2 


Quant  au  prisme  à  base  rectangle,  les 
points  du  contour  pour  lesquels  le  second 

membre  (^)V  (^')* Péréquation 

*  **  de  cohésion  est  le  plus  considérable,  et  par 
conséquent,  les  points  dangereux,  se  trou- 
vent 


ou  aux  milieux  C,  C  \         /  ^J.^^  ^  ^^^  ^.^  c«\ 
des  côtés  6,  pour  J         \  _\ ±1 


lesquels  g"=0,      [  selon 
ou  aux  milieux  B,  B'  [  que 
des  côtés  c,  pour 
lesquels  g'=0, 


r. 


ou  <• 


> 


rrg"pourt?==0,  W*=  jj 


T\ 


Et,selon  les  deux  mêmes  cas,  Téquation  de  coliésion  est 

G'^g'  pour  u=0,r«=^]  G'W' pourt?=0,tt*=j j 


ce  qui  revient  à 

rpf  l*// 

Limite  de  g'  =  ^  ,  ou  Limite  de  g"  =  -^'^ 

Nous  donnons,  au  S  suivant,  une  table  numérique  des  valeurs  des 
glissements  g',  g"  aux  milieux  des  côtés,  et  des  limites  à  imposer  en 
conséquence  au  moment  de  torsion  ^^^  pour  satisfaire  à  ces  équa- 
tions de  stabilité  de  la  cohésion. 

S  ko.  EécapUulaiion  des  formules  de  torsion  simple  (  ou  non 
accompagnée  de  flexion^  ni  de  dilatations  ou  contractions  longitU" 
dinalesou  transversales  des  prismes  ^  ni  de  glissements  étrangers 
comme  ceux  que  produisent  des  forces  transversales  ne  faisant  pas 
coupfej).—  Soient,  pour  un  prisme  homogène,  dont  la  con  texture 
est  égale  dans  les  divers  sens  transversaux ,  mais  peut  être  différente 
dans  le  sens  longitudinal,  et  qui  est  simplement  tordu,  comme  on 
vient  de  dire,  autour  d*un  axe  quelconque  parallèle  à  ses  arêtes, 
en  sorte  que  ses  sections  transversales  tournent  les  unes  devant  les 
autres  proportionnellement  à  leurs  distances  en  ne  se  déformant 


ART.  y.  TORSION.  357 

(Du  B«  IMI). 

t)ue  par  de  petits  mouvements  longitudinaux  de  leurs  points»  et 

toutes  de  la  môme  manière  : 

ta>  Taire  d'une  de  ces  sections  ; 

I  et  r  le  plus  petit  et  le  plus  grand  moment  d'inertie  de  ta  autour 
de  droites  tracées  sur  son  plan  par  son  centre  de  gravité,  ou 
les  moments  autour  de  ses  deux  axes  principaux; 

u  et  V  les  coordonnées  transversales  du  point  milieu  d'un  élément 
db>  quelconque  de  la  section  par  rapport  &  ces  deux  mômes  axes 
d'inertie  se  croisant  rectangulairemeot  au  centre  de  gravité  (et 
non  pas  les  coordonnées  par  rapport  à  des  axes  se  coupant  sur 
celui  de  torsion  ^  qui  peut  être  transporté  où  l'on  veut  dans 
le  prisme  ou  hors  du  prisme,  mais  parallèlement  aux  arôtes, 
sans  rien  changer  aux  formules  ci-après  comme  on  a  vu  $  16)  ; 

r  le  rayon  vecteur  du  point  dont  les  coordonnées  sont  u,  v; 

£n  sorte  que  1  =  5  i?*dto,  r  =  J  u*dw,  r*  =  t**  +  »*,  J=s  J  r"(fw. 

M|  le  moment  de  torsion^  ou  le  moment,  autour  de  l'axe  de  tor- 
sion, des  forces  extérieures  faisant  couple,  qui  agissent  à  chaque 
extrémité  du  prisme  pour  le  tordre;  et  aussi,  par  conséquent, 
le  moment  total  des  forces  moléculaires  qui  réagissent  à  travers 
une  section  intermédiaire  quelconque,  et  qui  arrêtent  la  torsion  ; 

g',  g^'  les  glissements  qui  ont  lieu  dans  les  directions  v,  v  sur  Télé- 
ment  d*»>  de  la  section,  ou  les  diminutions  très-petites  (positives 
ou  négatives),  évaluées  en  arc  d*un  rayon  =1,  des  angles  pri- 
mitivement droits  formés  par  une  fibre  ou  petite  ligne  maté- 
rielle parallèle  aux  arêtes  du  prisme,  et  par  de  petites  lignes 
matérielles  parallèles  aux  u  et  aux  v  positifs,  se  croisant  au  point 
milieu  de  de»  ; 

g  =  \/g'*  +  g"*  le  glissement  principal  ou  résultant  en  cet  endroit 
ou  la  petite  inclinaison  prise,  par  la  fibre  changée  en  hélice, 
sur  l'élément  dia  de  la  section  ta  dont  le  plan  s*est  changé  en 
une  surface  légèrement  courbe. 

gM  sa  plus  grande  valeur,  qui  a  lieu  en  un  ou  plusleui's  points  du 
contour  de  la  section,  appelés  points  dangereux; 

G  le  coefficient  d'élasticité  de  glissement,  ou  un  nombre  tel  que 
Ggdt»  est  reflTort  à  appliquer  tangentieliementà  un  élément  do> 
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de  la  seetion  pour  y  produire  un  glissement  g  dans  sa  di- 
rection ; 

T 

T.  un  effort  tel  que  --  représente  la  limite  à  imposer  au  plus  grand 

glissement  gm  pour  que  les  éeartements  moléculaires  quMl  pro- 
duit dans  des  sens  obliques  ne  mettent  pas  en  péril,  même  à  la 
longue»  la  cohésion  de  la  matière  particulière  du  prisme; 

la  torsion  par  unité  de  longueur,  supposée  petite;  ou  Tare  d*un 
rayon  =  i  mesurant  Tangle  x  dont  une  section  a  tourné  devant 
Tautre,  divisé  par  la  distance  a  restée  la  môme  entre  ces  deux 
sections. 

Et  soient,  pour  le  même  prisme,  si  la  contexture  de  la  matière, 
bien  qu'homogène  ou  la  même  en  tous  les  points,  est  inégale  dans 
les  dvœrs  sens  transversaux^  mais  symétrique,  en  chaque  point,  par 
rapport  an  plan  de  la  section  transversale  et  à  deux  plans  qui  lui 
sont  perpendiculaires ,  menés  parallèlement  aux  u  et  aux  v  par  ce 
point  i 

Q\  ù'^  les  coefficients  d'élasticité  dans  les  sens  u,  v,  ou  des  nombres 
tels  que  o'g'dco,  a^'^'éa  sont  les  efforts  à  exercer  dans  oes  sens 
pour  produire  respectivement  un  glissement  g'  et  un  glisse- 
ment gf'  ; 

T,',  T'o  des  forces  telles  que  --7 ,  --^  représentent  les  limites  à  im* 

Vr  G 

poser  au  glissement  g'  quand  il  est  seul,  et  au  glissement  g'' 
quand  il  est  seul, 

« 

On  aura 

t   5fc 

0  ^=  -  2^  si  l'aDfleT  de  rotation  est  en  degrés  sexagésimaox, 

a  Boo 

en  sorte  que  y  est  le  pas  des  hélices  dans  lesquelles  la  torsion,  uni- 
forme d*un  bout  à  l'autre,  change  leajlbres  et  les  arêtes  du  prisme  ; 

T« 

Limite  de  gm  ^  •—  pou  te  cas  où  la  matièn  wt  à'^ût  eonttxtara  traosTenale; 

(en  sorte  que  t  dltns  les  formules. ci-après  de  ce  cas,  lim.  Mj  résulta 
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constamment  de  la  substitution  dans  la  première  expression,  de  M| , 
à  la  place  de  GO  »  de  sa  valeur  tirée  de  Ggm  =5  T.)  ; 

7p-  J   +  ( "t^  )   —  ^  ''**°^  ^  contextore  est  inégale; 

Et  les  formules  pratiques  suivantes^  où  les  diverses  formes  don- 
nées aux  expressions  du  moment  de  torsion  M^  et  de  sa  limite  ser- 
vent à  en  comparer  les  valeurs  :  i"  &  égal  moment  d*inertie  po- 
laire J;  Tik  égale  superficie  ta  des  sections  »  ou  à  égale  quantité  de 
matière  de  Vunité  de  longueur  des  divers  prismes. 

(Et  Où  les  expressions  de  g^,  g",  g  au  contour  spnt  destinées  à 
servir  cir-après  pour  les  cas  de  flexion  et  torsion  simultanées.) 

N.  B.  La  eontextofe  tnnsverule  est  topposée  égtle  quand  le  contraire  n'est  pas  expriné. 

Section  elreolalre ,    de  rayon  r. 

»  li  2        2k 

M,  «  G  2ÏÎ  6  =r  GGJ  =  5ïî2  =  045016  GcoM 

8-^r=:  ^;  g  (an  contoniO  « g«  =  Br  =  ^=  ^ 


GJ 


lim 


.Ml  =  ^To  =  J  T,  =  -^T,  sR  =  0,2821T.  v^ 

^  ^  2vî5 


IfêHie  »ee(loia  quand  la  contextore  ert  inégale. 


2ej  ^,^^,^    2w«0 

=s0,i69i5 


i-  +  -^ 

G'  ^  G" 


G'  ^  G" 


«r» 


lim.  M|  =s  la  pins  petite  dei  denz  qnanUtés  —  T',  =  0,2821  T.  ^ 


e 

• 

C 

e 
2 

6 

\. 

B'f 

T 

1» 

V 

0 

)' 

et  2^  r.  =  0,2821  r'.^. 

0e«lioa  elllpti4«e ,  6  et  C  le  gnad 
et  le  petit  axe. 


C 
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'i 


^"'6*  +  c«^"'       2G['      ^  ^6«  +  c«**'"2Gr' 

llm.  Ml  =  ^  T,  =  7  T.  =  0,2821  y/f.  T.  v^. 

Mdoie  seelioii  ellliillqne  quand  La  contextura  est  inégale. 

Ai  «> 

*^16  6«      c«  ""  1    ,     1    •  ^""  *«     £î  •"  2g'[  •^  ~?  .  £l"~2G'r 


^  r.  =  ^  r.  =  0.2821  v/^r.  v'-*  (  î^*«  -  ) 

et  ^  /    •  is  d*        \ 

î^  TV'  —  ^  T"  —  0  5ftQ4  i/^T"  i/Z3  I '^  anx"ex- I 

16    *  •""    6    ^  .-O.iailV^J   .Vw    \^trtinltésd«6/ 

•ectloB  carrée;  côté  6. 


1 


I 


u)=5«,  J  =  2I  =  2r=^=î^  =  0,16667a)« 

o       o 


Mi  =  O,14O58G6^0  =  O,8/li3/i6  GOJ  =  0,U058G<o«0 
g.=g'(ponrt/=0,.==±.î)=1.35063|0=^^^5^^ 

g(.nccntonr)==g'(ponrr  =  ±|)==g'{poarT,  =  d=|)  =  |j^^^^ 


rectangle 


=  (empiriquement  et  à  pen  près:  U ^j  '»g«  OU  f  1  —  —  j  "g^; 


2J 


llm.  Mj  =  0,20817 6»T.  =  0,62/i5  4  T.  =  0,20817T.v^. 

0 


c  */4 

A 

•^ 

n 

,\ 

V 

0 

B    U 

c 

4' 

SceflcB  reeiaiiKlo;  côtés  6,  C/  6>c 


12  ~"  12 


12       12 


J  :t=  0,16667 


26c 


.w' 
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m#  />A  I.  a  ,  GO      6»c»  ,   ÛGO  c         ,. 

M,  =  KG06c»  =  |.'y-j-p^=,.'j_=^-.Gu>«0. 

gm=g«  Cplusgp.  gliss.  sur  les  côtés*)  =g'(p'w=0,  V=±|)=y-0=^-jî^, 
g"«  fplas  gp.  gliss.  sur  les  côtés  f)=g''  (p'î?=0,  tt=±^)  =  7^  ^  6  =  i'  ^.  ^  ; 

g  (ancontoiir)=g'(ponrC  =  ±^)  =  Y'|e  =  Y'|o  =  Ig'«, 

.0  =  g"(pourtt  =±|)=  Y"|  9  =  T"  5  9=  ^  g"„  , 
limite  M,  =  Hii  6cT.  =  3 .  Hii  ^  T.  =  ^  x/l .  T,  v/;?. 

Même  0ceil«a  reelaBgle  si  la  contexture  est  inégale. 

m.-kg'9^=^1f^  =  .^'37V 

G'  ■*"  G"  G'I  "^  G"l' 

r-  -  T-  2  "- 2;jl'  g'6c«'  ^"•""^**  2        2(jl  c»g'  '  G"6«c' 
g'(poaPt,===±|)==Y'?e=ï'g'«;  g''(ponru  =  ±|)  =f.~0  =  ï^g''^; 

lira.  M,  =  la  pins  petite  des  deax  quantités ^^wî^T.  et  ^  ^  .  6'cT''.. 

Y  Yi  o'g 


Les  coefficients  numériques  |jl,  |jl',  y,  y^ ,  Jf  /Jï  L2-  étant  donnés 

Y     "Xi  0  G 

y'    y" 
par  la  1'*  des  deux  tables  suivantes ,  et  -^ ,  -^  par  la  2^|»«. 

T     Yi 
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(DO   D*  IM). 


Pour 
b 
c 
ou 

b  .G" 

;Vr.- 


4 
1,!0 

1,30 
4,40 
4,60 
4,60 
4,76 
4,80 
3 

3 
3.5 

6 
10 
90 


Moment 
Mi=jiG'6ôc«=: 


\3        fti/c"/ 


G'Oftc» 


Valeurs  de 


0,44098 
0,45398 
0,46613 
0,47473 
0,47707 
0,48690 
0,49676 
0,20374 
0,31498 
0,31743 
0,33868 
0,34936 
0,36332 
0,37331 
0,38081 
0,39135 
0,31333 
0,33383 
0,33333 


Valeurs  de 

>i  (moins 

Tariables). 


0,49376 
0,49738 
0,80065 
0,30300 
0,30316 
0,30600 
0,30636 
0,20736 
0,30838 
0,30863 
0,30930 
0,20993 
0,34006 
0,34008 
0,34008 
0,34008 
0,34008 
0,34008 
0,34008 


Même 

nomeot 

Mi  = 

li'.40 


4         4 


Valeurs 
ûe\L' 


0,84346 
0,84373 
0,84443 
0,84493 
0,84563 
0,84679 
0,84830 
0,84096 
0,86367 
0,86363 
0,86756 
0,86779 
0.87778 
0,88687 
0,89509 
0,90903 
0,04634 
0,97091 
1,00000 


Plus  grand  gtissemenl 
tu  milieu 


des  côtés  b 


«'«=T,-« 


Valeurs 
de  Y 


4,3606 
4,4396 
4,5476 
4 ,5537 
4,6854 
4,6443 
4 ,6964 
4,7389 
4,7933 
4,8088 
4,8604 
4,9361 
4,9709 
4,9867 
1,9940 
4,9987 
2,0000 
3,0000 
2,0000 


des  côtés  c 


g"«=Yij9 


Valeurs  de 
Yi 

4 ,3506 

4,4378 


0,9707 
0,9449 
0,8410 


0,5935 


0,3743 
0,3970 
0.4486 
0,0734 
0,0000 


Limites  à  imposer  à  M^ 

(prendre  la  plos  ptAite 
des  deux.) 


^6c«T'o 


Valeurs 
de!!; 


0,30847 
0,31393 
0,31920 
0,23424 
0,22316 
0,22733 
0,23097 
0.23433 
0,23896 
0,34048 
0,24588 
0»26769 
0,26720 
0,27314 
0,28166 
0,29160 
0,31232 
0,32283 
0,33333 


Valeurs  de 
2hlc*G' 
Î7  6«G" 


0,20847 
0,49319 


0,17925 
0,17398 
0,16638 


0,43446 


0,0946 
0,0773 


0,0000 


N.  B.  -^  On  peut  remplacer  très*approximatifemenl  les  colonnes  des  valeurs  de  |&, 

2tt  2tt  c*G' 

de  -!-  et  de  -^  -—  par  les  formules  empiriques  : 


=  1-0.21008^-^  (l-lî^),î!î== 
3        '  A./w,\       42Ô*G"«''    Y 


2ii  c«G'  __ 


*V^G 


i^^^'S)  '■  '"■"•(»+='-© 


dont  la  deuxième  donne,  quand  la  contexture  est  égale,  on  quand  G'  =  G",  T'*  =T", 

Alt*  V-.T.v^ 


3&+1,8e 


(i.M) 


ABT.  T.  TOBSiON. 


S6S 


(Dd  d*  IAO). 


Gliisementi  aux  divers  points  des  contours  autres  que  les  milieux  des  câtte. 
(On  en  verra  Tosage  pou  la  torsion  et  U  flexion  simultanées). 


Sur  les  côtés  6;  g=g'=rr'fa=tg'^ 

T 


Pour 

âtt     ^ 
— =0 
b 

0,4 
0,î 
0,3 

0,4 
0.5 

0,6 
0,7 
0,8 
0.9 
1,0 


Valeurs  de  i.  =:  4« 

Y         «m 


b   ,G" 
Pour  -  V  -r 
c  ^  G' 


1=1,0000 
Y 

0,9939 

0,9760 
0,9499 
0,8963 
0,8333 
0,7610 
0,6447 
0.5063 
0,3185 
0,0000 


=  8 


i  ,0000 

0,0963 
0,9846 
0,96S9 
0,9321 
0,8857 
0,8196 
0,7260 
0,5916 
0,3896 
0,0000 


s4 


1 ,0000 

0,9991 
0,9973 
0,0928 
0,9842 
0,0678 
0,9374 
0,8793 
0,7695 
0,5540 
0,0000 


y" 

Sur  les  cOlës  c;  g=g"=  — g", 

"^1 


Pour 


— =0 
c 


0,4 

0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
«,0 


y"       g" 
Valeurs  de  ~  =  -^r- 


e  m 


b    .G" 
Pour  -  V  -r  : 


=  4 


Y 
^=4,0000 

Yi 

0,9932 

0,9750 

0,9429 

0,8963 

0,8333 

0,7510 

0,6447 

0,5063 

0,3485 

0,0000 


=  2 


4 ,0000 

0,9932 
0,9729 
0,9384 
0,8887 
0,8224 
0,7369 
0,6282 
0,4892 
0,3044 
0,0000 


=  4 


4 ,0000 

0,9933 
0,9729 
0.9383 
0,8885 
0,8220 
0,7363 
0,6278 
0,4885 
0,3040 
0,0000 


N.  B.  —  On  peut  représenter  approxlnuLtivement  ces  résuluts  par  les  formules  empiriques 


côté  k  .  (hauteur  35  =  ^  k^). 


A  u 


9 


192ù5<o\ 


Go>*6 


Ml  =  U  GA^O  =  0,6  .  GOJ  =  ^  =  0,115/170  Gw»0, 
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g^  =  (g  aa  milieu  des  côtés)  =  1,5  -^6  =  0,A330iA;0  ='Qjrt 


g'=0  elg"=g^  (l-^')  =  ^  (^-^')  «^l»  côléparaUèle  a»  r. 

lim.  Ml  =  ^T,  =  0,8^)^  To  =  ^T.  v^  =  0,175û8T.  v^. 

•eetioB  «irrée  enrviligae  à  mm^l^m  Aigns  «I  eêté« 

1 

coBCATe*  ^  ôô  ^'  fièclie ,  circooscrile   à  va  carré  de  c6té  b^ 

et   formée   des   deux   hyperboles  v* —  (yS  —  l)*u'  s=  '/i^S 
u«  —  (y^2  —  1)H;*  =  V^  6«  (SS  32  et  35). 

w  =  1,06396%  J  =  21  =  21'  ==  0,191536*  =  0,16925tii« 
M,  =  O,l/i892G6*0  =  0,7783GOJ  =  O,13172Gw*0, 

g«  =  (g  anx  milienx  B.C  des  côté-)  =  y^.  -  0  =  O«7O7160=A,7&S2  -^ , 

lim.  Mj  =  0,210626»T,  =  0,19193  T.  y/^. 

0eetioa  eairrée  earvlllsne  4  aasle*  «rroadis 

106V+t?«)  +  8(M*— 6uV+»*)  =  36»(SS  29,32  et  35), 

'^     circonscrite  aa  carré  rectiligoe  dont  le  côté  est  6. 

0)  =  1,0318  b\  J  =  21=  2r= 0,179356*  =  0,16848w«, 
Ml  =  0,1468306*0=  0,8186GOJ  =  0,13792G<o«0, 

gM  =  (g  aux  extrémités  B,  C  des  petits  diamètres)  =1,4  -  0  =  4,7676  -vj  , 

lim.  Ml  =  0,20976  6T«  =  0.20013  T.sf?» 

fieeU«a  e«  eroiz  de  1IaI(«  on  ételle  à  quatre 
polnies  arrondies  du  hoitième  degré  ($37),  circonscrite 
5       (  ^  ^Q  ^^^  ^^^^  ^  ^^^  ^  ^^^  moitié  de  sesdeax  grands  diamètres 

ta)  =  1,2202  6»,  J  =21  =  21'  =  0,2974  6*  =  0,19975  «•, 
Mi=  0,15983  G6*0  =  0,5374Gej  =  0,10735  Ga>»0, 

6  M 

gw  =  (g  aux  extrémités  des  petits  diamètres  6)  =  1,4754  r  ^  =  4»6155  ~~  , 

lim.  M,  =  0,21676»To  =  0,1607  Tv/i?. 
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HocMoA   en    double 
•pAtnle  analosiie    à 
celle  û^un  rmkl  de  chc- 
j^     min  de  fer;  la  pins  petite  lar- 

genr  C  étant  le  1/5  =  0,20 
de  la  longneor  b  de  cette 
seelion  (  S  35 ,  3*). 


w=l,1635f|y,  l=0,038/io(|y,  l' =  0,46505 ^^V,  J=0,37i87u>% 


Mj  =  0,08M7G  (  2  1   0  =  0,1678  GOJ  =  0,06240  Gu)*e, 

g«  =  0,52750-0  (répondantsur  le  contour,  en  E,à;^%(^,^r2-]",     '  '/f/^ 


'6\> 


lim.  Ml  =  0,16013  |  ^  )  T»  =  0,12759 T. V^o>». 


unvzr-siTY 

éme  •eetlon  ;  miU  la  plus  petite  largear  C  =  0,l/i6>{^iyiÂ2.y  3  *«  i^     .  ^ 
«0=1,0224^^)  ,  1-0,0*2783/2)  .1'=  0,42564  (^y,J=0,43382w% 
Ml  =  0,0570450  (^)*  Û  =  0,12712 GOJ  =  0,Oj515Gu>«0, 

gm  =  0,4693  K  0  (répondant sur  le  contour  à  u  =  0,523  ^j « 

lim.  Mj  =:  0,12283  (^  To  =  0,1188Tv/j;?. 

SeciloAs  d'une  Autre  ferme. 

Si  Ton  n*a  pas  le  loisir  d'appliquer,  pour  calculer  la  torsion  d'un 
prisme  ayant  une  section  autre  que  les  précédentes,  le  procédé  gé- 
néral du  S  38  consistant  à  déterminer  un  nombre  suffisant  de 
coefficients  G  de  Téquation  générale 

— ^  +  CjU  +  C,  (      )+ —  C\i>  — =K  du  S  10 

pour  qu'elle  en  représente  à  très-peu  près  le  contour,  on  se  fera  tout 
au  moins  une  idée  de  Tordre  de  grandeur  du  inoment  Mj  et  de  la 

limite  à  lui  imposer  en  calculant,  pour  la  section  donnée,  le  quo- 

j 

tient  --;  du  moment  dMnertie  polaire  J  par  le  carré  de  Taire,  et  en 
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(  Du  ii«  lAO). 


^^^  ^  ^* 


Ml  ^^  llm.  Mt 


par  analogie  et  intercalatîon  proportion- 


nelle» des  tableaux  récapitulatifs  suivants,  où  les  valeurs  de  ces 
deux  derniers  quotients  sont  mises  en  regard  de  celles  du  premier. 


comme  le  carré,  etc.  ou  aytnl  plus  géoéralemeot, 
comme  le  triangle  èquilatéral,  elc  ,  leurs  momeots 
d'inertie  tous  égaui  autour  de  droites  tracées  sur 
leur  plan  par  le  centre  de  gratité. 

Section  eirrâlaira»    .  ••••••t* •• 

Section  carrée  rectiligne, 

Section  carrée  curnligne  à  angles  arrondis 

ffd.  à  angles  aigus.    •  «  •  . 

Section  triangulaire  équilatérale 

Section  en  étoile  à  4  pointes,  du  S*  degré 

rectangulaires  principaux. 


Rapport  - 

des  denx 
dimensions 
ou  diamètres 
principaui. 


I 
1,2 

1.6 

1,8 
2 

2,5 

3 

3,5 

5 
6 
7 

8 


1 
7,14= 


0,14 


Rapport -s- 

des 

moments 

d'ineilie 

principaux. 


I 
1.44 

1,96 

2,56 

3,24 

4 

6,25 

9 

12,25 

16 

25 

36 

49 

64 


I 

12,11 

15,29 


J 


G(o*0 


Lim*  M| 


ToV^ 


Sections  elliptiques. 


0,1592 
0,1618 
0,1682 
0,1771 
0,1874 
0,1989 
0,2308 
0,2653 
0,3013 
0,3382 
0,4138 
0,4907 
0,5653 
0,6466 


0,1592 
0,1566 
0.1506 
0,1431 
0,1351 
0,1273 
0,1098 
0,0955 
0,0841 
0,0749 
0,0612 
0.0516 
0,0436 
0,0392 


0,282i 
0,2575 
0,2384 
0,2230 
0,2103 
0,1995 
0,1784 
0,1629 
0,1508 
0,1411 
0,1262 
0,1152 
0,1066 
0,0997 


Sections  n  double  spatule 
du  4*  degré  ($  35j. 

0,2001 
0,1276 

0,1188 


0,1685 

0,1379 

0,3720 

0,0624 

0,4338 

0,0552 

I 

Ml 

cù-i 

Go>*0 

0,1592 

0,1592 

0,1667 

0,1406 

0,1685 

0,1379 

0,1692 

0,1317 

0,1924 

0,1155 

0,1998 

0,1073 

Lim.  M, 


ToV^ 


0,2821 
0.2082 
0,2001 
0,1919 
0,1755 
0,1607 


Sections  rectangles. 


0,1667 
0,1694 
0,1762 
0,1854 
0,1963 
0,2083 
0,2417 
0,2778 
0,3155 
0,3542 
0,4333 
0,5139 
0,5952 
0,6771 


0,1406 
0,1383 
0,1335 
0,1273 
0,1308 
0,1143 
0,0997 
0,0881 
0,0781 
0,0702 
0,0583 
0,0497 
0,0433 
0,0384 


0,2082 
0,2001 
0,1921 
0,1853 
0,1792 
0,1739 
0,1629 
0,1543 
0,1471 
0,1408 
0,1304 
0,1218 
0,1146 
0,1086 


La  section  d^  ce  genrs  ré- 
pondant i  -  =  i  est  le 
c 

carré  à  angles  arrondis 
ci-dessus. 


De  ces  tableaux  récapitulatifs  des  résultats  obtenus»  on  peut 
déduire  plusieurs  conséquences  remarquables. 


ART.  V.  TORSION.  S67 

(Ou  D«  !&•). 

On  voit  d'abord  qu'à  égale  superficie  o>  des  sections ,  ou  à  égale 
quantité  de  matière f  làrésisiance  élastique  à  la  torsion^  mesurée  par 

le  moment  M^ ,  ou,  spécifiquement,  par  le  quotient  — |g,  est  d'au- 
tant plus  petit  que  le  moment  d'inertie  polaire  J  ou  le  quotient  —^ 
est  plus  grand. 

Et  il  en  est  de  même  de  la  résistance  à  la  rupture  par  torsion^  me- 

lim.  Ml 
surée  par  lim.M|  ou  plutôt  par  le  quotient  rr~7=f  P^^r  abstraire 

ce  qui  vient  des  grandeurs  partioullères  de  T«  etto,  de  même  que  nous 

mesurons  Tautre  résistance  par  ^-^  pour  abstraire  ce  qui  vient 

des  grandeurs  de  6,  de  (o  et  de  la  torsion  0  et  faire  ressortir  ce  qui 
vient  uniquement  de  la  forme  de  la  section. 

C*est  tout  Vopposé  de  ce  que  donnait  la  théorie  ancienne,  où  Ton  sup- 
posait que  les  sections  restent  planes  et  normales  à  Taxe  de  torsion, 

M 

et  d'après  laquelle,  par  conséquent,  *4  était  constamment  égal  à  J. 

De  là  on  peut  déjà  conclure  que  parmi  les  sections  pleines,  ou 
non  évidées ,  c*est  la  section  circulaire  qui  donne  »  à  égal  volume 
de  matière,  le  plus  de  résistance;  car  c'est  elle  qui,  pour  même  sur- 
face, a  le  plus  petit  moment  d'inertie. 

On  voit  aussi  que  les  grandeurs  des  résistances  spécifiques  r~\r  et 

lim.  M|  5 

*ir~^  n'ont  que  peu  ou  point  de  rapport  avec  le  quotient  -  des 

deux  dimensions;  car  si,  d'une  part,  on  trouve  qu'à  partir  de 

6 

-  =3  2,5,  avec  les  sections  elliptiques  et  les  sections  rectangles,  les 

résistances  sont  à  peu  près  les  mêmes  pour  mêmes  grandeurs  de  - , 

on  peut  voir  d'autre  part  que  les  résistances  sont  très  diflérentes 
avec  diverses  sections  égales  dans  les  deux  sens  ou  pour  lesquelles 

-  =  i  constamment. 
c 

Ces  grandeurs  des  deux  résistances  spécifiques  ont  encore  moins 
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de  rapport  avec  celles  du  quotient  j  des  moments  d'inertie,  comme 

on  peut  voir  par  la  comparaison  des  sections  elliptiques  avec 
les  sections  en  double  spatule. 

Mais  on  remarque  que  pour  môme  grandeur  de  -^ ,  les  valeurs 

M,  'ï™'  Wj 

soit  de  — fr ,  soit  de      ,-j  ne  diffèrent  guère  de  plus  de  1/10  à  1/5 

avec  les  sections  de  diverses  formes,  égales  ou  inégales  dans  les 
deux  sens;  et  une  pareille  approximation  suffit  souvent  dans  la  pra- 
tique. C'est  ce  qui  motive  la  règle  que  nous  venons  d'indiquer  pour 
acquérir  une  idée  du  degré  de  résistance  d'un  prisme  dont  la  sec- 
tion a  une  forme  donnée  quelconque ,  que  Ton  aura  soin  de  com- 
parer avec  la  forme  la  plus  analogue  mentionnée  au  tableau,  sus- 
ceptible d'acquérir  de  plus  en  plus  d'utilité  à  mesure  qu*on  y  ajou- 
tera de  nouveaux  résultats  de  calculs  exacts  faits  sur  des  sections 
d'autres  formes. 

S  Al-  Torsion  des  prismes  creux.  Courbes  de  glissement  ou  d'ac- 
tion transversale  sur  une  section  pleine  ou  évidée  quelconque,  —  Ce 
qui  vient  d'être  donné  n'est  relatif,  avons  nous  dit,  qu'aux  prismes 
ou  cylindres  pleins. 

En  faisant  usage  de  prismes  creux  ou  de  sections  émdées^  il  est 
clair  qu'on  augmentera  à  la  fois,  pour  même  superficie,  le  moment 
dinertie  et  le  moment  de  torsion^  ainsi  que  les  deux  espèces  de  ré- 
sistance M^  et  lim.  M,. 

La  torsion  des  prismes  creux  est  facile  à  calculer  si  le  con- 
tour de  la  section  intérieure  ou  d'évidement  a  la  même  équation 

^L±JL  4- Citt+C,(tt«-c')-h 4-C>  + =Kdu  s  10 

ou  S-?  +  5-7?  +  ....=  K'  du  S  39  que  le  contour  de  la  section  ex- 

2G         2G 

térieure,  à  cela  près  de  la  grandeur  du  second  membre  K  ou  K',  ou 

si  les  coefficients  C^ ,  C, C\ du  premier  membre  sont  les 

mêmes  ;  si ,  par  exemple ,  les  contours  sont  deux  cercles  concentri^ 
ques^  deux  sections  elliptiques  semblables ^  etc. 
En  effet  si ,  sur  le  plan  de  la  section  d*un  prisme  on  cylindre  dont 
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le  contour  est  représenté  par  Tune  ou  Tautre  de  ces  équations  rela- 
tives aux  cas  d'égale  et  d'inégale  contexture,  on  trace  les  diverses 
courbes  intérieures  au  contour  qui  ont  la  même  équation  à  cela 
près  de  la  valeur  ûqK  ou  K',  on  a  ce  qu'on  peut  appeler,  sur  la 
section ,  dans  le  cas  d'égale  contexture,  les  courbes  de  glissement^ 
et,  dans  le  cas  plus  général,  les  courbes  d^ action  transversale^  aux- 
quelles les  directions  des  glissements  g=  v/g'*H-g"*  ou  des  actions 

\/(G'g')*+  (G"g")*.  dio  sont  partout  tangentes  ;  car,  en  ne  pariant  que 
du  cas  plus  général  qui  comprend  l'autre,  comme  les  expressions 
de  g\  ^'  du  S  39  en  u,  v,  ne  contiennent  pas  K',  elles  sont  les  mêmes, 
pour  un  point  (u,  r)  quelconque,  que  si  la  section  avait  pour  con- 
tour celle  de  ces  courbes  qui  passe  par  ce  point;  et  comme  K'  dis- 
paraît quand  on  dilTérentie  l'équation  5-74-5-7,  +  ...  =K'  de  ces 

^O        ^G 

courbes  pour  en  tirer  le  rapport  ^,  la  condition  du  même  $  39 

g'V       dv 
G"g^^du  —  G'g'dv  =  0  ou  —7^  =  -j-  est  satisfaite  sur  toutes  ces 

G  g        du 

courbes  comme  sur  celle  qui  sert  de  contour  à  la  section,  en  sorte 
que  l'action  résultante  de  G'g'dco,  Gg^'dco  leur  est  tangente  ou  n'a 
aucune  composante  dans  le  sens  de  leurs  trigectoires  orthogonales. 
Or  il  en  résulte  bien  qu'en  supposant  le  prisme  ou  cylindre  creusé 
suivant  une  de  ces  diverses  courbes,  prise  pour  base  du  cylindre  in- 
térieur ou  d'évidement,  la  condition  d'une  pression  nulle  ou  normale 
comme  celle  de  l'atmosphère  sur  sa  surface  latérale  sera  remplie 
du  côté  intérieur  comme  du  côté  extérieur  si  les  plans  des  sections 
ont  pris  la  forme  courbe  déterminée  par  la  même  équation  (  S  10) 
z  =  0  [Cl»  +  C, . 2Mt?  +  ...  +  C>  +  C,(u«  —  V»)  +  ...  ] ,  ou    (S  39) 

z  =  Ov^gV'  [  ]  que  s'il  s'agissait  de  la  torsion  de  l'un  ou  de  l'autre 
cylindre  supposé  plein. 

D'où  il  suit  qu'alors  : 

l*"  Le  moment  de  torsion  M^  a  simplement  pour  valeur  la  difiTé- 
rence  de  celles  qu'il  aurait  pour  le  cylindre  extérieur  et  pour  le 
cylindre  intérieur  supposés  pleins,  ou  son  expression  est  celle 

Mt  =  oer  dw(u*+t?'+ .. 0  du  S 16  ou  M|  =  G Ve  Tdcu  f  îf^  +  ~  4. . . .  j 
1.  U 
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do»  dans  retendue  co  des  sec- 
tions, contenue  entre  les  contours  extérieur  et  intérieur. 

2"*'  Les  points  dangereux  seront  sur  le  contour  de  la  section  du 
cylindre  extérieur  précisément  aux  mêmes  endroits  que  sMl  avait  été 
tordu  plein,  ce  qui  donne  facilement  le  plus  grand  glissement  prln- 

T 
cipal  gm  dont  la  limite  est  à  égaler  à  -^  si  la  contexture  est  égale 

dans  tous  les  sens  transversaux  ;  ou  les  glissements  composants  g',  g'' 

/g'k'N"     /o"g"\* 
rendant  un  maximum  le  binôme  (  -^  I  +  (  -^^  )   dont  la  limite 

esl  à  égaler  à  1  ($  39)  si  la  contexture  est  inégale,  mais  symétrique 
par  rapport  aux  plans  rectangulaires  principaux. 

Exemples  : 

fieetl«B  eireaUiro  évidée  d'an  iayAn  on  eylliàdrè  ercttx. 

Rayons  extérieur  et  intérieur  r  «t  r'  =  r  «—  e« 

Vr^âP 

M,  =  G;:  !^^~^  0  =  G8J  =  0,15915  /      ^  ^-  —  i\  Ga>«e, 

\r""2r«        / 
g  (an  eoDlooi  extérieur)  s  g^»  s  Or, 

2—2-  +  -s 

r*  — r'*  J  .  r      r'        _ 

lixn.  M,  =  î:  i-jT-  To  =  p  To  =  0,2821       /-^— ^-  Tov/<«|^ 

V    r  ""? 

e 

N.  fi.  On  voit  le  grand  arantage  de  réTidement,  si  -  rst  petit. 

r 

lidttie  0e«tl#a  p«ër  le  «■•  d'Inégale  eoatëxtdr»  (fomiilei  se  éé- 
dnisant  du  cas  de  la  section  elliptique  en  faisant  6  =  c  3=  2r,  b'  s=:c'  zs  2r') 


G'  "^  G"  Q'  "^  G" 
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lim.  Ml  =  la  plus  petite  des  deni  quantités  7:  —  T^o  ^^  ^  — s '^ '« 


2r         •  2p 


Secllon  elll|itiqae  évidée.  €••  d^lnéc»le  eontextnre. 

b'      h 

Axes,  ou  diamètres  principaux  exléneurs  6,  c;  intérieurs  6',  c';  -r  =  -. 

^*""(^      c^       62      £2)16  ""16  6^      c^\         6*J' 
\G'  "*"  G"        G'  "^  G'7  G'  "^  G" 

lim,Mi  =  la  pins  petite  des  deux  quantités  U  —  —  j  !L|^To'  =  (^+  Tr)^^'^"» 

-  ('-5)"^r.=(.4')^6r.. 

La  figure  des  %%  30  et  83,  p.  806  et  813^  donne  deux  exemples  de 
séries  de  courbes  dont  chacune  pourrait  être  prise  pour  contour 
extérieur  de  la  base  d*un  cylindre  creux  eu  choisissant  à  volonté 
pour  contour  intérieur  Tune  de  celles  qu'elle  enveloppe»  sans  cesser 
de  satisfaire  à  la  condition  énoncée  (  p.  369)  de  simplicité  des  expres- 
sions du  moment  M^  et  de  sa  limite* 

Aucune  courbe  intérieure  n'est  géométriquement  semblable  à  la 
courbe  extérieure,  excepté  quand  leur  degré  ne  passe  pas  le  secondi 
c'est-à-dire  quand  ce  sont  des  cercles  ou  des  ellipses. 

Si  Vètsidement  n'a  pas  lieu  suivant  des  courbes  obtenues  ainsi  de 
réquation  $  10  ou  S  39  en  ne  faisant  varier  que  le  second  membre  K 
ou  K\  si 9  par  exemple,  le  contour  extérieui*  n'étant  pas  circu- 
laire ,  Y  épaisseur  ou  la  distance  des  deux  contours  est  constante  ^ 
on  n'a  aucun  moyen  de  calculer  exactement  la  torsion. 

Mais  on  peut  la  calculer  approximativement  lorsque  cette  épais- 
seur est  peu  considérable ,  en  assimilant  la  surface  ;r  =:  [ .. ...]  des 
SS  10  et  39,  et,  par  suite,  les  glissements  g',  ^'  et  Texpression  du 

moment  M|  =  \    do)  [ ]  des  §§  16  et  39,  à  ce  qtfion  datait  pour 

un  prisme  plein  dont  la  section  serait  limitée  par  une  courbe 
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(racée  à  égale  dUlance  des  deux  coîtfourt  donnét,  et  en  ne  cal- 
culant  toiLJouis  les  Intégrales  \   qu'entre  ces  contours. 

Par  exemple,  pour  un  tuyau  à  section  elliptique  dont  le  grand 
et  le  petit  aie  sont  b,  c  mesurés  &u  milieu  de  son  épaisseur  e  coa- 
Etante  et  supposée  très-petite ,  on  peut  prendre ,  si  la  conteituix; 

transversale  est  égale  en  tous  sens,  les  expressions  ($  23J 

«,  =  =»^ï^.    ..=  ^'.    -M,=2^if  T., 

I  et  l'étant  les  moments  d'inertie,  autour  des  axes  b,  c,  de  la  cou- 
ronne comprise  entre  tes  contours  extérieur  et  intérieur,  en  sorte 
que 

,  _c'(36+c)  +  eV3c+t)  ,,  _fc*(3c  +  6)+eM36  +  c) 
I  =  rt. âô •     '="« ^ ' 


d'où,  su1)3titnant  et  négligeante' devant 

u.  M,  =  ~ 


(ù  +  cr 

■'(ft  +  c) 

c  +  e 


S  ù3.  Torsion  etjtexiott  iiimtUanées,  atec  ou  sans  une  dilalaiioti 
ou  contraction  longitudinale  et  un  cisaillement  traruversal. —  Une 
pièce  est  simplement  tordue  lorsqu'elle  n'est  sollicitée  que  par  des 
forces  se  réduisant,  &  chacune  des  extrémités,  à  un  couple  perpen- 
diculaire à  sou  axe  supposé  rectiligne. 

Mais  elle  est  en  même  temps  fléchie  lorsqu'il  y  a  aussi  un  couple 
parallèle  à  l'axe  de  la  pièce;  ou  bien  si,  comme  la  pièce  AB  encastrée 
en  A ,  elle  est  sollicitée  &  une  extrémité  B 
par  une  force  transversale  unique  P  agis- 
sant à  une  certaine  distance  Bc  de  son 
axe  (voyez  plus  loin  ce  cas  traité  complë- 
temeot);  et,  plus  généralement,  si  les 
forces  sollicilantss  ont  des  résultantes 
transversales  ou  ne  font  pas  couples ,  ce 
qui  arrive  pour  tuus  les  arbres  tournants 
tels  que  a'a"  transmettant  le  mouvement 
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«• <  dans  les  machines,  et  qui  sont 

sollicités  par  des  forces  P,  P'  agis- 

Té»  \r\  fà)     s*^*  ^^^  ^®"^  roues  d'engrenage 

ou  deux  poulies  de  courroie,  et , 
aussi,  par  les  réactions  de  leurs 
coussinets  d'appui. 

Ces  résultantes  transversales  produisent,  en  même  temps,  des 
glissemenis  latéraux  de  sections  Tune  devant  l'autre ,  comme  ceux 
qui  ont  été  considérés  aux  notes  des  n"*'  153, 15^,  et  qui,  variables 
d'un  élément  db>  à  l'autre,  s'ajoutent  aux  glissements  constituant  la 
torsion.  Nous  dirons  quelquefois  que  la  pièce  est  cisaillée  (*)  par 
Taction  de  ces  forces ,  bien  que  leurs  effets  de  glissement  n'aillent 
pas  jusqu'à  la  séparation  latérale  des  parties. 

Enfin  si ,  en  outre ,  les  forces  extérieures  ont  des  composantes 
totales  dans  le  sens  longitudinal^  la  pièce  éprouve  en  même  temps 
une  extension  ou  contraction  générale  dans  ce  sens,  accompagnée, 
comme  nous  savons,  de  contractions  ou  dilatations  dans  les  sens 
transversaux  (S  6  note  du  n*  3,  S  3  note  du  n"  21.) 

L'effet  total,  quant  aux  déplacements  des  points,  s'obtiendra  sans 
difficulté  au  moyen  du  principe  de  composition  du  $  2  de  la  note 
du  n*  21;  car  on  n'aura  qu'à  regarder  la  pièce  comme  éprouvant  à  la 
fois  la  torsion,  la  flexion,  l'extension,  les  glissements  latéraux  ou  le 
cisaillement,  dus  à  chaque  couple  et  à  chaque  résultante  partielle 
supposés  agir  isolément,  et  à  composer  ensemble,  pour  un  point 
quelconque,  les  déplacements  qui  en  proviennent,  et  qui  doivent 
être  petits  pour  que  ce  principe  soit  applicable. 

C'est  ce  que  nous  avons  déjà  fait  au  S  A  de  la  note  du  n**  153 ,  où 
nous  avons  déterminé  Isijlèche  complète  due  à  la  fois  à  une  flexion 
et  un  glissement  latéral. 

S  U^*  Condition  générale  de  cohésion  permanente  ou  de  résistance 
à  la  rupture  éloignée ,  pour  ces  cas  complexes,  —  L^établissement 
de  cette  condition  demande  une  attention  plus  particulière,  mais 

(0  ce  qoe  Tb.  Young  ippclalt  deiruéled,  (Voy.  $  4,  note  n*  159^  et  lous-note 
du  $  t  de  la  oote  du  n*  156.) 
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rentre  dans  remploi  de  formules  comme  celles  qui  ont  été  démon- 
trées aux  S$  1  et  9  de  la  note  du  n**  15/i. 

Ces  formules ,  dressées  pour  la  résistance  aux  effets  composés 
d*un  glissement  latéral  et  d'une  extension  longitudinale  accompa- 
gnée de  contraction  transversale ,  ont  déjà  reçu  des  applications 
aux  §S  Zi  à  9  de  la  note  citée,  pour  des  cas  même  où  il  y  avait  aussi 
nnejlexiont  es  qui  vient  de  ce  que  la  flexion  consiste  dans  des  dila- 
tations et  contractions  inégales  des  diverses  fibres.  Nous  pouvons 
aussi  les  appliquer  quand  il  y  a  simultanément  une  torsion,  puis- 
que la  torsion  consiste  de  même  dans  des  glissements  de  diverses 
directions  et  grandeurs  sqr  les  éléments  des  sections. 

Rappelons  donc ,  en  supposant  en  premier  lieu,  comme  à  la  note 
citée  du  n**  ibkf  que  la  matière  est  d'égale  contexture  en  tous  sens, 
et  en  na^mant,  comme  au  $  i  de  cette  note  (  p.  316)»  pour  un  point 
quelconque  ou  un  élément  dtû  d'une  section  eu  d*un  prisme» 

g  le  glissenient  principal  ou  résultant  ; 

t  la  dilatation  longitudinale  (positive  ou  négative)  de  la  fibre  dont 
la  base  est  cet  élément  (Z(o  ; 

k  =  Tii  =  T^  t  les  contractions  transversales  qui  en  sont  une  eon* 

séquence  lorsque  les  faces  latérales  ne  supportent  aucune  ac- 
tion normale,  comme  on  le  suppose  ;  contractions  égales  dans 
tous  les  sens  transversaux  quand  la  contexture  est  égaljB; 

ii  la  dilatation  qui  résulte,  dans  une  direction  obliqi^e  quelconque, 

^'^   de  ces  trois  sortes  de  modifications  ; 

qu'Ole  a,  en  ce  môme  point  pu  pour  ce  môme  élément  c^  : 

Maximum  da  i,  =r  i^  i  +  ^ [^p  i^\l^' ,  (>) 


(>)  Depuis  que  ce  qui  pKcëJe  rsl  imprim/^,  M.  le  général  Poncelct  a  bien  voulu 
nous  conmuuiquer  lea  feuilles  ioédiles  du  Cours  de  Mécanique  physique  et  Indiifr 
Irielle  professé  par  lui  à  la  Faculié  des  sciences  de  Paris  en  1839.  En  citant  arec 
sa  bienTeillance  accoutumée  nos  feuilles  lithographiées  de  4837-1838  où  se  trouve 
eelte  formule  Maiimom  d«  f|  =: .  .  .  . ,  l'illustre  académicien  en  a  donné  une  dé- 
moDStratioo  parement  géométrique  et  élégante  qu'on  nous  saura  gré  de  rapporter 
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R         1  T 

et  par  conséquent ,  vu  que  limite  de  ij  =  ^^  =  ^  —  (  môme  $iÛQ 

r 

E        2G 
la  note  n*  15/i,  p.  217),  on  a ,  en  multipliant  par  |î-  =  =r  i 


Limite 


'-^hs/i'pïï-i^y-- 


C'est,en faisant  ï)  =  -,  ou        ^  =:  ^ ,         ^  =  g,  l'équation  de 

çQbésion  permanente  de  la  matière  d'un  prisme  d'égale  oontoi^ture 
à  la  fois  tordn,  fléchi,  étendu  ou  comprimé,  et  cisaillé  ou  soumis  i^ 
des  efforts  transversaux  tendant  à  séparer  ses  parties  par  glisse-^ 
ment  des  sections  les  unes  devant  les  autres. 

n  convient,  avant  nos  nouvelles  applications,  d'étendre  cette 
équation  aux  cas  de  contexture  inégale. 

Elle  reste ,  d'abord ,  la  même,  avec  un  nombre  ï]|  un  peu  différent 


ici  à  peu  de  chote  prèf ,  et  qui  pourrait  être  substituée  à  celle  ^u  $  1  de  la  note 
dunM»4. 

Soit,  comme  i  ce  g  (p*949), 
ftinqp  la  coupe,  par  le  plao  du  glif  • 
cernent  y,  d*uue  portion  de  fibre 
avant  les  déplacements  des  points 
du  solide;  et  loit,  après,  mçi  11  si* 
luaiion  et  la  grandeur  prises  par  la 
diagonale  mq  en  vertu  : 

1o  De  14  dilatation  longitudinale  t' 
qui,  seule  d^abord,  aurait  fait  nb»« 
miner  g  de  çr  =  t  X  ^^  ^^^^  "°  ^^"^  parallèle  i  mn; 

2*  De  la  coniraclion  transversale  h  qui  aiirait  fait  cheminer  g  et  r  de  qz=:rr' 
=  A  X  ^9  dans  un  sens  parallèle  i  gn; 

3»  Du  glissement  g  qui,  ensuite,  aurait  fuit  cheminer  r'  de  r'q^  =  g  X  m»  dans 
un  sens  parallèle  i  nq. 

L'allongement,  supposé  petit,  éprouvé  par  la  diagonale  mq,  est  g^,  si  t  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  q^  sur  mq  prolonge.  Le  rapport  àj  de  cette 
ligne  g<  A  ifig  est  la  même  chose  que  le  rapport  de  if  à  oin,  W  étant  la  perpendicu* 
laire  abaissée  de  t  sur  nq  prolongé.  Comme  mn  est  supposé  constant  quelle  que  soit 
riocljnaisoo  de  la  diagonale  mg,  le  problème  de  la  direction  à  donner  à  cette  dia- 

ttf 
gonale  pour  que  la  proportion  t^  = —  de  sa  dilatation  soit  un  maximum,  est 

fiifi 

de  rendre  la  distance  Uf  la  pins  grande  possible.  Or,  en  prolongeant  r'z  jusqu'en  s 

à  la  rencontre  de  mg  on  a  ar'  mr'  +  sz= (t  +  A)  mn  puisque  iz  est  i  garsAXn^ 

comme  mn  est  i  ng.  Et  comme  on  a  aussi  r^qi  ==  g  X  ^^^  on  voit  que  les  lonr 
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de  7)  =  1/4,  Ji  /a  contexiure  est  égale  dans  les  divers  sens  transver» 
sauXf  et  autres  eulement  dans  le  sens  longitudinal,  comme  cela  ar- 
rive dans  les  corps  fibreux. 

£n  effet ,  et  sans  chercher  ici  &  construire  une  démonstration 
toutà  fait  élémentaire  pour  ce  cas  plus  général  que  celui  de  la  note 
du  n*  ISA,  prenons  la  valeur  établie  au  S  i  de  cette  note  (p.  217), 

do  la  dilatation  t\  suivant  une  ligne  oblique  dont  la  direction  quel- 
conque est  donnée  par  les  projections  x,  y,  d*une  de  ses  por> 
tiens  =r  1  sur  la  fibre  et  sur  la  section  ta  ;  en  sorte  que 

a;'  +  y*  =  1. 
Et  appelons 

i\  la  limite  à  imposer  à  cette  dilatation  i| ,  limite  qui  varie  avec  sa 
direction^  ou  qui  est  fonction  dex,  y  ; 

^  (  comme  au  S  i3  de  la  note  du  n"  113  )  la  valeur  particulière  de 


gucors  des  côtés  tr^,  r^q^  du  triangle  sr'qi  soDt  iDdépeDdaots  de  la  direcUon  de 
mq.  En  décriYant  une  circonrérence  de  cercle  sur  l'hypolhénuse  sq^  comme  dia<* 
mètre,  le  point  f,  comme  le  point  r',  s'y  trouve  placé  ;  la  plus  grande  Yaleur  if 
s'obtiendra  donc  en  prenant  la  distance,  à  nq  prolongé,  du  milieu  x  de  l'are  r'Ifi, 
ce  qui  peut  se  faire  en  projetant  le  centre  o  du  cercle  .en  o'  sur  la  corde  sr*  et 

ajoutant  zo'  =:-cr'-»iz  au  rayon  o«  =-«9}.  Le  plus  grand  rapport  de  tt'  à  «iii 


4  4    / 

est  donc  -  (t  +  A}  —  ft  +  -  y  (t  +  *}*  +  gs,  et  on  a,  par  conséquent 


8 


Mtxlanm  de  t|  = 

ou  la  formule  à  démontrer,  en  remplaçant  k  par  t|«. 

On  voit  également  que  si  on  joint  «e,  l'angle  xsr'  donne  la  valeur  de  l'angle  ar^qmn 
qui  rend  la  dilatation  de  mq  la  plua  grande  possible.  Cet  angle  arar'  est  la  moitié  de 

l'angle  qytr'  dont  la  tangente  est  -^.  Done  on  a,  si  l'on  veut  déterminer  l'inclî- 

naison  de  la  ligne  mq  suivant  laquelle  la  dilalaUon  dn  solide  est  la  ploi  grande  : 

""«'»=  if*' 

eiprossion  conforme  à  ce  qu'on  obtient  par  dlfférentiation  comme  on  a  dit  au 
haut  de  la  page  S48. 


ART.  T.  TOBSION  AVEC  FLEXION.  377 

(Du  D*  150). 

cette  limite  t'i  pour  le  sens  transversal  ou  pour  xr=  0,  ^=1» 
de  même  que  -^  est  sa  valeur  pour  le  sens  longitudinal  des 

Cl 

fibres  ou  pour  y  =  0»  a;  =  1. 

La  condition  de  cohésion  permanente  sera  que  t'i  ne  surpasse  i\ 
dans  aucune  direction,  ou  que 

Maximum  de  -^  =    ou    <  !• 

11  faut  faire  (comme  au  %  39)  une  hypothèse  sur  la  loi  inconnue 
de  variation  de  la  limite  i\  entre  ses  valeurs  extrêmes  -^  pour  y  =0 

et  -=r  pour  x=  0  ;  elle  doit  être  telle  que  cette  limite  i\  reste  la 

même  pour  les  diverses  directions  également  obliques  sur  les  fibres, 
ou  pour  des  valeurs  soit  de  x  soit  de  y  égales  au  signe  près.  Adop- 
tons en  conséquence  Texpresslon  très-simple 

qui  donne  pour  la  limite  des  dilatations  une  loi  elliptique  comme 
celle  des  dilatations  elles-mêmes»  ou  comme  celle  des  moments 
d'inertie  d*une  même  figure  plane  autour  de  diverses  droites  qui 
y  sont  tracées.  Nous  aurons,  en  posant  la  condition  de  maximum  du 

quotient  4  : 


*i 


d .  ./-  =  0    ou   t 'jdî,  —  ijdt'i  =  0  ; 


»i 


et,  substituant  à  tj,  i\  leurs  valeurs  dans  les  dilTérentîelles  di'i,  dî*!, 

xdx 
puis  remplaçant  dy  par en  vertu  de  x*  +  y*  =  1  : 

I'.  (sit  +  Sto-g^  +  gy)dx-t.(2  I  x-2  ^  i)dz=  0, 

équation  qui,  divisée  par  xdx,  peut  être  écrite 

»',(2ti«  +  giy)-2J,  l'x»        t',(-2*y»  +  giy)-2.-,  ^  y» 
?  =  yi  '      • 


378  8ECT.  I.  RÊSISTAMCB  DBS  SOUDBS. 

(Du  n*  150 ]. 

Elle  exprime  Tégalité  de  deux  fractions,  qui  seront  aussi  égales  & 
une  troisième  fraction  ayant  pour  numérateur  la  somme  des  numé- 
rateurs et  pour  dénominateur  la  somme  des  dénominateurs.  Cette 
dernière  somme  est  x*  +  y'  =  i  ;  et  la  somme  des  numérateurs  est 
nulle,  car  elle  revient,  diaprés  les  valeurs  de  i,  et  i\  en  j,  y,  à 

Chacun  des  deux  numérateurs  esc  donc  égal  aussi  à  zéro,  d'où  les 
deux  équations 

En  les  multipliant  Tune  par  Tautre,  x  ety  s'éliminent  et  on  ob- 
tient  réquation  du  second  degré  en  4-  ' 

Vi     Ro/  Vt       Roi/  ■"  R,  Roj  4 
qui  donne,  en  la  résolvant 

Cette  quantité  ne  doit  pas  excéder  Tunité  comme  on  vient  de  dire. 

Or  il  en  résulte ,  dans  le  cas  particulier  i  =  0,  A:  =  0  où  il  n*y  a 

ni  dilatation  longitudinale  ni  contraction  transversale  de  la  fibre, 


l  =  ou>  l\/^=^-,  d'Où 

Limite  de  g 


Comme  nous  désignons  déjà  par  -^  cette  limite  du  glissement  g 
quand  il  est  seul,  noug  pouvons,  sous  le  radical,  remplacer  le  der- 
nier terme  par  f  •;p  j  •  Il  en  résultera,  en  faisant  toujours  k  =  r,t, 
et  posant 

^r::;e  ~^'' 

la  condition  de  cohésion  permanente 


ART.  T.  TORSION  AVEC  FLEIIQN.  979 

(Du  n*  1511). 


Limite 


'-^hVWWWf'^- 


ne  différant,  comme  on  voit,  de  celle  de  la  page  375  que  par  7]|  au 
Heu  de  n. 

Remarquons  bien  que  le  1"  membre,  ou  le  rapport  -^  qu'i)  s'agit 

*  1 
de  limiter  et  de  rendre  au  plus  =  1»  est  une  quantité  essentielle- 

ment  positive.  Or  le  radical ,  plus  grand  que  —^  =--  numérique- 

ment  ou  abstraction  faite  du  signe,  excède  numériquement  à  plus 

forte  raison  — s-^*  ^  puisque  ri^  est  supposé  toujours  positif.  Il  faut 

'    2      Ko 

donc  (comme  on  a  dit  déjà  $  2  de  la  note  n""  iSU) prendre  toujours 
'positivement  la  quantité  que  le  radical  représente;  et,  ceia,  quel 
que  soit  le  signe  de  i ,  ou  soit  qu'il  y  ait  longitudinalement  dilatj^- 
tion  proprement  dite  ou  contraction;  en  aorte  que  quand  g=  0, 

on  doit  mettre  pour  ce  radical  -~îi  z^  ou  —  -~^  ^  selon  que  i 

est  positif  ou  pégatif . 

Supposons  enfin  que  la  contexture  soit  inégale  même  dans  les 
divers  sens  transversaux,  mais,  comme  au  $  39,  sjrmétrique  en 
chaque  point  par  rapport  à  trois  plans  rectangulaires  dont  Tun  est 
celui  de  la  section  passant  par  ce  point,  etc.  Nous  poserons, 

g'  et  g''  étant  toujours  les  glissements  suivant  les  deux  autres  plaQS 
de  symétrie  sur  la  section, 

-f ,  ~  étant  comme  au  §  39  les  limites  respectives  à  imposer  au 

glissement  g'  quand  il  est  seul  et  au  glissement  g^  quand  il  est 

seul, 

réquation  générale  de  cohésion  permanente 

Lîmiui  *-"*î*  ^**4-i  //i  +  ^^EA',  (<^'Sy,  [O'^S'Y^  4  /radical  tou-U 

ou ,  en  chassant  le  r^ic^l 

"-(f)'-(®'=(-e(«-"K> 


380  8ECT.  I.   BÉSISTANCB  DES  SOLIDES. 

(Du  n*  15^). 

équation  qui  redonne  et  relie  ensemble  avec  continuité  toutes  les 
équations  de  cohésion  particulières  ;  car 

1*  Elle  se  confond  arec  celle  du  haut  de  la  page  précédente  lors- 
que G' =G"=  G,  T,'  =  T".  =  T.; 

2*  Lorsque  i  =  0»  elle  rentre  dans  celle  (S  39)  du  cas  où  il  n*7  a 
que  des  glissements  g',  g^'  : 


"-  m'-  m=" 


3*  Lorsque  ceux-ci  au  contraire  sont  nuls,  elle  donne,  si  i  est  po- 
sitif ou  représente  une  dilatalion  proprement  dite 

Lim.  »  =  Y  • 

U*  Lorsque,  g'  et  g''  étant  encore  nuls  et  la  contexture  transver- 
sale égale,  i  est  négatif  =  — j,  ou  lorsqu'il  rCy  a  qu'une  contrac- 
tion longitudinale  j  avec  les  dilatations  latérales  qui  en  sont  la 
conséquence,  cette  équation  devient,  en  rendant  encore  positif  le 

terme  provenant  du  radical  :  Lim .    "T^* .  ^^^  -h  —^ .  ~  =1,  ou 

Lim.  ;  =  -«-. 

Or,  d'après  la  valeur  de  ce  que  nous  venons  de  représenter  par 
v]|i  on  a 

4  R.  _^         I        R,  __  4  R., 

ïli  B  ""       E.  RoE  "n    K«* 

R«,  B 

ce  qui  est  la  même  chose  que 

E 

si  Ton  appelle,  comme  aux  notes  des  n*^  3  (S  9}  et  113  (SS  !x^  6, 10, 
13),  R  •  la  limite  à  imposer  aux  efforts  longitudinaux  de  compression 
par  unité  de  section  ii>  du  prisme;  car,  d*après  le  S  13  de  cette  der- 
nière note  (p.  109),  on  doit  prendre,  théoriquement 

_^  R  c      i  R*i  E      j«  «  1  R«*       R  • 


ART.  V.  TORSION  AVEC  FLEXION.  381 

(Du  no  160). 


1  R 

et,  par  conséquent,  -^',  que  la  formule  générale  nouvelle- fient  de 

'11*' 

R 
nous  donner  pour  y,  représente  bien  la  limite  •—  ^  imposer  aux 

E 

contractions  longitudinales  j  pour  le  cas  d'égale  contexturc  dxins 
les  sens  transversaux  (*). 

5*  Enfin  lorsque  cette  contraction  longitudinale^  a  lieu  pour  un 
prisme  de  contexture  transversale  inégale  mais  symétrique,  cas  où 
il  faut  prendre 

R'  \  /         la  plus  petite  des  deux 

Limite  —  des  1  1  .    «  «    » 

E                      >      =     {            r.A     i    Ku  i    Rot, 

(  J  quantités -—  et  —  •=— 

coQtncUoDs  loDgitudioales  ]  (  lu  Eu        1v  Ev 

(^Ittf  R<»u  9  ^ivf  R»v»  Ev,  E«  ,  étant  les  Taleurs  de  7},  R,,  E  pour  les  sens  U,  v) , 

rien  n'empêche  de  faire,  dans  la  formule  précédente,  le  nombre  r^ 

R  R' 

égal  au  rapport  do  -=?  à  cette  limite  —  quelle  qu'elle  soit,  ou  de 

E  Ci 

faire  généralement ,  pour  tous  les  prismes  : 

{})  c'est  entièrement  k  M.  Poncelet  qu'est  duc  Tidée  ai  simple  et  si  naturelle 
d'expliquer  la  rupture  par  comprettion  longitudinale  au  moyen  des  dilatation* 
tran*vertale9  que  cette  compression  occasionne,  et,  par  suite,  de  prendre  tlièori- 

quement  —  =  -  =î  4  pour  le  rapport  des  Umiles  des  efforts  de  compression  et 
Ro        H 

d'extension  auxquels  on  peut  soumettre  sans  danger  d'une  manière  permanente  un 
prisme  dont  la  matière  est  isotrope  ou  d'égale  contexture  en  tous  sens;  sauf  k  mo- 
difier ce  rapport  (§§  8  et  43  des  notes  des  n**  3  et  413)  en  raison  des  circon- 
stances dont  la  théorie  ne  tient  pas  compte,  celle  entre  autres  qui  empêche  la  ma- 
tière des  prismes  courts  soumis  k  une  compression  de  se  dilater  en  toute  liberté 
dans  le  sens  latéral,  ainsi  que  II.  Poncelet  l'a  également  obscrjré. 

On  peut  se  rappeler  que  nous  avions  attribué  à  M.  le  capitaine  du  génie  Uichon 
(§$  3  et  8  delà  note  du  n"*  3)  cette  théorie  de  l'écrasement,  qui  est  bien  plus  con- 
forme aux  faits  que  celle  de  Coulomb,  et  qui  rentre  ioéviiablement  dans  la  théorie 
générale,  constamment  appliquée  et  dérivant  du  principe  généralement  admis  du 

r'  4  r  f  e 

§  i  de  la  néme  note  du  n*  3  ;  en  sorte  que  le  rapport  — ?  = donné  au  $  4  3 

R«       Ti  E(  R« 

de  la  note  du  n*  443^  où  cette  théorie  est  étendue  aux  prismes  de  contexlor^ 

fibreuse,  a  dû  se  retroufer  en  particularisant  la  formule  générale  donnée  tout  i 

rbeure,  et  susceptible  ainsi  d'embrasser  tous  les  modes  de  solUcitaiion  k  la 

rupture.  riy^f^ 

La  communication  récentb  des  feuilles  manuscrites  du  cours  de  M.  Poncelet 

en  4839  i  la  Faculté  nous  met  à  même  de  faire  cette  rectification.  U.  Miehon  ayait 

reçu  la  même  communication  et  reconnaiiMii  y  aroir  puisé  les  bases  de  son 

cours,  comme  nous  avons  dit* 


362  SEGT.  1.   BÉSlStAJSCE  DES  SOUDES. 

{Du  0*160). 


T       — ^    __^  • 


et  la  formule  donnera  encore  lim.^'  =  -^  pour  le  cas  extrême  où 

il  n*y  a  qu'une  contraction  longitudinale^'  ^  -^i,  aveo  les  dilatations 
latérales  inégales  qui  en  résultent ,  et  dont  nous  n'avons  pas  besoin 
de  considérer  les  grandeurs  t)^;,  r^^j. 

Par  cette  substitution,  à  y)|,  du  rapport  de  R«  à  R',,  Téquation  gé- 
nérale de  cohésion ,  ou  de  résistance  à  la  rupture  éloignée  sous  les 
divers  genres  d'efforts  agissant  ensemble,  devient 

revenant,  en  transposant  et  élevant  au  carré,  à  : 

(f)"H^)'-"<('-i)(-i)- 

Les  nombres  R»  et  R'o  devront  y  être  déterminés  pour  chaque  ma- 
tière comme  on  a  dit  aux  notes  du  n""  2i  ($  12,  p.  ^U  à  26)  et  du  n'  3 
(S  9,  p.  12,  13),  mais  surtout  à  la  note  du  n"  113  (§S  10  &  là,  p.  103 
à  115) ,  où  Ton  a  bien  remarqué  qu'il  ne  faut  pas  faire  varier 

R 

autant  le  rapport  ^=ni  des  résistances  permanerites  k  l'extension 

Ko 

et  à  la  compression  longitudinale,  que  le  rapport  ^  fourni  par  les 

11 

expériences  entre  les  résistances  instantanées  ou  les  charges  ca- 
pables de  produire  la  rupture  immédiate  par  traction  et  par  écra- 
sement. Il  ne  faudra  généralement  pas  faire  ce  rapport  ni  au-des- 
sous de  Vs  i^i  au-dessus  de  Vr 

Or,  on  verra  au  $  û5,  par  un  tableau  de  résultats  numériques 
plus  nombreux  que  ceux  qui  ont  été  rapportés  vers  la  fin  du  S  1 
de  la  note  du  n**  iSli ,  que  la  formule  donne  pour  des  valeurs  de  r^i 

ou  g^  entre  les  limites  V,  et  V,,  à  très-pei^  près  la  môme  chose 

qu  en  adoptant  généralement  V^  comme  quand  la  matière  est  iso-^ 
trope.  On  peut  donc,  dans  l'équation  de  cohésion» 


ABT.    V.  TORSION  AVEC  FLEXION.  383 

(Du  D*  1511). 


2\R,      n'.l         2R«         StijR'o         2\Ro^R'»/         8IU        StijR'o 

3  4  *>  4 

mettre  -  --  ^^  ô  ^  qoand  le  danger  vient  plus  des 

o  Ro  o  Rq 

extensions  que  des  compressions  longitudinales; 

3   4  5   4 

«*  3  r7-  <>t  3  ;w"  q^iM*  te  danger  tient  plus  des 

3  R  o  4  R  e 

compressions  que  des  extensions. 

Au  reste  la  formule  de  la  page  précédente  se  prête  à  toutes  les 
suppositions  sur  Bo  et  R'». 

J  àA*  Équation  de  cohésion  ou  formule  générale  de  résistance 
permanente  rendue  plus  immédiatement  applicable  en  y  introdui- 
sant lef  forces  extérieures  tendant  à  fléchir  et  à  étendre  ou  coni* 
primer  la  pièce,  et  en  séparant  les  effets  de  celles  qui  tendent  à  la 
cisailler  et  à  la  tordre.  —  Si  l'on  appelle 

Q,  F,  F'  les  résultantes  partielles  ou  sommes  de  composantes  des 
forces  extérieures  dans  le  sens  longitudinal  et  dans  les  sens 
transversaux  des  coordonnées  u,  v  prises  parallèles  aux  axes 
du  plus  petit  et  du  plus  grand  moment  d'inertie  I  =  Jv'dc» , 
r  =-  lu^db}  de  la  section  co ,  directions  qui  sont  aussi  supposées 
celles  des  lignes  de  rencontre  du  plan  de  la  section  avec  les 
deux  autres  plans  de  symétrie  de  contexture  du  solide, 

M|,  M\  M''  les  sommes  de  moments  des  forces  extérieures  autour 
de  r&xe  longitudinal  passant  par  les  centres  de  gravité  des  di- 
verses sections,  et  autour  des  axes  transversaux  d'inertie  u^  v 
de  la  section  particulière  c», 

g,  g'^  les  glissements  dans  les  sens  t/,  v,  sur  un  élément  (f<o,  qui 
sont  dus  à  la  torsion  seule,  ou  à  Faction  du  moment  M|, 

S'tt  ^\  1^  glissements  dus,  dans  les  deux  mômes  sens,  aux  efiforts 
de  cisaillement  ou  aux  actions  simultanées  des  deux  forces 
transversales  P',  F^  (dont  chacune  peut  produire  des  glisse- 
ments dans  les  deux  sens); 

On  aura  (un  peu  plus  généralement  qu'au  S  6  de  la  note  du  n*  ibU 
(p.  2^6)  où  nous  avons  déjà  considéré  un  cas  complexe  de  cisaille- 
ment avec  extension  et  flexion  simultanées)  l'expression  suivante 


88&  SEGT.  I.    BÉSISTANCB  DES  SOLIDES. 

(Do  D*  16e). 

de  la  dilatation  longitudinale  de  la  fibre  dont  les  coordonnées  trans- 
versales sont  u,  V  : 

Ew  ^  El     ^  El'    ' 

car  le  premier  terme  représente  bien  ce  qui  vient  de  la  seule  force 
de  traction  ou  de  compression  longitudinale  Q  ;  et  les  deux  autres 
peuvent  être  déduits  de  ce  qui  a  été  dit  au  $  2  de  la  note  du  n*  83 
où  W  et  M''  étaient  désignés  par  M  cos  9,  M  sin  7,  et,  les  deux  par- 
ties de  la  dilatation  qu'ils  produisent,  par  — ^-i-i,  — 5î5Jl.  Mais, 

P  P 

sans  invoquer  ce  S»  nous  pouvons,  directement,  considérer  que 
s'il  n'y  a  qu'une  flexion  et  si  elle  s'opère  autour  de  Taxe  d'iner- 
tie de  tt)  parallèle  aux  t/,  i  désignant  la  dilatation  de  la  fibre  parti- 
culière qui  en  est  la  distance  v,  M  sera  (note  du  n°  80]  la  dilata- 
tion  d'une  autre  fibre  quelconque  dont  appellerait  v^  la  distance  au 
même  axe,  et  Ei-^dco  sa  résistance  élastique;  d*oà,  pour  l'équilibre 

de  rotation  autour  des  deux  axes  principaux  d'inertie,  u^  étant  la 
distance  de  la  même  fibre  quelconque  au  deuxième,  les  deux  équa- 

tions  M'  =  jEi  2l  dta  .V,  =  ~  Ju\dw  =  El  -,    et   M"  =  0   puisque 

^u^c^dm  =  0;  en  sorte  que  lorsque  le  moment  M'  agit  seul  on  a 

jkÊf 
bien  i=:^v  ou  le  second  terme.  De  même  quand  M"  agit  seul  ou 

El 

a  t=  le  troisième  terme,  et  la  dilatation  totale, -en  vertu  du  prin- 
cipe de  composition  ($  2,  note  n"  21)  a  bien  l'expression  que  nous 
venons  d'écrire. 

En  la  substituant  à  i  dans  la  formule  du  $  précédent  et  en  y  met- 
tant g'i  +  g',  g",  +  g"  au  lieu  de  g',  g"  qui  désignaient ,  à  ce  S»  les 
glissements  totaux,  on  a 


ART.  V.   TORSION  AVEC  FLEXION.  385 

(  Du  D«  160). 

OU 

Nous  DO  pouvons  pas  mettre  pour  les  glissements  g'p  g'',,  g',  gf\ 
comme  nous  avons  fait  pour  les  dilatations  t,  des  expressions  gé- 
nérales fonctions  des  forces  extérieures  et  de  u,  t-,  et  indépendantes 
de  toute  particularlsation  de  la  forme  du  contour  des  sections  co; 
si  ce  n'est  toutefois  pour  quelques  sections  du  prisme  qui  peuvent 
se  trouver  dans  la  situation  exceptionnelle  considérée  au  $  10 
de  la  note  n«  152  (p.  203),  à  la  fin  du  S  1  de  la  note  n"  153  et  au  S  6 
de  la  note  n**  ibU ,  c'est-à-dire  pour  celles  qui  sont  astreintes  à 
rester  planes,  comme  les  sections  à  encastrement  complet  de 
M.  Vicat,  scellées  et  soudées  avec  une  matière  plus  rigide  que 
celle  du  prisme,  ou  les  sections  qui  se  trouvent  serrées  et  sollicitées 
latéralement  dans  leur  plan  même  par  des  forces  tendant  à  tran- 
cher, ainsi  quMl  arrive  aux  rivets,  ou  aux  bases  des  prismes  tordus 
de  longueur  nulle  (comme  dit  aussiM.Vicat);  ou,  enfin,  lessections 
qui ,  d'après  le  mode  de  sollicitation  symétrique  des  deux  portions 
de  prisme  qu'elles  séparent,  n'ont  aucune  raison  de  s'infléchir  plutôt 
d'un  côté  que  de  l'autre.  On  a,  en  effet,  pour  ce  cas  rare,  ou  pour 
les  sections  ainsi  placées,  quelle  que  soit  la  forme  de  leur  contour: 

g'  =  — Or,    g"  =  Oîi,    Mi=J  Ju)(G''g''tt-G'g^i?)  =  0(G'I  +  GT), 

en  sorte  qu'on  peut  éliminer  les  g  comme  les  i  ;  et  les  deux  der- 
niers termes  (G'— )•  +  (G"—)*  sous  le  radical  sont  pour  ces  sec- 
tions particulières,  lorsqu'il  en  existe  : 

i  (^    ç.    M,r    y     1  (V"  M,u   y 

T'.«  \a>  G'I  -h  G"l7    "^  TV  \tù^^    G'I  +  G"l7  • 

Pour  toutes  les  autres  sections  des  prismes,  qui  peuvent  libre- 
ment se  gauchir  et  s'infléchir,  les  expressions  des  glissements 
composants  e\  ,  g", ,  g',  g"  en  fonction  de  M^ ,  de  F,  de  P"  et 

I.  «5 
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des  coordonnées  des  points,  dépendent  de  la  forme  du  contour. 

Celles  de  g',  g^^sont  données  à  la  récapitulation  faite,  S  40,  des 
formules  de  torsion  seule,  et  nous  allons  donner  ou  rappeler, 
aux  SS  suivants  à5  et  46,  celles  de  g', ,  g^'^ ,  ou  des  glissements  de 
cisaillement  dont  on  8*est  déjà  occupé  à  la  note  du  n*  153. 

L'élimination  de  g',  ^'  d*une  manière  générale  se  fait  cependant 
encoro  lorsqu'on  se  contente  d'une  approximation  telle  que  celle 
qui  résulte  de  Vassimilation  {$  24)  de  sections  données,  inégales 
dans  les  deux  sens,  à  des  ellipses  ayant  mêmes  moments  d'inertie, 
quant  au  gauchissement  que  la  torsion  donne  à  leurs  plans,  sup- 
posés ainsi  se  changer  en  paraboloîdes  hyperboliques  dont  Té- 
quation  est  ($$  21  et  39)  : 

a;  =  —  6  -p wr. 

On  a,  en  effet  (S  40,  p.  360)  pour  les  glissements  qui  en  résultent 

en  sorte  que  si  pour  tenir  compte,  aussi  par  première  approximation, 
<l6  g\ ,  g^\  ou  des  effets  de  cisaillement  ordinairement  négligés,  on  les 

■       p/        p/r 

suppose  partout  égaux  à  leurs  valeurs  moyennes 777-,  r;;;-,  les  deux 

Ijr  (1)     Ij  Ct) 

derniers  termes  sous  le  radical  prennent  la  forme 

plus  simple  que  celle  qu'on  a  posée  au  bas  de  la  page  précédente 
et  qui  est  cependant  bien  moins  approchée,  quant  à  la  torsion ,  que 
celle  qu'on  vient  d'écrire,  lorsqu^on  l'applique  à  toutes  les  sections 
(et  non  pas  seulement  à  des  sections  exceptionnelles)  comme  font 
les  auteurs  qui  ne  prennent  pas  en  considération  le  changement 
des  plans  des  sections  en  surfaces  courbes  (<). 

"  '  ■     *    ■■"■ I      ■       ■  ■Maini.M.i      I       ^.  Il  , 

(')  G'Mfc  Mir  cette  double  première  apprexioMUoD,  ou  eur  l'adoption,  d^  râleurs 
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Mais  rassimilation  à  Tellipse,  quant  à  la  torsion  et  aux  glisse- 
ments g' ,  ^'  qui  lui  sont  dus ,  ne  donne  pas  ordinairement  des  ré- 
sultats assez  approchés. 

Et  les  glissements  de  cisaillement  g',^  ^\  dus  aux  forces  trans- 
versales F,  V  sont  loin  d'avoir  des  grandeurs  constantes  pour 
tous  les  points  de  chaque  section ,  car  ils  s'annulent  sur  diverses 

parties  du  contour,  et  ils  excèdent,  par  suite»  vers  le  centre, 

p/     p// 
leurs  moyennes  ^,  ^^ ,  comme  on  a  vu  aux  $$  l  et  2  de  la  note 

du  n*"  153  et  comme  on  va  le  montrer  avec  plus  de  détail  aux  deux 
$$  suivants.  I4  substitution  des  expressions  exactes  de  ces  divers 
glissements  dans  Téquatlon  de  cohésion  rendrait  généralement 
impossible  la  recherche  analytique  du  maximum  de  la  quantité  qui 
en  occupe  le  premier  membre. 

Heureusement  quMl  n'est  pas  nécessaire  d'exprimer  analytique- 
mentg'i,  ^\^  ni  même  g',  g^  en  fonction  des  coordonnées  v,  v 


4    /p'      làxV\       K    /p"      ll,tl\ 

-77  ( Y  )  »  ?v  (  *"  ^^  "^  )  P**"'  '••  «Wisemeatt  toirn  ttUDués  panUé* 

lement  tut  axes  prioeipaox  4'fnertie  des  aectioDS^  qu'ett  fondée  une  partie  de  ce 
que  noui  afons  donné  à  un  Mémolfe  présenté  à  TAcadémle  et  approuvé  en  4843, 
les  30  octobre,  6  et  ^7  nOYCmbre  :  5ur  U  CàtctU  de  la  réêistùnce  et  de  la  flexion 
des  pièceê  solides  à  simple  et  à  double  courbure  en  prenant  timultanèment  en 
considération  les  divers  efforts  auxqaeU  elles  peuvent  être  sonmites  dans  Ums  les 
êenSf  et  dont  les  extraits,  réunif  â  diTerses  notes  (Comptes  rendus  des  séances, 
L  XVII,  p.  QitH,  10)0,  4480,  4S3i,  et  XIX,  p.  40,  81  ),  ont  été  publiés  en  4844 
sous  le  titre  :  Mémoires  sur  la  résistance  des  solides. 

On  obtient^  par  cette  supposition ,  une  approximation  néêessalrement  bien  plus 
grande  qn*en  attribuant  aux  plans  des  aeetions  ime  simple  mcUnaison  sans  fou- 
chissement,  ainsi  que  nous  avions  fait  en  4837  dans  un  premier  travail  (Leçons 
litbograpbiées],  et  qu'il  vient  d'être  fait  dans  un  Cours  imprimé  en  4859,  et  dont 
Tauteur  considère  aussi  (au  moins  sous  le  rapport  4e  leur  déformation  ou  dti 
déplacements  de  leurs  points),  des  piéeea  courbes  soUîeitées  simultanément 
de  diverses  manières.  Nos  formules  générales  qui  donnent  les  déplacements  dus 
à  cette  action  compjexe  (4843,  Comptes  rendus  t.  XVn^  p.  40t4,  ferm.  48 
et  SO),  et  qui  ont  été  vérifiées  par  divers  géomètres  de  l'AUeinagne  ainsi  que  les 
considéraiioos  propres  à  déterminer  les  constantes  [id.^  p.  40S7] ,  sont  d'ailleurs 
faciles  à  modifier  dans  le  sens  de  nos  nouvdies  recherches,  de  manière  à  les 
débarrasser  de  la  double  hypothèse  de  rineurration  paraheloTdale  ei  des  glisse* 
menls  eonstaals,  coame  on  le  verra  aux  notes  de  U  section  IV  où  nous  nous 
occuperons  de  la  flexion  non  plane ^  qui  est  toi^ours  accompagnée  de  torsion i 
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pour  trouver  le  point  dangereux  où  a  lieu  la  plus  grande  valeur  de 
cette  quantité  positive  (p.  379  et  ZSU)  * 

2    Ro^''  V.2B,     2R',A     o>       1        r  y    ' 

qui  donne  déjà  le  maximum  du  rapport  ^  (S  A3,  p.  378}  relatif  aux 

•diverses  directions  en  chaque  point,  et  dont  il  s*agit  maintenant  de 
trouver  le  maximum  maximorum  ou  relatif  aux  divers  points,  afin 
d'exprimer  son  égalité  à  1  au  plus.  La  situation  de  ce  point  où  a  lieu 

le  plus  grand  rapport  -4-  des  écartements  moléculaires  à  leurs  li- 

mites,  lorsque  la  recherche  analytique  ne  peut  en  être  entreprise, 
peut  s'obtenir,  comme  on  verra,  par  un  t&tonnement  numérique  fondé 

sur  le  calcul  des  dilatations  longitudinales!  ou  des  valeurs  de  ±:  -  + 

-r-  +  -^-f  et  des  glissements  g',  g'j,  etc.,  en  un  nombre  suffisant 

de  points  des  sections  ou  de  leur  contour,  et  sur  leur  substitution 
dans  ce  preAiier  membre  dont  le  maximum  ne  doit  pas  dépasser 
Tunité,  ou,  plus  simplement,  dans  Texpression  rationnelle 

(«■•^y-(«'^H«-é(-s--)][-K(4--)] 

dont  le  maximum  est  astreint  à  ne  pas  dépasser  zéro. 

Il  est  entendu  que  lorsqu'on  pourra  faire  cette  recherche  analy- 
tiquement  on  ne  se  bornera  pas  à  prendre  ce  qu*on  obtient  en  éga- 
lant à  zéro  la  différentielle  de  Tune  des  expressions  dont  on  veut 
avoir  le  maximum.  On  examinera  si  les  valeurs  ainsi  trouvées  ne 
sont  pas  étrangères,  comme  répondant  à  des  points  hors  des  sec- 
tions; et,  en  tous  cas,  on  les  comparera  avec  celles  qui  répondent 
aux  valeurs  limites  des  coordonnées  u,  v^  et  qui  donneront  très- 
souvent  le  véritable  maximum ,  comme  on  en  a  vu  un  exemple  au 
S  32  pour  un  cas  de  torsion  seule. 

On  est  même  dispensé  de  rechercher  le  point  dangereux,  et  11 
s'indique  de  lui  même,  dans  des  cas  où  les  plus  grands  dangers  de 
rapture  par  les  seuls  glissements  g,  et  par  les  seules  dilatations  t,  ont 
lieu  au  même  endroit  ;  car  c'est  là  que  se  trouve  évidemment  le  point 


ART.  T.  TORSION  AVEC  FLEXION.  389 

(Du  no  150). 

dangereux  si  (1— ïii)i  y  est  positif,  puisque,  alors,  — ^^  5-  +  V^       • 
somme  de  deux  quantités  positives,  augmente  constamment,  soit 

Fi  Fi 

avec  ^  ou  —  T)j  -- ,  qui  sont  les  valeurs  qu'il  prend  lorsque  les  glis- 

r"  )  "^  v"t^)    ^^  ^^  ^® 
carré  de  la  valeur  qu'il  prend  lorsque  la  dilatation  i  est  nulle. 

Et,  si  (1  —  T)i)i  est  négatif,  soit  qu'il  y  ait  contraction ^  ou  soit 
qu'on  suppose  R'o  plus  petit  que  R.  —  tjjR',  ,  on  verra  par  les  exem- 
ples ci-après  du  cylindre  circulaire  et  même  du  cylindre  elliptique 
ou  du  prisme  rectangulaire  sollicité  à  fléchir  à  plat  et  non  de  champ 
en  même  temps  qu'à  tordre  et  &  se  contracter,  que  la  détermina- 
tion du  point  dangereux  se  réduit  ordinairement  alors  au  choix 
entre  deux  points  seulement  du  contour. 

S  /i5.  Valeurs  approchées  et  quelquefois  suffisantes  des  glisse- 
ments  de  cisaillement  g'^,  gf\  dus  aux  forces  transversales  P',  P". 
Raisons  de  leur  défaut  d'exactitude.  Égalité  et  simultanéité  con- 
stante des  glissements  longitudinaux  et  des  glissements  transver^ 
^oux.— -Nous  allons  compléter  ici,  ainsi  qu'au  $  suivant,  ce  qui  a 
été  dit,  à  la  note  du  n**  153,  de  ces  sortes  de  glissements,  sur 
lesquels  l'attention  des  constructeurs  commence  à  se  porter  d'une 
manière  plus  particulière,  principalement  depuis  la  publication 
d'un  travail  intéressant  de  M.  Jourav^ ,  ingénieur  russe ,  sur  les 
résistances  que  les  matériaux  doivent  opposer  à  la  rupture  sous 
les  eiTorts  qui  les  produisent  ('}• 

Dès  1837  (*),  et  ensuite  à  un  mémoire  d'octobre  18A3  C),  nous 
avons  défini  les  glissements  et  leur  mesure,  &  peu  près  comme  on  a 
vu  au  S  3  de  la  note  ci-dessus  du  n**  152  (*)  ;  et  nous  avons  calculé, 

(')  Remarquée  tur  la  rétUtance  éPun  carpi  prUmaiique  et  âfune  pièce  compo- 
sée^ eic,^  à  une  force  perpendiculaire  à  leur  longueur ^  par  M.  Jonravski,  Ueute- 
nant-colonel  du  corps  des  Ingénieurs  des  voies  et  communications  de  Russie.  — 
Annale»  dee  ponte  et  ehauttéeif  cahier  de  novembre  et  décembre  4  SIM  (qui  a  paru 
dans  le  courant  de  1857). 

(*)  Leçons  [lithographiées]  de  mécanique  à  VÈc,  des  ponts  et  ch.  (art.  6  et  7). 

^)  Comptes-rendus  des  séances  de  V Académie,  4843,  t.  XVII,  p.  944. 

(^)  Nous  n'avons  pas  fait  mention  ,  i  cette  note,  du  mémoire  de  H.  Jouravskl , 
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en  i854  Oi  par  une  analyse  rigoureuse,  la  grandeur  de  ceux  qui 
sont  toijjours  développés  dans  la  flexion  des  prismes  par  des  forces 
transversales  ne  faisant  pas  couplea  Mais  il  est  bien  évident,  sans 
calcul,  qu'un  glissement  dans  Tintérieur  d*un  corps  qui  se  déforme 
a  toujours  lieu  à  la  fois  et  également  sur  deux  droites  matérielles 
perpendiculaires  entre  elles  ;  car  ce  qui  le  constitue  c'est  le  chan^ 
gement  de  leur  angle  droit  en  un  angle  légèrement  aigu,  et  ce  qui 
le  mesure  c'est  (môme  note)  le  petit  rétrécissement  de  cet  angle,  ou 
la  prqjection  sur  Tune  quelconque  des  deux  droites,  de  l'unité  de 
longueur  portée  dans  la  direction  de  Tautre  après  ce  changement. 
Toutes  les  fols  donc  qu'il  y  a  glissement  sur  une  section,  parallèle* 
ment  it  une  droite  qui  y  est  tracée,  ou  que  deux  sections  glissent 
l'une  relativement  à  l'autre  suivant  cette  droite ,  il  y  a  glissement 
égal  sur  des  fibres  qui  leur  sont  perpendiculaires,  ou  glissement , 
Tune  devant  l'autre,  de  ces  fibres  comprises  dans  un  plan  parallèle 
à  là  même  droite. 

Nous  avons  observé  aussi,  il  y  a  quelques  années  0,  que  la  rup- 
ture produite  par  un  glissement  dépassant  une  certaine  grandeur 
s'opérait  naturellement  dans  la  direction  où  elle  éprouve  le  plus  de 
facilité  &  s^accomplir,  en  sorte  que,  dans  les  bois  par  exemple,  au 
lieu  d'une  séparation  transversale  des  tranches,  il  y  a  plus  sou* 
\Bnt  fente  longitudinale  ou  séparation  des  fibres. 

C'est  de  celle-K^i ,  ou  de  la  séparation  des  fibres  par  glissement 
les  unes  sur  les  autres^  que  s'occupe  M.  Jouravski. 

Il  commence  par  cette  remarque  judicieuse  ;  que  si  deux  prismes 
rectangulaires  égaux  A  et  B,  horizontaux  et  encastrés  du  même 
côté  O,  sont  simplement  superposés,  ils  ne  supporteront  ensemble, 
k  l'extrémité  libre  M,  jusqu*à rupture  ou  danger  de  rupture,  qu'un 


parée  que  oot  quttorie  premières  feuilles  (p.  4  à  SS4  )  éulent.  déjà  imprimées  et 
oflértes  à  dlTers  saTtnls  à  l'époque  où  ce  mémoire  a<élé  connu. 

(1)  MétHoin  tur  la  flexion  des  prismes  et  sur  les  glistements  transversaux  et 
longitudinaux  quiVaccompagnentf  présenlé  le  30  novembre  4854  et  lu  avec  un  com- 
plément le  30  Juillet  4855  (Compi««  rendus,  t.  XXXIX  p.  4097,  et  XL  p,  U3), 
et  Inséré  au  Journal  des  matkématiçues  pures  et  appliquées  au  commencement 
de  4S56,  t.  1*'  de  la  %•  série. 

f^)  Mémoire  sur  la  torsion  des  prismes,  etc.,  lu  é  TAcadémle  le  43  Juin  4853 
(Savants  étrangers,  t.  XIV)  art.  38  et  83. 
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poids  P  moitié  moindre  que  s'ils  étaient  empêchés  de  gUsser  Tun  sur 
a  c  l'autre  ou  s'ils  ne  faisaient  qu'un  seul  et 


m 


0        0 
6 


|n  A  J     même  prisme  ;  car,  a  désignant  leur  lon- 

— -- — |M   gueur  OM,  b  leur  largeur  commune,  c  leur 
B  I      h.anteur  ab  ensemble,  R,  la  plus  petite  des 


|:::*:;--i!L-*:;::i     d««  »'»'»««  '  ^poeer  rune  aux  tensions, 

l'autre  aux  pressions  longitudinales  des 
fibres  par  unité  de  section,  on  a  (n*  li5)  s 

bc* 

S'ils  sont  unis,  Pa  =  R«  -z* 

o 

b  /cN*         bc* 
'ils  sont  séparés  et  sans  adhésion  sur  leur  laoe  de  oontaot  OM,  Pa  =  2.Rp  z  (  ^  ]  =Ri>tâ'  « 

d'où  l'on  yolt,  dit-il  très-bien»  que  Vadhèsion  latérale  deijibres^ 
ou  leur  résistance  au  glissement  longitudinal, ^'oua  un  rôle  impor-- 
tant  dans  la  résistance  des  solides  à  la  rupture  par  des  efforts  per^' 
pendiculaires  à  leur  longueur  (')• 

Il  évalue  l'effort  qui  tend  à  vaincre  cette  adhésion  sur  une  lon- 
gueur quelconque  oM= a  —  a;  de  la  face  de  jonction  OoM  des  deux 
moitiés  supérieure  et  inférieure  du  prisme  unique  de  hauteur  c,  en 
remarquant  que  cet  effort  doit  être  égal  à  la  somme  des  tractions 
qu'exerce  la  partie  de  gauche  Ooa  sur  la  partie  de  droite  ooM  de  la 
moitié  supérieure  du  solide  h  travers  la  moitié  oa  de  la  section  aob 
située  ^  la  distance  Oo  ==  x  de  l'encastrement  ;  car  cette  égalité  est 
nécessaire  h  l'équilibre  de  translation  horizontale  de  la  partie  ooM, 
de  même  que  la  nullité  de  la  somme  algébrique  des  tractions  posi- 
tives et  négatives  à  travers  toute  la  section  aob  est  nécessaire  à 
l'équilibre  de  toute  la  partie  du  prisme  à  sa  droite.  Or,  v  représen- 
tant toujours  Tordonnée  d'un  élément  superficiel  quelconque  de  la 
section  aob  par  rapport  à  la  médiane  ou  ligne  des  fibres  invaria- 
bles 0,  et  R  la  tension  par  unité  de  'section  des  fibres  supérieures 

en  a,  qui  répondent  à  t;=:^,  la  traction  sur  l'élément  est  il ^ 


(*)  Cette  obserraUon  tTâit  d^A  été  dite  en  4767  par  Duhamel  du  Monceau 
( Du  transpart  et  de  la  force  dee  boiê,  in-4*,  p.  44  6-44 7). 
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multiplié  par  sa  surface,  et  la  somme  des  tractions  est  ainsi 


j 


R,  —  .bdv  =  JI-T-- 
c  ti 


Mais  comme  on  a  pour  le  moment  de  flexion,  autour  de  o  ; 
P(a-.x)=f*    R,^béb.v=zR.^  =  R^, 

j-C/2         C  C  6   • 

on  peut  éliminer  R^  ce  qui  donne  pour  la  même  somme  de  tractions 
à  travers  oa,  ou  pour  reflfort  égal  s*exerçant  horizontalement  sur  la 
portion  de  face  intérieure  oM  : 

3P(a— x) 
2       c 

Il  est,  comme  Ton  voit,  proportionnel  à  la  longueur  a — x  de  cette 
portion  de  face.  M.  Jouravsici ,  un  peu  plus  loin ,  le  regarde  aussi 
comme  proportionnel  à  la  superficie  ou  le  suppose  également  ré- 
parti sur  la  largeur  de  la  pièce  comme  on  voit  qu*il  Test  sur  la  Ion  • 
gueur  ;  ce  qui  donne  pour  la  mesure,  par  unité  superficielle,  de  cet 
effort  tendant  à  séparer  par  glissement  longitudinal  les  deux  moitiés 
A  et  B  du  prisme 

2bc' 

Et ,  sur  une  face  longitudinale  LmN  située  &  la  distance  v  de  la 
ligne  des  fibres  invariables,  Tefibrt  analogue  doit  être,  pour  une  lon- 
gueur mN  =:a— z,  afin  que  amN  soit  en  équilibre  de  translation 
horizontale ,  égal  à  la  somme  des  tractions  s^exerçant  à  travers  la 

partie  de  section  ma^  d'une  hauteur  r  -- 1?,  ou  égal  &  : 

ce  qui  donne,  par  unité  superficielle,  en  éliminant  encore  R  : 
M.  Brosse  (*)  a  rendu  ce  raisonnement  plus  général  ou  applicable 

fi)  Cours  de  Mécanique  appliquée,  4859,  ii*88.  p.  90U20i. 
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a  c 


m 
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in 
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N 
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;^<-    ■X—>k---a~'X 


à  d'autres  cas»  en  considérant  l'action  longitudinale  exercée  seule- 
ment sur  une  portion  infiniment  courte 
o^  =  <2x  de  la  face  horizontale  OM ,  et  en 
régalant  à  la  diflférence  des  tractions  à 
travers  les  moitiés  supérieures  oa^  te  des 
deux  sections  infiniment  voisines  aob , 

ctd;  tractions  qui  sont  ici  r    ^^~~'^' 

3P(a— x— dx)  .   ,  ^     .         3  P  .,.  fi 

^  — ^ '  ;  ce  qui  donne  toujours  ^  t-  par  unité  superfi- 
cielle de  la  petite  face  b .  dx  dans  le  cas  particulier  de  M.  Jouravski, 
où  les  sections  sont  égales  d*un  bout  à  Tautre,  et  où  la  flexion  est 
déterminée  par  une  force  transversale  P  et  non  par  un  couple  ;  car, 
dans  ce  dernier  cas,  on  trouverait  zéro ,  ou  aucun  effort  pour  faire 
glisser,  comme  nous  Pavons  fait  remarquer  ailleurs. 

Or,  ainsi  modifié,  on  peut  voir  que  ce  raisonnement  revient  pres- 
que identiquement  à  ce  que  nous  avons  donné  au  $  2  de  la  note  du 
n*"  153  pour  déterminer  la  loi  de  variation  des  glissements  aux 

divers  points  des  sections 
aobb'&a'  (fig.  ci-contre  repro- 
duite de  la  p.  208)  à' \xn  prisme 
rectangle  mince  fléchi  de 
champt  et,  par  suite  (S  3)  la 
forme  en  doucine  affectée  ^ 
après  la  flexion^  par  ces  seC' 
lions  primitivement  planes  ; 
forme  que  nous  avions  déjà 
déterminée  de  cette  même 
manière  élémentaire,  mais 
seulement  approchée,  à  la  fin  du  complément  de  juillet  1855  à  notre 
mémoire  sur  la  flexion  et  les  glissements,  d'abord  exactement  cal- 
culés dans  le  cours  de  ce  même  mémoire  ('). 

E 

En  effet,  -  (p.  209-213)  est  la  même  chose  que  ce  que  nous  apa 


C)  Journal  des  mathématiques  paires  et  appliquées^  l.  T',  1856,  p.  4  84-1 S^. 
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pelons  Ici  —  ;  et  les  efforts  tangentiels  Gg»,  Gg  sur  Tunlté  des  élé- 
c 

ments  superficiels  de  la  section  transversale  amob^  en  o  et  en  m  ou 
aux  distances  séro  et  v  de  la  ligne  o&  des  fibres  de  longueur  inva^ 
riable,  sont  égaux  aux  efforts  tangentiels  sur  Tunité  des  éléments 
adjacents  des  sections  longitudinales  oi.mn;  égalité  qui  a  lieu  non- 
seulement  lorsque  la  contexture  du  solide  est  la  même  dans  les 
deux  sens  longitudinal  et  transversal,  mais  même  lorsqu'elle  varie 
d'un  sens  à  Tautre  d*nne  manière  quelconque,  d'après  le  théorème 
de  réciprocité  des  composantes  tangentielles  d'actions  sur  deux 
faces  perpendiculaires,  dû  à  M.  Gauchy  et  que  nous  avons  démontré 
au  S  89  (p.  Ske-Slil). 

Le  raisonnement  de  M.  Jouravski,  un  peu  plus  élémentaire  que 
celui  de  la  note  citée  du  n**  158,  et  suffisant  dans  le  cas  le  plus  or- 
dinaire, donne  comme  Ton  voit,  non-seulement  ce  qu'il  a  cherché, 
c*e8t-à-dire  les  efforts  tangentiels  longitudinaux  (et,  par  suite,  les 
glissements  relatifs  des  fibres),  mais,  aussi,  les  effbrts  tangentiels 
transversaux  ou  sur  les  sections  et  la  loi  de  variation  des  glisse-- 
ments  qui  s*y  opèrent  ($  2  de  la  même  note)  ;  loi  exprimée, 
d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  comme  d'après  le  %  cité ,  par 


«=n['-(i)"]<'> 


pour  un  rectangle  dont  la  section  bxc=:by  est  assez  peu  large 
pour  que  ces  glissements  ou  ces  efforts  puissent  être  regardés 
comme  égaux  sur  tous  les  éléments  de  chaque  bande  horizontale 
mm'p'p  (2*  fig.,  p.  précéd.). 

En  sorte  que,  bien  que  s'appuyant  sur  la  théoria  ordinaire  de  la 
flexion  qui  part  de  la  supposition  que  les  sections  restent  planes 
et  normales,  ce  raisonnement  donne  la  preuve  la  plus  élémen- 
taire qu'elles  s'inclinent  et  sHnfléchissenl  doublement* 

On  peut  l'appliquer,  comme  a  fait  M.  Bresse,  à  des  sections  d'une 
autre  forme  que  le  rectangle,  mais  en  ajoutant  toujours  la  condition 
de  petite  largeur.  Soient  : 

(^)  Celte  expression  approchée  se  trouTâit  déjà  à  l'art.  44  de  notre  Mémoire  iur 
la  torsion. 
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U  =  mm!  la  largeur  variable  et  supposée  petite  de  la 
section  oGo'C  d'un  prisme  ou  cjlindre,  &  la  dis* 
tance  v  de  la  ligne  oo'  des  fibres  invariables, 
v'  la  plus  grande  valeur  de  v,  ou  la  hauteur,  au-dessus 

de  oo\  du  point  le  plus  élevé  G  de  la  section, 
I  son  moment  dMnertie  autour  de  oo\ 
a«— X  le  bras  de  levier,  pour  cette  section,  de  la  résul- 
tante ou  somme  de  composantes  des  forces  extérieures 
estimée  dans  une  direction  parallèle  àv,  résultante 
ou  somme  que  nous  avons  appelée  P^  aux  SS  ci-dessus  de  la  pré* 
sente  note,  où  g\ ,  G^'  désignent  le  glissement  et  son  coefficient 
d'élasticité  dans  la  môme  direction. 
On  a  comme  on  vient  de  voir  (ou  note  du  n*  80) 

P*(a— X) 
— î—" 

pour  la  traction  exercée  sur  Tunité  superficielle  de  section  des  fibres 

P"  la x\  C^' 

traversant  la  bande  mm'j/p  =  Vdv  ;  d'où  — ^ V   Vvdv  pour  la 

somme  de  ces  tractions  à  travers  la  partie  supérieure  mGm',  qui 
doivent  faire  équilibre  h  Teflbrt  tangentiel  longitudinal  s'exerçant 
en  sens  opposé  sur  la  portion  U(a~x)  de  la  face  formée  par  les 
fibres  qui  passent  par  mm'.  D'où,  pour  Teflbrt  sur  Tunité  de  lon- 
gueur de  cette  face 


P"f»' 


ce  qui  donne  pour  le  glissement  sur  cette  face  et  par  conséquent 
aussi  sur  la  section  transversale  à  la  hauteur  r,  l'expression  géné- 
rale approximative 


^  -  ^'   ['' 


Vvdv; 


p// 
ou  ^^jTTTz  multiplié  par  le  moment  statique  de  Taire  mCm'  par  rap- 

G  iU 

port  &  la  ligne  oo'  ('). 

(^)  La  somme  J  G"g"iCf(o=  J  G'V\C(fv,  étendue  A  toute  la  section,  des  efforts 
tangentiels  sur  ses  éléments ,  dans  le  sens  v,  doit  être  égal  A  l'eflbrt  transTersal  ei- 
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Par  exemple  si  la  section  est  une  ellipse  dont  les  axes  sont 
00' =  6,  CC' =  c,  on  a 

en  sorte  que  le  glissement  central  répondant  à  t?  =  o  serait  les  A/3 

P" 
du  glissement  moyen  g^  tandis  qu*il  en  serait  les  3/2  pour  le  rec- 
tangle. 

Si  la  section  est  le  double  T  à  semelles  ou 
2  nervures  égales  considéré  au  $  13  de  la  note 
du  n«  120  (p,  138)  dont  nous  reproduisons  ici 
la  figure  cotée,  on  a  U  =  6  —  6'  pour  Vâme  ou 
lerectangle  même  qui  unit  les  semelles,  et  \]=b 
pour  celles-ci.  D*où  Ton  tire  facilement,  vu  que 

w=6c— 6'c',  1  = j^ — ,  pour  le  glisse- 
ment central  que  nous  appellerons  g",  : 


c-d 


_  3  JP^  bC'-b'c'   ftc«—  b'&* 


térieur  total  P"  dans  ce  même  leos.  Or  rexpretsion  qa*on  vient  de  donner  de  g'\ 
aalisralt  à  celte  condition ,  car,  en  appelant  v"  la  distance  à  oo'  du  point  le  plus 


P"  f  I»'      c^ 

"  =  -  \       dv\  l 
1   J-«"     J* 


bat  C  de  la  leclion  oCo'c',  l'égaUié  P"  =  •-  \       dv  \  Vvdu  m  Tèrifle  f i ,  en  ; 
remplaçant  le  moment  d'inertie  I  par  sa  râleur  générale,  on  récrit 


vXvdv  =  y        dv  V     Vvdv, 


En  effet ,  si  l'on  intégre  par  parties  le  premier  membre,  il  se  change  en 
v'  \        Vvdv  —  \        dv  l   \        Uvdv  —  1    Vvdp  \  ,  qui  n'est  antre  chose 

que  le  second  membre,  yu  que  rintégrale  \        Uvdv  est  nulle  en  rertu  de  ce 
que  o</  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  section. 
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OU  1   Si  — j—  =  -  ,  — —  =  J,  ^  =  2»  comme  à  la  figure  : 

jy/ 

g"o  =  2,22  ^j^,  plus  de  deux  fois  le  glissement  moyen. 

2"*  Si  le  rectangle  qui  unit  les  semelles  est  deux  fois  plus  mince,  ou 

.6  —  6'      1  2165  P"  P" 

Si— 5- =  3^  g"o  =  ^^g^  =  8,320ûg;;;;;Oudetroisàquatre 

fois  le  glissement  moyen. 

3°  Si  les  épaisseurs  6"=  6  —  6',  d^^c—c'  sont  très-petites  vis- 
à-vis  de  b  et  de  c»  la  valeur  suivante,  qu'on  obtient  en  effaçant 
d'abord  6c— 6'c'=  w  au  numérateur  et  au  dénominateur,  puis  sub- 
stituant et  négligeant  les  carrés  de  b'\  cf'  : 

Glissement  central  g".  =  ç^,.^i_^y  (l  +  i  a^.). 

OU  g"o  =  -T^—Tt — iTT  si  y  est  sensiblement  plus  petit  que  c"  en 

sorte  qu'on  puisse  réduire  la  parenthèse  à  1.  L'effort  central  Q!*^\ 
est  alors  le  môme  que  si  les  nervures  n'existaient  pas ,  et  l'âme,  ou 
la  pièce  verticale  qui  les  lie,  devrait  être,  comme  dit  bien  M.  Bresse, 
seule  et  abstraction  faite  des  nervures,  capable  de  supporter  l'ef- 
fort P''  qui  tend  à  opérer  la  séparation  par  glissement  (*). 

On  voit  que,  pour  les  pièces  étroites  au  milieu,  telles  que  les 
rails  de  chemin  de  fer  et  les  pièces  à  section  en  double  T  ou  en 


(1)  On  peut^  même,  appliquer  ce  mode  d'évaluation  des  glissements  à  une  sec- 
lion  non  symétrique  par  rapport  à  la  ligne  des  fibres  invariables.  Si  c'est,  par 
exemple,  un  triangle  isocèle  dont  c  est  la  hauteur  et  h  la  base  placée  à  une  dis- 
tance Va  ^  au-dessous  de  cette  ligne,  ob  a 

_^6c        ^Ih^        _-^x      ^ 
**~?'    '""36'    """3     T' 

4    P"   /.       3t»\  /.      3«\ 

Le  glissement  est  nul  sur  la  base  comme  au  sommet;  et  on  a  le  glissement  ctn- 

P" 
irai  =  les  ^/|  du  glissement  moyen  -;p*. 

G  Ci> 
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tuyau  carré,  et,  aussi,  comme  Ta  fait  H.  Jouravski  pour  les  pièces 
composées  de  plusfeurs  autres  qui  sont  superposées  et  unies  par  des 
clefs  (voyes  sect  iy«  ci-après),  les  glissements  indépendants  de 
ceux  que  la  torsion  produit  peuvent  avoir  assez  dMnfluence  pour 
mériter  d'être  pris  en  considération  dans  Tévaluation  de  la  résis- 
tance à  la  rupture ,  et  aussi  dans  le  calcul  de  la  flèche  de  flexion, 
qui,  pour  être  complète,  doit  (S  4  de  la  note  du  n"*  163)  s'évaluer 
par  l'expression 

c'est-à-dire  par  l'expression  ordinaire  augmentée  du  produit  g,a  de 
la  longueur  a  de  la  pièce  par  le  glissement  central  go  ou  l'incli- 
naison prise  par  la  fibre  moyenne  sur  le  plan  tangent  à  la  section 
devenue  courbe. 

Mais  les  expressions  obtenues  par  cette  méthode  pour  les  glisse- 
ments et  les  efforts  tangentiels  ne  sont  pas  exactes,  et*  quoique 
pouvant  suffire  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas  »  elles  diffèrent 
sensiblement  de  la  réalité  dans  d'autres ,  principalement  lorsque  la 
section  ofllre  une  certaine  largeur  perpendiculairement  à  la  force  V" 
qui  la  sollicite. 

En  effet ,  les  seconds  membres  des  équations  ci-Kiessus, 

P  f  •*  p  C^ 

0"6r.  =  y  \   Vvdv ,     G"Ug"j  =  1  \   l]u(k , 

donnent  bien  dans  tous  les  cas  les  effbrts  tangentiels  totaux  sur 
l'unité  de  longueur  des  faces  horizontales  intérieures  qui  passent, 
Tune  par  le  centre  de  gravité,  l'autre  à  une  hauteur  t*  au^essus.  Mais, 
vu  rinégalité  possible  des  glissements ,  les  efforts  en  question  peu^ 
vent  être  très-inégalement  répartis  sur  la  largeur  6  ou  U  de  ces 
faces ,  et  il  conviendrait  d'en  connaître  au  moins  la  plus  grande  va- 
leur par  unité  superficielle  de  leurs  éléments,  afin  de  l'introduire 
dans  l'équation  qu'on  pose  pour  assurer  la  stabilité  de  la  cohésioUé 
Ces  effbrts  peuvent  même  être  plus  considérables  sur  certaines  faces 
aussi  longitudinales ,  mais  obliques  à  u  et  à  v,  ou  non  perpendicu- 
laires à  la  force  sollicitante  F',  car  cette  force ,  parallèle  à  t?,  peut  * 
très-bien  développer  et  développe  en  effet  sur  la  section  co,  comme 
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on  Ta  voir,  avec  les  glissements  g^'i  parallèles  à  cette  coordonnée  v, 
des  glissements  g'i  parallèles  à  l'autre  coordonnée  u;  et  il  en  ré- 
salte,  dans  la  direction  de  celle-ci,  des  efforts  G'g'i  qai,  bien 
qu'ayant  une  somme  algébrique  nulle,  ont  individuellement  des 
grandeurs  finies  et  se  composent  avec  les  G''g^\  pour  produire 

des  efforts  résultants  v^(G"g'',)*  -f  {G'g\)*  plus  grands  que  G"g^i  >ux 
divers  points  de  la  section  transversale ,  et  en  même  temps  sur  des 
sections  longitudinales  faisant  avec  les  v  des  angles  dont  la  tangente 

est  ^'«'i 

S  A6.  Valeurs  exactes  des  mêmes  glissements  g'i,  fg\  indèpen," 
dants  de  la  torsion.  Identité  des  limites  à  imposer  aux  efforts  tan'* 
gentiels  transversaux  et  aux  efforts  tangentiels  longitudinaux  per" 
manents.  Description  exacte  des  formes  courbes  prises  par  les 
sections  des  prismes  fléchis  inégalement  d^une  extrémité  à  Vautre. 
—  Pour  arriver  à  connaître  ces  divers  efforts  tangentiels  ou  ces  di- 
vers glissements,  il  est  nécessaire  de  poser  Téquation  d'équilibre  de 
translation  longitudinale,  non  plus  d'une  portion  ou  d'une  tranche 
du  solide  répondant  à  une  partie  finie  mCm'  ou  maa'n  de  la  section, 
ni  même  d'une  de  ses  zones  infiniment  peu  hautes  mm'p'p  (2*  figure 
p.  393,  et  figure  p.  395),  mais  d^une  seule  fibre  élémentaire^  comme 
nous  avons  déjà  dit  qu'il  fallait  faire  pour  assurer  l'équilibre  de 
détail  (S  à  de  la  note  du  n«  80,  p.  38),  et  comme  nous  avons  fait  au 
$  6  pour  la  torsion  lorsqu'il  a  été  quesiion  de  déterminer  les  glisse^ 
ments  et  les  gauchissement  qu^elle  engendre. 

Soient  1/,  V  les  coordonnées  de  cette  fibre  supposée  prismatique 
rectangulaire  ayant  une  largeur  du ,  une  hauteur  do  et  une  lon- 
gueur dx.  Ses  deux  faces  dudx  de  dessous  et  de  dessus  éprouve- 
ront des  actions  tangentielles  longitudinales  opposées 

G'Yidudx ,    —  G'Yg"i  +  ^  dv^dudx, 
et  ses  deux  faces  latérales  dcdx,  des  actions 

G'g'^dudr,    —  G'^g'i  +  ^<^)  d^<^* 
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Si  les  deux  bases  dudv  ue  supportaient  aucune  traction  ni  pres- 
sion dans  le  sens  longitudinal,  Téquilibre  s'exprimerait  en  égalant  à 
zéro  la  somme  de  ces  quatre  forces,  ce  qui  reproduirait,  en  di?i- 

de'         '  ùs!' 
sant  par  le  volume  dudvdx^  Téquation  G'  ^  -f  G"  —-  =  0  obtenue 

dans  le  problème  de  la  torsion  ($  39,  p.  347).  Mais ,  dans  la  flexiop , 
les  fibres  éprouvent  loogitudlnalement  des  dilatations  et  contrac- 
tions variables ,  et  nous  avons  démontré  (note  du  n**  80 ,  $$  3  et  4) 
que  si  la  variation  est  uniforme  quand  on  chemine  dans  le  sens  d*une 
coordonnée  transversale  v,  et  si  les  faces  latérales  du  prisme  sont 
libres,  les  contractions  ou  dilatations  transversales  correspondantes 
se  règlent  de  telle  manière  que  les  fibres  n'exercent  les  unes  sur 
les  autres  aucune  action  normale;  en  sorte  que  leurs  tractions  & 
travers  les  éléments  d'une  section  u>  varient  aussi  linéairement 
avec  V  ou  peuvent  être  exprimées  par  £(c+  c!v).diù  qu*on  amène 

à  la  forme  — ^-| r.dw  en  exprimant  leur  équilibre  d'ensemble 

avec  une  force  extérieure  F'  agissant  parallèlement  à  v  à  une  dis- 
tance a — a;  (car  il  en  résulte  c  =  0 ,  Ec'Jr'dw  «  V"{a  —  x)  si  Taxe 
des  u  passe  par  le  centre  de  gravité  de  co  et  est  un  de  ses  deux  axes 
d'inertie). 

Kous  avons  donc,  sur  les  deux  bases  dvdv  de  notre  élément  de 
fibre,  et  sans  faire  l'hypothèse  fausse  que  les  sections  restent 
planes  et  que  les  fibres  se  comportent  tout  à  fait  comme  isolées 
(mais  en  partant  seulement  de  la  supposition  de  cette  variation  uni- 
forme des  dilatations  que  la  suite  justifie),  des  actions  : 

P"  P"  -• 

— =-  (a — x)v,dudv    et    —  {a—x—âx)v.dudv. 

Faisant  la  somme  de  ces  deux  forces  et  des  quatre  précédentes , 
et  égalant  à  zéro,  on  obtient,  pour  l'équilibre  de  Télément  dudvdx  : 


du  do  I      ' 


équation  indéfinie  à  satisfaire  en  tous  les  points  d^une  section  trans- 
versale quelconque* 
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(Ou  il*  tlM}. 

£t,  au  contour  de  cette  section ,  les  glissements  g'^,  g'^  doivent 
vérifier  absoloment  la  même  condition  définie  que  g',  g''  dans  le 
cas  de  la  torsion ,  c'est-à-dire  (S  39,  p.  3kS]  : 

G'V         d.  V 

car,  écrite  -^^  =  t-,  elle  exprime  (SS  ^  «'  39)  que  la  surface  la- 
térale du  prisme,  soumise  seulement  à  la  pression  de  Tatmosphëre 
qui  agit  normalement,  ne  supporte  aucune  action  dans  le  sens  des 
fibres  ou  arêtes,  et  que  par  conséquent  la  section  «a  n'éprouve,  aux 
points  de  son  contour  (voyez  aussi  p.  207) ,  aucune  action  ti*ans- 
versale  normale  à  ce  contour,  dont  Télément  a  pour  projections  du, 
dv  sur  les  axes  coordonnés. 

\fais ,  outre  ces  conditions  statiques ,  g\  et  g'\  sont  aussi  as- 
ti*eints  à  satisfaire  à  une  condition  géométrique 

du        dv  ~^  £[  • 

Jir"      de' 
analogue  à  -j -^  =  20  qui  résulte  des  expressions  trouvées  $  5, 

g'  =  -î Ot?,  g"==  ^  4-  Ou  pour  les  glissements  dus  à  la  torsion. 

Elle  exprime  en  effet  que  g'i ,  g^'i  (suivant  la  définition  des  glis- 
sements donnée  aux  $$  3  et  4  de  la  note  du  n**  152  )  ne  sont  autre 
chose,  en  chaque  point  de  ta ,  que  les  projections  d'un  même  très- 
petit  angle  sur  les  plans  coordonnés  des  (x,  u)  et  des  (x,  r) ,  savoir 
l'angle  que  fait  la  normale  actuelle  à  l'élément  dcu  avec  la  fibi*e 
modifiée  qui  y  passe.  Cette  normale  et  cette  fibre  étaient  primi- 
tivement coïncidentes  et  parallèles  à  la  fibre  moyenne  dont  la  tan- 
gente ,  à  son  point  de  passage  par  la  section ,  est  prise  ici  pour  axe 
desx;  elles  se  sont  inclinées  légèrement  sur  la  direction  de  cet 
axe,  et  les  glissements  g\,  g^\  se  composent  chacun  (comme  g', 
g"  du  §  5}  de  ce  qui  vient  de  l'inclinaison  prise  par  la  normale, 
et  de  ce  qui  vient  de  l'Inclinaison  prise  par  la  fibre  particulière 
sur  cet  axe  ou  cette  fibre  moyenne.  Or,  ainsi  qu'à  ce  S  5,  les 

quotes-parts  de  rincllnaison  de  la  normale  sont  -^  pour  g',,  g^ 

I.  26 
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pour  êf^'i  »  si  s  daigne  (eoame  au  g  Sde  la  note  du  n«  169)  fa  petite 
ord(Nftnée  de  la  surface  courbe  affectée  par  la  seetioii  ou  la  distance 
actuelle  de  son  élément  dtù  au  plan  des  (u,  v)  normal  à  Taxe  et  mené 
par  le  point  où  il  traverse^;  en  «orte  que  ce  qui  Tient  de  rinclinaison  | 

prise  par  la  normale  sur  Taxe  donne  — ; —  t-t  ou  zéro  dans  la  diffé- 

émd9     dw4u 

rcnce  -^  —  <^.  Les  quotes-parts  de  rinclinaison  de  la  fibre  sont» 

endésignant  par  «^  ?  les  déplacements  transversaux  des  points  dans 

,  du  ,    d^         ^,  .  j  d  âf      d  da. 

lessensM,»,  ^  pour  g't,gj  pour  g"|,  ce  qui  donne  ^^t  ^gg 

pour  ~ ,  -^  ;  or  ces  deux  quotes-parts  sont 

égales  au  signe  prèe,  car,  d*après  ce  qu^on  a  vu 
^.^    aux  S$  S  et  A  de  la  note  da  n*  80  (p.  9h-9f)^ 

'*'  '  *'  "  les  petites  lignes  telles  que  mn  =.du^mp=.  do, 
tracées  primitivement  à  angle  droit  sur  les  sections  d'un  prisme 
fléchi  dont  les  faces  latérales  sont  libres,  restent  perpendiculaires 
les  unes  aux  autres,  et  on  voit  par  la  figure  que  la  conservation 

de  leur  orthogonalité  exige  qu'on  ait  ^^-ï  =  j:*  On  a  donc 

1^_  T^^  ^  ^  ^  £  ^*  ^^  ^^  déplacements  dans  le  sens  traun 
versai  u  sont  dus  aux  contractions  latérales  i)i=  y^  — ^        ^  qui 

JSI 

accompagnent ,  cwnme  nous  savons ,  les  dilatations  longitudinales 
i=       g.^  ;   et  leur  grandeur,  pour  Tabsclsse  w»  est  ainsi 


-  (in 

\- 

V 

• 

L.- 

-  -'  '"  1 

C*  . ,  P"(o— a:)  ^,  ^       ^  d  da       ^ 


Er 


Ces  équations  peuvent  être  changées^  comme  celles  qui  sont 
i-elatives  à  la  torsion,  et  comme  nous  avons  fait  au  Mémoire  sur  la 
flexion  présenté  le  20  novembre  185A,  en  équations  aux  différences 
partielles  ayant  pour  inconnue  le  petit  déplacement  longitudinal  i 
des  points  des  sections  transversales  ta  qui  s'inclinent  et  se  cour- 
l>ent.  Mais  on  peut,  simplement,  égaler  g',  i  g",  à  des  expressions 
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aiséèriqim  mi  transcendantes  affectées  de  ooefBciMita  iadéter* 
mÊaés,  par  exemple^  avx  exprantons  entièree  en  u,  v  t 

e'i  =  g'.  +  Au  +  A'v  +  Bu*  +  B'mîj  +  BV  +  Cm'  + 

«^i=g"«+ A,tt  +  A\v  +  B,tt«  +  Bfjttt?  +  r,i?»+  Citt»+ 

Qt  astreindre,  par  substitution,  les  coefficients  A,  A't .....  \  » 

à  satisfaire  à  la  première  et  à  la  troisième  équations  en  g'j ,  ^\ ,  ce 
qui  en  réduit  le  nombre.  Substituant  ensuite  dans  la  deuxième 
G"g^\du  —  G'g'idv  —  0,  on  a,  en  u  et  r,  Féquation  différentielle  gé- 
nérale du  premier  ordre  des  contours  de  sections  de  prismes  do&t 
la  flexion  donne  lieu  aux  glissements  g^^ ,  g'\  ainsi  exprimés,  et  aussi 
aux  dOatattona  imriaat  «nUbmément  m  linéairement  oonune  on 
Ta  supposé  à  priori  O* 

L*intégration  de  cette  équation  en  u  et  v  des  contours  se  fait  sous 
forme  finie  quand  on  réduit  les  expressions  entières  de  g', ,  g''^  aux 
termes  du  second  degré  (et  il  y  en  a  forcément  totgours  de  ce  degré), 
auxquels  on  peut  joindre  un  terme  constant  g^o  dans  celle  de  g^,  ; 
car  en  faisant  g".+B"it?*  =  B'\v'*  on  rend  homogène  cette  équation 
diflTérentielle,  et  les  variables  se  séparent  par  v^  =stu. 

Il  en  résulte  dee  sections  en  nombre  infini,  dent  les  conteurs  »  en 
appelante  leur  plus  grande  largeur  et  c  leur  plus  grande  hauteur» 
sont  représentés  par  Téquation 

oùroaa  K:.___£.y,^ 

et  oi  n  est  on  nombre  positif  qui  doit  être  >  ^, -— ?  pour 


(*)  Cette  équation  du  premier  ordre,  toi^ouri  iolè|raIe  quand  ce  ne  lerail  qu'eu 
sérié  ^  peut  représenter  tontes  les  eonrbe*  poaelMeff ,  MnKmt  si  a«  foriMe  algé- 
briques on  Joint  les  formes  transcendantes  de  g'i,  g'^].  La  supposition  qu'il  a  fallu 
frire,  leicemndao  $  4  de  la  n«l*d«  ■*  SS,  iw  le  nede  et  varlmkMidtt  dUatt- 
tiens  quand  on  passe  d'une  fibre  A  l'autre  dans  le  sens  transversal  v,  se  IrnuTe 
donc  compléicment  Justifiée  ;  en  sorte  que  notre  théorie  de  la  fleilon  et  des  glisse^ 
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que  l'équation  doone  des  courbes  fermées  (*),  mais,  du  reste,  quel- 
conque entier  ou  fractionnaire,  pair  ou  impair  (et  pouvant,  dans 
ce  dernier  cas,  être  traité  comme  pair  en  multipliant  par  2  son 

numérateur  et  son  dénominateur,  de  sorte  que  (-^  j  reste  positif 

pour  des  valeurs  négatives  de  u). 

Et  Ton  a,  pour  ces  sections ,  des  glissements  dans  les* directions 
t/,  V,  dont  les  valeurs,  déterminées  par  une  force  traosversalel^pa* 
rallèle  aUx  r,  sont  les  suivantes  : 


—  P"tto       .,  F'c»      r  f.     Uv*\    ,      ^.^  kun 


*^  (n+i)Gl 


On  peut  facilement  vérifier,  par  la  difTérentlation ,  que  ces  ex- 
pressions de  g'i,  g'',  satisfont,  quelle  que  soit  la  quantité  con- 

dip'  dtt^'  P" 

slante  K,  à  6'  -r~^  +  G''  -^  =  —  >--«  pour  toutes  les  valeurs  de 

du  dv  I      '^ 

M,  tj,  et  à  G"g",— G'g'i  ■£•  =0  si  2^  est  ce  qu'on  tire  de  Téqua- 

■t)  + =  1  des  contours. 

Et,  au  moyen  de  la  valeur  — ^^   *— 2(n  f  i)  ^  j  — î^-,  que 


mmls  qui  l'accompagneot  D*a  rien  dtt  procédés  hyhride$,  miF^malytiquet  et  mt- 
empiriquesy  ne  servant  qu*à  moêquer  les  abords  de  ta  véritable  sdence^  que  si- 
guale  M.  Lamé  (Leçons  sur  les  coordonnées  curyllignes,  1969^  fin  de  la  49*  leçon, 
p.  358);  car  elle  démontre  que  pour  toute  espèce  de  section  d'un  prisme,  on  peut 
appliquer  sur  ses  bases  eitrénes  des  forces  tant  normales  que  tangentielles  distri- 
buées de  telle  manière  que  les  dilatations  et  glif sements  suifcnt  partout,  et  rigoM" 
rensement,  la  loi  qu*eipriment  les  formules.  Le  recours  aux  faits  d'expériences  se 
trottfe  ainsi  réduit  à  leur  demander  ultérieurement  les  nombreuses  preufes  que  le 
mode  de  distribution  a  peu  d'influence  et  que  les  mêmes  formules  doifent  aiasi 
s'observer  approffiiNdlivaiieiif  lorsqu'on' a,  aux  extrémités,  des  forces  autrement 
distribuées,  mais  sUtiquement  équlTalentes  ($  6  de  U  même  note  du  a*  80  ;  Toyex 
aussi  V Appendice  ci-après). 

(*)  Celte  limite   inférieure  Que  nous  assignons  à  l'exposant  n  et  qui  Tarie, 
comme  on  Yoit,  avec  le  rapport  des  dimensions  &,c  de  la  section,  s'obtient  en 

exprimant  la  condition  que  •«  reste  réel  pour  •-•  =s  4  ^a ,  a  étant  une  qun- 

c  b 

b 
tilé  infiniment  petite;  car,  sans  cela,  le  sommet  r=0,  »=  -  serait  l'origiuc 

d'une  branche  indéfinie  et  non  la  limite  d'une  ligne  fermée. 
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nous  assigooDS  &  cette  quantité  K ,  la  troisième  équation  ou  la 

condition  purement  géométrique  se  trouve  aussi  satisfaite. 

On  démontrerait  facilement,  en  raisonnant  comme  &  la  sous-note 

dff'           à^'           P^'v 
du  S 13,  p.262,  que  les  équations  G'  -^  +  G"  -^  = p  partout, 

dir' 
et  G"g"j(îtt  — O'g',di>=0  au  contour,  combinées  avec  ^  =  0, 

^^  =  0 ,  entraînent 
àx 

SG"g",(îio=P",    SG'g\(Ico  =  0, 

égalités  nécessaires  d^ailleurs  pour  l'équilibre  de  translation,  dans 
le  sens  v  et  dans  le  sens  u,  de  la  partie  du  prisme  comprise  entre  la 
section  <»  et  Textrémlté  où  agit  la  force  extérieure  P''. 
Le  contour  représenté  par  Téquation  générale 

"ft~  )  "**  V      )  ~  ^  lorsqu'on  fait 

K  =  i  ;    d'où     71  = 


«»iC* 


et ,  en  substituant  et  en  faisant  le  moment  d'inertie  I  =  -tt-,  on  a  : 

1  +  2^'  ^ 
_      hh  V"       ^      E  *c«G^    Atw 

^«""      3cG'w'     I   .   i^'     •  ftC 

■*"  3  c«G' 

TjG' 
6»G"  "^  3 


(I)  Hémohrt  «air  Ea  flexion,  trt.  49.  Pour  déduire  dei  formules  de  ce  niénoire 
eellee  que  mms  doniKNis  ici ,  il  faol  y  femplaoer  : 

6,      e,     C,    G',     y\         Ti',    y,  z,  pxy,    pxst  —P,    ^f— z.  •»»     « 


par       5*,  -e,  G',  G",  -i-,  -î^,  •,  r.  C'g',,  CV, ,  P",     «.    — .  I. 
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On  Toit  bien ,  eovmd  Dont  avozui  dit,  que  le  i^inimeiit  g^i  dans 
lesensdev  dépend DOOHwaleoieot de œUaeoordoonée,  onteen* 
oore  de  V,  ott  qa*ii  Tarie*  aar  ia  eecdon,  pour  toi  dllléraiili  Moeots 

de  chaque  petite  zone  mmyp  (  fig.  p.  393  et  395  )  parallèle  aux  u. 
On  voit  aussi  que  la  force  E^'  parallèle  aux  v  engendre ,  sur  toutes 
les  sectieos  des  prismes  fléchis»  excepté  aux  points  m = 0  ou  r  a  0, 
des  glissements  g'j  ou  des  eflbrts  tangentiels  G'g'i  parallèles  aux  u, 
et  par  conséquent  perpendiculaires  à  cette  force;  en  eorte  qu^ 
tous  les  points  qui  ne  sont  pas  eur  les  axes  priooipaux  de  ces  sec- 
tiens ,  Teffort  tangentiel  principal  a  une  direction  oblique. 

Si  la  dimension  c  est  très-grande  par  rapport  à  la  dimension  6  de 
rellip8e«  ces  deux  expressions  peuvent  être  réduites  à  celles-ci  : 

dont  la  seconde  noua  a  été  fèurnle  tout  à  l'heure  i[>ar  le  calcul 
approximatif,  qui  ne  révèle  aucunement  Texislence  de  la  pre« 
tnière. 

Gomme  Tellipse  est  une  courbe  identique  dans  les  deux  sens 
quant  aux  rapportsmutuels  des  coordonnées  demème  direction  pour 
les  différents  points ,  si  une  force  P'  agit  parallèlement  aux  u  en 
môme  temps  que  la  fbrce  F'  agit  parallèlement  aux  v,  on  n'a,  pour 
obcealr  les  gllsseiiieiàtslotattxg't,g"j,  dansekaquefleoit  qu'i^  4^'outer, 
à  Texpresslon  exacte  précédente  de  g\,  une  expression  composée 
comme  celle  de  9^\  aveo       P*,  G\  r,  ^  t^V  u,  v 

au  lieu  de  P*',  G",  6,  c,  n,  v,  u, 

en  faisant,  à  Texpresslon  du  glissement  ff\,  une  addition  réci^ 
proque. 

Il  en  résultera  dans  le  cas  particulier  6  e=  e  =  2r  et  en  sapposant 
une  égale  élasticité  transversale  : 

Ponr  une  leetion  eirciilain,  de  rtyou  r,  et  pour  G'  =^  G'^  =  G, 
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Où  Ton  fera  ($8  note  n"  152)  r,^  =  f .  |  =  —  s!  la  matière  a  aussi 

la  même  élaatkité  dant  le  «ans  loDgitudiaaL 

D'où ,  pour  les  deux  composantes  g'.,  g^,  du  glissement  central 
appelé  go  au  S  2  de  la  note  du  n*  153,  et  qui  répond  à  u  =  o,  t?  =0  : 

résultat  qui  a  été  cité  par  av«aoe  4  ee  £•  Il  diffère  «asea  p«tt  de 

4P  P 

g.  =  5  ^  =  4,838  —  qui  a  été  donné  par  les  formules  approxi- 

matlyes  ci-deasus ,  âfc  ^ul  a*6st  exact  qiid  pour  les  eUipsas  hautes  ec 
étroites  (<). 

Le  seul  contour  pour  lequel  ^\  ne  dépende  que  de  F'  est  la/au^^€* 

Ë 
eUifëe  <)eV)B  obtient  en  faisant  K  =  Oo«i  n  •«  ^-—  —  t ,  et  Cftii  a 

ainsi  pour  équation 


(?p-^(?)"«'. 


''°'"'î=M=H- 


(?)'-(?)■='• 


€*e$t  vm  courbe  (2*  épnni  de  la  eoai-iiote  ei-mpuèe)  eomfnÊ9 
entre  V  ellipse  ayant  mêmes  axes  h^  celle  rectangle  circonscrit. 
On  a ,  lorsque  le  contour  est  de  cette  forme,  pour  laquelle  le 

mo«ientd'ieertieî  =  -— ^^,eu^^si^==5-: 

3^2-^ 


3  P"    /       v*\ 
(•)  On  aurait,  aussi  pour  t*=0,  Î^\  =  zt^  M jj    **'   ^1.  '^û''   »«'', 

comme  on  a  annoncé  à  la  page  34  S  ei  dans  sa  sous-nole.  Mais  on  ne  peut  pas  né- 
glifer  «es  eoeffiokatê  «i  lias  emUÊf^aetioêU  iimiuafenaUt  ^i  influent  sur  les  ftisar- 
menis  par  ralléraUon  qu'ils  produisent  dans  le  parallélisme  des  fibres  de  tout 
priMM  flèHii  aiHreasent  ^'en  are  de  cercle. 
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On  a  au  centre  et  même  sur  tout  le  diamètre  principal  h  : 


w  ==  0,  g\  zz.  0,  g",  =  g.  =  1,4  ^„-:, 


comme  quand  la  section  est  circulaire. 

Mais  la  fausse  ellipse  n*offlrant  pas,  comme  Tellipse,  la  même 
forme  dans  les  deux  sens,  ces  formules  n'Indiquent  pas  ce  quMl  fau- 
drait igouter  sUl  y  avait  en  même  temps  une  force  P'  parallèle 
auxK. 


Lorsque  n  =  -^—  I,  ou  n  =  9 si  r.  =  r, G'=  G"  =  G,  =•  =  t, 

T}G  cl  E         5 

18 
on  obtient,  en  traitant  l'exposant  n  comme  pair  =  -^»  des  es- 

pèces  de  rectangles  à  angles  arrondis  et  côtés  concaves  parallèle- 
ment à  6,  convexes  parallèlement  à  c  (3*  épure  ci-après).  Et  on  a 

Les  glissements  g',  perpendiculaires  à  la  force  P"  qui  les  en- 
gendre ne  sont  nuls  que  lorsque  Vexposant  n  est  infini  supposé 

pair.  Alors  on  a  K  =  —  *ê~  c^'  ®*  ^®  contour  se  compose 

derbyperbole^-^^(y)*+(^)  =1,00-.  ^_j   +(^^j  =1«X=ÎÔ 

h 

et  les  deaz  droites  t£  =:  ±  ~  qni  la  eonpent  ; 

car  réquation  des  contours  devient  celle  de  Thyperbole  pour  des 

/2m  \*  /2!/\* 

valeursf    -  j  <1,  et  celle  des  deux  droites  pour  la  valeur! -j-j  =1, 

.qui  rend  r  indéterminé.  Ce  contour  mixtillgne  dont  deux  côtés  sont 
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rectilignes  et  parallèles  coïncide  sensiblement  avec  la  courbe  con- 
tinue qu*on  obtient  en  faisant  n  =  100  ou  tout  autre  nombre  pair 
très-grand.  Or  il  se  rapproche,  aussi,  beaucoup  du  rectangle  bxc 
dès  que  la  largeur  b  descend  à  moitié  de  la  hauteur  c  ou  au-des- 
sous. Aussi,  la  seconde  des  expressions  des  glissements  relatives  à 
cette  section,  qui  sont 

où  ce  qui  toultiplie  ^  n'est  que  ^  <  ^  quand  ^=^f^<l^ 

donnent  sensiblement,  alors,  la  valeur  —r-(i-—  -j- j  que  le  calcul 
approximatif  ci-dessus  a  fournie  pour  le  rectangle. 


Nous  avons  fait  aussi  le  calcul  exact  des  glissements  g'„  g"^,  pour 
une  section  rectangulaire  bxc  avec  un  rapport  quelconque  de  6  à  c* 
Leurs  expressions  sont  en  série  transcendante,  fournie  par  une  In- 
tégration qui  a  un  degré  de  complication  de  plus  que  celle  qu'exige 
le  calcul  (S  25)  de  g',  g"  provenant  de  la  torsion.  Aussi  nous  ne  les 
rapporterons  pas  et  nous  nous  bornerons  à  donner  la  valeur  du 
glissement  central  qui  est,  coh  désignant  un  cosinus  hypcrbo* 


lique 


et  n  un  nombre  entier  : 


8  E  'cHî' 


■so» 


■=t  n'cohnn 


d'où,  en  supposant 


—  1/     ^'  —  1/  . 


3  P" 


V. 

Vi 

i 

V. 

V. 

2 

V. 

3 

0,849 

0,907 

0,940 

0,962 

0,971 

0,988 

0,989 

0,993 

&10  SeCT.  t.   BÊSfSTAME  Mft  BOUMS. 

(Ou  n*  !«•). 


en  sorte  qae  ^  G^  =  QS  c>fr,0B  pentprraére  seoflililenieiil 
g  :=  s  ^fT-  trouvé  ci-deasos  (>}. 


D6J&,  h  la  note  do  n*  168,  mms  atone  Mi  entrer  tes  gUasenenli 

étrangersi  ht  torsioa  dans  dfferscaleiils de  réetetanee  perwaneate 
ou  de  stabilité  de  la  cohésion  sous  Taction  longtempi  oootinoée  des 
forces  qui  les  â\gendrent,  et  en  les  envisageant  comme  des  glisse^ 
ments  sur  àat  secHons^  ou  des  aections  las  vues  devaal  les  au- 
tres. 

On  demandera  peut-être  ce  qu'il  faudra  fai»  en  les  considérant 
comme  des  gllasements  de  libres  les  unes  sur  les  autres ,  et  qufils 
coefficients  T^  V^  on  adoptera  alors,  pour  les  bois  par  exemple, 
où  la  rupture  par  un  gUssement  longitudinal  sTopèrc  sous  des  eflbrts 

(1)  Rico  n'est  plus  propre  à  dire  eonprendre  corameni  Tirient ,  sur  lei  tee- 
Uoos,  les  glisiements  qui  accompagnent  la  flexion ,  qu'une  reprèaenlation  de  la 
fonM  &tê  Mffteei  tégêreneai  motbet  wM  leiqvMltet  Ht  chnageai  est  iWllMis 


Vu  la  BoiifeioiA  de  cette  matière,  et  noacbatant  la  petlteiae  ordinaire  de  rin* 
floenoe  des  qaantitéi  g'i ,  g^|,  nous  croyons  done  dërolr  mettre  toni  tes  ynx 
ptoiiettrs  épures  delà  tspefrapfck  4e  wm  aartÉces,  aateirtéM  fici— aniei  déuim 
par  courtes  égaidJaHnUs  at  fiaraUèta»  «a  fUa  aoraml  i  Vvê  ou  êkn  mof eant 
des  prismes  fléchis. 

Tontes  celles  qif  afltetent  les  leelSon  dottt  réquaHm  tMems,  éè  legié  u, 
reprtiiuli  les  ueaiautt,  atat  4u  tnÉÉMM  Anapè.  JjsuraqaaaM,uaappelâaislu 
distance,  à  ce  plan  normal ,  du  point  dont  les  coordonnées  traniversales  sont  u 
et  V,  est 

*"~l6G"lLfi+4  c       S\n+4*"    E    ]\t)       U-f^        B  /«' V"«  /   cj 

e 
U  T^eor  4e  rmdwéci  x  psar  u =0,  •=—  -  ^  que  nous  appellerons  im,  et 

qui  est  ordinairement  la  plus  grande,  est  ainsi 

Les  coupes  ont  été  faites  pour  des  TSleurs  x  =  0,  ±:  0,9xm ,  d:  0,4xiii ,  dzOfSrm % 
dbO,8xMy  et  z=i±itm. 

La  première  épure  ci-«ontre  est  rdalive  à  upe  seetioD  drculalre  BC'B'C«  On  t 
prolongé  beaucoup  les  onse  coupes  bors  de  soa  contour  pour  mieux  foins  com- 
prendre la  forme  de  cette  surface  qui,  du  reste,  est  la  même  lorsque  ce  contour  est 
un  aes  deux  onAes  «oneeolrtqiies  «u  uarcle  «nquel  le  flus  petit  est  iascrit  rauue 
circonscrit,  ou  une  autre  quelconque  des  courbes  que  l'équation  fournit  pourvue 


AW.  W,  TOUHMi  âVfiC  KEtlOM.  4M 

[Da  n*  MM). 

btniMotaMlFM,  pow  mtea  nrfkoe,  que  U  rapture  ptfvii  gitan, 
ment  tnanranHl  qal  (nmehenlt  lea  Abres, 

U  réponse  est  hede. 

Ces  eoeflelents  ffadMtion  (on  do  cohésion  tangenHdle)  derront, 

ntme  Tileur  de  \t  eoDiInten  linti  qu«  dti  di«Hi*lrec=cc'  puiUUs  1  v.  Lct  iroli 
HgBM  bMMei,  en 
Airne  de  doudne, 

WBideiCDUpM  ]MT 

detpliDiFsnlIélet 
1  eelgi  de  flexion  , 
ribitluiiur  le  piM 
de  l(  Bgure. 

celle  premitre 
mitum  )M(I  de  la 
proprlili      d'être 


reitt  doue  jttan  rt 
CMVnIdirc ,  Mm 
que  I*  lurhcc  qoe 


me  MU  «Mm  dHM  le  deDit-<e«c«le  tuptrlew  BCB'  d  boHbèe 
nrrle  NrfMMv  ICÏ'. 
Li    dMtUne  tpare    eii   telitlTa   t    Um   lei    coeioufi    en   ( 


m-m- 


)■■,  et  doal  Iroli  oel  M  Iricii,  pour 


ftlS 
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quelle  que  soit  rinégalitô  de  contexture,  être  absolument  les 
mêmes  soit  qu'on  envisage  les  glissements  correspondants  g*^»  g", , 
comme  ceux  des  fibres  ou  comme  ceux  des  sections. 

De  quelque  maùière«  en  effet,  que  doive  se  déclarer  la  dèsagré- 
'  gation  quand  elle  aura  lieu,  il  faut  choisir  les  constantes  des  équa- 
tions de  cohésion  de  manière  à  en  prévenir  même  les  commence- 
ments et  même  le  danger.  Si  les  fibres  d'une  pièce  en  bois  de  sapin 


lesquels  6  :=  -  e,  c  el  2c.   La  courbe  qoi  eoTeloppe  les  lutres  est  ane  eoope  de 
la  même  surface  par  le  plan  x  =  0  ;  c'est  udc  ellipse  ôTij  +  r^  ==  ^• 
La  troisième  épore  est  relatire  aux  contours  pour  lesquels  on  a  m=  — — 1| 


TiG' 


T,G' 


e'est-i-dire  «=9  si  —  =  Vio-  ^^  coupes  sont  tmUet  recUUgnet  et  paraUUes, 

et  la  aurCice  est  eiacte- 
ment  cjlindrique,  ayant 
pour  base  la  doucioe  ou 
parabole  du  troisième  de- 
gré rabattue  et  hacbèe. 

Mais  TU  l'altèralion  du 
parallélisme  des  fibres,  les 
glissements  g'|  ne  sont 
pas  pour  cela  nuls,  ni 
les  glisseroenu  gf\  con- 
stants pour  tous  les  élé- 
ments superfleiels  dont 
rordonnée  v  est  la  même; 
on  le  Toit  par  les  «pres- 
sions ci-dessus  de  g'i ,  g"i  relaUres  i  ces  contours,  et  qui  ne  se  réduiraient  à 

g',=0,  g"i  =  —  (  t—  —  )  que  si  n  éuit  =  0  ou  s'il  n'y  avait  pas  de  con- 
tractions latérales  déterminées  par  les  dilauUoos  longitudinales. 

Enfin  la  quatrième  épure  cl-contre  est  relatire 
à  une  section  carrée.  Pour  cette  section,  dont 
réqusiion  n'est  pas  comprise  dans  oeUes  dont 
l'équation  ci-dessus  de  degré  n  donne  le  contour, 
les  expressions  des  glissements  sont  en  série 
transcendante. 

On  TOit,  par  ces  épures,  que  les  coupes  paral- 
lèles an  plan  qui  est  normal  à  la  fibre  centrale 
tournent  vers  l'axe  des  «  tantôt  leur  eoncarllé, 
lantAt  leur  eonYexiié ,  et  ne  sont  parallèles  A  cet 
axe  que  par  exception. 
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par  exemple  se  séparent  les  unes  des  autres,  elles  cesseront  de  ré- 
sister à  la  rupture  sous  les  efforts  de  flexion  ou  autres  auxquels 
elles  étaient  en  même  temps  soumises,  et  en  vue  desquels  les  di- 
mensions de  la  pièce  avaient  été  calculées  ;  en  sorte  que  la  fente 
longitudinale  sera  le  commencement  d'une  rupture  plus  complète. 
La  limite  T  «  des  efforts  transversaux  parallèles  à  une  coordonnée  t*, 
par  unité  superficielle  des  éléments  des  sections  transversales,  doit 
donc  être  prise  la  même  que  celle  des  efforts  longitudinaux,  toigours 
égaux  et  simultanés  ($  39,  p.  3/^6  et  $  hb)^  qui  ont  lieu  sur  des  faces 
ou  sections  longitudinales  perpendiculaires  àv;  et  si  Ton  adopte 
pour  cette  dernière  limite  le  1/3,  par  exemple,  de  Teffort  capable 
de  faire  séparer  instantanément,  par  glissement  longitudinal,  les 
fibres  de  ces  faces,  soit  300000^  par  mètre  carré  si  cet  effort  est 
de  900  000 ,  il  faut  adopter  le  môme  nombre  T'o  =  300  000  quand  il 

»|V/ 

s'agit  de  fixor  la  limite  -^  des  glissements  envisagés  comme  étant 

ceux  des  sections  transversales;  en  supposant  même  que  Teffort 
pour  cisailler  ou  trancher  immédiatement  les  fibres  soit  incompa- 
rablement plus  grand,  par  mètre  carré  de  section,  que  Teffort 
pour  les  séparer  en  les  faisant  glisser  les  unes  sur  les  autres. 

On  peut,  à  ce  sujet,  se  rappeler  ce  qui  a  été  dit  à  plusieurs  re^ 
prises  ($$  à  de  la  note  du  n*  3,  6  et  9  du  n«  152  ,  2  de  celle  du 
n*  16/ii,  A3  de  celle  du  n*  156),  à  savoir  que  les  glis^ments,  qui  • 
sont  que  des  changements  des  angles  de  lignes  matérielles  du  so- 
lide, ne  compromettent  la  cohésion  qu'en  raison  de  ce  qu'ils  chan- 
gent les  distances^  ou  qu'ils  produisent  des  écartements  molécu- 
laires dans  des  directions  obliques  aux  faces  ou  aux  lignes  auxquelles 
ils  sont  relatifs.  Ce  sont  ces  écartements,  en  dernière  analyse ,  que 
toutes  les  équations  de  cohésion  données  ci-dessus  tiennent  dans 
certaines  limites,  limites  qui  doivent  bien  être  les  mêmes,  soit 
qu*on  appelle  glissement  sur  M  A  ou  glissement  sur  MB  la  petite  di- 
minution éprouvée  par  l'angle  droit  AMB  que  ces  deux  droites  ou 
ces  deux  faces  faisaient  entre  elles.  En  sorte  que  tout  ce  que  nous 
avons  donné  pour  les  glissements  sur  tes  sections  transversales  s'ap- 
plique aux  glissements  sur  les  sections  longitudinales  ou  sur  les 
fibres,  même  quand  on  ne  s'occupe  que  de  la  rupture  par  torstan^ 


4iâ  suer,  h    BÊSIftTANGK  OBS  SOLIOBS. 
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qui  88  maDifeste,  elle aii9^,  pliM  aoufent  pardeeéifldoiictleaiIefH 
gitndiiMles  de  ibres  que  par  des  8ép«ratk>B8  trassvemtos» 

Noos  ne  (emm  niwA  aneuae  dlstiBctkHi  entre  les  aâkMons  fer* 
manenies  (*)  transversale  et  loDgitodloale,  oii  entre  les  Hmftes  des 
efforts  tangentlds  transrrwsanx  et  les  limitée  dee  eflbrts  tang^- 
Uels  longitodhianx ,  et  none  lear  assigneroi»  les  mêmes  valeorsT.  ou 
bien 

T  •  sur  une  section  transversale  co  dans  le  sens  u^  ainsi  que  sur 
une  section  longitudinale  perpendiculaire  aux  u  et  dans  le 
sens  longitudinal  ; 

T\  sur  une  section  co  dans  le  sens  v^  ainsi  que  sur  une  section 
longitudinale  perpendiculaire  aux  v, 

Seulenient  »  quand  il  a^agira  (  S  62  ei«aprèa)  dA  leo  déduire  de 
Texpérience,  en  admettant,  à  priori,  que  ces  limites  sont  unecer* 
taine  fraction  des  efforts  capables  de  produire  immédiatement  la 
rupture  par  glissement ,  on  aura  soin  d»  prendre  l^elfort  relatif  à 
e^ui  des  deux  sens  reetangubires  où  il  est  le  moindre. 

Les  appUcations  qui  vont  suivre  de  l'équatiaii  géaérale  de  ootA* 
sion  do  8  àk  sont  relatives  à  des  cas  où  les  glissements  g'i  »  g^i  se* 
raient  à  peu  près  sans  influence. 

^  A7«  Applications  diverses  quand  on  peut  négliger  les  gHsse* 
ments  de  cisaillement  g\ ,  g"i.  —  Cylindre  à  base  cvrcuîairéjlèchi, 
tordu ,  et  étendu  ou  comprimé,  —  Supposons-en  ht  matière  d^égale 
contexture  dans  les  divers  sens  transversaux;  et  appelons,  comme 
au  S  6  de  la  note  du  n*  i^à  (où,  au  lieu  d\me  torsion»  nous  avions 
tin  cisaillement] , 

r  le  rajon  inoonuu  d^  la  section  <*>  de  ce  cylindre; 

r',  r"»  r'''  les  valeurs  quUl  iaudralt  donner  ^  ee  rayon  ai  le  cylindre 


•mai^m^*^ 


(>)  Oa  pourrall,  coftwe  M.  lo»ravfkl,  el  oonum  fMMit  dé^  VouKg  (Ue^ 
laro  XI  Ut  voU  1)^  HHm^'  adhéim  U  riùauace  T  i  la  rupturo  par  fUuMnoatoii 
réservant  le  nom  de  eobéslon  à  la  réalslaoce  R  i  la  rupture  par  eitension.  Oo  <M- 
signe  déljà  ainii  une  Ibroe  analogue  dans  la  théorie  du  firotleBient  en  hi  dtstin* 
goaal  éa  cetauHcl.  Mata ,  «■  déSnIlive ,  eUn  dérive  dt  la  cohémim  qn'im  corpt  oM 
dans  les  divers  sens;  Vous  rappellerons  dooe  souvent  cohésion  taogontielle. 


AftT.  V.  TORSION  AV£G  FLfillOK.  kiS 

(Du.  n«  1541). 

■      I  ■  ■■  ■  1  II  I  I  I  ■■■■        ■  P— ^i^M^— — 

n^étoit  soUlcité  respectivNneiit  qu'à  la  flexion  par  le  pMSMDt  M 

autour  d'un  diamètre  de  cette  section»  k  la  tersk»  pa^  le  mt^ 

ipeoilii  autottrderaxedefigiira,eftàrexteniri<iafraifc)%oo«i- 
pressiea  par  la  feree  lo^fitiidinàte  Q; 

Et  tOljJOUrS  ï).  =r  —.. 

Nous  pouvons  mettre  de  suite  dans  la  formule  ou  équatfon  de 

cohésion  du  $  &&  «  à  la  place  de  ff  =  V^g^+g^S  sa  valeur  maximum 
(S  40,  p.  359) 

A       Mir 

qui  a  lieu  à  tou3  les  points  de  la  otroonlérencc.  Et  comme  QXk  né« 
«Wge  g'„  g^\  et  on  a 

Téquation  de  cobésion  peut  s*écrire 

Si«  suecesaivement»  l\>n  n'y  conserve  que  rniie  des  trois  données 
Q,  M»  M]  en  annulant  les  deux  antres,  et  û  Ton  remarque  que  ^  lors; 
que  Q  =  0»  il  (aut,  pour  avoir  le  maximum  du  premier  membre^ 
prendre 

t?  =  sa  plus  grande  valedr  positive  t      1  j  Trij  <  1,  Bo<R'k  i 

t;  =  sa  i»lus.  grande  valeur  négative  —  r  j  (  ^i  ^  1»  Bo>  R'«  ♦ 

cette  équation  donne  comme  cas  particuliers 

p"'S  =  «-^ ,  t*'"'  =  v\i  >^  =5  —p  selon  qoA  Q  est  une  Iraclion  ou  une  piestiioa, 

..4M      -  ÛM       ÂM     ,  ^.  •    . 

ce  qui  sert  à  déterminer  r',  f\  r**,  et,  aussi,  en  tirant  de  ces  éga- 
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lités  Q,  Mt ,  M  et  substituant,  à  donner  à  l'équation  une  forme  com- 
mode pour  la  discussion. 

Mais  considéroBs  d'abord  le  cas  où  le  cylindre  n'est  que  fléchi  et 
tordu,  sauf  à  examiner  ensuite  ceux  où,  en  même  temps,  son  axe 
est  étendu  ou  comprimé. 

S  AS.  Mèine  cylindre  circulaire^  seuletnentjléchi  et  tordu.  Ta- 
bleau  des  résultats  pour  diverses  valeurs  supposées  au  rapport  i^j  de 
I\«  a  R'o.  —  En  faisant  Q  =  0,  ou  r"'  =  0,  réquaUon  devient,  à  la 
limite^  ou  pour  la  détermination  des  moindres  valeurs  qu'on  puisse 
donner  au  rayon  r  de  la  pièce  cylindrique 


1_±  t=!ll4M+V/(i±21i*"y+(^V8elon  que  "•  l\ 

Si  la  matière  est  isotrope  ou  d'égale  contexture  en  tous  sens,  ou 
si  l'on  a  (SS  8  et  »  de  la  note  du  n'  162)  11,  =  1/4,  T.  =  4/5  R.,  on 
en  tire  l'expression  très-simple 

R.  ^  =  i  M  +  s  m  «»'"«»«  \/M»+M«,  =  Ht 

ou  en  représentant  par  Ht  \Qmoment  résultant  de  toutes  les  forces 
qui  agissent  à  une  extrémité  du  cylindre. 

Mais  quels  que  soient  tj,  et  T„,  l'équation  donne  ces  autres  ex- 
pressions simples  en  éliminant  ^f  —  : 


si,.<l,  r'  =  i=^r'3+Y/{4^r"y+r"S 


Leur  forme  est  semblable  à  celle  des  expressions  du  $  &  de  la 
note  du  n*  ibh.  Elles  donnent  en  attribuant  diverses  valeurs  à  v), 
ainsi  qu'au  rapport  de  r'  à  f  ou  des  rayons  dus  à  lajlexion  seule 
et  à  la  torsion  seule^  le  tableau  numérique  qui  suit  : 


ART.  V.   TORSION  AVEC  FLEXION. 


417 


(Du  n»  idtt}< 


r"8 

»      i        i 

i     î     i     «     1     î     i     i     '    • 

1 

sini= 

oiiap5  = 

,  rt 

OODOC 

1,059 

1,101 

1,Î07 

1,333   1,401 

1,618 

1,443 

1,387 

1,281 

1,181 

1,133 

|oa  5 

1,050 

1,086 

1,181 

1,294  1,360 

1,566 

1,397 

1,344 

1,244 

1,153 

1,111 

J-  00  4 

i,048 

1,083 

1,175 

1,289 

1,351 

1,554 

1,386 

1,333 

1,235 

1,146 

1,106 

|oa3 

1,045 

1,07» 

1,167 

1,276 

1,337 

1,535 

1,368 

1,317 

1,221 

1,136 

1,097 

^oa  S 

1,041 

1,071 

1,151 

1,253 

1,311 

1,500 

1,335 

1,285 

1,193 

1,114 

1,080 

îonî 

1,037 

1,064 

1,138 

1.234 

1,288 

1,468 

1,305 

1,255 

1,167 

1,093 

1,063 

lonf 

1,035 

t,061 

1,133 

1,225 

1,277 

1,454 

1,290 

1,240 

1,154 

1,083 

1,055 

}<m| 

1.034 

1,060 

1,130 

1,220 

1,272 

1,445 

1,281 

1,233 

1,146 

1,077 

1,050 

Tli=l 

1,031 

1,054 

1,118 

1,202 

1,250 

1,414 

1,250 

1,202 

1,118 

1,054 

1,031 

Ainsi  que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  $  63,  il  résulte  de  ce  tableau 
que  lorsqu^on  regarde  le  rapport  ti^  des  limites  R,,  R',  des  tractions 
et  pressions  longitudinales  permanentes  non  dangereuses  comme 
n'allant  pas  au-delà  de  1/2  ou  2/3,  et,  aussi,  si  Ton  vient  à  le  sup- 
poser >  1  et  atteignant  au  moins  /^/3,  on  obtient  les  résultats  avec 
tout  autant  d'approximation  qu'on  peut  désirer  pour  la  pratique  en 
faisant  constamment 

Tïi  =  1/4 

dans  la  formule  de  torsion  et  flexion  simultanée ,  comme  quand  la 
cbntexture  est  la  même  en  tous  sens. 

49.  Suite,  Même  cylindre  à  base  circulaire  éprouvant ,  avec  la 
flexion  et  la  torsion^  urœ  extension  longitudinale. 

Supposons  désormais  y),  <  i  ou  =  1  au  plus. 

Rétablissons  la  force  longitudinale  Q,  supposée  d'abord  agir  pour 
étendre  Taxe  du  cylindre. 

Alors,  comme  elle  entre  avec  le  signe  -{-  dans  la  formule  du  $  44, 

le  maximum  a  lieu  pour  ~  =  -{- 1,  et  l'équation  propre  à  fournir 

le  rayon  r,  ou  la  plus  petite  valeur  à  lui  donner  pour  assurer  la  sta- 
bilité de  la  cohésion,  est 


1. 


27 
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Oq  Tan  tirera  pir  spiuroiimatioos  suecessives  après  avoir  mis  pour 
Q,  M,  ll| ,  v}|  leurs  yaleiurs  numériques  ;  et  on  le  tlrem  plus  simple- 
ment de  la  suifante,  qui  s^en  déduit  en  transposant  et  élevant  au 
carré  pour  chasser  le  radical,  puis  multipliant  par  (nr')*  : 


•t  4id  pe^t  être  éorite  ainsi  »  en  éliminaAt  —^  ^«  ^  comme  on 

a  dit  au  S  précédent 

(H -^  r*  r  -  f^  (r»  4- ïï,f«^  r + ii,r«)  =:  r"*. 

La  résolution  numérique  de  cette  équation  du  6*  degré,  par  rapport 
à  r,  est  facile  et  prompte,  sans  la  développer,  en  se  servant  de  la 
méthode  de  ftusse  position  ou  des  différences  proportionnelles, 
rappelée  au  commencement  du  $  Sa* 

£t  elle  n^est  que  du  second  degré  si  c'est  M  ou  Mi  qu'on  cbefehe, 
08  bien  une  force  qui ,  multipliée  par  des  bras  de  levier  connus , 
produit  ces  deux  moments ,  et  dont  11  s'agit  de  limiter  rintensité  de 
manière  qu'elle  ne  mette  pas  en  péril  la  cohésion  d\ine  pièce  donnée. 

S  50.  Suite,  Même  cylindre  circulaire  lorsque  c'*est  une  com- 
pression longitudinale  qu'il  éprouve  en  même  temps  que  la  torsion 
et  lajlexion. — La  force  comprimante  Q  entre  avec  le  signe  *-  dans 
réquation  de  cohésion  du  $  M  qui  est,  ainsi 

ou ,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  tirée  alors  (S  hl^  p«  AÏS)  de 
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). 


Le  maximum  doit  être  pris  par  rapport  à  la  quantité  variable  - 

qui  a  pour  limita  + 1  et-'-  i,  ou»  ee  qui  revlaut  au  mAmei  iMr 
rapport  à  la  parenthèae»  qui  a  pour  limitei  sepérieiire  et  inférieure 

Or  si  1*0Q  nommç  x  cette  parenthèse  — ^+7ipt^yl&  quantité 
dont  en  veut  avoir  le  maximum»  ou  ri  Ton  pose 


»  =  *T*'  +  \/(H^ 


■•MkwMMi** 


le  radical  représente,  en  prenant  a;  pour  abscisse,  Tordonnée  de  la 

branohe  positive  nam  d*ttne  hyperbole 
ayant  pour  axe  imaginaire  Taxe  ox 

1— TJ 

de0x«Sttigoutant,pouravoirsf,  -—^  x 

qui  est  Tordonnée  d'une  droite  cob 
passant  par  Torigine  et  ayant  rincli- 

nalson  — ^  sur  Taxe  des  x»  la  nouvelle  branche  de  courbe  ob- 

tenue  n^am^  tourne  nécessairement  sa  concavité  du  même  côté  que 
la  première  nam  (0»  ou  en  haut,  La  quantité  y  n'a  donc  pas  de 
maximum  absolu  ;  ce  qu^on  pouvait  voir  aussi  en  la  dilKrentlant 
deux  fois,  car  il  en  résulte 

4x«  -  (^ y 


fy  Cette  deittième  eoarbe  fiiaoïi  est  insii  uae  hyperbole  qui  «  poor  ufiaptotet 
lee  detti  droitet  od^  oc,  dont  les  équation»  sont  f/=zx  et  y  =:  —  t^ix;  car  -r^ 

prend  lea  falnarf  4  el  —  %  quand  en  luppoM  «  s±:  «^  Bon  pelnlle  flê» baa, 

tfy                                            4— •»«       r"s 
Npondanti  t^  =  0,  a  lien  poor  «s=— y=rr«o  «orle  que  le  »«- 


ii« 


(<+i'H)^iï,  »• 


hlmiifiidesonord^néeeil  ys  r-T*^*  ^^  ys  V^  quand  ni=:4/4. 
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quantité  toujours  positive  puisque  le  radical  de  nos  équations  de 
cohésion  doit  toi]jours  être  pris  positiTement  (S  A3»  P*  379).  La 
plus  grahde  valeur  cherchée  de  y  répond  donc  nécessairement  à 
rune  des  deux  limites  de  la  variable ,  c'est-à-dire 

à-  =  l    ouà-=  —  1. 
r  r 

Ce  sera  à  la  première  limite,  t?  =  r,  et  le  point  dangereux  sera 
du  côté  convexe  ou  des  fibres  dilatées  par  la  flexion,  si  la  force 
comprimante  Q  est  faible,  et  ce  sera  à  la  deuxième,  v=— r,  on  ce 
point  se  trouvera  du  côté  concave,  si  Q  est  très-considérable. 

Pour  savoir  dans  tous  les  cas  laquelle  des  deux  il  faut  prendre, 

on  peut  faire  successivement  -  =  +  i  et  —  1  dans  Téquation 

"ÏÏS^  (  J"^^  ~  *  »  ®'  chercher  par  tâtonnement  numé- 
rique les  valeurs  de  r  qui  y  satisfont  en  prenant  la  plus  grande  des 
deux  ;  mais  il  est  plus  simple  de  faire  cette  recherche  après  avoir 
chassé  le  radical  comme  ci-dessus,  ce  qui  donne 


pour 


pour 
i?=  — r 


(R,:ur»-f-Qr-4M)(R,7rr»-7itQr+aR,M)  =^R,^y 
ou  (r*  + 1-  r'^^r-r''^  (r»-r'"»r.+  ^j^r^)  =  r"«  ; 

ou  ^r» 4--r'"»r  4-  rA  (r»— r"^r-  tiir^j  =  r''*. 

On  adoptera  la  plus  grande  des  deux  valeurs  du  rayon  cherché  r 
qui  satisferont  Tune  à  la  première,  Tautre  à  la  seconde  de  ces  équa- 
tions (que  nous  avons  écrites  chacune  sous  deux  formes);  et  le 
point  dangereux  répondra  ainsi  àt?=rouàt?  =  —  r  selon  qu'elle 
aura  été  fournie  par  la  première  ou  par  la  seconde. 

Mais  on  peut  déterminer  à  priori  laquelle  des  deux  fournira  la 
plus  grande  valeur  de  r.  D'abord,  pour  que  les  deux  donnent  la  même 

valeur,  il  faut  que  Téquation  1  ==i=Ilia;4- yT^î^î^^ 
ou  que  la  suivante  qu'on  en  déduit  en  chassant  le  radical. 


ART.  V.   TORSION  AVEC  FLEXION. 


/•2i 


(Du  n«  flA#). 


soit  également  satisfaite  par  les  deux  valeurs  limites  x  = ^  +  -^ 

Tjjr"     r* 

et  a:  = = —  -3.  Leur  somme  doit  pour  cela  être  égale  au  signe 

Vi      P* 

près  au  coefficient  de  x  dans  le  second  terme,  et  le  produit  des  deux 
mêmes  racines  doit  être  égal  au  dernier  terme,  en  sorte  que 

Éliminant  Tinconnue  r*  entre  ces  deux  relations  (dont  la  première 
aurait  pu  être  aussi  obtenue  en  égalant  les  premiers  membres  des 
deux  équations  (r*  + ....)  (r*  — ...)  =  r"«  et  réduisant),  on  obtient 

Si  r'%  qui  vient  de  la  force  de  compression  Q ,  devient  plus  grand 
que  ce  que  donne  cette  expression,  la  contraction  domine ,  et,  sMl 
est  plus  faible,  c*est  la  dilatation.  Ainsi  le  point  dangereux  répond 


OU  selon  qu*on  a  (en  remettant  pour  r',  r",  r"""  leurs  valeurs) 


ou  à 


£,(^,i^.«,),„.|^(»..«.M.,). 


il  suffira  de  résoudre  la  première  équation  (R«nr* +Qr  —  AM)  (  )  =r . .. 
si  Ton  a  r*»  ou  Q*  <  ,  et  la  seconde  (R,itr»  +  Qr  +  4M)  (  )  =...  si 
Ton  a  r^*  ou  Q*  >  que  les  quantités  qu'on  vient  d'écrire. 

$  51.  Application  au  cylindre  à  base  d'ellipse  sollicité  àplaL  — 

Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'un  cy- 
lindre elliptique  à  la  fois  fléchi  et 
tordu  est  sollicité  à  fléchir  à  plat  ou 
de  champy  selon  que  le  plan  du  mo- 
ment M  qui  fait  fléchir  est  parallèle 
ou  perpendiculaire  au  diamètre  prin* 
ctpal  CGC'  aux  extrémités  duquel  se 
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trouoent  les  deux  points  dangereux  par  torsion  seule.  En  sorte 
.  qu'en  appelant  les  deux  axes  ou  diamètres  principaux  de  la  base 
elliptique 

b^C  quand  U  contextnre  tranarenale  •■(  <g«li« 

b%tcÉL     b  ^   e 

m^^'JftT  QOAnd  elle  est  Inégale  mais  ejoiétrlqae, 
*  •       ■■•  • 

la  sollicitation  à  plat  est  parallèle  à  <; ,  et  la  soUieitation  de  champ 
est  parallèle  à  b. 

Dans  le  premier  cas,  oelui  de  la  sollicitation  à  plat  (et  en  suppo- 
sant toujours  négligeables  g'„  g\  ou  les  effets  de  cisaillement),  il  est 
facile  de  prourer  que  le  point  dangereux  par  torsion  etjlexion  avec 
ou  sans  dilatation  ou  contraction  longitudinale  de  Taxe  du  prisme, 
se  confondra  nécessairement  avec  Tun  ou  l'autre  des  deux  points 

dangereux  par  torsion  seule  G,  G'^  ou  se  trouvera  h  Time  ou  k  Tautre 

• 

des  deux  extrémités  t?5S|,  9?=:=— |de  Taxe  c  d'une  seetion. 

En  effet  on  a,  pour  le  mode  de  sollicitation  supposé ,  M^  =  0,  et 
réqnalion  de  cobéslon  (S  ftà]  est,  à  la  limite 

^*^  •  2R:^v=*=i;-^-rj+V  Visr;  1=^î3+— j-^TlxTr^'^r^pJ^^- 
si  le  second  terme  sous  le  radical  était  constant  comme  au  $  pré- 
cèdent»  le  premier  membre  71^^  (    )  +  J     ,  représentant,  comme 

nous  avons  vii«  Tordoonée  d*une  courbe  qui  tourne  sa  concavité  du 

c(Mé  supérieur  du  positif,  ne  pourrait  aroir  sa  plus  grande  valeur 
que  pour  Tune  ou  Tanifs  des  deux  valeurs  extrêmes  de  Tabsctae 

=^-  -¥  -r^9  c'est-à-dire  pour  o  »  H-  touï^  |.  A  plus  forte  raison 

ceift  anra  lien  lorsque  ce  t^vie  variable  -r^  (  x^it^  -pr^t)»  ^^^ 

mesure  le  danger  de  rupture  par  torsion  seule,  prendra  partout  ail- 
leurs dés  valeurs  Inférieures  aux  deux  valeurs  égales  qu'il  a  aux  deux 

polols  V  ss  c  t  V  =3  -^  -«  C'est  done«  pour  le  cylindreelliptique  solli- 
cité à  plat,  avec  Tun  ou  Tautre  de  ces  deux  points  que  se  confond  le 


ART.  V.  TOaSlOU  AVEC  FLEXION.  /t2l 

•  Du  ne  IMI). 

point  dangereux  par  flexion  et  torsion ,  on  le  point  de  maximav  de 

la  qnaatltè  ^^  f  ± -  +\  -f  V       <lû  premier  membre  de  l*équa-^ 

tion  destinée  à  nous  faire  connaître  les  plus  petites  dimensions  trans- 
vases i  attribuer  an  cylindre  elliptique  pour  résister  I  des  forées 
données. 

G^est  évidemment  pour  v  =  +  ^  gl  q  agit  par  traction,  on  est  af- 
fecté du  signe  +•  Et  Téquation  de  cohésion,  vu  que 


ou 


est  alors 

(!^ fcc«- Qc- 8M')  (î^ôc»  +  ^,Qc  +  a,,M')  =(Bo  ^y • 

En  accentuant  comme  aux  deux  $$  précédents  les  dimensions  qu*on 
donnerait  à  la  seetion  du  cylindre  s'il  était  seulement  ou  étendU;, 
ou  fléchi,  ou  tordu,  c'est-àKlire  en  faisant 

on  pourra  encore  écrire  cette  équation 

(6c« — ftVc — *V«)  (ôc*  +  Ht  rc^tf  4-  ni^O  =  (^c"»)«. 

On  en  tirera  Tune  des  deux  dimensions  5,  c  si  Ton  se  donne  l'autre, 
ou  toutes  deux  si  Ton  se  donne  une  relation  entre  «Iles,  par  eieoij^e 

la  grandeur  de  leur  rapport-  {^}, 


(1)  Si  Ton  s'impoMit  la  eooditioD  que  la  luperficie  ta  ie  la  mcUob,  (m  la 
produit  bc,  fût  un  minimum,  il  faudrait  prendre  e  le  plus  grand  ponible,  on 

c=5  -r-,  e'eit-â-dire  faire  la  lecUon  cir^alaire  quand  la  eonmture  trantrer- 

•aie  ett  égale.  Mais  nous  supposons  id  qu'il  j  a  d'anii^  rsiaons  4a  la  Airt  el- 
liptique que  l'Inégalité  de  t*  et  T",. 
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Mais  si  la  force  loD^tadinale  Q  agit  par  compression  oa  est  af- 
fectée du  signe  ^,  il  faut,  comme  au  $  précédent,  choisir  la  plus 
grande  des  solutions  fournies  par  deux  équations,  qui  seront  : 

siv=^  I  '  (?f  ftc«+Qc+8M')  (^  6c«-^.Qc.^,M')  =  (r.  ^) \ 
et  qui,  vu  qu'alors 

peuvent  s'écrire 

(bc^  + 1  ft'Vc  +  6'c'»)  (6c«--  i/^c^c— r.j6'c'»)  =  (6V*)*. 

On  trouverait,  comme  pour  les  équations  analogues  du  $  précé- 
dent, qu*il  faudra  prendre  la  première  ou  la  seconde,  ou  placer  le 
point  dangereux  du  côté  convexe  ou  du  côté  concave  de  la  pièce 
fléchie  selon  qu'on  aura 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

S  52.  Même  cylindre  êllvpiique  sollicité  de  cAamp.  — Pour  ce 
mode  de  sollicitation  h,  fléchir  (§  précédent)  le  point  dangereux, 
unique  ou  double,  peut  être  en  de  tout  autres  endroits  du  contour 
elliptique  que  les  extrémités  G,  G'  de  Taxe  c  où  II  serait  s'il  n'y  avait 
que  torsion,  et  l'extrémité  B  ou  B'  de  l'axe  b  où  il  serait  s'il  n'y  avait 
que  flexion. 

On  peut  toujours  trouver  ce  point  par  tâtonnement  numérique, 
comme  nous  avons  dit  $  lxli\  mais,  dans  le  cas  simple  qui  nous  oc- 
cupe, on  peut  aussi  l'obtenir  analytiquement 
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En  effets  alors,  vu  que  M',  ou  le  moment  de  flexion  parallèle  aux  v, 
est  nul,  et  que 

réquation  est 

1  =  maximum  de     ^^      (  ±  -7—  H rs — 5-  |  + 

2R,    \     izbc      nb^c  h  J 


+ 


4  //i-hîiAV^  W   .  32M^^  2u\«  .  /16MAV  /^p'    .     4ti«  ^ 


Comme  c'est  sur  le  contour  elliptique  que  v'  est  le  plus  grand  possible 
pour  chaque  valeur  de  u,  on  peut  remplacer  —^  par  i  — p-  qui 
est  sa  valeur  tirée  de  Téquationde  ce  contour,  ce  qui  donne,  en  mul- 
tipliant  les  deux  membres  par  R,  • 


Vm-(*Q'-.--f)V(..^)-g-(iy(?-^)]. 

La  quantité  du  second  membre,  dont  on  veut  avoir  le  maximum, 
croîtra  indéfiniment  avec  u  lorsque,  Q  étant  ou  nul  ou  affecté  du 

(2t*\* 
-^  j  sous  le  radical  sera  positif,  ou  lors- 
qu'on aura 

/R.M,  Y/6»  _r\\      /l+t>AV 

\irM'')\c^     r\)^\  2   )' 

alors  le  maximum  aura  lieu  pour  t<  =  â  Q^^  ^^  sa  valeur  limite;  le 

point  dangereux  sera  à  l'extrémité  B  de  Taxe  ou  diamètre  prin- 
cipal 6,  comme  s'il  n'y  avait  que  flexion ,  et  Téquation  pour  déter- 
miner les  dimensions  6,  c  se  réduira  à 

R/^  =1=2.  (Qt  +  8M")  +  y  (iÇk)  V+8M")'+  (r.  ^)\ 
ou   (R.î|£-.Q6-8M")(R.n^  +,.Qft+8..M")=(B.^y. 
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Qaand  ees  eondltlODfl,  i*  0  =  0  ou  aflRscté  du  signe  +  »   2* 

(S^)  *(5  "  ft)  <  (^0  "  "®  "^"^  P*^  "^""P^^  toutes  deux , 

2u  2tt 

la  solution  peut  répondre  encore  à  -r  =  ^i  ^^^  &ussi  à -=-  =  -^1, 

et  aussi  &un  maximum  absolu  qui  existeraitentre  ces  deux  limites.  Il 
convient  de  chercher  d^abord  ce  maximum.  On  Tobtient  en  égalant 
la  quantité  du  second  membre]  à  une  indéterminée  y,  ce  qui  donne 

(^^-)(,*„QH.„M.-)=(^^y[^-{-)-(^^.)], 

et  en  différentiant  par  rapport  h  la  variable  -r-j  puis  faisant  dy  =?  0, 
y  =  hp  ^^.  L*équation  qui  en  provient  donna 


2u         1 

*7''«-=r=^''.Q* 

b  ~  m"  ] 

f  R.M.  \VA»     T\\ 

et»  en  retranehant  cette  même  équation  de  celle  dont  elle  pra- 

vient,  après  ravoir  multipliée  par  j- ,  le  carré  de  cette  inconnue 
disparaît,  et  il  reste 

2u 
d*où  il  est  facile  d*éllminer-T-,  ce  qui  donne»  en  multipliant  en- 


suite par 


(±îy 


Oo  résoudra  cette  équation  pour  en  tirer  une  des  dimensiiHis 
cherchées  6,  c  si  Ton  se  donne  Tautre;  ou,  si  c*est  -  qu'on  se  donne, 

6 

on  tirâ*a  6c*  qui  n*y  est  engagé  qu^au  second  degré.  Mais  il  peut 
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arriver  :  i*  qu'elle  ne  fournisse  que  des  valeurs  imaginaires,*  c^est 
quMl  n*y  aura  alors  ni  maximum  ni  mlnlnram  absolu  de  y  ;  2"  qti'ellfe 
donne  des  valeurs  réelles  mais  qui  substituées  dans  l*expresfljon 

ci-dessus  de  -j-  le  rendent  >  1  ou  <  —  1;  cela  indiquera  que  le 

maximum  ou  le  minimum  absolu  sort  des  limites  de  la  section; 
3*  que  ces  mêmes  valeurs  réelles  trouvées  soient  plus  petites  que 

celles  qui  seraient  fournies  par  Téquatlon  non  diiférentiée  Ro  ^-r^  = 

=  -^—^ (....)  +  v/rrrr  en  y  faisant -^=  +  lou-^as  —  1;  cela 

prouvera  qu'elles  ne  répondent  qu'à  un  minimum  de  la  quantité 
dont  on  veut  avoir  le  maximum.  Dans  ces  trois  cas  «  ce  sera  &  Tune 

ou  &  l'autre  des  deux  limites  de  -^  que  se  trouvera  le  point  dange- 
reux, et  Ton  prendra  pour  (  ou  c ,  ou  pour  6*c  ou  fy:\  la  plus  forte 

2tt 
des  deux  valeum  obtenues  en  faisant  auccessivement  -r-  =  +  i  et 

0 

2u 

-7-  =  —  1 ,  c'est-à-dire  en  résolvant  les  deux  équations 


ou,  ce  qui  revient  au  même ,  les  deux  équations  plus  simples 

(r.  i|£  q:Q6  :p 8M")  (b.  2|2  ±,.Q6  ±  8,.M")=  (r,  ^)  *, 

les  termes  en  W  étant  successivement  pris  avec  leurs  signes  su- 
périeurs et  leurs  signes  inférieurs,  qui  sont  indépendants  des  signes 
des  termes  en  Q/ 

Ainsi,  lorsque  Q  =  0,  Téquation  précédente  de  maximum  ou  mi- 
nimum absolu»  si  l'on  fait  comme  au  $  précédent 

Ê^^-^e^  ^^bf^c/^   d'où -5^-^^ 
donne 


/i2S 


SECT.  I.  B£$I3TAKCE  PES  SOLIDES. 


(Da  n*  IMI). 


bc*      i    I        V'^VM^'^T^J""''' 


^2tt 


2     5V 


M 


Quand  le  dénominateur  sous  le  radical  est  négatif,  il  ny  a  pas  de 
maximum  absolu,  d'après  la  condition '^['"T^)  P^^^  ^^^ 

à  l'heure  (p.  â25  ,  kW),  Et  si  le  numératjBur  est  négatif  en  même 
temps,  la  valeur  de  6c*,  qui  est  réelle,  répond  h  un  minimum. 
Soient,  par  exemple 

-  =p  =  ~  =  2,  tji  =  l/4,  r.  =  r',  =  T„«ttoajoorsQ  =  0; 

ces  deux  formules  deviennent 


( 

fcy 

V 

'     /c"\*     25' 
[7)  -  AS 

2tf 

b    '' 

1 

_2_ 

« 

en  sorte  que  : 

Pour 

,tf'x%                 t i ./î JT 

0,866 

0,956 

1 

1,414 

2 

4 

Ob 

pSïrl^)  =      «      «          «,«»»«         «.73»   l,*U 

1,386 

1,155 

1,046 

1 

0,707 

0,500 

0,250 

0 

On  a ,  pour  le  maximam  on  le  minimnin  absolu  : 

&= 

0,80 

'  0,768 

0,658 

0,555 

0 

2V^-2 

OB 

2,345 

1,215 

1,179 

1,061 

1,027 

1,006 

1 

d..*(f,)»= 

0 

0,192 

0,287 

0,277 

0 

2\d 

Ob 

2,031 

1,162 

1,179 

1,501 

2.053 

4,024 

0» 

répondant  à 

b  — 

0 

-0,354 

-1 

-1,664 

00 

8V^ 

00 

2,437 

1 

0,882 

0,450 

0,280 

0,128 

0. 

8v                                                   /e"\' 
Mais,  à  la  limite  --  =i  ^i  ponr  les  mèmea  yaleurs  de  l~-| ,  on  a  : 

^h 

OB 

4,040 

2,379 

2,096 

1,842 

1,546 

1,520 

1,311 

1,215 

1,175 

0,932 

0,777 

0,618 

0,5 

1 

1,012 

t,037 

1,048 

1,063 

1,093 

1,097 

1,135 

1,162 

1,175 

1,319 

1,554 

2,470 

oe 
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(Du  D»  !&•). 


Jusqu'à  f^V=V/-  ~  0,5773,  les  deux  termes  de  la  fraction 
sous  le  radical  de  Texpression  de  (-jjj  sont  négatifs  ;  il  en  résulte 

des  valeurs  réelles  de  (  -^  j  ,  mais  qui  donnent  pour  y  un  minimum 
et  non  un  maximum,  comme  on  voit  par  Tavant-dernière  ligne, 

T,  )  qui  répondent  à  la  limite  ~r  ==  ^ 

sontbicnplusgrandes.  Ensuite,  jusqu'à  (  — ,j  =\/Tâ  =  0,7217, 

les  valeurs  de  (^,]  sont  imaginaires  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  mi- 
nimum absolu.  Elles  sont  et  restent  ensuite  réelles,  et  on  a  un  maxi« 


mum  absolu  ;  mais.  Jusqu'à  (  -r  ]  ==  0,956 ,  il  répond  à  des  valeurs 

Su 
de  -j-  supérieures  à  I,  ou  à  des  points  hors  de  la  section. 

Il  en  résulte  que  jusqu'à  la  valeur  0,9562  de  la  quantité  donnée 

(p-)  9  lo  PO^nt  dangereux  répond  à 

2u 

-^  =  1  OU  à  l'extrémité  B  du  grand 

axe  d'une  section,  comme  quand  il  n'y 
a  que  flexion  ;  et  les  vraies  solutions, 
ou  les  valeurs  à  adopter  pour  c>,  sont 

fournies  par  les  deux  dernières  lignes  du  tableau. 

2u 
Ensuite,  omme  on  le  voit  par  les  valeurs  décroissantes  de  -r  ré- 

0 

pondant  au  maximum  absolu ,  le  point  dangereux  parcourt  succès* 
livement  toute  rétendue  du  contour  des  quarts  d*ellipse  fiC ,  BG'  de 
part  et  d'autre  de  cette  extrémité  B  de  l'axe  6,  et  il  n'arrive  aux 

—  j  =  oc,  c'est-à-dire  pour 

c'=0  ou  lorsqu'il  y  a  torsion  sans  flexion.  C'est  ce  qu'on  voit 
encore  par  les  deux  dernières  lignes,   qui  donnent,   depuis 

^  j  =  0,956  (et  même  déjà  depuis  (  -7  )  =  0,722  pour  des  points 


UiQ  SBGT.  1.   RÉSISTANCE  Dfl8  SOUDES. 
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hors  de  la  section),  des  nombres  inférieurs  à  ceux  des  S*  et  h*  lignes 
de  chiffres  ;  en  sorte  que  c^est  bien,  depuis  0,956j  le  maximum  absolu 

quHl  faut  prendre*  et  non  pas  ce  qui  a  lien  à  la  Umilé  po4tiYe  »  »  s 

des  abscisses. 
Nous  n'avons  pas  calculé  les  valeurs  de  (^j  répondant  à  la  H- 

mite  négative  -^  =  —  1  ou  à  Textrémité  B',  parce  que,  lorsque  la 

force  longitudinale  Q  est  ou  réelle  ou  affectée  du  signe  +»  elles  sont 

toujours  moindres  que  celles  qui  répondent  &  -^  ==  +  i- 

Noos  ne  oonsldéreroos  pas  ici  le  cas  plus  compliqué  du  cylindre 
elliptique  sollicité  à  la  flexion  obliquement  aux  axes  de  la  base ,  ou 
ni  à  plat  ni  de  champ.  Gomme,  dans  ce  cas  général  de  flexion  et  tor- 
sion, la  parenthèse  do  terme  hors  du  radical  et  du  premier  terme 
sous  le  radical  contient  trois  termes  et  par  conséquent  les  deux 
coordonnées  u^  v,  le  point  de  maximum  absolu  ne  peut  s'obtenir 
analytiquemeot  qu'en  éliminant  ces  deux  inconnues  entre  deux 
équations  du  second  degré,  et  il  vaut  mieux  recourir  à  un  tâtonne- 
ment numérique  en  calculant,  poor  un  assez  grand  nombre  de 
points  d'un  quart  de  contour  elliptique  (ou  d'un  demi-contour  si  Q  est 

considérable  et  entre  avec  le  signe— ),  du  membre -^^  (...)+ v^ 

de  l'équation  de  cohésion^  et  prenant  la  plus  grande  des  valeurs  de 
la  dimension  6  ou  c  qu*on  en  tire. 

$  68.  Prisme  rectangulaire  à  la  foisjléchi  et  tordu.  Flexions  à 
plai  et  de  champ,  ^-  Soient  6,  c  ses  deux  côtés,  et  appelons  constam- 
ment b  le  pins  grand  quand  la  oontextore  transversale  est  égale, 
et.  lorsqu'elle  est  inégale,  celui  des  deux  au  milieu  duquel  se  troute 
le  point  dangereux  par  torsion  seule  ^  en  sorte  qu'on  a  avec  les  no- 
tations des  $$  39  et  UO 

condition  qui  serait  to^jours  satisfaite  pour  -^^  >  l ,  cTapràs  Is 
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table  de  la  p.  d62,  ai  Fod  avail  »-  ==  oo  <  ^. 

i»  Quand  le  plan  de  sollicitation  à  fléelilr  est  paraUUe  à  la 

diane  c  aux  extrémités  de  laquelle  sont  les  points  dangereux  par 
torsion  seule,  le  prisme  se  trouve  dans  le  cas  du  cylindre  elliptique 
sollicité  à  plat  (S  51);  le  point  dangereux  par  flexion  et  torsion 
avec  ou  sans  extension  ou  compression  longitudinale  par  une  force  Q 
se  confond  avec  Tun  ou  Taotre  de  ceux-ci»  dont  les  coordonnées 

sont  tf  =  0,  9  =  2b  -,  savoir  avec  le  point  pour  lequel  v  =  r  ou 

situé  du  côté  des  fibres  que  la  flexion  dilate»  si  la  force  longitudi- 
nale Q  augmente  cette  dilatation  ou  la  diminue  peu,  et  avec  le  point 

r  3t  --•  2  ou  situé  du  côté  des  fibres  comprimées  si  la  force  Q,  sup- 
posée comprimante,  augmente  cojisidérablement  cette  compression 
longitudinale  des  fibres  qui  engendre,  comme  nous  savons,  les 
écartements  moléculaires  transversaux  dangereux. 
L'équation  de  cohésion,  ou  Téquation  propre  à  fournir  les  plus 

petites  valeurs  à  donner  à  6  et  c  est,  vu  que  ti  =  bc,  I  su  --.,  et 
que  G'g'm  =  j-  ^  (SS  3«  et  40,  p.  361),  et  en  multipliant  par  RM 

où  Ton  peut,  comme  nous  avons  vu  $  àO,  p.  362,  faire  empirique- 
ment et  approxinmtivement 


2i*      5  \  5  JgV 


6v^G' 

Lorsque  la  ((nrce  Q  est  nulle  ou  agit  par  extension.  Il  Diut,  disons- 
nous,  faire,  pour  avoir  le  maximum  à  égaler  à  Ro6c'  ; 

C 

Mais  lorsqu'elle  agit  par  compression ,  il  faut  faire  successive- 


un 
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(Ou  a< 


). 


2v  2o 

ment  --.  =  i  et  —  =  —  i|  ou  résoudre  par  rapport  à  6,  c  ou  bc\ 
c  c 

les  deux  équations  suivantes  : 

(R.fcc«  +  Qc  -  6M')  (R,6c«  -  lîQc  +  ©lîMl  =  (^  ^  M,y , 

{B*6c«  4-  Qc  +  6M'}(Bo6c«-iîQc-6»ïM')  =  (^fr  M.V, 

en  adoptant  la  plus  forte  des  deux  solutions. 

Il  est  facile  de  voir,  comme  précédemment  (fin  des  $$  50  et  51) , 
qu*on  pourra  se  contenter  de  résoudre  la  première  ou  la  seconde  » 
ou  qu'il  faudra  prendre 

C 


OU 


9V 


2*  Quand  le  plan  de  sollicitation  à  fléchir  est  dirigé  suivant 


B' 


c  % 


4' 


BB'  ou  parallèle  aux  côtés  6,  et  par  con> 
séquent  perpendiculaire  à  la  ligne  GG'  des 
^  points  dangereux  par  torsion  seule,  le 
F~^  prisme  est  dans  le  cas  du  cylindre  ellip- 
tique fléchi  de  champ,  et  le  point  dange- 
reux par  flexion  et  torsion,  etc.»  peut 


occuper  diverses  positions  sur  la  section  w.  Mors ,  vu  qu'on  a 

M'  =  0,  1'=^. 

réquation  propre  à  fournir  les  dimensions  6,  c,  est 

6M' 


1  =max* 


L=!!i /±  Q  4.  «M"  2«/\ 
•  2Bo  \     bc^  ¥F'TI'^ 


Il  faut  trouver,  sur  la  section,  ce  point,  pour  lequel  on  a  le 
maximum  du  second  membre. 

11  sera  nécessairement  au  nombre  des  points  qui ,  pour  cha^ 
que  valeur  de  u,  donnent  la  plus  grande  valeur  à  Fensemble 
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,    Ils  90Dt  positif^ ,  comme  te  radical  et  comme 

^    le  second  membre  entier  (S  kSi. 

Or  le  cAlcul  fait  avec  les  formules  en  série 

transcendante  (S  36)  du  cas  d'égale  conteiture 

transversale  où  ces  denx  termes  se  réduisent 

G' 
ensemble  à  =-  (g^  +  g"*),  nous  a  donné,  pour 

121  pointa  d'un  quart  de  section  (■)  comme  celui  qui  eet  quadrillé  à 
la  figure  ci-contre  : 


Vlkufl  dB  £■=::  s/g^+g"*  V 


0,1    0,3    0,4    ;i 


,35111,341 
,15»  I.ISI 
,9M  0,9T7 


1.111 1 

Mit* 


Demi-mUiiDa  g"  = 


Les  valeurs  de  ~  sont  les  mêmes  dans  les  trois  autres  quarû  de 
section  pour  les  mêmes  râleurs  de  -r- ,  —  au  signe  prëc^ 

Or  ce  tableau  montre  que,  pour  chaque  valeur  de  -r-i  la  plus 
grande  valeur  de  \/g^  +  g^»  et  par  conséquent-  de  l'ensemble 


C)  yaj.  A  ta  le 


silu  pnmn,  IBU.irl.tl. 
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G* 

7^  i^  +  ^'^  ^^  ^^^  derniers  termes  sous  le  radical ,  se  trouve 

2tt 
d*àbûrd  sur  le  côté  b  (Jusqti*à  -^  =  0,7  inclusivement),  et  ensuite 

sur  la  médiane  parallèle  à  6»  où  V^g'*  +  g"*»  réduit  k  g',  croît 
jusqu'au  point  d'intersection  de  cette  médiane  avec  le  côté  e. 

Un  caleul  du  môme  genre,  que  nous  avons  fait  pour  un  prisme 
rectangle,  aussi  d'égale  con texture,  où  Ton  avait  6  =  2c,  nous  a 
donné  la  même  loi ,  et  l'analyse  la  démontre  facilement  pour  un 
lyrisme  dont  la  base  a  un  de  ses  côtés  très-grand  par  rapport  k 
l'autre.  Elle  peut  être  étendue  aux  prismes  rectangles  dMnégàle 
contexture  ou  pour  lesquels  on  n'a  pas  G'  =G",  T'o  =  T", ,  car  les 
rapports  mutuels  des  petits  déplacements  longinidinaux,  et  par  con- 
séquent des  glissements,  y  sont  les  mômes  ()  39)  que  dans  un  rec- 
tangle d'égale  contexture  où  le  rapport  des  dimensions  serait  un 
peu  différent. 

Nous  pouvons  donc  regarder»  dans  tout  prisme  rectangle,  les 

/G'k'X'       /G"ff''\' 
points  de  maximum  de  (  tj?-)    +  l^^j  t  pour  chaque  valeur 

d'une  des  detix  coordonnées  u,  v,  comme  appartenant  ou  aux  côtés 
ou  à  la  médiane  parallèles  à  cette  coordonnée. 

Or,  sur  chaque  médiane,  les  formules  générales  ($  35  ou  $39) 
montrent  que  ce  binôme  se  réduit  à  l'un  des  deux  termes ,  et  que 
lit  plus  grande  valeur  de  ce  terme  répond  aux  intersections  avec  les 

0|/  On 

4eux  autres  côtés ,  c'est-à-dîre  à-^  =  ±l  ou  —  =  ±1,  préci- 
sément là  où  la  flexion  produit  les  effets  les  plus  grands  selon 
qu'elle  est  parallèle  aux  côtés  6  ou  aux  côtés  c. 

Donc,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  où  la  flexion  est  supposée 
parallèle  aux  côtés  6,  c'est,  ou  sur  ces  deux  côtés,  ou  au  milieu  B 

2m 
du  côté  c,  pour  lequel  -^  =  + 1,  qu'on  doit  chercher  le  point  dan- 
gereux si  la  force  Q  produit  l'extension  ou  donne  un  terme  positif 
comme  tous  les  autres  termes  de  l'équation. 

Un  raisonnement  comme  ceux  des  $$  50  et  51  prouverait  que  si 
cette  force  Q  est  comprimante  ou  affectée  du  signe  —,  il  y  a  lieu  de  le 
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chercher  concurremment  au  milieu  B'  de  Tautre  côté  c,  pour  lequel 
2u 

Si  ce  point  inconnu  se  trouve  ainsi  en  B  ou  B',  Téquation  propre  à 
donner  les  dimensions  est ,  vu  qu'alors  u  =  o,m  =  ±s»^  =  ®>  c* 

en  ayant  égard  à  la  valeur  g"»  du  maximum  de  g'^  donnée  S  AO 
p.  361: 

2R,   \""6c      6«c  /■*■  V  V  2Ro  /  K'^bc      b^c  J  "^  \2^  c«G'  '  6«cr'J  ' 

où  le  double  signe  du  terme  en  M''  n'est  pas  toujours  corrélatif  à 
celui  de  0»  car  il  tient  à  l'ignorance  où  Ton  est  provisoirement  de  la 
situation  en  B  ou  B'  du  point  dangereux  par  torsion,  flexion  et  com- 
pression simultanée  quand  la  force  Q  est  comprimante. 

Si  ce  point ,  non  encore  connu ,  doit  se  trouver  sur  les  côtés  6, 
réquation ,  vu  qu'on  a  alors 


g"=0.  et(p.361,863)g'=2:g'«=tXJ^„ 


est 


+ 


i-max.-^^|^±  -  +  -—-J   + 

V  V^  2Ro  M""  ^     *'^  6  y  "^  Vr  *  2{x  bc^'J  • 


La  iremière  de  ces  deux  équations  i  =  ....  fournit  immédiate- 
ment la  valeur  de  6*c  si  Q  =  0  et  si  Ton  se  donne  le  rapport  ~. 

La  seconde  ne  le  donnera  qu'en  essayant  diverses  valeurs  de  Tab- 

2u  b 

scisse  u  ou  de  son  rapport  -^  à  GA=:  ^ ,  puis  en  mettant  les  valeurs 

y' 
correspondantes  de  -  d'après  la  petite  table  de  la  page  36o  ou  la 

formule  empirique 


/|36  SECT.  I.   RÉSISTANCE  DKS  SOUDES. 

(DU  n*  140). 


et  en  s'arrêtant  à  la  valeur  de  ^  qui  donnera  pour  6'c  le  nombre 

le  plus  grand.  Kt ,  lorsque  0  n'est  pas  nul ,  toutes  deux ,  ou  les 
autres  équations  plus  simples  qu'on  obtient  en  faisant  disparaître 
le  radical,  fourniront  6*c  par  tâtonnement  numérique,  si  Ton  se 

donne  ou  b  ou  c,  ou  leur  rapport  -,  ou  une  autre  relation  entre 

ces  deux  dimensions  que  -  =  constante. 

Selon  que  6*c,  tiré  de  la  première  équation,  aura  une  valeur  plus 
grande  ou  plus  petite  que  6*c  tiré  de  la  seconde,  le  point  dangereux 
sera  unique  et  placé  en  B  ou  B'  au  milieu  d'un  côté  c,  ou  double  et 
placé  symétriquement  sur  les  deux  côtés  6,  où  il  peut  se  trouver 
partout  excepté  aux  angles,  à  moins  que  la  torsion  ne  soit  nulle. 

Nous  avons  fait  ce  calcul  pour  quelques  cas  (voy .  $$  suivants) ,  et 
nous  avons  reconnu  que  lorsque 

r/=sG^  r,=r^,  0  =  0,-=  delà 2,  ^^  n'excédant  pas  2 

(6",  c",  6',  &  étant  comme  ci-dessus  les  dimensions  qu'on  donnerait 

s'il  n'y  avait  que  torsion  ou  que  flexion),  le  point  dangereux  du 

prisme  rectangle  ainsi  sollicité  &  fléchir  de  champ  en  même  temps 

qu'à  tordre ,  reste  au  milieu  B  d'un  des  petits  côtés.  C'est  pour  des 

b      6V* 
rapports  -  et  -^^  excédant  2  qu'il  passe  sur  les  grands  côtés  entre 

A  et  G,  A'  et  C^  où  il  peut  occuper  toutes  les  positions,  mais  sans 
atteindre  jamais  G,  C,  à  moins  que  le  prisme  ne  se  réduis»  à  une 
lame  infiniment  mince,  ou  bien  que  6V  ne  soit  infini  devant 
6V,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  ait  que  torsion  sans  flexion. 

S  où.  Même  prisme  rectangle  à  la  fois  fléchi  et  tordu  quand  le 
plan  de  sollicitation  à  fléchir  est  oblique  par  rapport  aux  côtés  de 
la  6a^e.—  Soit,  comme  aux  notes  des  n*'  83, 117,  120  : 

f  l'angle  aigu  que  le  plan  du  moment  ou  du  couple  M  sollicitant 
à  fléchir  fait  avec  les  côtés  c  du  rectangle  ; 

ou  soient  M'  =;  M  cos  9 ,  M''  ^  M  sin  9. 
L'équation  propre  à  donner  les  dimensions  b,  c  est 


ART.  V.  TORSION  AT£C  FLEXION.  kH 

(Du  D«  IMI). 

l  =  max.  de-s^(±~-4-  6M-r-r  —  4-6M  -Tr^-r-l  + 
2R'    V     6c  bc^    c  b*c    b  J 


+ 


N/INb?)"-— e)'.(^)Vm'. 


le  maximum  étant  pris  par  rapport  aux  deux  variables  -^,  -^, 

Si  Q  est  affecté  du  signe  +»  le  trinôme  entre  parenthèses  est  le 
plus  grand  pour  chaque  valeur  d*une  de  ces  deux  variables  lorsque 
Tautre  a  sa  plus  grande  valeur  =  1,  c'est-à-dire  aux  points  d'un 
des  côtés  du  contour  rectangulaire.  L'ensemble  des  autres,  c'est-à- 

dire  (  ~  j  4-  [  -7=^  \  ,  est  aussi ,  comme  on  a  vu  §  précédent,  le  plus 
grand  possible  pour  chaque  valeur  d'une  de  ces  mômes  variables  -j- , 

—  ,  aux  points  des  côtés  ou  de  la  médiane  parallèle  à  sa  direction; 

et,  sur  cette  médiane ,  les  deux  points  où  il  a  sa  plus  grande  va- 
leur sont  les  intersections  avec  les  deux  autres  côtés.  Et  comme 

/G'flr'X*      /G'V'N* 
cette  valeur  de  I  •=;r*  )  +  [-^  )    ®st  la  même  à  toutes  deux,  on 

doit  prendre  celle  des  intersections  pourlaquelle  la  variable  est  +  i 

et  non  —  i ,  vu  qu'elle  est  celle  pour  laquelle  les  trinômes  entre 

parenthèses  sont  aussi  les  plus  grands. 

C'est  donc  sur  deux  côtés  du  contour  du  rectangle,  savoir  celui 

2u  2î? 

pour  lequel  -^  =  4-  i  »  et  celui  pour  lequel  —  =  +  i ,  qu'il  faut 

chercher  le  point  dangereux  ou  de  maximum  du  second  membi-e  de 
l'équation  quand  la  force  Q  est  affectée  du  signe  +. 

Donc,  en  étendant  la  conclusion  comme  au  $  précédent,  au 
moyen  d'une  discussion  analogue  &  celle  des  $$  50  et  51,  au  cas  où  Q 
est  affecté  du  signe  — ,  moyennant  qu'où  cherche  aussi  le  point  dau« 
gereux  sur  les  deux  autres  côtés  du  contour,  l'équation  propre  à 
donner  les  dimensions  6,  c,  est,  suivant  lasituatton  encore  inconnue 

de  ce  point  : 

2o 
Sur  les  côtés  6,  pour  lesquels  ~  =.  ±  1, 

2m 
ou  Sur  les  côtés  c,  pour  lesquels  -y-  =  zh  l,  respectivement  : 


&38 


SEGT.   I.   RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 


(DU  n*  tftH). 


=•"-4?^=^ 


6Mc08f      GMsinf 


6c» 


+ 


A  siny  2m\ 
6«c      T/ 


4- 


+ 


V(T^')'<"*""°«»"-+(ï-i*) 


2Ro    \      6c  6c*       c  b*c     J 


+ 


V/(^)'(m.™«.««,)V(£.|i^.^J-. 


6  Y  Y     bHr* 

Si  Ton  se  donne  le  rapport  -,   d'où  les  rapports  W-  ©t  jp  -ytt, 
(p«  362)  y  et  si  Ton  essaye  successivement  les  valeurs 


0,  ±0,1,  ±0,2,.  ...  ±0,9,  :i=i  pour 


2m  * 

-- -  dans  la  1"  équation , 

2t7 

—  dan»  la  2*  équation  « 

y' 
(en  effaçant  max. )\   avec  les  valeurs  correspondantes  de  —  et 

de  -^  (p.  363),  Chacune  de  ces  deux  équations,  ou  bien  chacune 

Ti 

de  celles  d'une  forme  plus  simple  qu'on  aura  en  chassant  le  radi- 
cal comme  aux  $$  précédents,  donnera  un  maximum  pour  6c'.  On 
prendra  le  plus  grand  des  deux  pour  solution  de  la  question. 
Nous  avons  fait  ce  calcul  dans  le  cas 

^  =  2,0  =  0,  T3i=l/û,  G'=G",  ro  =  r'o, 

pour  les  cinq  di- 
rections oPj,  oP,, 
oP»,  0P4,  oPj  du 
plan  du  moment 
M  sollicitant  à  flé- 
^$     chir,etrépondantà 


tang<p  =  0, 


dont  la  première  donne  la  sollicitation  à  plat,  et  la  cinquième  la 
sollicitation  de  champ. 


ART.  V.  TOBSION  À?SG  FLEXION.  U9 

(Du  n»  tftH). 

Sur  chaque  ligure  partielle  ci-contre,  la  ligne  droite  ponctuée, 
passant  par  le  centre  du  rectangle,  est  la  ligne  des  fibres  de  lon- 
gueur invariable ,  qui  est  oblique  au  plan  de  sollicitation  excepté 
pour  les  deux  situations  extrêmes,  en  sorte  que  le  plan  dejlexion 
effective ,  perpendiculaire  à  cette  ligne,  fait  avec  le  plan  de  sollici- 
tation un  angle  ^  déterminé  (§  2  de  la  note  du  n"  83,  p.  5i]  par 

I  c'  i 

tang^»  ==  p  tang9  =  ^  tang?  =  r  tang  9.- 

Le  minimum  de  6c'  a  été  déterminé ,  pour  les  quatre  premières 
situations,  par  la  première  des  deux  équations  cl  dessus,  en  don- 
nant successivement  à  -r- ,  comme  nous  venons  de  dire,  les  va- 
leurs 

0,  0,1,  0,2 ,  0,9  et  I, 

et  en  faisant  usage  ensuite  de  la  méthode  d'approximation  ou  d'in- 
terpolation parabolique  du  $  34.  Pour  ces  quatre  situations  pPj, 
oP,9  oP,,  0P4,  on  peut  se  dispenser  de  calculer  comparativement 
bc*  par  la  deuxième  équation  ;  car  les  lignes  ponctuées  mpntrent 
que  les  dilatations  longitudinales  des  fibres,  dues  à  la  flexion,  sont 
plus  fortes  ou  où  moins  aussi  fortes  aux  divers  points  du  demi-côté 

b  ^ 

GA  =  ~  qu'aux  points  situés  de  la  même  manière  sur  le  demi-côté 

BA  =  A  »  ®i^  wyt\/^  que  comme  les  glissements  sont  plus  considéra- 

m 

blés  sur  celui-là ,  le  point  dangereux  doit  s  y  trouver  et  non  sur 
celui-ci. 

Il  en  est  autrement  pour  la  cinquième  figure  «  où  le  prisme  08t 
sollicité  de  champ.  Le  calcul  par  la  deuxième  équation  donne  des 
valeurs  de  6c*  supérieures  &  celles  que  donne  le  calcul  par  la  pre- 
mière, en  aorte  que  le  point  dangereux  est  (J  précédent)  au  mi- 
lieu B  di|  petit  côté  c  du  haut  de  la  figure. 

En  conséquence,  et  en  appelant ,  comme  aux  $$  précédents, 

6',  c\    et    6",  &', 

les  dimensions  que  Ton  donnerait  respectivement  si  le  prisme  n'é- 
tait que  fléchi ,  et  s'il  n'était  que  tordu ,  ou  en  faisant 


4. 


uo 


SEGT.  1«   BÊSlftTANGE  DES  SOUDES. 


(Dtt  n«  tJM). 


6'c'*  :=  -g-  (C0S9  +  5  '^û'P  )  =  "r-  \^<^?  +  2  «û9J , 
b^&^-  J^^^  pour  les  4  premières  flgmes;  ftV»  =  ^^igr^^  I»«  »»  »% 

on  trouve,  pour  diverses  valeurs  de  -n^  ou  de  pr^rj»  ^^  valeurs 

maxima  ci-après  de  gn?5  et  ^^ ,  et  les  valeurs  correspondantes  de 

^ .  -^  qui  donnent  les  situations  des  points  dangereux  sur  CA,  BA  : 
6     c 


t 


1 

3 


0,707 


On  a  : 


0,707 
On  a: 


1 

3 


I 

4 


Si  9  =0.  Prisme  à  plat,  on  plan  de  soUieitation  à  la  flexion  parallèle  aox  petiu  côtés. 
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Si  tang^  ==  \,  Plan  de  sollicitation  perpendieolaire  i  nne  des  deox  diagonales. 


M  _ 
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Si  tang  f = 1 .  Plan  de  aoUicitation  également  incliné  (on  à  45")  snr  les  X  c6tés  de  U  base. 
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Si  tang  9= X.  Plan  de  soUieitation  parallèle  à  Tune  des  diagonales,  on  fiexiM  êutow  ie  Fituire 

ht» 


ytfi  — 
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SI  tang  9=0».  Prisme  sollicité  ie  eksmp ,  ou  paraUèlement  anz  grands  cétés. 


=     11 


l.lio]  i,2l2|  1,386|  J^  =1 1,386|  1,175|  1.042| 
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et      -=0. 
e 


ART.  y.  TORSION  AVEC  FLEXION.  kUi 

(Du  n*  IMI). 

La  moitié  de  g^auche  de  ce  tableau  est  relative  aux  cas  où  la 

flexion  domine,  et  la  moitié  de  droite,  aux  cas  où  c'est  la  torsion; 

bc*        6c* 
jet  tout  ce  dont  les  diverses  valeurs  de  y^  et  ^ttj  excèdent  Tunité 

représente  Tinfluence  de  la  simultanéité  de  la  flexion  et  de  la  tor- 
sion, ou  la  proportion  dont  6c'  doit  excéder  la  plus  grande  des  deux 
valeurs  qu'on  lui  donnerait  si  le  prisme  était  seulement  fléchi  ou 
seulement  tordu. 

S  55.  Cas  particulier  du  prisme  à  base  carrée  Jléchi  et  tordu. 
Quelle  est  la  situation  du  plan  dejlexion  qui  exige  le  plus  fort 
équarrissageî^  Le  cas  du  prisme  à  base  carrée  a  une  importance 
particulière ,  parce  que  les  arbres  des  machines  ($  1x2)  ont  souvent 
cette  forme  lorsqu'on  les  fait  en  bois.  Gomme  le  plan  de  flexion  (qui, 
pour  une  pareille  base,  coïncide  toujours  avec  le  plan  de  sollicitation 
à  fléchir)  occupe  successivement  toutes  les  positions  pendant  que 
ces  arbres  tournent ,  il  convient  de  connaître  la  position  pour  la- 
quelle il  y  a  le  plus  de  danger  de  rupture,  afin  de  calculer  pour  cette 
position-là  réquarrlssage  à  leur  donner. 

On  a  pour  ce  cas 

6  =  e,Ti  =  T,T''  =  T',^  =  0,208/17; 

T 

et  nous  supposons      G'  =  G'',  r,  =^V\  =  To. 

On  peut  en  conséquence  se  contenter  de  la  première  des  deux 
équations  du  $  précédent,  en  convenant  de  prendre  Taxe  des  v  paral- 
lèle à  celui  des  deux  côtés  de  la  base  qui  fait  le  plus  petit  angle  avec  le 
plan  de  sollicitation  ou  de  flexion,  en  sorte  que  9  ne  dépasse  pas hb  de- 
grés ou  que  tang  9  ne  varie  que  de  0  à  1.  On  a  ainsi ,  en  supposant 
en  outre  Q  =  0  ou  en  négligeant  ses  effets  comme  ceux  de  cisaille- 
ment, ce  qui  permet  de  se  borner  au  signe  supérieur  de  — jr^ 
ou  à  la  considération  du  côté  pour  lequel  i?  =  +  â  ' 


A&2 


SECT.  I.  |IÊ61$TANCS  PB8  SOtIDBS. 


(Dun«  tfte). 


b*=r 


On  pourrait  en  faisant,  conformément  à  expression  Tempirique 
du  S  40  (p.  860  et  363  ) ,  ï  =  /^l—  ^\  /»,  cherciier  analytique- 

ment  le  maximum  de  6'  par  rapport  à  la  variable  -j-.  Mais  il  nous 

a  paru  plus  simple  d^opérer  numériquement .  Nous  avons  donc  fait 
successivement 

-j-  =  0.  0,1,  0,2,  0,3,  0,A,  0,6,  0,6,  0,7,  0,8,  0,9,  1 

dans  cette  équation  qui ,  avec 

»3i  =  1/4 ,    —  =  0,20817     (TiOeur  pour  6  =  C,  G' ;=  G") , 

peut  être  écrite 


■) 


Ro6»  9  A    .   2m^  . 

-jjp  =  max.  j  cos  9  (  1  +  y  tang? j  + 

M    R 

et  où  nous  avons  donné  au  rapport  =r  ^-  une  suite  de  valeurs 

croissantes  de  0  à  4 ,  en  considérapt  Tune  ^rès  l'aiitre  cinq  pool* 
tiens  OPi,  OP,,  OP3,  OP4,  OP,  du  plan  de  flexion,  ou  cinq  va- 
leurs de  son  inclinaison  tang  9  sur  la  médiane  parallèle  h  v*  savoir  : 


t 


4 


UDgf=0     UDg7  =  -      ung9=-     UDg9  =  2      Ungf=4. 


r 
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u 
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ART.  y.  TOBSION  AVEC  FLEXION.  &&S 

(Du  n*  tJM). 


M    R 

Ensuite ,  pour  chaque  valeur  de  tang  9  et  de  =r  r^ ,  nous  avons 
interpolé  paraboliquement  entre  les  trois  plus  grandes  des  valeurs 
de  —r-  répondant  aux  onze  valeurs  0,  0,1 ,  0,2 , *  ^®  "T  ^^^ 

d'obtenir,  par  les  formules  du  S  3/i  (') ,  le  maximum  de  -xj-  et  la 

M 

valeur  intermédiaire  de  -j~  donnant  la  situation  du  point  du  demi- 
côté  ^  où  ce  maximum  a  lieu ,   lorsque  le  calcul  ne  montre  pas 

évidemment  que  ce  point  répond  à  -r-  =  1,  ou  qu'il  se  trouve  à  l'an- 
gle A  (cas  où  le  maximum  absolu  tomberait  hors  de  la  section). 
Nous  avons  eu  ainsi  la  table  suivante  : 


(•)  On  n'a  pas  besoin  de  faire  observer  que  ces  formules  (p.  320),  or,,, —  «1=: 

h        y»  """  Vo  *m  —  *i 

-    ,  Vn— Vi  =  — 7T-~  (yt— y»)  OÙ  l'on  a  A=0,4  el  où  les  jr,  y  sont 

3  zyi — Vo — y*  ♦'* 

Su    Ro&> 
lei  les  valeurs  de  -—  , ,  s'appliquent  très-bicu  lors  même  que  Vordonnée  irt" 

termédittire  yj  n^ett  ptu  la  plus  grande  des  troia^  ce  qui  arrive  souvenl  quand  a;, 

est  la  valeur  zéro  de  ---. 

0 


hkU 


SECT.  1.   RÉSISTANCE  DES  SOUDES. 


(  Du  0*  tftH). 


lU^ 


Pkisme  a  base  carrée.  Table  de    ,, 
M  M 


on  des  nooihres  par  lesquels  il  fkvt  mnltipUer  le  rap- 
port ~  dn  moment  de  fleiion  M  an  coefficient  de  cohésion  permanente  d'extension  B«  ponr 

Ho 

avoir  le  cube  b*  dn  c6té  à  donner  an  prisme  en  même  temps  soumis  à  un  moment  de  torsion 

Ml  et  dont  la  matière  a  une  cohésion  de  glissement  T»  ;  pour  cîna  positions  dn  plan  de  fluion. 

Et  râleurs  de  2M/d  donnant  les  situations  correspondantes  dn  point  aangerenx  snr  on  demi<^ô(é  b/t. 

N.B  On  a  supposé  1)1=1/^  ou  la  résistance  permanente  des  fibres  4  fois  pins  grande  à  la 

rupture  par  compression  qu'à  la  rupture  par  extension. 


tang  9  :=  0 

(iMlnaMiaM)' 


UBg©=:i 


Ung  7  =  i 


UDg  7  =  1 


UDg9  =  1 

(In.  iiiiMili) 
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1 

i 

1 

0,360 

0,241 

0,173 

8,050 

8,050 

8,050 

8,050 

8,050 

8,316 

8,981 

1 

1 

1 

1 

1 

0,459 

0,325 

8,400 

8,400 

8,400 

8,400 

8,400 

8,400 

8,817 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0,438 

8,453 

8,4^3 

8,453 

8,453 

8,453 

8,453 

8j623 

i 

1 

1 

i 

1 

i 

0,5i8 

9,954 


9,895 
0,134 
9,746 
0,250 
9,538 
0,329 
9,308 
0,380 


Suite. 


tang  7  =  0 


Ung7  =  l 


uog  f  =  i 


Uog7=} 


lang7=3'4 


M|Ro 

2m_ 

b  ~ 

^  b^  ; 

M 

2ii_ 

b  ■" 

h  ^ 
M 

b  ^ 


h 
M 

U 
b 


W  = 


1,6 


1,8 


10,196   11,675 


10,737 
0,108 


2,0        2,5 


12,564 


11,645   12,489 


0,095 


10,565   11,414 


0,195 


0,186 


10,336   11,219 


0,265     0,263 


10,094  10,982 

I 
0,303     0,277 

I 


0,080 
12,302 

0,1 4  i 
12,051 

0,185 
11,801 


14,882 


14,755 


0,056 
14,557 

0,102 
14,306 

0,131 
14,050 


0,^13;    0,152 


3 

3,5 

4 

17,141 

19,477 

21,828 

0 

0 

0 

17,065 

19,400 

21,751 

0,044 

0,036 

0,031 

16,865 

19,200 

21,555 

0,031 

0,064 

0,055 

16,616 

18,954 

21,311 

0,104 

0,085 

0,072 

16,359 

18,712 

21,072 

0,169 

0,098 

0,083 

Infini, 

(ou  M=0) 


Ml 


=  4,804 


4,804 


1,804 


4,804 


t-.- 
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Au  moyen  de  cette  table,  en  interpolant  au  besoin  entre  les  chif- 
fres d'une  même  lig^ne  ou  d'une  même  colonne,  on  pourra  résoudre 
tous  les  problèmes  de  flexion  et  torsion  d'un  prisme  carré  placé  d'une 
manière  fixe  et  sollicité  à  fléchir  sous  une  inclinaison  quelconque. 

Mais,  en  outre,  on  en  tire  une  conséquence  importante  relative 
aux  cas  bien  plus  f^quents  où  le  prisme  est  une  pièce  tournante 
sollicitée  successivement  sous  toutes  les  inclinaisons. 

M   R 

Elle  montre,  en  effet,  i**  que  pour  les  petites  valeurs  de  =^  r^ 

Xo  M. 

OU  lorsque  la  torsion  est  faible  relativement  à  la  flexion ,  c'est  la 
cinquième  position,  tangf  =  1,  ou  la  position  diagonale  du  plan 
de  flexion  qui  exige  les  plus  grandes  valeurs  de  6*  ou  les  plus  forts 
équarrissages.  Alors  on  a  simplement 

~  6»  =  8,486282  =  6  v^ 

M 

comme  si  la  torsion  n'existait  pas  ;  ce  qui  vient  de  ce  que  le  point 

2t£ 
dangereux  répond  à  -^  =:  1  ou  est  à  un  angle  du  carré ,  et  qu'aux 

angles  des  sections  les  glissements  sont  nuls  ($$  A,  14,  23). 

2*  Que  c'est  au  contraire  la  première  position  ou  Inpositùmmé^ 
diane  tang  f  =  0  qui  exige  les  plus  forts  équarrissages  lorsque 

M    R 

-;^  ->^  est  grand  ou  que  la  torsion  domine;  et,  alors,  comme  le  point 
To  M 

2u 
dangereux  est  au  milieu  d'un  des  côtés,  ce  qui  donne  -r-  =  0 , 

y 

^  =  1,  on  a  simplement 


3*  Que  le  passage  de  Tune  de  ces  positions  &  l'autre  a  lieu  pour 

M   R 

wr  TT  entre  i  et  1,2 ,  ou ,  exactement ,  égal  à  ce  qu'on  tire 

la     M 

de  ces  expressions  de  r~  6*  égalées  ensemble ,  c'est-à-dire  pour 

M 

Ml ^  =  e^S^v'a-iii-d-Vv'â,  ou  =  i,08702  si  »,  =  1/4. 

1«   M  Y 
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D'où  il  résulte  que  pour  calculer  Féquarrissage  b  des  arbres 
carrés  tournants,  selon  qu'on  aura 

^  <  ou  >  1.03702  ^, 

OU  selon  que  le  quotient  du  moment  des  forces  qui  font  tordre  par 

le  coefficient  de  cohésion  tangentielle  permanente  sera  plus  petit 

28 
ou  plus  grand  que  l'<>'",03702  =  --  le  quotient  du  moment  des 

forces  fléchissantes  par  le  coefficient  de  cohésion  normale  longitu- 
dinale ,  il  faudra  prendre 

S  56.  Pièces  d'égale  résistance,  —  Le  moment  de  torsion  est  le 
même  d'un  bout  à  l'autre  d'une  pièce  on  portion  de  pièce  droite 
qui  n'est  sollicitée  qu'à  ses  extrémités,  mais  le  moment  de  flexion 
varie.  C'est  pour  la  section  transversale  où  il  est  le  plus  grand,  et 
qui  est  une  des  deux  sections  extrêmes ,  qu'il  faut  calculer  les  di- 
mensions de  la  pièce,  si  elle  doit  être  prismatique  ou  cylindrique. 

Mais  si ,  pour  épargner  la  matière ,  on  fait  varier  les  dimensions 
des  sections ,  de  manière  qu'il  n'y  ait  pas  plus  de  danger  de  rupture 
à  l'une  qu'à  l'autre,  on  a  une  pièce  d'égale  résistance^  comme  on 
a  déjà  dit  au  S  6  de  la  note  du  n**  113. 

Bien  que  les  formules  données,  soit  pour  la  flexion ,  soit  pour  la 
torsion ,  ne  soient  exactes  que  pour  les  prismes  ou  cylindres ,  on 
peut  en  étendre  approximativement  l'usage  aux  pièces  dont  la  sec- 
tion varie  peu  rapidement  ;  l'erreur  qui  en  résulte  est  du  même 
ordre  de  grandeur  que  celle  que  l'on  commet  toutes  les  fois  qu'on 
employé  ces  mêmes  formules  pour  d'autres  modes  d'application  et 
de  distribution  des  forces,  vers  les  extrémités,  que  ceux  qui  ont 
été  indiqués  ci-dessus  {%$  6  des  notes  des  n°'  2.1  et  80,  et  9  de  celle 
du  n°  156) ,  comme  condition  de  leur  parfaite  rigueur,  et  qui  ne  se 
réalise  jamais,  ce  qui  n'empêche  pas  l'expérience  de  donner  des 
résultats  extrêmement  approchés  de  ce  que  les  formules  lùdlquent. 

Les  équations  de  cohésion  des  $$  précédents,   de  la  forme 
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A&7 


(Da  n* 


). 


.=™.!=î.,  ,+\/-(î±iy, 


)'  4-  (     )*,  en  y  mettant 


pour  le  moment  de  flexion  M  ou  pour  ses  composants  M',  M''  leurs 
expressions  générales  et  variables  applicables  à  toutes  les  sections,  et 
non  pas  leurs  valeurs  relatives  à  celle  pour  laquelle  ils  sont  les 
plus  grands ,  et  en  effaçant  par  conséquent  le  mot  maximum  en  tant 
qu'il  s'appliquerait  aux  sections  diverses,  fournira  les  dimensions 
variables  à  leur  donner. 
Par  exemple  4  si  Ton  veut  déterminer  les  rayons  à  attribuer  aux 

diverses  sections  supposées  circulaires  de  la 
pièce  horizontale  dont  il  a  été  question  au 
S  /i2,  et  qui,  encastrée  à  une  extrémité  A, 
est  sollicitée,  à  l'autre,  par  un  poids  P 
agissant  au  bout  d'un  levier  horizontal  et 
perpendiculaire  BG,  on  aura,  en  appe- 
lant : 

X  le  bras  de  levier  longitudinal  ou  la  distance  (oB  entre  l'extré- 
mité B  et  une  section  quelconque  u  ; 
k  le  bras  de  levier  transversal  Bc; 

on  aura,  dis-Je,  M=:Pa;,  Mi  =  PAr,  qui,  substitués  dans  Téqua- 
tion  de  cohésion  du  S  Uk  où  nous  ferons  Q  =  0  et  par  conséquent 
V  =  r,  donne 

R.^=i:p.àx-Hy(^3^)^(^..*)^ 


ou,  si  Ton  fait  m 


2îîB       a       3       ,     y  t  ■    I.». 


ce  qui  permettrait  d'obtenir,  par  une  construction  facile,  la  suite 
des  grandeurs  du  rayon  r. 

S  57.  Arbre  de  transmission  de  mouvement  de  rotation^  sollicité 
àfiéchAr  et  à  tordre  jiar  deux  engrenages  ou  deux  courroies.  Arkre 
rond^  Arbre  carré,  —  Pour  appliquer  à  la  recherche  des  dimensions 
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transversales  de  cet  arbre  ($  42)  les  formules  précédentes,  il  faut 
d'abord  exprimer  ses  moments  de  flexion  et  de  torsion  M  et  M|. 
Soient  pour  cela  : 

a  sa  longueur  entre  ses  tourillons ,  c'est-à-dire  entre  les  centre5( 
de  contact  avec  les  coussinets  qui  les  portent  ; 

P  une  force  qui  agit  à  la  circonférence  d'une  poulie  montée  sur 
cet  arbre  et  dans  un  plan  perpendiculaire  pour  le  faire 
tourner; 

9'  une  résistance  appliquée  de  môme  à  une  seconde  roue  (et  dont 
l'intensité  se  déduira  de  P,  ou  réciproquement ,  par  le  rapport 
de  leurs  rayons  et  par  le  calcul  connu  des  frottements); 

a,  a  les  angles  que  font ,  en  sens 

contraire,  avec  la  verticale 
les   directions    de   ces    deux 
""  Il     \l^        forces: 

n  le  poids  de  l'arbre;  tr  et  o' 
ceux  de  la  première  et  de  la 
seconde  roue  ; 
a'  la  distance  du  premier  tourillon  à  la  roue  où  agit  P; 
a"  celle  de  la  roue  où  agit  F  au  deuxième  tourillon  ; 
X  la  distance  du  premier  tourillon  à  une  section  quelconque  cd  de 
la  partie  a  -a''^  a"  de  l'arbre  comprise  entre  les  deux  roues 
(la  seule  partie  qui  soit  tordue  d*une  manière  notable,  car 
celles  qui  sont  entre  chaque  roue  et  l'extrémité  la  plus  proche 
ne  le  sont  qu'en  vertu  du  frottement  des  tourillons). 

Les  forces  qui  tendent  à  faire  fléchir  Tarbre  &  l'endroit  où  se 
trouve  CD  sont  celles  qui  agissent  d'un  même  côté  par  rapport  à  cette 
section ,  c'est-à-dire 

!•  La  force  P'; 

i2°  Le  poids  Ts  de  sa  roue; 

d*"  Le  poids  de  la  partie  de  l'arbre  entre  «o  et  le  deuxième  tou^ 

rillon  ;  comme  sa  longueur  esta— x,  son  poids  est  n— ^^ ,  puisque  il 

est  le  poids  de  l'arbre  de  longueur  a. 

Enfin ,  la  réaction  du  coussinet  où  ce  tourillon  s'appuie  ;  et  cette 
réaction  s'obtient  d*une  manière  simple  en  décomposant  P,  F,  o, 
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p',  n  en  deux  autres  qui  leur  soient  parallèles  et  qui  passent  par  les 
deux  coussinets. 

Ce  qui  donne  Jt£r  le  second  coussinet^  dont  nous  nous  occupons: 

te  Une  force  parallèle  et  opposée  à  P,  et  dont  Tintensité  est  P  -; 

puisque  les  composantes  de  P  sont  en  raison  inverse  de  ses  distances 
aux  deux  coussinets,  distances  dont  a  est  la  somme  ; 

5*  Une  force  parallèle  et  opposée  à  F»  et  dont  Tintensité  est,  de 

même  •  P ; 

a 

6*  Une  force  verticale  de  bas  en  haut,    somme  des  compo- 
santes des  poids  cr ,  tr'  et  n ,  et  dont  Tintensité  est  en  conséquence 
a'    .      ,a  —  a!'   .   n 
a  a  2 

Ces  diverses  forces  produisent,  autour  de  droites  perpendicu- 
laires à  leurs  directions  et  à  l'axe  de  Tarbre ,  menées  par  le  centre 
de  la  section  o»,  des  moments  dont  les  bras  de  levier  sont  a  —  x  pour 
les  réactions  (4%  6%  6*);  a^-a'^-^x  pour  les  forces  (1%  2*)P',  a'; 

enfin  °T"^  pour  le  poids  (3')  n  ^*"    de  la  partie  de  Tarbre  au  delà 

de  ci>,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  concentrée  en  son  centre  de 
gravité  ou  à  son  milieu. 

En  appelant  donc 

m,  m',  mf'  les  moments  des  forces  parallèles  respectivement  à  P, 
à  F  et  à  la  verticale, 

on  aura 

»i  =  P-(a— i), 

a— a"  a" 

m'==- P^Ca-a'^-xj^- P'^^— ^(a—a)  =  P' -x, 

Ci  C* 

a — xa — X       ,.        „      V     /   œ'  .    ,a — o"  .  n\.        . 


,a  — X  .     ,  ,,x     Dxa— X 


h    w   w 

a  a      2     a 

1.  v^ 
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Pour  réduire  en  un  seul  ces  trois  moments  tendant  à  la  fleilon, 

rappelons-nous  le  théorème  de  géométrie  élémen* 
taire  relatif  au  carré  du  côté  MG  opposé  à  Tangle 
obtus  A  d*un  triangle  obliquangle  MAC;  ou  bien 
remarquons,  simplement,  que  si  son  côté  AG  se 
projette  en  AD  sur  le  prolongement  du  troisième 
côté  MA  f  on  obtient 

MC'  =  (MA  -h  AD)»+  GD'= MA*+  2MAXAD  +  AC'; 

égalité  qui,  appliquée  à  un  deuidème  triangle  ABC, 
dont  AG  serait  à  son  tour  le  grand  côté ,  les  deux  autres  pourant 
^tre  situés  dans  un  plan  quelconque,  donne  de  même ,  BF  étant  la 
projection  du  côté  BG  sur  le  prolongement  de  Fautre  AB  : 

ÂC'  =  ÂB*  +  BG*  +  2AB  X  BP. 

Substituant  et  remarquant,  i«  que  AD,  projection  de  AG,  est 
égal  à  la  somme  AE  -f  ED  des  projections  de  AB,  BG  sur  le  prolon- 
gement de  MA;  2*  que  chacune  des  projections  BF,  AE»  ED  est  égale 
au  côté  projeté  multiplié  par  le  cosinus  de  son  angle  avec  le  côté 
dans  la  direction  duquel  la  projection  se  fait;  Z""  que  MG  représente 
en  grandeur  et  en  direction  la  résultante  de  trois  forces  représen- 
tées par  MA,  AB,  BG,  les  sens  d'action  étant  ceux  quMndiquent  les 
flèches,  on  a  ce  théorème,  d'ailleurs  connu  : 

Que  la  résultante  de  trois  forces  est  égale  à  la  racine  carrée  de 
la  somme  de  leurs  trois  carrés  et  des  trois  doubles  produits  de 
ces  mêmes  forces  par  les  cosinus  des  angles  qu'elles  font  respec- 
tivement entre  elles* 

Ge  théorème  sur  les  forces  aura  également  lieu  pour  nos  trois 
moments  m,  m\  m'\  car  on  peut  les  réduire,  sans  en  changer  la 
valeur  ni  Teffet ,  à  avoir  le  même  bras  de  levier  égal  à  1  par  exem- 
ple, comme  s'ils  étaient  dus  à  trois  forces  appliquées  sur  Taxe  à  Tb- 
nité  de  distance  de  w  ;  ces  forces,  toutes  perpendiculaires  à  Tarbre, 
auraient  une  résultante  dont  Tintenslté ,  mesurant  celle  du  moment 
résultant ,  serait  donnée  par  ce  même  théorème.  On  a  donc^  comme 
a  et  a'  sont  les  angles  que  font  respectivement ,  avec  les  compo- 
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santés  des  poids  n ,  er,  a',  les  composantes  des  forces  P  et  celles, 
des  forces  P',  Texpression  suivante  du  moment  de  flexion  : 

M  =  ^m"  4-  wi"  +  w""  -f  2m'm"cosa'  +  Sm'^mcosa  +  2mm'cos(a-f  a'). 

Quant  au  moment  des  forces  qui  tendent  à  tordre ,  autour  de 
Taxe  de  Tarbre ,  il  n^est  autre  chose  que  celui  de  li  résistance  P', 
plus  celui  du  frottement  du  deuxième  tourillon. 

En  appelant  donc 

r'  le  rayon  de  la  deuxième  roue; 

w^  celui  du  tourillon  de  droite  on  du  côté  de  cette  roue  ; 

M  laréaotion  de  son  coussinet; 

/  le  coelfieient*du  fh)ttement  ou  le  rapport  de  la  composante 
tangentielle  à  la  composante  normale  de  cette  réaction  ; 
en  S(»t6  qne,  N  étant  cette  deuxième  composante,  on  a 

m  =  ^N* -h/« N«,    N=    ^^     ,  d'Où     -^     pour  la 

première  ou  le  frottement , 
on  aura 

expression  dans  laquelle  il  faudra  mettre ,  pour  R ,  la  résultante 

des  trois  forces  (A%  5%  6*)  P  -,  F  ÎLzf!^  «  E!  +  ^^n^  ^  5 

^'a  a     *      a  a  2 

agissant  sur  le  coussinet ,  c'est-à-dire  d'après  le  théorème  rappelé 


+ 


+  .p2.V«^co-(,+.o+,(«£:  +  ^£=2!  +5)  (pj'eos.+P'  -=2:003.') 

Les  deux  moments  de  flexion  et  de  torsion  M  et  M^,  dans  le  calcul 
desquels  on  peut ,  pour  première  approximation ,  négliger  ou  fixer 
arbitrairement  le  poids  encore  Inconnu  n  de  Tarbre ,  étant  une 
fois  obtenus  par  ces  expressions ,  l'équation  générale  de  cohésion 
du  S  UU  avec  Q  =  D«  et  où  l'on  pourra  ordinairement  négliger  g'j , 
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g^\  qui  viennent  du  cisaillement,  fournira  les  dimensions  transver- 
sales à  donner  à  Tarbre. 

Si  y  par  exemple ,  la  forme  des  sections  doit  être  circulaire,  et  si 
Tj,  =  1/4,  l'équation,  pour  déterminer  leur  rayon  r,  sera  (S  48) 

I   oùronap'.  =  ^.r".=  ?^, 

en  sorte  que  comme  le  moment  de  flexion  M,  fonction  des  moments 
m,  m',  m'%  est  variable  avec  x,  ou  avec  la  situation  de  la  section  w, 
on  pourra  faire  varier  aussi  le  rayon  r  et  donner  à  Tarbre.  s*U  est 
en  métal ,  la  forme  d'égale  résistance  ($  précédent).  L'économie  de 
matière  sera  surtout  notable  si  Tangle  a  -f  a'  est  de  deux  angles 
droits  ou  si  les  forces  P,  P'  sont  parallèles  et  opposées  ;  car  il  y  aura 
même  un  endroit  où  Tarbre  n'éprouvera  de  flexion  qu'en  vertu  de 
son  poids  et  de  celui  des  deux  roues. 

Si  Ton  veut  que  Tarbre  soit  cylindrique  ou  que  r  soit  constant,  il 
faudra ,  pour  M ,  prendre  la  plus  grande  valeur  du  moment  de 
flexion.  Son  expression  n'a,  entre  les  deux  roues,  qu'un  minimum , 
et  sa  plus  grande  valeur  a  lieu  contre  Vune  au  Poutre  de  ces  roues. 
On  le  calculera  donc  pour  x  =  a'  et  pour  x=a — af\  et  Ton  mettra 
à  la  place  de  M  le  plus  fort  des  deux  résultats. 

Si  l'arbre  tournant  doit  être  en  bois ,  il  conviendra  le  plus  sou- 
vent de  le  faire  carré,  sauf  un  abatage  de  ses  angles  en  chanfrein, 
assez  léger  pour  ne  pas  diminuer  la  résistance  (S  8  de  la  note  du 
n"  113). 

Alors  les  forces ,  en  même  temps  qu'elles  le  tordent,  tendent  à 
fléchir  son  axe  tantôt  dans  un  plan  passant  par  une  médiane,  tantôt 
dans  un  plan  passant  par  une  diagonale  des  sections ,  tantôt  dans  un 
plan  intermédiaire.  On  a  vu  à  la  fin  du  $  55  que  les  plans  intermédiai- 
res n'étaient  pas  à  considérer,  et  qu'il  fallait  calculer  l'équarrissage. 

Pour  la  flexion  diagonale  si  f-*  <  ^  ^ . 

Pour  la  flexion  médiane  si  ^  >  ~  ^ , 


ART.  V.   TORSION  AVEC  FLEXION.  ^53 

(  Du  o»  tftS). 


28 
la  fraction  ^=  =  1,03702  devant  être  remplacée  par 

6 .  0,20817  v^2— T)j— (1— Tii)\/2  > 

si  Ton  attribue  une  autre  valeur  que  ilh  au  rapport  r^^  des  limites 
B. ,  R'^o  des  tractions  et  des  pressions  longitudinales  permanentes 
non  dangereuses  (Voy.  des  Applications  numériques  au  %  65). 

S  58.  Récapitulation  des  formules  propres  à  foire  connaître  les 
dimensions  transversales  à  donner  à  une  pièce  droite  soumise  à 
une  torsion  et  à  une  flexion  simultanée ,  avec  ou  sans  extension  ou 
compression  longitudinale  de  Vaxe, 

N.  B.  Ces  formules  étant  déduites  comme  cas  particuliers  de  Téquatiou  géné- 
rale de  cohésion  permanente  ou  de  stabilité  de  la  contexture  du  $  44  (p.  384],  on 
y  recourra  dans  les  autres  cas,  notamment  lorsque  les  effets  de  cisaillement  on  lea 
glissements  g'^  g"|  étrangers  i  la  torsion  ne  seront  pas  négligeables  comme  noua 
le  supposons  ici  (Voy.  aussi  §$  45,  46  et  note  du  n*  454  ,  et  aussi  lorsqu'on 
aura  Re  >  R'o  donnant  y)i  >  4  ;  et  encore  lorsqu'une  section  dont  on  veut  avoir 
les  dimensions  sera  dans  une  des  situations  exceplionnelles  qui  l'empécibent  de 
t'inOécbir  (p.  385). 

Soient 

r  le  rayon  de  la  section  si  elle  est  circulaire,  6  et  c  ses  dimen- 
sions transversales  principales  si  elle  est  elliptique  ou  rec- 
tangulaire ; 

M  le  moment  qui  fléchit  la  pièce  et  qui  est  décomposable  en  M' 
et  M"  parallèles  à  c  et  à  6  respectivement; 

M|  le  moment  qui  la  tord; 

Q  la  force  longitudinale  qui  étend  ou  comprime  Taxe  ; 

r',  6',  &  ;  r",  ft"  c";  f*,  b'%  cT  les  valeurs  à  attribuer  à  r,  6,  c  si  la 
pièce  était  seulement  fléchie  par  M,  seulement  tordue  par  Mj, 
seulement  étendue  ou  comprimée  par  Q  longitudinalemeut  ; 

R„ ,  R',  =  ?}jR«  les  limites  à  imposer  aux  tractions  et  aux  pres- 
sions longitudinales  par  unité  détection  ; 

T*»,  T'',  les  limites  à  Imposer  de  même  aux  actions  tangentielles 
transversales  sur  les  sections  parallèlement  à  6 ,  c ,  et  aussi 
(S  U6)  aux  actions  tangentielles  longitudinales  sur  des  plans 
perpendiculaires  à  6,  c; 


i5&  SEGT.  I.  BÊSISTAHCB  DBS  SOUDES. 

(Dan*  i5«). 

11  faut  prendre  les  valeors  de  r,  6,  c  données  par  les  formules 
suivantes  où  t]^  est  supposé  <  i  et  peut-être  pris  ordinairement 
=  l//i  sans  qu'il  en  résulte  d'erreur  bien  sensible  si  la  valeur  réelle 

de  T)j  =  -f-  est  différente. 

Mo 

Ptèee  h  mettiQn  elrenlatre  fléchie  et  tordue. 

(On  suppose  T,  =  T"»  =  T.). 
ou  bien         r»  =^^'  r^  +  \/^t±2ir'»y+ (r"»)' 


OU  encore 


ou  (r»  —  r-»)  (r» + ri,r^)  =  r"« . 


MAnie  i^lèee,  «n  mtma  tempt  iteodoe. 

(R.jcr»  -  Or  -  4M)  (R<,5cr«  +  i,Or  +  4ii,M)  =  U.  ^'Y 
ou       (i*— r"*p-r^)(r»+ii,r»r+ii,r'^  =  r"«,    où    !**=-%. 

Même  plèee ,  comprimée  en  même  temps  qae  tordue  et  fléchie. 

(ft.7ur«  +  Qr  -  m)  (Ro«r«  -  ij^Qr  +  ût,,M)  =  ^R.  ^^ 

R.^M  , 

ou,  ce  qui  revient  au  même  : 

(r»+r"'«r-r'')(r'-.l,r"'«rfn,r'>)  =  r"M  -„x  ^ _      Q^  _ _0_ 
et  (r'+r'^'^r+r'^Kr'— lî/'^r— 7iir'3)  ==  r''«  j  ""  '^    ~  ^^  tzK  "~  îcR'/ 

On  prendra  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  r  fournies ,  Tune 


ART.  V.  TORSION   ATEG  FLEXION.  455 

(Du  D»  tftS). 

par  la  première ,  Tautre  par  la  seconde  des  deux  équations  de  Tiui 
ou  de  Tautre  groupe. 

On  peut  se  borner  à  résoudre  la  première  Gu,  la  seconde,  selon 
qu'on  a 

ou>  9(l+,,)«^''»'^  +iir-;. 
revenant  à     ^^^  <  ^^,^^[m^  +  ^(r.  ^J*} 

Ptèee  *  fleettom  elllpttiiBc  «éehte  «  »lal 

(5        T  •  \ 
ou  parallèleflMDl  au  dlanièire  c  tel  que  «  >     *  ]  et  en  néma  lempa  tordiM. 

ou  6c»  =^-^  6'c'»  +  \/(i-±-2i.  b&*y  +  (6"c"»)», 

foùl'ona     6'c"-.M,  6V'«  =  ^\ 

Bldnae  pièe«  elllpalqa«  »  en  mèaie  ienips  èiaiidiie. 

équatio .  à  résoudre  numériquement  en  se  donnant  ou  6,  ou  c , 

ou  -  ou  une  autre  fonction  de  ces  deux  dimensions  inconnues, 
c 

pow  faire  cesser  Tindétermination. 

Bléfliie  ylèee  eoBiprlBié^  en  même  tempi  que  fléchie  i  plat  et  tordue. 

en  prenant  les  plus  fortes  des  valeurs  de  6,  c  fournies,  les  unes  par 
la  première,  les  autres  par  la  seconde  de  ces  deux  équations.  On 


456  SEGT.  L   RÉSISTANCE  DBS  SOLIDES. 

(Du  H*  IftS). 

peut  se  borner  à  résoudre  la  première  ou  la  seconde ,  selon  que 

Bldne  f  lè«e  elllpil««e  fléchie  de  champ  ($  5S  ]  ou  parallèlement 
au  diamètre  b,  en  même  temps  que  tordoe, 

doit  i  ^  >  y  ^  - 1  s'il  y  a  isotrople  ou  r.=r'.,  B,  =T.(1 +7i,)l, 

le  point  dangereux  est  à  une  extrémité  du  diamètre  principal  6,  et 
il  faut  prendre 


ou  bien  6»c  =~^  b'*c'+y  (i±2l6'»c'y+  (y'c"«p.y 

/  ,     .  _  ,      32M"    ^„  .^      16M,\ 

Ménae  plè«e  étendue  en  même  tempi  que  fléchie  de  champ  et  tordue. 

On  a  I  sous  la  même  condition  (    )*  (    )  <  (    "t  ^M  1,  Féquation 
suivante  pour  déterminer  6,  c» 

(B.Ç-Q6-8M")  (r.Î^  +  ,.Q6  +8,.M")  =  (b^.)'. 

I*  fléchie  et  tordue,  avec  ou  sans  extension,  quand 

3*  fléchie,  tordue  et  comprimée. 

Alors  il  faut  (S  52  )  résoudre  concurremment  les  trois  équations 
suivantes  en  6,  c,  dont  les  deux  premières  sont  relatives  aux  limites 

V  =  ^  et  —  ^  des  valeurs  de  v,  et»  la  troisième,  à  un  maximum 

absolu,  sMl  y  en  a  une  entre  ces  limites  : 


Idme  pièce  clllp-  )         ,         /MiR< 

<    on  n'a  pas  '      *-^ 
ilqne. 


AKT.  Y.   TORSION  AVEC  PUXION.  657 

(Du  n'  IMI). 

(r.Î^:pQ6-8M")(b.Ç±..Q6+8,.M")  =  (b.^)'. 

(--t)  (--f )  (sy  (?-s)-(^-) = 

_/i6MA«r/R,MAY6*    r/\     1 

et  adopter  la  plus  forte  de  ces  trois  solutions,  mais  en  excluant 
celle  qui  est  fournie  par  la  troisième  équation ,  si ,  en  substituant 
dans 

2u        1         —2^^^T'''^^ 


b  "  8M"  /  R,M,  y/ô»     r,«\  ' 

V2T'.M'7   \c"      T"oV       "^^ 

2i/ 
il  en  résulte  -r-  >  i  ou  <  —  i,  car  ce  sera  une  preuve  que  le  maxi- 
mum absolu  répond  hors  de  la  section ,  et  il  faudra  prendre  alors 
la  plus  forte  des  deux  autres  solutions. 

Méaie  plè«e  elliptique  fléelile  otolIqneMieiii. 

Particulariser  alors  Téquation  générale  (S  /i&)  et  trouver  par  tâ- 
tonnement les  solutions  donnant  le  maximum  voulu. 

Plè«e  recteBsvlalre  tordue  et  eo  même  temps  fléchie  à  pUU 

(c'est-à-dire  perpendiculairement  à  celui  des  deux  côtés  qui ,  si  on 
rappelle  6,  et  l'autrec,  remplit  la  condition  «;r  >  l  —  -^rn  )t^  »  Ti  et 
Y  étant  tirés  de  la  table  de  la  page  362). 

,.60.  =  Ip. .  «,•  +  Y/(l±i.«)V(l.„^J' 

Mdaie  f  lèee  reetattgalalre ,    en  même  trinps  élcodoe  ou  comprimée 

par  une  rorce  longitudinale  Q. 

Résoudre  la  première  des  deux  équations  soirantes  en  6  on  c,  si 


U5S  SEGT.  1.   fiÊSISTANGB  DES  SOLIDES. 

(  Du  n*  IMI). 


la  force  Q  agit  pour  étendre  (et  elle  a  alors  les  signes  supérieurs  )  ; 
et  les  résoudre  toutes  deux  si  elle  agit  pour  comprimer  (  et  alors 
elle  a  les  signes  inférieurs)  en  adoptant  la  plus  forte  des  deux  so- 
lutions , 

(R,6c»=FQc-.6M')(R,6«c±n,Qc+6n,M')  =  ^XR^^^y, 

(Ro6c«q:()c  +  6M')(Ro6c»±:^,Qc— 6ti,M')  =  (^f[.^\\ 

On  peut  se  contenter  de  résoudre  la  première  ou  la  seconde 


Même  plèee  reet«iig;aliilre  fléebte  de ebamp  ou  partllélemeot  au  càibb, 

et  en  même  temps  tordue ,  etc. 

Prendre  (voyez  $  53)  pour  les  dimensions  6,  c,  les  plus  fortes  de 

celles  qu'on  obtient  en  plaçant  les  points  dangereux  successivement 

aux  milieux  des  côtés  c  et  en  divers  endroits  des  côtés  6,  déterminés 

2zz 
par -^  =  0,  0,1,  0,2, 0,9,  i,  et  interpolant  paraboliquement 

par  la  méthode  du  $  3^  pour  déterminer  remplacement  et  la  gran- 
deur du  maximum. 

Méoie  plèee  re«Uuii^lalre  fléchie  eMI^uen^nt ,  ou  par  un  couple 
dont  le  plan  fait  un  angle  quelconque  9  avec  les  côtés  c. 

Chercher  de  la  même  manière  (voyez  S  53)  le  point  dangereux  sur 
les  quatre  côtés  du  contour  d'une  section. 

Plèee  à  ■ectieii  earrée^  dont  la  matière  est  supposée  d'égale  oontezture 
dans  les  divers  sens  transversaux,  et  qui,  en  même  temps  qu*elle  est  tordue,  est 
sollicitée  i  fléchir  dans  un  plan  faisant  un  angle  constant  9  avec  un  des  côtés. 

Chercher  dans  la  table  du  §  55,  p.  UUli ,  en  interpolant  au  besoin 
par  différences  propot  tionnelles,  le  nombre  par  lequel  il  faut  multi- 

M 

plier  _  pour  avoir  le  cube  6'  du  côté  à  donner  à  la  section  (cette 

table  suppose  \  =  l//t). 


ART.  V.  TORSION  AY£G  FLEXION.  k59 

(Du  n^  t&tl). 


Méaie  plèee  e»rrée  0I  elle  émt  tQuwmmnie ,  ou  li  elle  doit ,  comme 
uo  arbre  de  machine,  être  soUicilëe  saccessîYemeDl  dans  toules  les  inclinaisons 
ou  pour  toutes  les  valeurs  de  l'angle  7. 

Calculer  son  côté  b  par  la  première  ou  la  seconde  des  deux  formules  : 

c'est-à-dire  placer  le  point  dangereux  ou  à  un  angle  (où  Teffet  de  la 
torsion  est  nul) ,  ou  au  milieu  d'un  des  côtés,  selon  qu'on  aura 

^^  <  ou  >  l,2/i902  v/2  — Ti,  — (1  — Ti,)V2  .  ^ , 
qui  est  =  1.03702  ^^  =  ^  ^^  si  li  =  4/4- 


Plèee«  d^ésAle  ré»l«Mimee,  et  pièce»  fri^matiqnes* 

Les  dimensions  des  diverses  sections  des  pièces  d'égale  résistance 
seront  fournies  par  toutes  ces  formules  en  donnant,  au  moment  de 
flexion,  les  valeurs  qui  conviennent  à  chaque  section  (§  56). 

Si  l'on  veut  faire  les  pièces  prismatiques  ou  cylindriques,  on  attri- 
buera au  moment  de  flexion  M  ou  M' ou  M''  sa  plus  grande  valeur,  qui 
est  relative  à  la  section  pour  laquelle  son  bras  de  levier  est  le  plus  long. 

Arbres  de  (ransBalttsIon  de  MievYeMiemt  de  retatlem 

dem»  lee  auieblmefi. 

Voir  au  S  57  le  calcul  des  moments  M  et  Mj  qui  le  fléchissent  et 
qui  le  tordent,  afin  de  les  substituer  dans  les  formules. 

S  59.  Pièces  encastrées  avx  deux  bouts.  Valeur  à  donner  au  mo* 
ment  de  torsion  de  chaque  partie.  —  Lorsqu'une  pièce  est  encastrée 
ou  serrée  à  ses  deux  extrémités,  de  manière  à  ne  pouvoir  tourner 
autour  de  son  axe  qu'à  des  points  intermédiaires,  les  moments  de 
torsion  de  ses  deux  parties  à  droite  et  à  gauche  du  point  où  elle  est 
sollicitée  à  tordre,  dépendent  des  réactions  inconnues  des  parois 
des  encastrements. 


&60  SBCT.  I,   RÉSISTANCE  DES  SOUDES. 

(Du  n«  IMI). 

- —  . 

Pour  en  obtenir  la  grandeur,  appelons  : 

Mi  le  moment  du  couple  qui  est  supposé  solliciter  la  pièce  dans 

un  plan  perpendiculaire  à  son  axe; 
a\  a"  les  distances  de  ce  plan  à  la  première  et  à  la  deuxième 

extrémité  ; 
m',  m"  les  moments  des  réactions  qui  s'y  exercent  ; 
0',  0'^,  les  torsions  respectives  de   Tunité  de  longueur  de  la 

partie  a'  et  de  la  partie  al'  de  la  pièce. 

Comme  Tangle  de  torsion  doit  être  le  même  au  point  de  jonction 
de  ces  deux  parties,  on  aura 

e'a'  =  e"a". 
On  aura  aussi ,  pour  Téquillbre  de  rotation , 

Enfin ,  comme  le  moment  des  forces  qui  agissent  sur  la  pièce  à 

droite  d'une  section  quelconque  est  w!'  pour  la  partie  a'\  et 

M— m'^  =  w!  pour  la  partie  a',  et  comme  les  torsions  de  r  unité  de 

longueur  de  ces  parties  sont  proportionnelles  à  ces  moments ,  on  a 

6'       m'  m'       a" 

ùr,=^zzrn    ^^    --7f=-—i\  d'où,  avec  M*  =  w'  +  m"  : 

a"^  a' 

^  a!  -^-a*^  *  a'  4-  a" 

Ce  sont  ces  valeurs  des  moments  de  torsion  des  deux  parties 
a\  a'*  de  la  pièce  que  Toq  substituera  dans  les  formules  du  $  /iiO 
pour  avoir  leurs  torsions  0',  0". 

Et  les  dimensions  transversales  à  donner  à  la  pièce  supposée  pris- 
matique ou  cylindrique  seront  calculées  pour  la  partie  la  plus 
courte,  parce  que  ce  sera,  d'après  O'a'  =  0"a",  celle  qui  éprouvera 
la  torsion  la  plus  grande. 

Une  pièce  à  la  fois  fléchie  et  tordue  peut  être  encastrée  aux  Jeux 
bouts  quant  à  la  torsion  et  non  quant  à  la  flexion,  ou  réciproquement. 

On  en  verra  un  cas  aux  applications  numériques,  $  66.  Les  autres 
cas  ne  pourront  être  traités  qu'à  la  section  iV,  article  1,  n""  371  à 
Zlk  9  où  l'on  s'occupera  des  pièces  doublement  encastrées  quant  à 
la  flexion  ou  dont  l'axe  a  ses  deux  tangentes  extrêmes  dans  une  di- 
rection déterminée.  .^     _ 


ART.  V.   lOBSlO.N    AVEC    FLLllOiN*  ktii 

(  Du  n«  !&•). 


$  60.  Rupture  immédiate  par  torsion.  Proportionnalité  des  ré" 
sistances  à  cette  rupture  aux  cubes  des  dimensions  homologues  des 
sections  semblables,  —  Toutes  les  équations  de  cohésion  ci-dessus , 
dressées  pour  prévenir  toute  rupture  même  éloignée,  sont  essen- 
tiellement fondées  sur  ce  que  les  dilatations  et  glissements ,  au- 

R      T 

dessous  des  limites  adoptées  ~,  -p,-,  restent  assez  petits  pour  ne 

pas  cesser  d^ètre  sensiblement  proportionnels  aux  efforts  qui  les 
produisent. 

On  neut  aller  au  delà,  et  en  s'aidant  d'bypotbèses  plausibles  sur 
la  relation  inconnue  entre  les  efforts  et  les  effets  quand  ceux-ci 
ne  sont  plus  très-petits,  dresser  aussi  quelques  formules  propres 
à  prévenir  la  rupture  immédiate  ou  prochaine  par  torsion ,  for- 
mules utiles  pour  les  constructions  légères ,  temporaires  et  conti- 
nuellement surveillées ,  telles  que  les  échafaudages ,  etc. 

Mais  démontrons  auparavant  deux  théorèmes  de  proportionnalité 
relatifs  aux  sections  semblables. 

Coulomb  fait  le  raisonnement  suivant  0)  sur  la  grandeur  relative 
du  moment  de  la  réaction  de  torsion  de  divers  fils  métalliques  cy- 
lindriques ,  ou  de  leur  résistance  élastique  à  une  torsion  d'un 
angle  donné ,  grandeur  qui  est  désignée  ci-dessus  par 

Mi 

a  Cemomentum  »,  dit-il,  «  doit  augmenter  avec  la  grosseur  des  flis 

de  plusieurs  manières Dans  un  diamètre  double,  il  y  a  quatre 

fois  plus  de  parties  tendues  par  la  torsion........  et  Textenslon 

moyenne  de  toutes  ces  parties  est  proportionnelle  au  diamètre  du 
fil ,  de  môme  que  le  bras  moyen  de  levier  de  leur  résistance.  Ainsi, 
nous  sommes  portés  à  croire,  d'après  la  théorie,  que  la  force  de  tor- 
sion de  deuxfilsdemétal  de  la  même  nature  et  de  la  même  longueur... 
est  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  leur  diamètre.  » 

Et  les  expériences  de  Coulomb  confirment  sa  prévision. 


(1)  Recherches  théoriques  et  expérimeDUles  sur  la  force  de  torsion  ei  sur  l'èlas- 
Udté  des  flls  de  métal  (  Mimovru  de  VAcad.  dtê  tciencesy  volume  de  47S4,  pu- 
blié en  47S7;SXI1I]. 
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(  Du  D*  tftS). 

M 

Cette  proportionnalité  de  ;7^  à  la  quatrième  puissance  des  di- 

mensions  transversales  homologues  aura  lieu  également  pour  deux 
prismes  à  sections  quelconques,  mvAs  semblables ,  à  la  condition 
qite  les  glissements  sur  les  sections  du  prisme  restent  assez  pe- 
tits pour  que  les  résistances  ou  réa4itions  tangentielles  ne  cessent 
pas  de  leur  être  proportionnelles.  En  effet ,  les  plans  de  ces  sec- 
tions de  deux  prismes  semblables  se  courberont  de  la  même  ma- 
nière par  la  torsion ,  en  sorte  que  les  glissements  sur  Tune  et  si^ 
Tautre  auront  entre  eux,  à  leurs  points  homologues ,  le  même  rap- 
port qui  sera,  pour  même  angle  de  torsion,  celui  des  arcs»  c'e8(-4- 
dire  celui  des  dimensions  linéaires  homologues  de  ces  deux  sec- 
tions.  Les  réactions  élastiques  provenant  de  ces  glissements  sui- 
vent le  même  rapport  par  hypothèse.  Il  en  est  de  même  des  bras 
de  levier  de  leurs  moments  ;  et  les  superficies  du  des  éléments  où 
elles  s'exercent  sont  évidemment  comme  les  carrés  de  ces  di- 
mensions. Les  moments  totaux  sont  donc  comme  leurs  quatrièmei 
puissances,  ou  comme  les  carrés  «u*  des  aires,  ainsi  que  l'ont 
donné,  au  reste»  toutes  les  formules  ci-dessus  et  aussi  toutes  les 
expériences. 

Il  en  sera  autrement  si  les  glissements  »  sans  même  cesser  d'être 
petits  ou  d'avoir  leurs  carrés  négligeables  devant  l'unité,  arrivent 
néanmoins  à  des  valeurs  telles  que  la  loi  ordinaire  de  l'élasticité  ne 
s'observe  plus  ou  que  leurs  actions  tangentielles  correspondantes 
ne  leur  soient  plus  sensiblement  proportionnelles,  ce  qui ,  généra- 
lement, arrive  bien  avant  l'énervation  de  la  matière  0).  En  effet, 
ces  réactions,  dont  le  moment  total  est  Mj,  ne  suivront  plus, 
comme  les  glissements ,  la  proportion  des  dimensions  linéaires  ^ 

sections,  et  -g-  ne  sera  plus  en  raison  des  quatrièmes  puissances  de 

ces  dimensions. 

Mais  si  alors,  au  lieu  de  la  même  torsion  0  dans  les  deux 
prismes  semblables  et  inégaux,  on  a  le  même  plus  grand  glissement 
sur  chaque  section^  et,  par  conséquent,  le  même  plus  grand  effort 


^)  Nous  avODR  dit  {%  6  de  la  noie  du  n«  45S}  que  la  résisUnce  éUsiique  aui 
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transversal  qui  en  dépend,  et  qui  pourra  même  être  Teffort  T  au 
delà  duquel  la  rupture  se  déclare  immédiatement ,  les  moments  de 
torsion  M^  de  ces  deux  prismes  seront  entre  eux  comme  les  cubes  des 
dimensions  transversales  homologues. 

En  effet,  il  résulte  de  la  similitude  que  les  glissements  se  distri- 
bueront de  la  même  manière  sur  les  deux  sections ,  Tune  plus 
grande,  Tautre  plus  petite;  que,  par  conséquent,  les  efforts ian- 
gentlelfl ,  égaux  en  deux  points  homologues  par  hypothèse ,  seront 
aussi  égaux  chacun  à  chacun  en  tous  les  points  homologues  de  Tune 
et  de  Tautre  section.  Les  moments  partiels  seront  ainsi  en  raison 
composée  des  bras  de  levier  et  des  superficies  des  éléments,  et» 
comme  on  peut  supposer  ceux-ci  en  même  nombre  dans  Tune  et 
dans  Tautre,  les  moments  totaux  seront  comme  les  produits  des 
superficies  des  sections  par  leurs  dimensions  homologues. 

Quelle  que  soit  donc  la  loi  inconnue ,  suivant  laquelle  les  réac- 
tions transversales  dépendent  des  glissements  qui  dépassent  une 
certaine  grandeur,  on  peut  regarder  les  moments  capables  de  pro- 
duire la  prompte  rupture,  et  qu'on  pourrait  appeler  limite  instanr 
tanée  de  Mi,  comme  proportionnels,  pour  les  sections  semblables^ 
aux  cubes  de  leurs  dimensions  homologues,  ou  aux  racines  carrées 

^(o>  des  cubes  des  superficies  <»  (i). 

gllBiements  dérive  de  la  résistance  aui  dilatatiODS  qu'ils  produisenl  dans  des  sens 
obliques.  Un  glissement  de  grandeur  quelconque  g  déplacera  relatifement,  dant  son 
sens,  d'une  quantité  ag  les  points  correspondants  de  deui  éléments  linéaires  pa- 
rallèles à  une  distance  a  l'un  de  l'autre,  ce  qui  dilatera  une  droite  comprise  entre 
eux  et  faisant  arec  leur  normale  commune  un  angle  dont  la  tangente  est  9,  dans 

Ja*  4-  (ax  4-  cigj*  —  y  **  +  *'*''* 
la  proportion ^ .  Le  maximum  de  celle  dllatâlioa 

/        ?      g 

proporUonnelle  a  lieu  pour  rinelinaison  xz=z  i/4  +- et  a  pour  grandeur 

g  /        p 

-+\/^+T —  4«  Tant  que  g  n'excède  pas  4/5,  cette  dilatation  maximum 

g 
peut  être  prise  =  -  comme  quand  le  glissement  est  extrêmement  petiu  Mais  nue 

dilatation  de  1/40  et  même  4/400  excède iout  i  fait  celles  qui  laissent  subsister  fa 
loi  de  proportionnalité,  et  piéme  la  cohésion  pour  la  plupart  des  matières. 
(^)  Des  expériences  de  M.  Vicat  {Ann.  des  ponU  et  ch,,  4833,  S*  sem.,  p.  9S8) 
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G*est  de  môme  que,  pour  la  flexion ,  nous  avons  prouvé  ($  1  de  la 
note  du  n*  151)  oue  les  moments  M  des  résistances  à  la  rupture  im- 
médiate sont  proportionnels  aux  produits  6c*  des  largeurs  par  les 
carrés  des  hauteurs  quand  les  sections  sont  ou  semblables  ou  même 
simplement  susceptibles  de  le  devenir  par  la  réduction  de  toutes 
les  ordonnées  de  Tune  des  deux  dans  un  même  rapport ,  bien  que 

ces  moments  M  pour  même  flexion  -  ou  même  rayon  de  courbure  p 

r 

de  Taxe  ne  soient  comme  bc^  qu'autant  que  les  dilatations  des  fibres 
restent  dans  les  limites  où  les  tractions  correspondantes  leur  sont 
proportionnelles. 

S  61.  Calcul  approximatif  des  résistances  à  la  rupture  inimé^ 
diate  ou  prochaine  par  torsion^  quand  les  sections  sont^  V  circu-- 
laires^  2*  rectangles  larges  et  minces.  —  Ce  calcul  sera  analogue  à 
celui  que  nous  avons  donné  au  S  2  de  la  note  du  n*  151  pour  la 
rupture  immédiate  par  flexion  ;  mais  nous  ne  pourrons ,  pour  la 
torsion,  rappliquer  qu'à  deux  formes  de  section. 

Soit  d*abord  un  cylindre  dont  les  sections  sont  circulaires.  Elles 
seront  encore  planes  après  la  torsion ,  car  elles  n'ont  aucune  raison 
de  se  courber  plutôt  du  côté  de  l'une  que  du  côté  de  l'autre  des 
deux  extrémités  du  cylindre  qui  reçoivent  Tactiott  de  couples  égaux 
et  opposés. 

Soient 

r  le  rayon  du  cylindre; 

r  le  rayon  vecteur  d'un  élément  d<o  de  sa  section  quelconque  eu  ; 

p  la  résistance  tangentielie  sur  l'unité  superûciellede  cetélément  ; 

T  la  valeur  de  p  au  contour  des  sections,  ou  pour  r  =  r. 

P,  y  deux  constantes,  et  m  un  exposant  plus  grand  que  1. 


•embteni  oonlralres  i  celte  conclusion.  Hait,  faites  avec  des  prismes  de  plâtre  ou  de 
brique  crue,  très-courta,  qui  étaient  plus  ou  moins  fléchis  en  même  temps  que  tordus, 
elles  ne  pouYaient  réaliser  cette  similitude  de  distribution  des  efforU  intérieurs  sur 
laquelle  notre  raisonnement  se  fonde,  et  elles  ne  paraissent  pas  propres  i  infirmer 
la  loi  des  cubes  des  dimensions,  qui  a  été  presque  constamment  manifestée  par  les 
eipériences  d'aulrea  auteurs  sur  des  barres  métalliques;  loi  que  H.  Vical  lui  même 
adopte  finalement  (td.,  p.  335)  pour  les  prismes  d'une  certaine  longueur. 
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Les  glissements,  qui  ont  pour  mesure  les  projections,  sur  la  sec- 
tion, de  Tunlté  de  longueur  portée  sur  les  tangentes  aux  fibres  de- 

27: 

venues  des  hélices  toutes  de  même  pas  -^ ,  sont  représentés  par 

•-^  =  6r  lorsque  0  est  grand  comme  lorsqu'il  est  petit,  et  sont  ainsi 

T 

proportionnels  aux  distances  r  de  ces  fibres  à  Taxe.  Nous  pouvons 
4onc  prendre,  par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  fait  p.  176,  Tex- 
pression  suivante  de  la  résistance  au  glissement  à  la  distance  r  : 


p=p[i-(i-i)"] 


qui  satisfait  à  la  double  condition,  indiquée  par  Texpérlence  : 

1"*  De  croître  proportionnellement  aux  très-petits  glissements  ré- 
pondant à  d'assez  petites  valeurs  de  r  pour  qu'on  puisse  ne  con- 

server  que  la  première  puissance  de  ^  dans  le  développement  de 


(-?)■• 


P 
ce  qui  donne  p  =  m  ^  r. 


2*  De  croître  moins  que  r  ou  que  le  glissement  quand  il  devient 
plus  considérable. 
On  aura,  au  reste,  la  constante, 

T 


P=: 


-( 


vu  que  pour  r  =  r,  on  a  ;;  =  T  par  hypothèse. 

En  faisant  d*a  =  2;:rdr,  qui  est  l'aire  d'une  couronne  de  rayon  r 
et  d'épaisseur  Jr,  on  trouve,  pour  le  moment  de  torsion, 

M  =  r  pdw.  r  =  2-P  r  ïi  —(l  -^V  \r*dr  -. 

--B(v)'-'sT(-r"-^('-^)""-- 

Si  nous  faisons  la  remarque,  analogue  à  celle  des  pagos  180-181. 

I.  30 
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que  T  est  la  plus  grande  valeur  que  la  réaction  p  puisse  atteindre  « 
puisque ,  pouf  un  glissement  plus  fort  que  celui  qui  y  répond ,  il  y 
a  rupture,  ou  très-rapide  diminution  de  la  force,  nous  imposerons 
la  condition 

dp 

-f-  =0  ponr  r  =:  r  ;  ©«qui  donne  V  =:  T,   P  =  T, 

ar 
et  ce  qui  réduit  Texpression  précédente  du  moment  à 

*         2    \3      (m+l)(m+2Xm+3V  ' 

d^oû  successivement  : 

Pour       m=    1,         2,  3,  /i,      oo 

M,  =  i  «r»T,  1 7cr"T,  ^  irrT,  ^  «r*!,  |  «r»T. 

Le  moment  qui  produit  la  rupture  immédiate  par  torsion  varie 
ainsi  entre  la  moitié  et  les  deux  tiers  du  produit  de  Tcr'  par  la  co- 
hésion tangentielle  instantanée  T. 

Pour  arriver  de  môme  à  une  expression  de  la  résistance  à  la  rupture 

immédiate  par  torsion  d'une  lame  rectan* 

e  I  I  c     gulaire  mince,  ou  d'un  prisme  rectangle 

à  base  bxc  dont  le  côté  b  est  beaucoup 
plus  grand  que  c,  nous  rappellerons  que  nous  avons  trouvé,  pour  ces 
sortes  de  prismes  ($  2A ,  p.  289,  S  26 ,  p.  296) ,  les  mêmes  résultats 
que  par  les  formules  transcendantes  et  rigoureuses ,  en  assimilant 
simplement  leur  section  à  Tellipse  inscrite  quant' aux  glissements 
qui  y  ont  lieu ,  en  sorte  qu'on  a  pour  ces  glissements ,  en  embras- 
sant de  suite  le  cas  d'inégale  contexture,  et  en  négligeant,  aux  dé- 

norainateurs ,  ^.  devant  jr,  • 

g'  =  -2et,,  g''  =  2^ett. 

Admettons  que  nous  avons  encore  ces  expressions  des  glisse- 
ments lorsqu'ils  deviennent,  comme  nous  supposons  ici,  assez 
grands  pour  que  les  résistances  tangentielles  qu'ils  provoquent  dans 
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les  sens  u,  i?  cessent  de  leur  être  proportionnelles  ;  et ,  en  appelant 

p\  p'  ces  résistances  ou  tensions  par  unité  superficielle  des  élé- 
ments (/(o  où  elles  s'exercent  ; 

T'  la  limite  de  p'  ou  la  plus  grande  tension  tangentielle  que  la 
matière  puisse  supporter  dans  le  sens  u  sans  rompre  immé- 
diatemtent  ; 

P',  P".  y,  U  des  constantes; 

m,  n  des  exposants  >  1;  «^ 

posons  les  expressions 

Elles  donneront,  comme  elles  le  doivent,  p' =.  G'g'  et  p"  =  G''g'' 
pour  les  petits  glissements  ou  pour  les  valeurs  de  r,  u  dont  la  peti- 
tesse permettra  de  ne  conserver  que  deux  termes  des  développe- 
ments des  parenthèses ,  si  les  constantes  satisfont  aux  équations 

-.G'.2(hî=-P'mJ,     G".2j^e«  =  rnJ, 

qui,  divisées  Tune  par  Tautre,  pour  éliminer 0,  donnent  la  re- 
lation 

De  plus ,  comme  les  points  dangereux  sont  aux  extrémités  de  la 
petite  médiane  c  quelle  que  soit  Tinégalité  de  contexture  quand 
cette  médiane  est  incomparablement  moindre  que  Tautre,  il  faudra 
qu'à  Tinstant  de  la  rupture, 

pour  ^  ~  ô»    on  ait  p'  =  T,  et  ^  =  0  ; 

ce  qui  donne  ^  =  i'  V  =  r. 

Enfin,  comme  les  glissements  g'  sont  toiyours  beaucoup  plus  pe- 
tits que  les  glissements  g",  nous  pouvons  admettre  que  p"  reste  à 
très-peu  près  proportionnel  à  g\  et  par  conséquent  à  û ,  ce  qui 
exige  que  la  constante  U  soit  assez  grande  pour  qu'on  puisse  ne 
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conserver  que  deux  termes  du  développement  de  (  1  —  r:  j   ;  d'où 

p"  =  P"n^. 

Mettant  pour  P''  sa  valeur  ci-dessus,  les  indéterminées  n  et  U  dis- 
paraissent, en  sorte  que  nous  avons  pour  représenter,  d*une  ma- 
nière probablement  très-approchée,  les  deux  Composantes  de  la 
tensicm  ou  résistance  tangentielle  dans  les  sens  u,  v  : 

D'où,  pour  le  moment  de  torsion  M,  =  V        du\       dv {p"u  —  p'v)  : 

M,  =  6c*T'  {^  +  (^+1^(^+2)); 
Cette  expression  donne  successivement  pour  les  hypothèses  : 
m  =    1,  2,  3,  4,        etc. 

M,  =  |^«T',     |6cT',     ^bà^,    ??  6c»r,  etc. 

On  aurait  des  expressions  Intermédiaires  pour  les  valeurs  frac- 
tionnaires  qu*oo  peut  attribuer  à  m. 

Le  moment  de  résistance  à  la  rupture  immédiate  des  lames  ou 
prismes  minces  est,  comme  le  moment  de  résistance  à  la  rupture 
éloignée,  proportionnel  à  la  largeur  6  et  au  carré  de  Tépaisseur  c; 
et  le  coefficient  numérique  dont  il  faut  affecter  leur  produit  par  la 
cohésion  tangentielle  instantanée  T'  croît  beaucoup  avec  Texpo- 
saut  m  mesurant  eu  quelque  sorte  l'excès  de  rapidité  de  la  crois- 
sance de  la  tension  p'  sur  celle  du  glissement  correspondant  g'. 

Si  Ton  tire  la  cohésion  tangentielle  T'  de  ces  équations,  on  a, 
pour  môme  moment  M^  capable  de  la  vaincre,  une  quantité  d'au- 
tant moindre  que  cet  exposant  m  est  plus  grand ,  ou  que  le  glisse- 
ment croît  plus  avec  l'effort. 

Ces  résultats  relatifs  à  la  rupture  par  torsion,  soit  des  cylindres, 
soit  des  lames,  expliquent  comment  les  coefficients  de  cohésion 
tangentielle  T,  T'  qu'on  obtient  en  appliquant  les  formules  ordi- 
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naires  M,  =  -^r— ,  M,  =  —5— à  des  expériences  de  rupture  immé- 

diate  par  torsion,  peuvent  être  trouvés  plus  grands  que  lorsqu*on  les 

détermine  par  des  expériences  de  cisaillement,  de  même  que  les 

cohésions  normales  B  déterminées  par  la  formule  ordinaire  de  rup- 

RI 
ture  par  flexion  M  —  -7  sdtit  plus  fortes  que  celles  qui  résultent 

d^expériecces  de  traction  ($  3  de  la  note  du  n"  151). 

Comparées,  à  des  résultats  d'expériences ,  ces  formules  donne- 
raient des  notions  sur  la  relation  qui  lie  les  tensions  aux  glisse- 
ments d'une  certaine  grandeur,  et  on  en  tirerait  diverses  consé- 
quences pratiques. 

S  62.  Détermination^  pour  les  diverses  matières,  des  coefficients 
nvmèriqves  G,  T.,  G',  G",  T', ,  T". ,  T.  —  Le  coefficient  é^ élasticité 
de  glissement  G,  si  la  matière  est  isotrope  ou  si  sa  contexture  est  la 
même  en  tous  sens,  est  fourni  par  la  relation  que  nous  lui  avons 
trouvée  avec  le  coefficient  d élasticité  d'extension  E ,  au  $  2  de  la 
note  du  n«  152  (0»  savoir  G  =  2/5  E. 

Mais  ordinairement,  et  même  dans  les  prismes  de  matière  fondue 
et  non  fibreuse ,  la  contexture  n'est  pas  la  même  dans  le  sens  longi- 
tudinal que  dans  les  sens  transversaux.  Alors  si  elle  est  égale  dans 
ceux-ci ,  on  n'a  toujours  qu'un  seul  coefficient  G  à  déterminer,  mais 
il  ne  peut  être  déduit  que  d'expériences  où  le  glissement  entre  en 
jeu.  Les  expériences  sur  le  glissement  sans  torsion  qui  a  été  consi- 
déré  aux  notes  des  numéros  152, 153, 15/i,  ainsi  qu'aux  $$  45  et  iii6  ci- 
dessus,  ne  sont  guère  possibles,  car  elles  porteraient  sur  des  quan- 
tités trop  peu  perceptibles ,  et  d'ailleurs  toujours  mêlées  à  ce  qui 
vient  de  la  flexion.  Mais  les  expériences  de  torsion  des  cylindres  à 
base  circulaire  ou  des  prismes  dont  les  sections  sont  comprises  aux 
formules  récapitulées  au  $  kH  feront  connaître  facilement  les  va- 


(>]  A  l'appendice ,  après  le  n*  468,  noos  donoeroDS  une  autre  démonstration 
plus  simple  de  cette  relation  ainsi  que  du  rapport  \  :  4  entre  les  contractions 
transversales  et  les  dilatations  longitudinales  ,  et  nous  nous  proposons  aussi  d*y 
établir  d*nne  manière  simple  les  formules  générales  de  la  théorie  de  réiasticité 
des  solides. 
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leurs  de  G  en  mesurant  Tangle  t  de  la  torsion  produite  par  le  mo- 
ment M,  des  forces  appliquées  à  un  prisme  ou  cylindre  de  Ion- 

gueur  a  et  substituant,  dans  les  formules ,  la  torsion  ®  =  -  «ââ^"^ 

à  ce  moment  par  unité  de  longueur» 

Si,  dans  ces  expérieDces,  il  y  a  cià  même  temps  une  petite 
flexion,  ce  n^est  pas  une* raison  de  rien  changer  aux  conclusions 
qu*on  en  tire  ;  car  Téquation  des  moments  autour  de  Taxe  de  la 
pièce  est  indépendante  de  Téquation  des  moments  autour  de  droites 
transversales ,  suivant  le  principe  de  simultanéité  du  $  S  de  la  note 
du  n'  21. 

On  a  trouvé  souvent,  avec  des  métaux,  G  à  peu  près  égal  à  1/3  £« 
ce  qui  s'écarte  peu  do  5/5  E ,  qu'on  aurait  sans  doute  obtenu  s'il  y 
avait  eu  parfaite  isolr  \  ie. 

Les  deux  coefficients  G',  G"  du  cas  d'inégale  élasticité  transver- 
sale ne  pourraient  être  déterminés  de  cette  manière,  ou  en  appli- 
quant à  un  résultat  d'expérience  de  torsion  l'une  des  formules  du 
S  /^O  relatives  à   ce  cas  général,    qu'autant  qu'on  connaîtrait 

G' 

(y' 

Si  l'on  ne  peut  pas  parvenir  à  se  faire  une  idée  de  ce  rappoH  pAr 
des  expériences  directes  et  suffisamment  délicates  de  gUssemettts 
sans  torsion  en  défalquant,  desjlèches  complètes  ($  k  de  la  note  du 
n*  153,  p.  21/i,  et  $  Uà  ci-dessus) ,  ce  qui  vient  des  seules  flexions, 
on  soumettra  successivement  à  la  torsion  deux  prismes  plats,  ou  à 
section  rectangulaire  étroite  et  large,  taillés  dans  les  deux  sens 
principaux  d'élasticité  ou  de  symétrie  de  contextura  Soit  b  le 
grand  côté  des  sections,  c  l'autre  supposé  très-petit  ;  en  prenant 
successivement  6  parallèle  et  perpeudiculaire  au^sens  de  G'  et  ap- 
pelant Ml,  M\  les  moments  des  forces  produisant  la  tor.ion,  on 
aura  à  peu  près  {$  /lO,  p.  362)  : 

équations  dont  la  pt-emièrc  divisée  par  la  seconde  en  donnera  unç 


d'avance  le  rapport    ,. 
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autre,  du  quatrième  degré  en  W^„  d'où  Ton  tirera  le  n^pport 
cherché  ■^,, 

Les  sens  principaux  d'élasticité  ou  de  symétrie  seront  ordinaire- 
ment indiqués  par  ceux  des  couches  dans  les  bois,  et  par  ceux  de 
forgeage,  laminage,  etc.,  dans  les  métaux.  Mais  on  pourra,  dans 
tous  les  cas,  prendre  pour  tels  ceux  qui  donnent  le  plus  grand  ou 
le  plus  petit  rapport  de  G'  à  G'',  ou  de  M^  à  M'^ ,  et  les  trouver  ainsi 
par  plusieurs  essais. 

Le  coefficient  de  cohésion  tangentielle  permanente  T»  dont  le  quo- 
tient par  celui  d'élasticité  G  donne  la  limite  des  glissements  non 
dangereux  dans  un  prisme  d'égale  contexture  transversale ,  aurait 
pour  valeur,  si  la  matière  était  Uoirope  ou  constituée  de  même  Ion- 
gitudinalement  : 

E  ■"  5 


To  =  2G  ■!;-=?•  Ro, 


égalité  qui  exprime  (S  9  de  la  note  du  n*  152)  que  la  proportion 

1  T 

-  -S  du  plus  grand  écartement  moléculaire  oblique  provenant  du 

glissetiient -^  soit  égale  à  la  dilatation  |;^  due  à  la  limite  Ro  des  trac- 

G  fc 

tions  longitudinales. 

Si  la  contexture  est  différente,  dans  le  sens  longitudinal ,  de  ce 

qu'elle  est  dans  les  sens  transversaux,  et  si  l'oti  a  déterminé,  pour 

ceux-ci ,  les  valeurs  de  l'élasticité  et  de  la  cohésion  d'extension,  ou 

de  ce  que  nous  avons  appelé  Et  et  Ro<  (S  13  de  la  note  du  n*  113  et 

$  US  ci-dessus  de  la  présente  note) ,  on  pourra  prendre,  d'appv^s  ce 

que  nous  avons  trouvé  (à  ce  dernier  §,  p.  378;  pour  la  limite  de 

T  R 

g  =  T^î ,  la  valeur  suivante ,  plus  générale  que  T.  =  aG  -^ ,  et  qui 

a  été  la  conséquence  d'une  hypothèse  naturelle  et  plausible  sur  la 
loi  inconnue  des  limites  des  dilatations  dans  les  divers  sens 


Ve  fi«  ' 
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ce  qui  exprime  simplenient  que  la  limite  à  imposer  à  un  glisBemeot 
est  deux  fois  la  moyenne  proportionnelle  des  limites  des  dilata- 
tions dans  les  deux  sens  rectangulaires  où  il  a  lieu. 

Mais  il  vaudra  généralement  mieux ,  surtout  si  Ton  considère  Tin- 
certitude  sur  la  valeur  de  la  cohésion  normale  R«,  déterminer  direc- 
tement la  col(ésion  tangenUelle  T.  par  différents  moyens  comme 
nous  avons  dit  qu'on  faisait  pour  celle-ci  (  $  12  de  la  note  du  n*"  31 
et  SS 10  à  14  de  celle  du  n*  113) . 

Le  meilleur  serait  sans  doute  de  chercher,  par  des  expériences 
longtemps  prolongées  dans  diverses  circonstances  d  équilibre  et  de 
mouvement ,  sous  quel  effort  de  torsion  la  matière ,  après  avoir 
éprouvé  de  petites  déformations  permanentes ,  cesse  de  à'écrouir  et 
commence  à  ^énerver ^  c'est-à-dire  k  subir  des  déformations  nou- 
velles sous  des  efforts  moindres  que  ceux  qui  en  ont  déjà  produit; 
puis ,  de  déduire  T.  en  se  tenant  prudemment  en  deçà  de  ce  point, 
afin  de  laisser  une  large  part  aux  circonstances  accidentelles  et  im- 
prévues (S  12  de  la  note  du  n**  21). 

Vu  la  difficulté  de  pareilles  observations  et  faute  de  pouvoir,  ainsi, 
arriver  à  une  connaissance  sûre  de  la  meilleure  des  valeurs  à  attri- 
buer à  To  pour  satisfaire  à  Téconomie  comme  à  la  solidité,  on  se 
bornera  souvent  à  une  imitation  raisonnée  de  constructions  exis- 
tantes et  éprouvées  comme  possédant  au  moins  cette  dernière  qua- 
lité. C'est  ainsi  que,  pour  le  diamètre  d  des  arbres  cylindriques 
en  fonte,   on  prend,  d'après  l'usage  des  usines  d'artillerie  (0« 

(P  =  ^  ^     ,  expression  qui,  comparée  à  la  formule  ci-dessus  (S  ûO, 

Tcr'         3  l&16d^ 
p.  359),  lim.  Mj  =  -Tr'^'o  =-^-7^ — T©,  donne  pour  cette  matière  : 

To  =  1336000. 
On  se  servira  aussi,  au  moins  pour  des  comparaisons  do  diverses 


Q)  Leçons  tur  la  riêiatance  des  matériaux  de  M.  le  général  Morin,  membre  de 
l'iDstitut,  9*  édiUon,  ii«  388,  p.  462  oâ  PR,  r',  -  ,  — ,  G  —  déaigoenl  respecli- 
Tement  ce  que  nous  appelons  M|,  r,  9,  f„  et  T,. 
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qualités  ou  variétés  d'une  même  matière,  d'expériences  de  rupture 
immédiate ,  soit  par  cisaillement ,  soit  par  torsion  ^  comme  nous 
avons  dit  qu*on  faisait  pour  la  flexion  et  pour  l'extension  simple 
(notes  des  n*"  113  et  21) ,  en  prenant  pour  T^  le  1/ù  ou  1/5  ou 
1/6,  etc.,  de  ce  que  donneront  pour  T  les  formules  ci-dessus  de  rup- 
ture éloignée^  appliquées  à  ces  expériences ,  si ,  pour  une  qualité 
oxï  variété,  cette  proportion  1/A  ou  etc.,  a  été  reconnue  convenable. 
Ce  ne  sera  pas  faire  la  supposition  fausse  que  la  loi  d'élasticité  ou  de 
proportionalité,  sur  laquelle  les  formules  en  question  sont  basées, 
se  conserve  jusqu'à  l'instant  des  ruptures  opérées;  ce  sera  supposer 
simplement  (note  du  n"  113,  $  12)  que  la  valeur-limite  à  adopter, 
soit  pour  reflTort  transversal,  soit  pour  le  moment  de  torsion  auquel 
on  peut  soumettre  un  solide  pendant  un  temps'indéfini,  n'est  que 
le  1/il,  etc.,  de  celui  qui  fait  rompre  au  bout  de  peu  d'instants,  en 
sorte  que  To  sera  bien  ce  que  donnera  la  formule  vraie ,  pourvu 
qu'on  y  mette  pour  P'^  ou  M^  cette  fraction  de  TeiTort  ou  du  mo- 
ment qui  agissait  quand  la  rupture  a  été  produite.  Cette  supposition 
est  tout  aussi  plausible  avec  le  cisaillement  ou  la  torsion  qu'avec 
l'extension  ou  la  flexion. 

La  torsion  offre  même,  à  cet  égard,  des  circonstances  plus  simples 
que  la  flexion  ;  car  comme,  dans  celle-ci,  le  danger  de  rupture  peut  se 
trouver,  pour  certaines  matières  ou  pour  certaines  formes  de  sec- 
tions, du  côté  des  fibres  comprimées,  il  y  a  deux  coefficients  Ro  et  R  o 
àdétermlner  (S  13noten*113},  tandis  qu'il  n'yenaqu'un  pour  la  tor- 
sion, au  moins  quand  la  matière  est  d'égale  contexture  transversale. 

Si  c'est  d'expériences  de  rupture  par  glissement  sans  torsion 
qu'on  veut  se  servir,  on  pourra ,  pour  les  métaux,  opérer  comme 
MM.  Gouin  et  compagnie  (S  9  de  la  note  du  n*  152]  (?),  qui  ont 
cisaillé  des  tringles  de  fer  en  en  séparant  transversalement  des 


(1)  La  manière  dont  cet  espérimenUleun  ont  opéré,  et  qui  consiste  i  intro- 
duire une  tringle  ronde  de  fer  dans  les  trois  trous  circulaires  -correspondants 
d'une  pièce  plate  en  acier  trempé  et  d'une  pièce  en  fourchette,  de  même  matière, 
comprenant  l'autre  entre  ses  deux  branches,  puis  i  tirer  ces  deux  pièces  en  sens 
contraire,  nous  paraît  bien  préférable  i  la  méthode  de  M.  Vicat,  qui  refoulait,  et 
détâchait  au  moyen  d'un  piston,  un  petit  cylindre  compris  entre  deux  trous  ronds 
et  égaux  percés  suirant  le  même  axe  dans  une  plaque  épaisse  de  la  matière  dont 
il  voulait  mesurer  la  force  tranwene  {Ann,  de§  ponté  tt  eh»  1833,  9«  semesire , 
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tranches  ou  rondelles  par  des  efforts  agissant  dans  le  plan  même  de 
séparation.  Mais  il  faudra ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fiti  du 
$  A5,  si  le  métal  est  fibreux  ou  bien  s'il  s'agit  de  mesurer  la  gran- 
deur de  To  pour  des  bois ,  t&cher  de  répéter  Tépreuve  sur  de  petits 
prismes  qui  soient  extraits  du  solide  dans  un  sens  perpendiculaire 
aux  fibres,  afin  d'évaluer  comparativement  la  résistance  à  leur  sé- 
paration par  glissement  les  unes  sur  les  autres,  et  d'adopter  pour  T. 
la  fraction  1/4  ou  l/ô,  etc.,  de  celle  des  deux  résistances  qu'on 
trouvera  la  moindre. 
On  pourra  aussi ,  pour  les  bois ,  faire  des  expériences  sur  des 
aF     7a  prismes  très-courts  appuyés  aux  extrémités  et 

r — T~n  sollicités  transversalement  au  milieu  par  une 

^     force  2P  donnant  des  réactions  P  pour  chaque 

appui,    et  qu'on  augmentera  successivement 
tP   "^  jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  fente  ou  séparation  des 

fibres  par  gli&sement  longitudinal ,  et,  en  adoptant  pour?''  le  i/k 

3  P" 

ou  1/5,  etc.,  de  P,  prendre  T,  =  jr  —  multiplié  par  l'un  des  coeffi- 

cients  de  réduction  0  849, 0,940, 0,940,  etc.,  trouvés  au  S  45  comme 

3  P" 
devant  affecter  ■=  —  pour  donner  le  glissement  maximum  g",,  aelon 

2   Cl) 

13  c 

qu'on  a  ^  ou  1  ou  r,  etc.,  pour  le  rapport^  des  deux  côtés  de  la 

section  rectangle  de  base  6  x  c  t-=  «a. 

Mais  ce  sera  surtout  à  des  expériences  de  rupture  par  torsion 
qu'on  appliquera  cette  méthode,  il  faudra,  sans  attendre  la  sépara- 
tioQ  transversale,  n'augmenter  successivement  les  forces  que  jusqu'à 
l'instant  où  il  se  déclarera  des  fentes  longitudinales ,  et  substituer 
alors  dans  les  formules  du  S  40 ,  à  la  place  de  lim.  M, ,  la  fraction 
convenue  1/4  ou  1/5,  etc.,  de  leur  moment. 

p.  355)  ;  car  le»  diTeries  noroialet  à  la  surface  de  séparaiion,  qui  esi,  daos  ce  cas, 
la  surface  latérale  du  pctil  cylindre,  sont  con?ergenle9  et  nou  parallèles  comme  les 
fibres  des  tringles  de  la  première  méthode,  et  elles  doivent  opposer  une  bien  plus 
grande  résistance  i  l'aclion  qui  les  incline  sur  celte  surface  avant  de  les  en  sé> 
parer.  L*illu«tre  ingèoietir  rrconnatl  lui-même  que  la  pulvéruleoce  qui  s'étend  à 
une  certaine  profondeur  atteste  combien  a  dû  être  violeut  le  mode  de  désorgani- 
sation de  la  matière,  en  sorte  que  la  mesure  qu'on  en  conclut  pour  cette  force 
Iransvene  ou  cobésion  tangentieUe  T  doit  excéder  beaucoup  sa  grandeur  réelle. 
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Si ,  dans  les  expériences  de  rupture  par  torsion ,  il  y  a  eu  en 
même  tempâ  flexion,  cette  circonstance  ne  devra  pas  être  négligée 
dans  la  détermination  de  T.  qui  doit  alors  être  déduit  des  formules 
de  torsion  et  flexion  simultanées  (voy.  S  65). 

Enfin ,  de  même  qu*on  adopte  quelquefois  (§  iU  de  la  note  du 
n**  il3),  pour  le  coeflicient  K  des  formules  d'extension  ou  de 
flexion  <,  des  valeurs  qui  donnent  la  même  grandeur  à  la  dilatation 

limite  -j^  pour  diverses  matières,  ce  qui  est  simplement  suppo&er  B. 

proportionnel  à  E,  on  prend  quelquefois  pour  T,  qui  entre  dans  les 

formules  de  torsion ,  des  valeurs  donnant  le  même  glissement-li- 

T 
mite  7^  =  g«  pour  diverses  matières,  ce  qui  est  simplement  rendre 

le  coeflicient  de  cohésion  permanente  tangentielle  T.  proportionnel 
au  coefficient  d'élasticité  de  glissement  G.  Ainsi,  comme  G  pour  le 
fer  est  triple  du  même  coefficient  pour  la  fonte,  plusieurs  construc- 
teurs, en  adoptant  (comme  on  a  dit)  T„  =  1  33û  000^  par  mètre  carré 
de  section  pour  la  fonte ,  prennent,  pour  le  fer, 

T„«=3  X  1 334  000  =  4  002  000  *  ; 
ce  qui  donne ,  pour  Tune  comme  pour  l'autre  matière  : 

gm  =  ^  =  0,000  667. 

Cette  parité,  pour  le  fer  forgé  et  pour  le  fer  fondu,  de  la  limite  la 
plus  convenable  à  imposer  au  glissement,  n'a  rien  d'improbable. 
Mais  si  l'on  adopte  la  même  limite  pour  les  bols,  en  prenant  par 
exemple  T»  =  26680  pour  le  chêne  parce  que  son  coeflicient  d'élasti- 
cité G  est  le  1/5  de  celui  de  la  fonte,  ce  ne  peut  être  qu'à  cause  de  la 
privation  où  l'on  est  jusqu'ici  de  documents  expérimentaux  sur  la 
résistance  à  la  rupture  par  torsion  de  matières  autres  que  la  fonte* 

Lorsque  la  contexture  n'est  pas  la  même  dans  les  divers  sens 
transversaux ,  le  rapport  des  coefficients  de  cohésion  tangentielle 
T'. ,  T".  peut  s'obtenir  au  moyen  d'expériences  comparatives  de  ci- 
saillement ou  de  fente ,  faites  comme  ci*dessus ,  en  dirigeant  suc- 
cessivement Vefibrt  transversal  dans  deux  sens  rectangulaires  pré- 
sumés être  les  sens  principaux  ou  de  symétt*ie  de  contexture  ;  sens 
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que  Ton  peut  même  déterminer  expérimeDtftlement  par  la  condition 
qu*ils  donnent ,  Tun  la  plus  grande ,  Tautre  la  plus  petite  cohésion 
tangentielle. 

Mais  des  expériences  de  rupture,  par  torsion,  de  lames  rectangu 
laires  taillées  dans  deux  sens ,  peuvent  également,  et  d'une  manière 
probablement  plus  facile,  servir  à  déterminer  approximativement 
le  rapport  de  T^  à  T.,  car  les  formules  p.  361,  362^  montrent  que 
lorsque  le  côté  6  de  la  section  rectangle  est  beaucoup  plus  grand 

2uL 

que  le  c6té  c,   on  a  sensiblement,    à  la  limite,  — =  1/3  ou 

M,  =  ô  &c*T'. ,  T'.  étant  la  cohésion  permanente  dans  le  sens  6,  en 
o 

sorte  qu'on  aurait  une  autre  limite  M',  =  ^  6c* T".  si  le  grand  côté 

o 

était  taillé  dans  le  sens  où  s'exerce  T". ,  d'où 

Mi  _  T. 


'//  » 


M',        T 

T' 

ce  qui  donnera  expérimentalement  =~  si  l'on  regarde  les  limites 

M^ ,  M',  à  imposer  aux  moments  de  torsion  des  deux  lames  comme 
proportionnelles  aux  valeurs  que  prennent  ces  moments  lorsqu'ils 
produisent  immédiatement  la  rupture  par  torsion. 

Au  reste,  d'après  l'usage  auquel  une  pièce  doit  être  affectée,  on 
peut  être  dans  le  cas  d'imposer  une  limite  à  la  torsion  0  elle-même, 
ou  au  rapport  de  l'arc  de  torsion  à  la  longueur  de  la  pièce  tordue  ; 
de  même  que ,  pour  les  pièces  fléchies  posées  sur  deux  appuis , 
M.  Tredgold  ($  17  de  la  note  du  n**  113  ci-dessus)  propose ,  par  une 
première  table  d'équarrissage ,  de  limiter  à  1/480  le  rapport  de  leur 
flèche  à  leur  portée.  La  formule  pratique ,  destinée  à  remplir  une 
condition  de  ce  genre,  est  facile  à  dresser  et  se  tire  simplement  dei 
formules  d'élaisticité  ($  AO),  où  n'entre  que  le  coefficient  6  dont  la 
détermination  n'ofi're  guère  d'incertitude.  Mais  il  faut  remarquer 
que  ces  sortes  de  conditions  ne  dispensent  pas  de  remplir  celles  de 
cohésion^  exprimées  par  nos  formules  M  ou  M|  =  ou  <  une  expres- 
sion affectée  de  1\.  ou  T. ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  limite  de  M 
ou  de  M|  ^  cette  expression  ;  en  sorte  qu*on  n'adoptera  les  valeurs 
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fournies  pour  les  dimensions  transversales  par  Téquation  ^élasticité 
posée  en  attribuant  une  certaine  grandeur  limite  à  la  flèche  de  cour- 
bure ou  à  Pangle  de  torsion  que  lorsque  ces  dimensions  seront  plus 
fortes  que  celles  qui  sont  fournies  par  Téquation  de  cohésion,  qui 
limite ,  comme  nous  savons,  les  dilatations  i  ou  les  glissements  g. 
Cette  observation  s^applique  à  toutes  les  formules  pratiques  autres 
que  celles  qu'on  tire  de  Téquationde  cohésion,  par  exemple,  à  Vvltl' 
clennerègle  descharpentierSf  qui  fixait  un  rapport  entre  l'épaisseur 
et  la  portée  des  pièces  fléchies  afin  de  limiter  leur  flèche  (')• 

Nous  n'avons  pas  besoin  d'iyouter  que  les  expériences  de  rupture 
immédiate  ou  prochaine  dont  nous  venons  de  parler  servent  aussi 
à  déterminer  les  valeurs  à  attribuer  au  coeflicient  T  ou  T' de  cohé- 
sion iangeniielle  instantanée  et  à  Texposant  m  dans  les  formules 
du  S  prédédent,  que  nous  avons  tâché  de  dresser  pour  prévenir  ce 
genre  de  rupture  dans  les  constructions  très-légères ,  telles  que  les 
constructions  temporaires  et  bien  surveillées.  Le  coefficient  et  Tex- 
posant  ne  pourront  être  fournis  à  la  fois  par  des  expériences  de  rup- 
ture par  torsion  de  cylindres  circulaires,  mais  on  arrivera  à  les  con- 
naître en  en  faisant  aussi  sur  des  lames  minces  de  môme  nature  ;  ou 
bien  en  déterminant  séparément  les  coefficients  T  par  des  expé- 
tiences  de  cisaillement  transversal  ou  fente  longitudinale. 

5  63.  Torsion  de  cylindres  dont  la  matière  n^est  pas  de  même 
nature  dans  retendue  des  sections,  —  On  peut ,  alors,  en  opérant 
comme  nous  avons  fait  pour  l'extension  au  g  7  de  la  note  du  n'  21, 
et  pour  la  flexion  aux  $$  7  de  la  note  du  n*"  80,  et  15  de  celle  du 
n*  113,  obtenir  une  expression  du  moment  de  torsion  du  cylindre  si 
les  sections  u  sont  circulaires  et  si  les  éléments  d'une  même  nature 
sont  supposés  y  former  des  couronnes  concentriques. 

En  effet;  en  appelant  : 

6  un  coefficient  d'élasticité  tangentielle  relatif  à  la  couronne 

dont  le  rayon  est  r,  et  qui  varie  avec  ce  rayon  : 
r  le  rayon  du  contour  ; 

comme  les  sections  n'ont  toujours  aucune  raison  de  se  courber 
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(Du  n*  !&•). 


(S  précédent),  le  glissement  g  à  )a  distance  r  est  =#r  comme  dans 
le  cas  de  Thomogénéité ,  et  nous  avons 

M,  =  \  Gg.  rdu)  =  e  J  Gr'dw  =  2w«  Tor^dr, 

Faute  de  connaître  la  loi  de  variation  de  G  avecr,  supposons- 
D't  ^„*^— -«*w     «D       1®  constant  dans  une  certaine  étendue 
~  circulaire  de  rayon  OA  à  partir  du  cen- 

tre O,  et  variant  ensuite  parabolique- 
ment  jusqu'au  contour,  ou  de  A  en  B, 
en  sorte  qu'en  appelant 

6  la  portion  AB  du  rayon  r  où  G  est  variable, 
G,,  G]  les  valeurs  de  G  au  milieu  et  au  contour, 
2r=r— (r— 6)  la  distance,  à  A,  du  point  de  AB  dont  la  dis- 
tance au  centre  est  r; 
n  un  exposant  >  1  ; 

on  ait 

G=G,  de  r=0  ^  r=r— 6, 

G=:Go+{Gi— Go)  (f)    de  r=r— 6  à  r=rr,   on  de  2:  =  0  à  z=6  ; 

ou  qu'en  prenant  r  pour  abscisses  comptées  sur  un  diamètre 
B'A'OAB  à  partir  de  0,  le  coefficient  d'élasticité  G  soit  représenté 
par  l'ordonnée  d'une  ligne  D'C'ECD,  composée  d'une  droite  G'EG  pa- 
rallèle à  B'B  à  la  distance  G» ,  et  de  deux  paraboles  D'C',  CD  du  degré 
n  qu'il  faut  supposer  >1  pour  qu'il  y  ait  raccordement  en  C  etc. 
Le  moment  de  torsion  sera 

7-»dr+îM     ^g„    '\   (r— 6  +  2)«2"(f2:  = 
Si  l'on  suppose  6=t  ou  les  paraboles  commençant  au  centre, 


:cr* 


cette  expression  se  réduit,  vu  que  -^  est  le  moment  d'inertie  po- 
laire que  nous  avons  toujours  appelé  J,  à 
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(Du  n*  IMI). 

Elle  peut  convenir  aux  cylindres  de  bois  dont  Taxe  est  à  peu  près 
celui  de  Tarbre  dont  on  les  a  extraits.  Mais,  appliquée  aux  pièces 
de  métal ,  elle  aurait  l'inconvénient  (signalé  déjà  au  $  7  de  la  note 
du  n""  80  pour  une  supposition  analogue  relative  aux  pièces  fléchies) 
de  donner  constamment  le  produit  de  J6  par  une  même  moyenne  entre 
le  plus  pelit  et  le  plus  grand  coefficient  G  quel  que  soit  le  diamètre 
du  cylindre  tordu  ;  tandis  que,  d'après  Texpérience,  c'est  plutôt  Té- 
paisseur  6  de  la  conche  où  la  rigidité  d'une  barre  forgée  ou  fondue  se 
trouve  plus  grande  qu'au  centre  qui  est  indépendante  de  ce  diamètre. 
Si  Ton  suppose  cette  épaisseur  petite,  en  sorte  que  le  carré  et  les 
puissances  supérieures  de  6  puissent  être  négligées,  TexpresslOQ 
générale  se  réduit  à 

OU  à  une  partie  proportionnelle  au  moment  d'inertie  J  de  la  section, 
plus  une  partie  proportionnelle  au  moment  d'inertie  j  de  son  péri- 
mètre. 
Si  nous  récrivons 

et  si  T  est  la  limite  des  tensions  tangentielles  que  peut  supporter 
sans  danger,  par  unité  superficielle,  la  matière  telle  qu'elle  est  à  la 
distance  r  du  centre^  limite  qui  varie  avec  r,  nous  aurons  pour 

l'équation  de  cohésion 

T 
Lim,  M,  =  Minimum  de  ;;-  (GoJ+  x;  ), 

ce  minimum  étant  pris  par  rapport  à  la  variable  r  dont  T  et  G  sont 

fonctions  continues  ou  discontinues. 

T 
Si,  par  exemple,  oa  sait  que  le  maximum  ^  répond  à  la  plus 

grande  valeur  de  r  ou  au  contour  comme  quand  la  matière  est  ho- 
mogène, et  si  T,  représente  la  valeur  de  T  pour  r=r  comme  6| 
celle  de  G,  on  a 

Lim.M,~   G,    r+  G,  r' 


kSO  SECT.  I.   RÉSISTANCE  DES  SOUDES. 

(Ou    D*   f  ft«). 

ou,  r  et  ^  désignant  deux  constantes  dépendant  comme  G.  et  7  de 
la  nature  de  la  matière  et  de  son  mode  de  forgeage  ou  de  fusion  : 

r  r  « 

On  aura  pour  le  moment  des  forces  capables  de  produire  la  rup' 
iure  immédiate  des  cj^lindres  dont  la  contexture  ne  varie  sensible- 
ment qu'en  approchant  de  la  surface,  une  expression  semblable^ 
sauf  les  valeurs  des  constantes,  d'après  les  deux  $$  précédents,  où 
l'on  a  YU  que  ce  moment  est  proportionnel  au  cube  r'  du  rayon 
quand  la  matière  est  homogène. 

Ces  constantes  T,  ^  ou  ^  T,  ^t  pourront  se  déterminer,  comme 

on  a  dit  au  $  15  de  la  note  du  n*"  113,  en  faisant  des  expériences  de 
rupture  immédiate  de  cylindres  de  divers  rayons,  et  en  se  servant 
des  méthodes  graphiques  ou  numériqqes  connues  pour  corriger  les 
écarts  proportionnels  qui  sont  ceux  de 

rr*  r 

ou  en  remplaçant  le  mieux  possible  par  une  ligne  droite  la  suite 

des  points  ayant  les  -  pour  abscisses  et  les  — ^  pour  ordonnées. 

Une  fois  les  constantes  trouvées,  la  formule  donnera  le  moment 
pour  d'autres  rayons  que  ceux  des  pièces  de  même  nature  mises  on 
expérience. 

$  64.  Exemples  d'application  numérique  (*)•  —  Torsion  xeulr 
d^abard. 

Premier  exemple.  Cylindre  à  base  circulaire,  —  Une  pièce  i*onde 
de  fer  forgé  doit  être  sollicitée  à  la  torsion  par  des  forces  faisant 
couples,  dont  le  moment  total,  autour  de  Taxe,  équivaut  à  celui 


(*)  Dani  touies  ces  applications  nous  supposons  négligeables  les  glissements 
de  cisaillement  ou  qui  ne  sont  pas  dus  i  la  torsion.  Nous  en  arons  tenu  compte 
(approximatiTemeol)  aux  §§  6  et  9  de  la  note  du  n"  454,  en  appliquant  une  équa- 
tion do  cohésion  qui  est  un  cas  particulier  de  celle  du  §  43. 

Le  recueil  des  résultats  d'expériences  ,  ou  le  Complément  âeê  art.  1  à  VI,  où 
nous  arotts  déjà  renvoyé  plusieurs  fois,  paraUra  ultérieurement. 


ART.  V.  TORSION   AVEC  FLEXION.  681 

« 

(Dtt  o-  f  «•}. 

d'an  poids  de  400  kilogrammes  agissant  avec  un  bras  de  levier 
de  l-,25. 
On  demande  : 

i"  Le  diamètre  à  donner  à  cette  pièce  ; 

2**  L^angle  de  torsion  pour  une  longueur  de  5  mètres. 

Solutwru  Les  formules  de  cohésion  et  d'élasticité,  %  AO,  p.  359, 
sont  LIm.  Mj  =  ^  To  et  M,  =  G  ^  6.  On  prend  pour  le  fer  forgé; 

G  =  6  000  000  000  ^ 

ce  qui  est  à  peu  près  le  plus  petit  des  résultats  des  expériences  de 
Duleau  ;  et  nous  avons  dit  au  %  62  que ,  d'après  quelques  usages  re- 
latifs plutôt  aux  pièces  de  fonte  qu'aux  pièces  de  fer,  on  a  pris  jus- 

qu*ici  0,000  667  pour  limite  des  glissements  ou-  inclinaisons  des 

T 

fibres  sur  les  sections ,  c'est-à-dire  pour  valeur  de  Or  «g»,  »  7^ 

ce  qui  donne  T.  »  â  002000*  aussi  par  mètre  carré. 

En  admettant  ces  nombres ,  comme  on  a  M^  =  /liOO*  x  1"*,25  = 
ôOO'^x»^  la  première  formule  donne,  en  mettant  \f|  pour  lim.  Mj , 
afin  de  ne  donner  à  Tarbre  que  la  grosseur  nécessaire  pour  résister 
dUine  manière  permanente  : 

500* 
""  -  1,5708.4002000'  '*'''*  ^«  '"«"**™  ^r  =  0-«  0860. 

Quant  à  l'angle  de  torsion ,  la  deuxième  formule  donne 

e  =  -^  a=  0,01551, 
-Gr* 

d^où ,  si  T  est  le  nombre  de  degrés  sexagésimaux  de  l'angle  pour 
une  longueur  a  »  5  mètres, 

.       360       5  X  0,01551  X  180       ,  .,^.  , , 

^-■^«•25r  = MÂÏ6 =û-»^%4^. 

Decxièmij  exemple.  Même  pièce  de  5  mètres ^  supposée  encastrée 
aux  deux  extrémités.  —  On  demande  le  diamètre  et  la  torsion,  le 
couple  dont  le  moment  M^  »  500^  xm  étant  supposé  la  solliciter  & 
3  mètres  de  la  première  extrémité. 

I.  3t 
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(Do  n«  f  de). 

Solution.  D'après  ce  qu'on  a  vu  à  la  fin  du  S  59,  on  a  |^9fpectiTe- 
ment  pour  les  moments  de  torsion  de  la  première  partie,  de  3  mètres 
de  longueur,  et  de  la  seconde ,  de  2  mètres  ; 

2  3 

m'  =    .  500*x«i  =  200*xm ,   m"  =  r  500  =  300*x». 

Le  plus  fort  des  deux  est  le  second  m".  Qn  ^  a|{uù  opijr  déter- 
miner le  diamètre  2r  : 

^"  =  ^  T. .  r.  -  ^^,,JZ^^;  d'où  2r  =  0-.0725. 


Quant  à  Tangle  t  de  torsion  »  Téquation 
donne»  vu  que  m'a'  «=  m'V  «  600*>^« , 

pre'a'  =  e"a''  =  T.^.  ponç 

Troisième  exemple.  Cylindre  à  base  elliptique  ,  tT.égale  contex- 
ture  transversale.  —  Un  cylindre  en  fonte  de  5  mètres  de  longueur, 
ayant  pour  base  une  ellipse  de  120  sur  10  centimètres,  est  encastré 
à  une  extrémité  et  sollicité  à  l'autre  par  deux  forces  égales  faisant 
couple  et  agissant  au  bout  de  bras  de  levier  de  1  mètre.  On  de- 
mande ,  1"*  jusqu'à  quelle  grandeur  on  peut  porter  ces  forces  sans 
que  la  cohésion  risque  de  s'altérer  sous  leur  action  prolongée; 
S""  quel  sera  Tangle  de  torsion  ou  de  la  rotation  d'une  extrémité  de- 
vant l'autre.  On  demande  aussi  à  connaître  3^  l'amplitude  du  gau- 
chissement de  ses  sections  droites  primitivement  planes ,  ou  la  dif- 
férence de  niveau  qu'il  y  aura  (si  l'axe  est  vertical)  entre  le  point  le 
plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  la  surface  courbe  dans  laquelle 
la  tor|ion  du  cylindre  aura  changé  le  plan  de  chacune  d'elles. 

Prenons  G  =  2  000  000  000 ,  T,  =  1 334  000  (S  62). 
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(Dq  ne  tft«). 


PP  a  6 = 0«,20 ,    c  =  p«,10  ; 

d'où  (fprin.  p.  3W) , 

f  i«r»    w        '^^c'  m         3,1416 .  0,2f0,l)« 

Lim.  Ml  «  -^  To  «  .-!^it^^.'jfy!»ÎL  i  334  qoo  =  623*x«r',86. 

On  peut  dçnc  appliquer  une  force  de  861»,93  au  bout  de  chaque 
bras  de  levier  de  1  mètre. 

Cette  force  serait  double  ai  L'on  adoptaij;  pour  T»  un  nombre 
deux  fois  plus  grand,  et  qui  ne  serait  pourtant  que  le  huitième  de 
Feffort  produisant  rupture  immédiate  (*). 

Là  torsion  èqu^elles  détermineront,  d'après  la  formule 

«sera  6  «  0,008337. 

Et  Pangle  de  torsion ,  sur  5  mètres  de  largeur,  défgpniQé  p^ 


T  »  2<>«Pf*«,39. 


Le  plus  grand  glissement,  qui  a  lieu  aux  extrémités  du  petit  axe  c, 
a  pour  valeur  (S  &0  p.  36o). 


«•  .1 


c'est-à-dire,  comme  cela  Rêvait  être,  la  limite  adoptée. 

Quant  à  la  connaissance  purement  curieuse  du  gauchissement, 
sa  formule  n!est  pas  à  la  récapinilation  du  $  40.  Mais  on  trouve  au 
S  21,  p.  276,  pour  l'ordonnée  longitudinale  de  la  surface  courbe 
des  sections,  ou  pour  la  distance  d'un  de  leurs  points,  dont  les 
coordonnées  transversales  sont  u^  i?,  à  leur  plan  primitif,  qui  est 
perpendiculaire  à  l'axe  du  cylindre  et  qui  passe  par  le  centre 


(t)  Leçons  de  M.  Morln ,  9*  édU.,4857,  no394,  p.  461). 


USU  SECT.  1.   BÊSISTAMCB  DES  SOUDES. 

(Du  n*  tfte). 


expression  dont  la  plus  grande  valeur,  pour  chaque  rayon  vecteur 
déterminé  par  -  =  constante,  est  évidemment  sur  le  contour  ellip- 
tique,  en  sorte  que  le  maximum  numérique  de  z  répond  aux  va- 

leurs  de  u  rendant  nulle  la  différentielle  dewz^u.  ^\/  1— ^, 
c'est-à-dire  aux  points 


2 


V/5-=*sV'-'l'=*ÎVl- 


c*est-à-dire  aux  quatre  intersections  du  contour  elliptique  avec  les 
diagonales  du  rectangle  circonscrit.  Et  la  valeur  Zm  de  2  correspon- 
dante est 

Le  double  de  Zn,  donne  le  gauchissement  qu'on  cherche.  Sa  gran- 
deur est  donc  ; 

0.008337  .  M^.||;=|^  =  o-ét,oo002501. 

Cette  différence  de  niveau  d^un  quarantième  de  millimètre  entre 
le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  chaque  section  primi- 
tivement plane  et  horizontale,  est  imperceptible.  Elle  influe  pour- 
tant d'une  manièrç  considérable  sur  la  torsion  0  qui,  si  la  section 
restait  plane,  serait  déterminée ,  pour  même  moment  M^  =  523,86, 

par  l'équation  623,86  =  GÔ(I-f  r)=:G9  2^  {6«  +  c*),  qui  donne- 

rait  6  =  0,005336  au  lieu  de  0,008337,  ou  un  angle  de  torsion 
de  1^««^,528  seulement  au  lieu  de  2^*f'**,39. 

Quatrième  exemple.  Pièce  rectangulaire  en  bois^  â^inégale  c<mr 
texture  dans  les  sens  transversaux*  -^Soit  une  pièce  en  bois,  d'un 
équarrissage  de  0",2/li  sur  0",i6  et  d'une  longueur  de  9  mètres. 

On  demande,  i*"  quelles  forces  faisant  couple,  et  agissant  au 
moyen  de  deux  bras  de  levier  de  1  mètre  à  une  de  ses  extrémités, 
la  feront  tourner  de  2  degrés  devant  l'autre  qui  est  encastrée. 
2*  Quelle  est  la  limite  à  imposer  aux  forces  la  sollicitant  ainsi  à  la 
torsion. 
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(Da  n*  f  «•). 

Solution.  £a  faisant  a  =  9,  6  =  0,2/i,  c  =  0,16,  Tangle  x  =  2,  le 
calcul  serait  facile  par  les  formules  (p.  358,361) 

^  =  Im^  M,  =  e.pO6c*  =  0.  I^'f  ^^,  etLim. M,==  ^  6c«T. 

en  prenant  le  coefficient  {JLr=  0,19576  (table,  p.  362)  ou  en  se 

servant  du  coefficient  moins  variable  \>f  =  0,84830  ;  puis  faisant 

2u 

-^  =  0,23097;  et  en  adoptant ,  par  exemple  : 

G  =  /ii50  000  000 ,    Ta  =  300  000 , 

ce  qui  donnerait  6  =  0,0038785,  M,  =  336*>^«,  LîmMi  =  û25*xm,7. 

Mais  ces  formules  exigent  que  la  contexture  du  bois  soit  la  même 
dans  tous  les  sens  perpendiculaires  aux  fibres. 

Or  je  suppose  qu'on  ait  reconnu  les  résistances  spécifiques  plus 
fortes  dans  le  sens  de  la  plus  petite  dimension ,  et  que  la  compa- 
raison de  diverses  expériences  (S  62)  faites  avec  des  bois  de  même 
provenance  pris  dans  lahnême  situation  par  rapport  à  Taxe  des  ar- 
bres dont  on  les  extrait ,  porte  à  adopter,  au  lieu  des  valeurs  de  G 
et  de  T,  ci-dessus  : 

G'  =  400  000  000 ,     T'o  =  250  000     (dans  le  sens  de  b)  ; 
G''  =  500  000  000  ,     T"o  =  350  000      (dans  le  sens  de  c). 

On  se  servira,  toujours  avec  0=0,0038785,  des  formules  (p.  361)  : 

M,  =  ixG'e6c^=lx'3jî^. 

g'  ■*"  G^ 

Lim.Mj  =  laplu8peUledes2înantitcs^  6c*T'o  et  -^  ^j^;.  5*cT".. 

La  table  p.  362  fournit  par  Jntercalation  entre  les  lignes  1,60  et  1,75 
fx=  0,20915,   fx'=  0,85135,    ?i^  =0,23671,  ^^  =  0,17788. 

T  il 

On  a  donc  d'abord,  pour  le  moment  capable  de  produire  la  rota- 
tion de  deux  degrés, 

M,  =  0,20915. 400000  000(0,24)(0,16)»  =  82241  8  =  319*xiiié. 


486  SëCT.  1.  RÊSlSTkMGE  DES  SOLlOEi. 

(DU  n*  tft«). 


Si  Ton  n*avait  t)as  sous  la  main  là  table  des  valeurs  du  coêlHcient  a 
ni  celles  du  nombre  X  qui  sert  à  le  calculer  par  Texprêssion 

(1= i  —  X  ~  y  ^, ,  mais  si  l'on  se  souvenait  <}ue  le  nombre  moins 

variable  \l  est  d*environ  0»85,  on  prendrait 

M  -  A  ft»i    ^       (0,24)»  (0.16)*     ;  _  .  •    _  ^y    3 

^*  =  ^'^^  •  '3  '  ("o;24? — JÔM^'  "        ' 

400    "^   5od 

ce  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  valeur  précédente. 

On  aurait  pu  encore  se  servir,  pour  obtenir  le  coefficient  |a  de  la 
première  expression  |xG'6c'6,  de  la  formule  empirique 

qui,  pour  ^^T^  =  "?;r  =  0,59628  donne  ii= 0,20938,  ou  sensi- 
blement la  même  chose  que  Tintercalation  linéaire  entré  les  deux 
lignes  1,60  et  1,75  de  la  table. 

On  a,  enfin,  pour  la  limite  à  imposer  au  moment  des  forces 
à  appliquer  à  ce  prisme  d*égale  contexture 

Lim.  M,  =  la  pin«  petite  \     0,23671. 0,24(0,16)* .  250  OÔO  t^  363*x»»;6 
des  deni  quantités        j  «i  0,17788(0,24)'.  0,16 .  350  000  =  573*x»,8. 

On  prendra  par  conséquent  Limite  de  M|  =  363*><m,6.  Les  points 
dangereux  sont  aux  milieux  des  grands  côtés,  ainsi  qu'il  était  facile 
de  le  prévoir.  Mais  ils  auraient  été  transportés  aux  milieux  des  pe- 
tits côtés  s'ils  eussent  moins  différé  des  grands,  et  si  T'',  eût  été 
moindre  que  T'o. 

GiRQUiÈME  EXEMPLE.  Ou  demande  dé  calculer  la  torsion  d'une 
pièce  prismatique  en  fonte  ayant  pour  base  un  carré  évidé  par 
quatre  quarts  de  cercle  dont  les  centres  sont  à  ses  angles. 

Ce  calcul  ne  pourrait  se  faire  avec  une  grande  approximation 
qu'en  cherchant  par  t&tonnement,  comme  il  est  dit  au  S  38,.  une 
courbe  du  douzième  ou  plutôt  clu  seizième  degré,  etc.,.  dç>pt  l'équa- 
tion en  u,  V  soit  comprise  dans  la  forme  générale  du  $  10,  et  dont 
le  contour  se  rapproche  beaucoup  de  celui  de  la  section  projiôs^. 
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On  élude  cette  longue  recJierQhe  en  calculant  simplement,  comme 
on  a  dit  au  S  /iO,  p.  365-366,  ràirë  «d  et  le  moment  d'inertie  t>olaifé 

«  -   - 

J  de  la  section ,  et  en  arbitrant,  par  comparaison  aux  chiffres  de  la 
petite  table  p.  366 ,  quels  sont  les  coefficients  par  lesquels  il  faut 
multiplier  Goî'O  pour  avoir  Mj,  et  ToV^ï^  pour  avoir  Lim.  M^. 

Je  supposé  donc  qu^on  adot>te  cette  manière,  bien  qu'un  peu 
conjecturale,  d'arriver  à  la  solution  de  la  question  posée. 

Soient  b  le  côté  du  carré  circonscrit  à  la  section  donnée,  et  r  le 
rayon  des  quatre  quarts  de  cercle  retranchés;  on  trouvera 

'  6  23  2^' 

Par  exemple  si  r=^6,  ou  si  les  bouts  rectiiignes  du  croisillon 

p.  -    ^  ".  ..... 

sont  du  quart  de  sa  largeur  médiane  b,  Ton  aura 


(1)  En  effet,  le  moment  d'inertie  du  quart  de  cercle  EAF  autour  de  son  rayon  Ea 

•  '.  4  «r* 

est  (n^  84)  •?  -r— .  Son  moment  italique  par  rapport  au  même 
4   4 

r..  n  i.f J  f  ""  •  ,  V      Ç^    •  i'— tt'      r^ 

rayon  est  (fig.  ci-cotilre)  \   vdu-  =  \   du, =  — ;  ce 

Jq        ^      Jo  2  3      . 

1  4r 

qui  donne,  en  dirisant  par  l'aire -^  icr',  -—pour  la  distance 

I  4  Sic 

^  ^      ^     ^  de  8oa,  cpQtre  de  gMvi^è  à  .ce  rayop  EA^  Par  con^équ^nt, 

d'après  le  ihéorëme  connu  (§  i  note  n°  84)  qui  déduit  un  moment  d'ioerlle  d'une 

aire  .autour.^dft^ne  .^rojie  du  moment  d'inertie  autour,  d'iinp  parallèle  M/çêp,(  d^ 

centre  ne  gravita,  ou  réciproquement^  on  aura  pour  le  moment  d'inertie  du  même 

quart  de  cercle  EAF  d'abord  par  rapport  à  une  parallèle  à  EA  passant  par  son 

centre  de  gravité, 

puis,  par  rapport  i  une  médiane  BB'  de  la  section,  cette  même  quantité  au(^ 

'   '     «Il  -w»  /i  '    4r\«  •      -î.     • 

mentée  de-r-  [^  —  oit^  9^^  ^"^*  ^°  réduisant  : 
4    \3       oie/ 

met*      bt*      wr* 

.  "46  r  "^  46"' 

En  quadruplant,  on  a    ce  qu'il  faut  retrancher  du  moment  d'inertie  -*  du 

i  « 

carré  c^rppuiscKit  çpyir  iTpir  celui  fe  li^  sect^çu  autpur  d'une  de  ces  médianes  ;  ^t, 
en  doublant  lé  reste,  on  a  bien  la  valeur  que  nous  avons  posée  pour  le  moment 
polaire  J. 


U«r» ..  ''     J  '.      Vf       i 
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..ri      9         /  9     .     8i  M      226,65.^  *.,/,     9jc\      36,7257., 

^  ^^  ;?  =  (35,7267)«  =  ^'^^^^• 

Ce  rapport  0,1776  tombe,  dans  la  partie  supérieare  de  la  table 
p.  366,  relative  aux  sections  ayant  leurs  moments  dMnertie  égaux 
autour  des  diverses  droites  tirées  de  leur  centre  de  gravité,  entre 
0,1692  et  0,192Zi  qui  sont  relatifs  au  carré  à  angles  aigus  et  au  triangle 
équilatéral.  En  intercalant  par  parties  proportionnelles  entre  les 

valeurs  de  -^  et  iHi-J  relatives  aux  mêmes  sections,  on  pren- 

drait,  pour  celle  qui  nous  occupe, 

Ml  =  0,1258  Gu)«6,    Lim .  Mj  =  0,1859  T.  v/«». 

Mais,  pour  éviter  les  risques  résultant  de  ce  que  ce  mode  d*éva- 
luation  a  d'incertain,  il  sera  prudent  de  prendre  seulement 

Ml  =  0,11  G(o«e;    Lim.  Mi=  0,!6T.vP. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  pièce  soit  en  fonte  et  ait 
0",10=:&  de  largeur  et  d'épaisseur,  on  aura  a> =0,5682  6'=  0,005583, 
co>=:  0 ,  000  031 160,  V^(o'=  0,000  /ii7 1 .  D*oû ,  si  Ton  fait  T.=  1 33i^  000» 

Limite  M^  =  89*x"»,03. 

En  attribuant  au   moment  cette  valeur,  et  à  G  la  valeur 

2000000  000,  on  trouvera  ô  =  —^!L-  =  ^^  ==0,0130,  D'où, 

0,11  Gto'        DoOO,2 

si  la  longueur  a  =  5  mètres, 

L'angle  de  torsion  x  =:  --^  a6  =57,296a6  =  3*,73* 

2îï 

Si  cette  pièce  était  ronde,  on  aurait  y/tù*  =  ogo^^iL  au  lieu  de 
^  .'\  Il  faudrait  y  employer  moins  de  matière  dans  la  propor- 

0,loTo 


^'»"»\/(ô»7)  =<»•'****• 


Aussi ,  Ton  suppose  que  la  pièce,  objet  du  calcul  qu'on  vient  de 
faire,  avait  été  coulée  pour  une  autre  destination;  ou  bien  qu'il  ne 


ART,  V.  TORSION  AVEC  FLEXION.  689 

(Du  n*  i4«). 

s'agit  ici  que  des  parties  qui  joignent  deux  pièces  tournantes ,  au 
moyen  d'un  manchon  à  trèfle. 

On  pourrait  appliquer  le  même  procédé ,  en  se  servant  du  bas  de 
la  même  table  de  la  p.  366,  pour  déterminer  approximativement 
la  résistance  à  la  torsion  d'un  rail  de  chemin  de  fer. 

%  65.  Suite  des  applications  numériques.  Flexion  et  torsion  si- 
multanées. 

Sixième  exemple.  On  demande  de  déterminer  la  valeur  à  donner 
au  coefficient  T.  d'après  une  expérience  de  rupture  d'une  pièce  de 
fonte  par  torsion  et  flexion,  en  supposant  qu'il  faille  limiter  les 
charges  permanente3  au  cinquième  de  celles  qui  font  rompre  im- 
médiatement. 

Soit,  comme  dans  les  expériences  faites  à  Mulhouse  0),  un  cy- 
lyndre  horizontal  en  fonte  de  i",50  de  longueur  et  0",iO  de  dia- 
mètre, encastré  à  une  extrémité  et  appuyé  sûr  un  palier  proche  de 
lautre,  où  il  est  sollicité  par  un  levier  perpendiculaire  et  horizon- 
tal de  2  mètres  de  longueur,  au  bout  duquel  est  isuspendu  un 
plateau  portant  un  poids  P;  le  poids  du  levier  et  du  plateau  faisant 
ensemble  240  kilogrammes,  dont  le  centre  de  gravité  est  à  0",80* 
de  l'axe  du  cylindre. 

Le  moment  de  ces  poids  autour  du  même  axe,  et  tendant  à 
tordre,  sera  2PH-192*. 

Mais  ils  tendront,  en  outre,  à  fléchir  avec  un  bras  de  levier  égal  à 
la  distance,  au  palier,  du  point  où  le  levier  de  2  mètres  est  implanté 
dans  la  tête  carrée  igoutée  au  cylindre.  Supposons  cette  distance  de 
0",25ii  Ce  deuxième  moment,  qui  fait  fléchir,  sera  0,25  (P+2/iO). 

En  mettant  pour  P  le  poids  qui  a  fait  rompre  et  qui  était  moyen- 
nement de  2000^,  et  en  réduisant  les  deux  moments  au  i/5,  il  faut 
prendre,  r  étant  le  rayon  du  cylindre, 

M,  =  ~  =  838»x»,4,  M=?2?^^^  =  112»x«;    et    r  =  0,06. 

O  0 

La  formule  pour  déterminer  T«  sera  (équation  du  $  Ul,  en  faisant 
Q=0,  t7=r,  ou  bien,  i"  des  équations  récapitulées  au  $  58)  : 

0)  H.  MorlD,  Ltftmênur  la  tétistawie  deêmaUriaux,  S' édit.,  n*3S5^  p.458-459. 
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^      (--f)(--'.f)=©' 

uOu  lo=    '.^,   .«\r    ■  1^— ■  .        ■  -^ 

Il  faut  y  mettre  ^our  R»  la  plus  grande  tension  des  fibres  d^ne 
pièce  de  fonte  fléchie  par  une  ciiarge  cinq  fois  moindre  qiië  celle 
qui  fait  rompre  par  flexion  seule.  Or  on  trouve  moyennement,  en  ap- 
pliquant les  formules  de  flexion  jusqu'à  cettech^r^,  R=dO  000000. 
Faisons  donc  dans  notre  formule 

Ro  =  6o6booè. 

Et  faisons-^  aussi  iq^  =i//i  sans  nous  inquiéter  beaucoup  de  sa  vraie 
valeur  dont  la  différence  avec  l/A  sera  fort  peu  influente;  on  aura 

t.=         6000000.1676.fr    _  ^^^,,,_^^^^±Mé,. 
^/(2356— ûi8)(2356  +112) 


. , .    , .    •  < 


On  aurait  pu»  si  Ton  regarde  la  torsion  comme  plus  daiij^reusQ 
que  U^  flexion  pour  méime  proportion  entre  l'effort  supporté  et 
Peffort  qui  romprait,  réduire  plus  le  moment  de  torsion  que  le 
mopiept  de  flexion;  prendre  par  exemple  pour  M^  le  i/6  et  pour 
M  je  i//ijde§  moments  qui  agissaient  réeljement  pour  tordre  ôt 
pour  fléchir  à  l'instant  où  la  rupture  s'est  opérée.  On  aurait  eu  ainsi 

et  k;  ==  ràl)IJÔO  000  =  7500  ôbo;  valeur  souvent  adoptée  pour  là 
fonte.  Il  en  serait  résulté 


T,  =  _   ^5006do:i398 ^  ^  ^^^^  ^^^^5,5^  ^  335  ,0^^^ 

V^(29/i5  —  560)  (2945  +  lûO) 

Mais  on  ne  voit  pas  de  raison  pour  faire  entre  la  flexion  eC  la  torsion 
une  t)àréillê  différence  quant  au  danger  d'altération  de  la  contex- 
turè.' 
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■     r- 
»• «► i 


Si  Foxi  n'avait  pas  tenu  compte  de  la  flexion. oq  aurait  eu 
T.  =  4270000  quand  on  réduit  M^  au  i/û,  et  !,=  3560000  quand 
on  réduit  M|  au  1/6. 

SEPTiiMB  EXEMPLE.  Arbre  de  transmission  de  mouvement,  rond  et 
en  fonte.  —  Soit  l'arbre  tournant  horizontal  a'a''  considéré  déjà  au 

S  57,  et  supposé  (l'abord  eh  fonte» 
^  à  section  circulaire,  de  5  mètres 

de  longueur,  sur  lequel  doivent 
être  montées,  à  1  mètre  de  dis- 
\^  tance  de  dhaque  extrémité,  deux 
rouea  d*engrenage  ou  deux  pou- 
lies de  courroie  pesant  .200^  et 
100^;  la  seconde  d'un  diamètre  de  1  mètre  sur  laquelle  s'exerce 
tangentiellement  une  résistance  de  2000 "*;  et  là  première,  d'un 
diamètre  plus  grand,  en  sorte  que  la  puissance  qui  y  est  appliquée, 
aussi  tangentiellement,  n'est,  y  compris  ce  qui  est  nécessaire  pour 
vaincre  les  frottements ,  que  iiOO'  :  ces  deux  forces  agissant  dans 
des  directions  qui  font,  de  part  et  d'autre  du  plan  vertical  passant 
par  l'axe ,  des  angles  de  45  degrés. 

On  demande  le  diamètre  constani:  ou  variable  à  donner  à  l'arbre 
pour  résister  aux  efforts  combinés  de  flexion  et  dé  torsion  auxquels 
il  est  soumis. 
Solution.  11  faut  faire  dans  les  formules  du  S  57  : 

P=HOO,  V=io6o,  0=200,  o'=10(j,  a =5,  a'  =  a"=l,  r'  =  0,50; 
C0Sa  =  C0Sa'=^  v^2,      COS{a  +  a')  =  0. 

Soient  le  rayon  du  deuxième  tourillon  r^'  =  0",05, 
le  coefficient  de  son  frottement  /=  0",iO. 

Pour  la  fonte,  preno/is  R.  =  7  500  000  et  i,  =  2  000  000 ,  quoique 
ce  dernier  nombre  paraisse  relativement  faible. 

Et  attribuons  provisoirement  à  l'arbre  dont  la  grosseur  est  encore 
inconnue  un  poids  Û  =  500  kil. 

On  aura  pour  la  résultante  H  ($  5t}  des  forces  pressant  lé 
deuxième  tourillon ,  dont  nous  avons  donné  l'expression , 
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(Dtt  n*  tft«). 

i/2 
»«  =  (220)«  +  (1600)*+  (370)«  +2.  (370)  (220  +1600)  ^  =3560733, 

Ott  R  =:  1887  kiL  Et  le  moment  de  torsion  sera 

M,  =  P'r'  +    fj—^  K  =  1000  +  0,005»  =  1009  *x«. 

yi  +/^ 

Si  rarbre  doit  être  cylindrique ,  il  faut  adopter  pour  le  moment 
de  flexion  M  la  plus  grande  des  valeurs  que  prend  Texpression 

M  =  v/m*+  m'*  +  ..•..  que  nous  en  avons  donnés  au  S  67  en  faisant 
successivement  x  =  a'  =  1  et  x  =  a  —  a"  =  û  dans  les  expressions 
des  moments  composants  m,  m',  mf'  qui  y  entrent  Comme  ces  deux 

valeurs  sont  v^898  596  et  v/2/i08  895,  il  faut  prendre  la  seconde.  Donc 

M  =  1552*xm. 

On  aurait  en  conséquence  pour  le  rayon  de  Tarbre  : 
1"  S'il  n*était  soumis  qu'à  la  flexion 

r'»  =  ^  =  0,000  263  A8  (d'où  r'  =  0",06û)  ; 
2*  S'il  n'était  soumis  qu'à  la  torsion 

r"*  =  iS^  =  0,000  32  022  (d'où  r"  =  0,068). 
Donc'9  cube  du  rayon  à  lui  donner 

r»  =  I  r'»  +  V/  (I  ^*)'  +  ('^'*)'  =  ^»^^®  W97  : 

d'où 

r  =  0'»*S07713.    Diamètre  0-,1543. 

Le  poids  de  l'arbre  d'un  pareil  rayon  sera  729  kilogrammes.  La 
substitution  de  ce  nombre  à  500  qu^on  a  pris  provisoirement  n'aura 
pas  assez  d'influence  pour  obliger  à  recommencer  le  calcul. 

Si ,  pour  économiser  la  matière ,  on  veut  rendre  l'arbre  d'égale 
résistance  en  faisant  varier  son  rayon  r,  on  aura,  x  étant  la  dis- 
tance, au  premier  tourillon,  de  chaque  section  transversale  de  la 
partie  comprise  entre  les  deux  roues  : 
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'^         8  7  500  000  "^  V  \8  7  500  000/    '^  \2  000  000/ 

OU  iOOOOOO)cr»  =  j+y  Y  + ^^^*^^*» 

M  représentant  (en  faisant  toujours  n  =  500,  vu  le  moindre  volume 
de  Tarbre  non  cylindrique)  la  quantité  variable 

M  =  V^l  561 127  —  961  llOx  +  310351x»  -  l/i272x»  +  2500a:*. 

dont  les  valeurs  pour  x   ==        1  2  .3  à 

sont                                             9ii7M  908,92  113/|,95  1552,06 

qui  donnent    1000  000  nr*  =  12/i6,96  1235,29  130û,59  ihliU.Zi 

d'où                               r    =    0-,0735  0,0733  0,0476  0,0772 

On  aurait  eu  des  rayons  plus  différents  entre  eux  si,  dans  les 
suppositions  sur  les  valeurs  relatives  de  R,  et  T.,  on  avait  mieux 
suivi  la  proportion  qu'indiquent  les  expériences  de  rupture  immé- 
diate (S  précédent)  ;  ou  si ,  conformément  à  la  théorie  et  en  suppo- 
9ant  la  matière  d'égale  contexture  en  tous  sens»  on  avait  pris 
pour  T«  les  A/5  de  R«.  En  eiTet ,  soit 

R,  =  5000000,  T.=s4000000; 
on  aurait  eu 

10000007:r«=^+  yY  +  25û520, 

ce  qui ,  toigours  la  môme  expression  de  M  en  x,  aurait  donné  : 

pour         X  :=  1  2  3  4 

1000  000  3ir*=        976,66        951,71        1099,80        1391,22 
d'où  r=      0",0677        0,0672        0,0705  0,0762. 

HuiTiivc  EXEMPLE.  Même  arbre  toumant  ;  mais  carré  et  en  bois. 
—  Supposons  les  mêmes  données  qu'à  l'exemple  précédent,  mais 
les  forces  toutes  verticales.  On  aura 

P=:1100,    P'  =  2000,    w=200,    a' =  100,    a  =  5,    a'  =  a"=l, 
r'=^0,50,    r"  =  0,05,     C03a=C0Sa'  =  C0S(a  +  a')  =  l,    /=  0,1. 

Les  forces  se  composent  par  simple  addition  et  il  en  est  de  môme 
des  moments.  Donc 
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K = P  2^  +  P'  SLzHl  4-  ti  ?!  4.  tr'  211?-  +  5  =  220  +  J600  4-  60  + 
a  a  "         a  '  '■    a       ■  2 

+  80  +  250  ==  2190% 

Ml  =  2Q0  X  0,50  +  p.005  x  2190  =  J0ii*xiii; 

M  =  7n-f  wi' +m''dont  les  deux  valeurs  pour  a;=a'=l  et  x= 
a— a'' = /Il sont,  en  faisant  provisoirement  le  poids  de  l'arbre 

n  =  /iooS 

iiOO.  i^  +  2000  ill  +  200  ^  +  iOO  ^  -  200  ^  =  1300 

1100 .  i^  +  aOûoi^^  +  200  i^  +  iOO  ^^  —  200 ^  =  1780. 

Donc  il  faut  prendre  M=17S0*x». 
On  pr^nd  ordinairement  0) ,  pour  }e  bois  de  sapin  : 

Gohés"  loBR**  pennaneate  R«=i:  600  000  ;  AdkétUm  oa  cohés.  tnns?.  T«=  «ht*  800  000. 

Avec  ces  valeurs  de  Eo  et  T,  on  a 

d'où  il  suit,  d'après  ce  qa'op  a  4émontré  au  S  55  et  redit  aux  %$  57, 
58,  qu'il  faut  calculer  Téquarrissage  pour  la  position  où  P.arbre 
est  sollicité  à  fléchir  parallèlement  à  deux  côtés  dfis  sections^  ce  qui 
met  le  point  dangereux  au  milieu  d'un  autre  côté.  Il  en  résulte 

6" =6  ^  =  0,01780     (6'=  0,2611,   flexion  seule) , 
Si  ronfait  '  ' 


6"»=  ô^n."^^'^^^^fo^^'^^^^^  (6"  =  0,2530,  to«ion  «mie) 

qu'on  a  pour  déterminer  le  côté  (>  du  prisme  fléchi  et  tordu 

6»=|6''  +  y/(|  6'AV(6''«)*  =  0,026318, 

d'où 

6  =  0,2975. 

(«)  K.  Morin,  n»  934,  p.  3S3,  et  ii«  368,  p.  464. 
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(no  n*  156). 


Mais,  avant  d'adopter  cette  valeur  pour  le  côté  &,  il  est  bon  de, 
considérer  que  la  pièce,  tordue  toujours  dans  le  àiême  sens)* est 
fléchie  successivement  dans  différents  sens  à  chaque  tour  qu^ellé 
fait  sur  son  axe,  et  que  cela  peut  être  une  cause  de  prompte  dimi- 
nution de  sa  résistance  à  la  flexion.  Or  je  suppose  qie  par  ce  motif 
on  réduise  Ro  aux  cinq  sixièmes  âe  sa  valeur  ci-déssiày'  ou  qu'on 

prenne 

'  Ro  =  600  000,    Tp  =  dOOOOO  ; 

M  M 

on  aura  alors  ^<  1,037^,  et  il  faudra  calculer  Téquanissage 
pour  la  position  où  Tarbre  est  sollicité  k  fléchir  dans  le  plan  des 


prendre 


*•=  6'»=6^2-.^  =  8,4858  ^^  =  0,3()2.J7, 


d'où  b  =  0-,3il6. 

On  volt,  fMi  reste,  qu'ij  est  i.  propos,  pour  o})f»n|r  }a  Jj^lftagce 
convenable,  ^e  conserver  son  équarrissa^^e  à.  une  pi^C(^  j^^f^^S  î\ 
flécfiie,  en  abat);ant  seulement  les  arêtes  vives  dans  les  }|ff}i]^  des 

troncatures  (  S  8  note  n"  113)  qui  augmentent  g  ou  la  résistance 

théorique  à  la  flexion,  et  sans  aller  jusqu'à  changer  le  carré  en  un 
cercle  ou  un  octogone  régulier.  On  aurait  évidemment  plus  dé 
force  si  Tarbre  dont  on  tire  la  pièce  n^était  pas  équarri  (note  du 
n«118,p.  t26). 

S  60.  Suite  des  applications  numériques,  flexion  et  torsion  avec 
extension  ou  compression  longitudinale. 

Neuvième  exemple.  Une  pièce  en  ch^ne  horizontale  et  rectangu- 
laire ayant  une  portée  0=8"**'',  une  hauteur 
b  =  O'ydO  et  une  largeur  c=0",25  sert  de  tirant 
à  une  ferme  de  charpen|»  et  épç[>uve  une 
tension  longitudinale  de  12  000^.  On  veut  sus- 
prendre  un  poids  h  son  milieu,  mais  à  une  dis- 
tance  horixoptale  A;  =  2'",^0  de  son  axe.  On 
demande  la  limite  à  imposer  à  ce  poids  P. 
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SoltUioTu  On  suppose  qu^aux  deux  bouts  la  pièce  horizontale  est 
encastrée  quant  à  la  torsion  mais  non  quant  à  la  flexion,  c'est-à- 
dire  qu'elle  ne  peut  pas  tourner  sur  son  axe,  mais  que  la  tangente 
à  cet  axe  peut  s'incliner  librement  comme  si  la  pièce  n'était  que 
posée  sur  ses  deux  appuis.  Le  moment  de  torsion  m'  =  m*'  {$  59)  de 
chaque  moitié  n'est  que  le  1/2  du  moment  du  poids  P  autour  de 

l'axe.  Le  moment  de  flexion  à  droite  et  à  gauche  du  milieu  n'est  que 

P 

celui  d'une  des  réactions  verticales  ^  des  appuis,  agissant  avec  un 

bras  de  levier  ^  ,  car  nous  supposons  d*abord  que  la  traction  hori^ 

zontale  Q  agit  dans  Taxe  de  la  pièce ,  et  nous  négligeons  le  moment 
qu^elle  donnera  avec  un  bras  de  levier  égal  &  la  petite  flèche  que 
prendra  cet  axe. 
En  sorte  que 

Vu  la  faible  proportion  de  la  différence  (1/6)  entre  les  côtés  6  et  c, 
le  point  dangereux  de  cette  pièce  qui  se  trouve  sollicitée  de  champ 
ou  parallèlement  aux  plus  grands  côtés  b^  est  au  milieu  B  d'up  petit 
côté  c ,  et  il  n'y  a  lieu  de  considérer  ici  que  la  première  des  denx 
équations  qui  sont  à  poser  toutes  deux  lorsque  ce  point  peut  se 
trouver  aussi  quelque  part  sur  les  grands  côtés  (  entre  le  milieu  et 
un  angle.  On  a  donc,  à  la  limite,  l'équation  suivante  (revenant  à  la 

première  1  =  ^^^^ (       ]  +  ^dn  (2*)  du  g  53,  p.  435,  avec  les 

signes  supérieurs  de  Q  et  de  M^O  • 

ou 
ou 

.   =  (R.6«c  -  06)(Ro6*c  +  \Qb), 
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qui  devient ,  en  faisant  ^i  =  5  >  ^  7107  =  -^^  (P-  362),  Ar = 2,û, 

a  =  8,  6  =  0,3,  c  =  0,26,  Q  =  i2000,  enfin ,  R,  =  600 000  , 
T".  =  /iOO  000  : 

120,3/1  P*  + 1^3100?  ^  9900  X  1^09,  d'où  P  =  646'. 

Si  nous  supposons,  en  second  lieu,  que  la  traction  longitudi^ 
nale  Q  agit,  par  des  embrevements  d'arbalétriers ,  A  une  distance 

de  r«e  de  la  pièce  égale  aux  6/6  de  la  demi-épaisseur  |= 0,16  en  y 

comprenant  approximativement  la  flèche  que  cet  axe  prend  au  mi- 
lieu, comme  son  moment  tendra  à  faire  tourner  la  demi-pièce  en 
sens  contraire  du  poids  P,  le  moment  total  de  flexion  sera 

M=,    ou    — — -0-«    ou    -Ox— -7- 
'  fx      6^2*  6^2      A 

selon  que  le  moment  de  P  remportera  sur  celui  de  Q  ou  réciproque- 
ment, car  le  moment  de  flexion  M'' doit  toujours  entrer  positivement 
dans  les  formules. 
Gomme  on  ne  sait  pas  d'avance  lequel  de  ces  deux  moments  op- 

Pa      5    6 
posés  -p  et  -  Q  jr .  dont  le  second  est  seul  connu,  surpassera  l'autre, 
a       o    J 

ou  si  la  pièce  fléchie  tournera  sa  convexité  en  bas  ou  en  haut,  il 
faudra  essayer  successivement  les  deux  équations  résultant  de  la 
substitution  de  ces  deux  expressions  de  M''  égales  au  signe  près^  ou 

(«•6*c+  |06-i,6Pa)  (R.6^c-|r,,Q6+1.5r,,Pa)  =  (g^,.  ^^y, 

et  (R,6*c—^Q6+l,6Pa^  f R,6*c+  ^TiiQ6— l.Bij^Pa^  =  idem^ 

et  prendre  pqur  P  la  solution  donnée  par  la  première  ou  par  la 
deuxième  selon  qu'elle  rendra  positive  la  première  ou  la  seconde  des 
deux  expressions  de  M'';  et  la  plus  petite  des  deux  solutions  si  toutes 
deux  satisfont  à  la  condition  de  M''  positif.  Gomme  ces  équations  ne 
diffèrent  de  celle  qu'on  a  posée  tout  à  l'heure  qu'en  ce  que  Q  y  est 

3  7 

remplacé  par  —  -  Q  et  par  ^  Q,  et  <jlie  le  signe  de  P  est  changé  dans 
la  deuxième^  elles  reviennent  à 

I.  S9 
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iJ0,3/iP«+   89100  P  =  i««00  X  i2150,    d'où    P  =  J059*,9, 
120,34  F*  — 197400  P  =     900x46650.    d'où    Pr=1710S6. 

Pa     5    6 

La  première  valeur  trouvée  pour  P  rend  positif  M"  =  ^ — ^Q^- 

=  2P  -^  1500  ;  la  seconde  rend  négatif  ce  même  moment  qui  est 
M'^  ss;  Rs-  OP  4-  4600  dans  rbypothèsa  pour  laquelle  cette  dauxiëme 
équation  est  p^sée;  en  sorte  que  s'est  la  pramière  solqtion  qui  eut 
être  prise.  Le  moment  du  poids  P  remporte  sur  le  mopient  de  U 
traction  longitudinale  Q,  et  Taxe  de  la  pièce  tournera  sa  convexité 
en  h9ê.  On  peut  donc  élevev  jusqu'à 

P  =  1060  kil. 

le  poids. capable  d'être  supporté  par  la  pièce,  au  bout  d'un  levier 
horizontal  de  ^"«ftO  ipiplanté  à  sop  pailiep,  qnand  la  traction  hori- 
zontale agit,  par  des  embrevements,  à  une  distance  verticale  de 
0^125  an-dessus  de  Taxe  de  la  pièce  à  aussi  son  milieu. 

La  flèche  de  courbure  prise  par  cette  pièce  sous  le  poids  P  sera 
(n**  91)  en  faisant  le  coefficient  d'élasticité  £  =  200  000  000 

Pa*      P  a»       ^«n-^-e 

elle  peut  être  ceganiée  comme  implicitement  cemprise  daafi  1a  bras 
de  levier  0,125  que  neus  avons  attribué  à  la  traatîan  faorî<ontale  Q 
et  qui,  s^BS  cela,  était  pin  pen  tisop  fort  Cette  approximatiOB  sofilt 
et  il  n'y  a  pas  lieu  de  recourir  aux  méthodes  qu'on  verra  exposées 
^  la  quatriè^p  séetfen,  a^  I¥,  n*^  415-417*  pour  détenniner  la 
flexion  d'une  pièce  sollicitée  à  \^  fois  transversalement  et  longîtu- 
dinalement 

DIXIÈME  KXUHPLE.  Op  demande  ^  quel  équarrissage  on  peut  ré- 
duife  la  même  pièce^  en  supposait  toujours  le^  côtés  (|  c  d^ns  le 
rapport  de  6  à  5,  si  le  pofds  P  à  supporter  n'eç^  (j[ue  800''^. 

Sohtion»  L'éqijiat{pi^  est  \^  piême ,  mais  ï^  peut  être  fésplu^  gujs 
par  t&tonnemen|,  car  ripconpuis  ^t  l'pnjd  d^  de[||ç  ^djj^ençjûpBS, 
e  par  exemple ,  et  s'y  trouve  engagée  ,au  sixième  degré.  On  a,  en 

faisant  ^  ^  f  ^  dans  cette  équation  laissée  sous  sa  première  forme 
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et  divisait  les  deux  ffienbres  par  (8é4)9  ( 


=0. 


Sn  essayant  c  =  0,22  le  i*'  membre  est  —  11,609 
Donc  (commencement  da  S  8A),  on  a 

OU 

ONziiME  EXKMPLK.  Un  poteau  carré  en  ebéne  de  h  oiètiBes  de  hau- 
teur doit  supporter  une  presjjipn  longitudinale  Q  =  94,000  kilo- 
grammes  dont  la  résultante  est  dirigée  sujvant  son  axe,  et  il  doit 
être  soumis  à  une  force  horizontale  P  =  1000^,  agissant  au  bout  d*un 
bras  de  levier  k  &=  2  mètres  implanté  à  son  milieu  perpendiculaire- 
ment à  une  de  ses  faces.  Queléquarrissage  doit-on  lui  donner  ? 

Solution.  Le  moment  de  torsion  n'est,  comme  à  l'exemple  pré- 
céjieQl:,  qi^e  1^  moitié  du  moipe^t  r/f  de  1^  fovçe  borJ7fîp^le|  vp  qi^e 
les  jdjBux  extréipités  di^  ppte^i^  sont  ei^p^c^xées  de  tourner,  et  le 

moment  de  flexion  est  oelui  des  réactions  horizontales  ^  des  appuis 
supérieur  et  inférieur.  On  a  (}onç  ^u  piilieu  de  la  fiauteur  a  : 

Pa  Pk 

M'=  V^  =  1000*xfl»,     M,=  ~-  =  1000*x». 

a  *      2 

Le  plan  de  flexion  est  parallèle  h  une  médiane  ;  et,  yi^  q\^  f)  ==  c^  on 
peut  regarder  la  pièce  comme  fléchie  h  plat,  en  sorte  quMl  y  a  lieu 
de  prendre  Téquation  du  (â^)  ^u  $  63,  p  à^y  ou  bien  celles  du  $  58, 
p.  /iô8,  qu'on  en  tire  en  faisant  disparaître  le  radical.  Et  comme  on  ne 
sait  pas  encore,  vu  la  compression  que  la  force  longitudinale  Q  ajoute 
à  celles  que  produit  la  flexion  du  c6té  qui  devient  concave ,  si  le 
point  dangereux  sera  dé  ce  côté  ou  du  côté  qui  devient  convexe,  on 
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est  encore  obligé ,  dans  ce  problème ,  de  considérer  (S  58)  deux 

c     b 
équations  résultant  des  hypothèses  successives  v=z-z=z^^  eti>= 

e_     b 

Ces  deux  équations  sont  comprises  dans 

(R,6c«+Qc=î:6M')  (R,6c«-ntQc±6»i,  M')  =  (^  R.  ^) 
ou 

(lL6«+06^  I  Pa)  (R.6»-^:tiP«)=(ê;47«'^y 
qui  devient  en  faisant 

Q  =  20  000,  P  =  1000,  a  =  A,  A;  =  3,  R.  =  600  000,  T.  =  AOO  000, 
et  multipliant  par  1 000  000  : 


=  0. 


[(106)»  -^  (lo6):+:iol  ["(lOft)*— jî(106)  ±2,5]  — 144,2257  = 

De.la  première  des  deux  équations  données  par  les  doubles  signes 

on  tire  6  =  0,2342; 

De  la  seconde  6  =  0,2145  ; 

G*est  une  preuve  que,  d*après  les  données,  le  danger  de  rupture  est 
plus  fort  du  côté  convexe  que  du  côté  concave  de  la  pièce  fléchie. 
On  pouvait  le  reconnaître  par  la  condition  (SS  53  ou  58) 

|«•<••&^[•»-'^4(è»•l)^• 

Y  1 

qui,  pour  ^ii  =  V*»  ^  =  (^20817  ^®^®'**»  ®°  divisant  par 
I  000  000  000  000 

8  <0,6.?g  (18  +  1  23,0773), 

condition  qui  est  satisfaite.  Il  faut  donc  prendre  pour  équarrissage 

6  =  0",2342. 
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iS7.  La  section  transversale  étant  un  cercle  dont  r  est  le 
rayon,  on  a  /"(^p)  =  r,  et  la  formule  précédente  (p.  539)  donne 

PR=-r  •*'fT'=® -^     d'où    6  =  ;:;.. —;.(*). 

188.  La  section  transversale  étant  un  carré  dont  le  côté  est 
b  (fig.  i3),  on  doit  chercher  à  part  Texpression  de  la  résistance 
k  la  torsion  d%  Tun  des  huit  angles  égaux  à  ABC.  L'équation 

de  AB  est  r  = .  On  a  d'ailleurs 

2cos<p 

j  ^cos*<p      3    cos'<p      3    cos<p 

Sit/4  i  4 

d^.  — r—  =  -T.  Ainsi  le  moment  de  la 
0  COS    f         3 

résistance  du  triangle  ABC  est  — •7-t^-ô>  ®*   P*^  consé- 

u  4.lo  o 

quent  Ton  a  pour  le  moment  de  la  résistance  du  carre 

d'où 

P    6ûR 

Le  moment  de  la  résistance  du  carré  est  à  celui  du  cercle  in* 
scrit  dans  le  rapport  de  1  à  -^  (**). 

159.   Quant  au  cas  d'une  section  rectangulaire,  des  re- 


(*)  Nous  reproduisons  scrupuleusement  les  n**  157  à  160  de  Navier 
quoiqu'ils  soient  rendus  inutiles  par  notre  note  du  n*  156,  qui  les 
complète  et  les  rectifle. 

(***)  Nous  avons  obtenu  bien  plus  simplement,  au  $  1  de  la  note  du 
n**  156»  le  moment  d'inertie  polaire  J  =::  Vr'dto  ==  7  du  carré;  il  est 
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cherches  fondées  sur  des  notions  que  nous  ne  pouvons  exposer 
ont  montré  que  Thypothèse  précédente,  qui  consiste  à  supposer 
les  résistances  qui  ont  Heu  dans  chaque  élément  de  la  secticm 
transversale  proportionnelles  aux  distancés  de  ces  éléments  au 
centre  de  cette  section,  n'était  pas  ici  exactement  conforme 
aux  effets  naturels.  On  doit  employer  dans  ce  cas  une  méthode 
plus  exacte,  d'après  laquelle  on  trouve  pour  l'expression  du 
moment  de  résistance  à  la  iorsion  d'une  pièce  rectangulaire 
homogène  dont  b,  c  représentent  la  largeur  et  répaisseor  (a) 


égal  à  la  somine  I  "1^  i'  =  !U  dès  moiAents  (n*  Si),  autour  des  deux 
médianes. 

Et  nou^l  atené  riioUtré  au  $  25  de  la  même  note  (Toy.  aussi  {  tt) 
que  le  moment  de  torsion  M^  (PR  de  Navier)  du  prisme  à  base  carrée 

n'est  que  les  6,84346  du  produit  GJO ,  Ici  dêslgtlé  ptf  G  -^  ^fidos 

avons  appelé  6  ce  qui  est  ici  appelé  -1 .  Bn  sorte  qde  le  Eôômënt  de 

la  résistance  élastique  du  caité  est  à  celui  du  cercle  inscrit  dans  le 

dff 
rapport  de  0,8/ii346  ^  r^  =  0,589  ou  de  1  à  0,710  et  non  de  1  à  0|§89. 

(a)  Tioie  de  Navier  (iëSd).  Cette  expression  a  été  donnée  par 
Ml  Gauchjr,  Exercices  de  mathématiques,  4*  année,  p.  59. 

Les  équations  différentielles  qui  expriment  les  conditions  deTéquI- 
libre  et  du  mouvement  des  éorps  solides,  èi  qui  ^otit  la  hdM  êês 
recherches  dont  il  s'agit,  ont  été  données  en  premier  lieu  par  l'au- 
teur, pour  le  cas  d*Bn  corps  homogène,  dans  un  mémoire  présenté 
en  1821  à  l'Académie  des  sciences,  et  imprimé  dans  le  tome  VII  de 
ses  Mémoires.  Cette  matière  a  été  depuis  le  sujet  de  recherches  trës- 
éteodues  «  qui  âOnt  (sontènues  principalement  dans  un  mémoire  de 
IKM.  Lamé  et  Clapeyron,  présenté  k  TAcadémie  des  Sciences  en  1828 
et  Imprimé  dans  le  Journal  de  mathématiques  de  M.  €relle^  dans 
un  mémoire  de  M.  Poisson  imprimé  dans  le  tome  VIII  des  Mémoires 
de  l'Acadétaie^  et  dMs  l&â  BH^éitàës  de  nittthditMttqUtt  4tf  tt.  dau- 
chy. 

Nous  remarquerons  qqé  toutes  les  formules  présentées  dans  les 


d'où 
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^=e — ¥? —  ^*- 


articles  précédents  sont  conformes  aux  résultats  qui  ont  été  obtenus 
au  moyen  de  ces  recherches  nouvelles.  Les  corps  étant  homogènes 
et  Teffort  dû  à  la  pression  atmosphérique  pouvant  être  négligé  par 
rapport  aux  efforts  auxquels  les  corps  sont  exposés ,  on  trouvera 
pour  la  constante  désignée  dans  le  n*  77  par  E  la  même  valeur  nu- 
mérique» soit  que  Ton  cherche  à  la  déterminer  par  des  expériences 

directes  faites  en  tirant  une  piéoe  prismatique  dans  le  sens  de  sa 

te 
longueur  (auquel  cas  on  a  E  =  ^  »  P  dé^signant  le  poids  qui  tend  la 

pièce,  û  Taire  de  la  section  transversale,  S  Rallongement  divisé  par 
la  longueur  primitive)  ;  soft  (}u'on  détermine  cette  constante  E  en 
faisant  fléchir  tranversàlement  tkHe  pièce  rectangulaire  ou  circu- 
laire, conformément  à  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n**  91  et  suivants. 
Quant  à  la  constante  6  qui  entre  dans  les  formules  relatives  à  la 
torsion,  elle  est  (en  supposant  toujours  les  cort>s  homogèties  et  né^ 
gligeant  Teffet  de  la  pression  atmosphérique  qui  s'exerce  à  leur 

2E 
surface)  liée  à  la  constante  E  par  la  relation  6  =  -g^ 

^  Voyez  toujours  la  note  du  n*  i66.  il  y  a  ét^  dit  que  Ja  formule 
dtéè  de  M.  Cauchy  pour  le  prisme  rectangle  a  besoin  d'être  multi- 
pliée ptt  tin  boèfflciënt  de  correction  fx'  ($  /lO,  p.  362)  égal  à  0,8/i346 

lorsque  &  =  c  et  croissant  quand  -  augmente  en  sorte  que  (&'  3=  1  et 

la  formulé  de  M.  Cauchy  est  exacte  quand  Tun  des  côtés  est  très- 
grand  par  rapport  à  l'autre. 

Par  corps  solides  homoffènes^  Navier  entend,  dana  sa  note  (a), 
ceux  qui  sont  non-seulement  d*égale  nature  en  tous  leurs  points , 
mais  enedfe  ffégaU  élasticiii  en  iaué  àeris  à  èhàqîie  pdiiiU  ou,  dé 

que  M.  Cauchy  appelle  isotrope.  Mous  avons  vu  que  ce  n'est  qu'à 

J 
cette  dernière  condition  qu'on  a  le  coefiScient  G  =£  s  E. 
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160.  Les  résultats  des  numéros  précédents  serviront  à  cal- 
culer Tangle  de  torsion  affecté  par  un  corps  prismatique  sous 
un  effort  donné,  lorsque  la  valeur  de  la  constante  G  aura  été 
déterminée  par  des  expériences  préliminaires.  Ces  expériences 
consistent  à  observer  simultanément  l'angle  de  torsion  d'un 
corpS;  le  poids  qui  produit  la  torsion,  et  le  bras  de  levier  au 
bout  duquel  agit  ce  poids.  La  valeur  de  6  se  calcule  par  les 
formules  des  n""*  456  et  suivants  (à),  qui  donnent^  si  le  corps 
est  rond 

icr*.6' 
si  le  corps  est  carré 

G  =  P  —  ' 

et  s'il  est  rectangulaire. 


év»e 


161  à  163  n. 


(a)  Note  de  Navier.  Il  est  sans  doute  superfln  de  remarquer  que 
dans  toutes  ces  formules,  on  doit  mettre  pour  0  le  nombre  expri* 
mant  la  longueur  de  Tare  correspondant  à  Tangle  de  torsion  dans 
le  cercle  dont  le  rayon  est  Tunîté.  Par  conséquent  si  Tangle  dont 
11  s'agit  est  exprimé  en  degrés,  il  faut  multiplier  le  nombre  de  degrés 

par  7^  lorsque  ce  sont  des  degrés  sexagésimaux;  et  pu*^  lorsque 

ce  sont  des  degrés  centésimaux. 

(*)  Voyez  la  note  du  n*  précédent,  159,  pour  rappeler  que  de  ces 
trois  valeurs  de  G,  la  première  seule,  PR.-^ .  ?  est  exacte. 

(**)  Les  expériences  que  Navier  cite  dans  ces  n**  161  à  163  seront 
rapportées  avec  beaucoup  d'autres,  au  Complément  des  art.  I  à  VI. 
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ARTICLE  VL 

DR  LA   RiSISTANGS    d'UN    CORPS  PRISMATIQUE  A  LA  RUPXURB   CAUSÉE 

PAR  LA  TORSION. 


164.  La  torsion  d*un  solide  en  cause  la  rupture  quand  les 
molécules  qui  se  trouvent  le  plus  éloignées  les  unes  des  autres 
ne  peuvent  l'être  davantage  sans  se  désunir.  £n  supposant  qu'à 
l'instant  où  la  rupture  a  lieu^  les  résistances  des  éléments  du  so- 
lide ont  encore  entre  elles  les  rapports  admis  dans  le  n""  156^  on 
formera  comme  il  suit  l'expression  du  moment  de  la  résistance  à 
la  rupture.  Conservant  les  dénominations  du  n*  156,  et  appelant 

1*  la  plus  grande  valeur  de  r  dans  la  section  transversale  du 
solide; 

T  un  poids  exprimant  la  résistance  à  la  torsion^  rapportée  à 
l'unité  de  surface ,  à  Finstant  où  la  rupture  a  lieu; 

Tr 

—  sera  la  constante  à  la  torsion ,  à  l'instant  de  la  rupture  y 

T 

pour  les  points  des  sections  transversales  situées  à  la 
distance  r  de  l'axe  du  solide.  On  aura 

T 

r       ^ 

pour  la  résistance  d'un  élément  de  la  section  transversale;  et 
pour  l'équation  d'équilibre , 

'     En  comparant  cette  expression  de  PR  à  celle  du  n*  156,  on 
reconnaît  que  les  valeurs  du  moment  de  la  résistance  à  la  rup- 
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ture  se  déduiront  des  valeurs  trouvées  dans  leâ  n^  157  et  sui- 

GO 
vants  y  en  écrivant  T  au  lieu  de  —,  et  divisant  par  r^  (*). 


ItK.  Quand  là  secilèû  tnttisT«rs«)e  dst  ud  oerete^  là  f deitf  M 
moment  de  la  résistance  à  H  rupture  est  donc 

iW»  Quand  la  s^ion  transversale  est  UD  oarré>  k  étant  le 
côté,  r'ss  -— ;  la  même  valeur  est 

PRaaT— 3i 
3i/i 


{*)  Nous  repredulsôné  scraimlett^emenl  les  à**  i6A  à  iS8  ;  mils, 
comme  ceui  dont  nous  avons  parlé  à  la  nofte  du  n*"  167^  ils  sont 
rendus  inutiles  par  notre  note  du  n**  156  qui  les  complète  et  les  rec- 
tifie i  car,  ainsi  qiill  fl  été  dit  àû  S  il  de  cette  h(Hë,  nous  avotos  cm 
devoir  donner  pour  chaque  section  la  formule  de  la  résistance  à  la 
rupture  par  torsion  après  Texpression  du  moment  de  torsion. 

11  est  inutile  de  répéter  ici  que  Texpression  donnée  par  Navier 

T 
pour  le  moment  PR  capable  de  rompre  (  et  qui  revient  à  -7  (I  + 1% 

I  et  r  étant  les  moments  d'iuertie  autour  de  deux  droites  rectangu- 
laires), n'est  exacte  que  pobr  la  seetied  eiroiilaire^  mèine  en  suppo- 
sant ,  comme  dit  Fauteur,  que  «  les  résistances  des  éléments  du 
solide  ont  encore ,  jusqu^À  Tinstant  de  la  rupture ,  les  rapports 
admis  au  n"  156.  » 

(**)  A  une  sous-note  du  $  l7  de  la  note  dd  n"  Idé,  il  a  été  annoncé 
que  nous  donnerions  ici  une  formule  de  résistance  immédiate  oupro- 
chaine  par  torsion  (celle  du  texte  n'étant  exacte  que  pour  la  rup- 
ture éloignée),  ttôus  Tàvons  donnée  au  %  61  dé  ta  note  dd  n*'  156. 
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Les  moments  des  résistancesy  polir  le  csarré  et  le  cercle  qui  lui 
est  inscrit^  sont  dans  le  rapport  de  i  à  —  (*). 

167.  A  regard  d'une  section  rectangulaire,  il  résulté  des 

m 

rQjt^herches  dont  il  a  été  question  au  n*"  159  qu'en  désignant  par 
beic  les  côtés  de  la  section  ^  on  a  pour  l'expression  du  moment 
qui  cause  la  rupture  par  torsion  (a)  : 


(*)  Tojrez  àui  SJ  98  et  /ii6  de  la  nclte  du  r  166  Itt  fbMulë  etwate 
Lim.  Ml  =  O.SOSiTôT.  de  la  résistance  à  la  rupture  (éloignée]  du 
prisme  à  base  carrée.  Elle  S*êcriràit  avec  les  notations  de  Navier 
PR  =  0,208176T  ;  et  les  moments  de  résistance  pour  le  carré  et 
pànf  \é  derdle  ^ui  lui  è^t  litscrit  sdût  Oans  Je  r^t^ort  dëj0,3O817  à 

p^  =  019635,  ou  i  à  0,9432,  et  non  à  -?î^  =  è,8330/i. 
*6  8^ 

(a)  Note  de  Nbvitr.  Cette  formule  (p.  suivatile)  n'a  pas  été  donnée 
par  M.  Gaiicby,  mais  ob  peut  là  déduire  dé  rarïaîysd  qu'il  a  employée 
pour  traiter  le  cas  d'une  verge  rectangulaire  sollicitée  à  se  tordre. 
Les  formules  que  Ton  présente  ici  pour  les  cas  d*une  pièce  à  base 
eireulaire  et  carrée  sont  entièrement  exactes. 

Nous  ^ncevons  ûàhè  tôuél  les  cas  la  rupture  déterminée  parce 
4ii*ait  élmeàt  litiéillrë  dû  èôrps  a  reçd  un  degré  d'ëxteoslos  ou  ée 
ëômpf eàsfoil  plue  fjfûhû  qùè  la  nature  du  eorps  né  le  cdmportei  j  et 
Pà?  éhlt^  âd(ltlèl  n  f  à  gisjemetton  ou  écrasement.  D'après  cette 
iiotidfl  j  et  eh  suppoisant  toujours  les  eerps  homogènes  et  résistant 
é^lèoietit  dans  tdus  les  sens,  il  existe  nécessairement  use  relation 
dète^mitléë  entre  la  tonstante  ééa\gaéë  M  par  T  el  la  eonstante 
ééàighée  pût  R  dans  les  b*^  iia  et  tuiTaDte  ;  œtte  relation  est 

T  »  ^.  Mais  on  ne  peut  s^àttendre  i  ce  que  les  relations  de  cette 

nature  soient  toujours  vérifiées  par  les  expériences,  soit  à  raison  du 
défaut  d'homogéuéité  des  corps  ^  soit  parc^e  qu'à  l'instant  de  la  rup- 
ture les  actions  intérieures  ne  sont  pas  telles  qu'on  l'a  supposé  dans 
les  solutions  analytiques,  solutions  qui  sontessentielleoiônt  fondées 
sur  la  supposition  que  le  changement  clé  figure  est  ti*ès-peiit. 
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168.  La  longueur  d'un  solide  entre  les  deux  extrémités  n'in- 
flue point  sur  la  résistance  à  la  rupture  causée  par  la  torsion  ; 
seulement,  plus  le  solide  est  long,  et  plus  l'angle  dont  on  l'aura 
tordu  pour  le  rompre  sera  grand.  Les  formules  précédentes  senri- 
ront  à  calculer  les  efforts  nécessaires  pour  opérer  la  rupture  d'un 
solide  prismatique,  lorsque  la  valeur  de  la  constante  T  aura  été 
déterminée  par  l'observation.  Cette  valeur  se  conclura  des  don- 
nées de  chaque  expérience ,  si  le  corps  est  rond ,  par  la  formule 

2R 

P  représentant  le  poids  qui  opère  la  torsion,  R  le  bras  de  le- 
vier de  ce  poids,  et  r  le  rayon  du  cylindre  tordu  ;  et  si  le  corps 
est  carré  ou  rectangulaire,  par  les  formules 


(♦)  La  formule  PR  ou  Lim.  M.  =  T  —==^  est  Inexacte ,  parce 

que  les  considérations  sur  lesquelles  Navier  Ta  fondée  éipi?alentà 
assimiler  ($  2U  de  la  note  du  n**  156)  le  rectangle  à  Tellipse  inscrite 
quant  à  la  forme  courbe  que  nous  avons  reconnue  être  prise  parles 
sections  non  circulaires  des  prismes  tordus;  or  il  résulterait  de 
cette  assimilation  que  le  plus  grand  glissement  ou  le  plus  grand 
danger  de  rupture  aurait  lieu  aux  quatre  angles  des  sections,  tandis 
que  Ton  démontre  rigoureusement  que  le  glissement  y  est  nul. 
Cette  formule  ne  convient  donc  que  pour  les  prismes  p^a^,  ou  pour 
lesquels  c'  est  négligeable  devant  6>.  Elle  doit  être  remplacée  par 

^  6c*T,  ^  variant  de  0,20817  à  1/3.  (J  ÛO  de  la  noten*  156  p.  362). 

T  T^ 

(♦♦)  Même  observatiop  qu'aux  notes  des  deux  n**  précédents  sur  ces 
formules  données  pour  les  prismes  àbase  carrée  et  à  base  rectangle. 
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6  et  c  étant  les  côtés  de  la  section  transversale.  On  va  exposer 
les  expériences  dont  la  valeur  de  la  constante  T  peut  être  dé- 
duite. 

169  à  172  n- 

(*)  Les  expériences  de  rupture  que  Tauteur  cite  dans  ces  n*"  169 
à  172  seront  rapportées  au  complémetii  des  articles  I  à  VI. 


'  ». 
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APPENDICES 

(ii««  1  à  172),  section  I  ('). 


S  i.  Objet ,  et  Sommaires.  —  Depuis  que  ce  qui  précède  est  im- 
primé, nous  avons  été  assez  heureux  pour  pouvoir  prendre  con- 
naissance des  feuilles  inédites  du  Cours  de  mécanique  physique 
et  industrielle  professé  par  M.  le  général  Poncelet  à  la  Faculté  dos 
sciences  de  Paris  dans  Tannée  1839,  en  ce  qui  regarde  la  résistance 
des  matériaux ,  feuilles  qu'il  avait  déjà  prêtées  à  d*autres  auteurs. 
A  cette  communication  il  a  bien  voulu  joindre  quelques  conseils, 
que  lui  a  suggérés  la  lecture  de  la  partie  du  présent  ouvrage,  pages 
i  à  160,  déjà  imprimée  au  commencement  de  1858. 

Les  deux  sous-notes  du  g  1x3  de  la  note  du  n"  156  (p*  37li  et  381) 
en  ont  déjà  été  le  résultat,  et  nous  en  profiterons  encore  dans  la 
section  iV  en  traitant  des  pièces  fléchies  par  des  forces  quelcon- 
ques ('). 

Le  1"  Appendice  est  relatif  à  divers  autres  points  traités  par  le 


{*)  Le  coMPLÉiiBirr  eipérimenlal  et  pratique  des  mêmes  art.  1  à  VI,  annoncé  aux 
pages  43,  46,  85-86,  468^ 469,  504  et  509,  est  renvoyé,  comme  nous  avons  dit, 
i  un  autre  volume.  Il  doit  contenir,  avec  l'article  Vil  de  Navier,  des  formules  m»- 
mériques,  11  comprendra  aussi  les  eipérienees  relatives  à  la  Section  IV. 

(*)  Nous  avons  reconnu  aussi ,  dans  ces  Teuilles,  que  le  mode  de  calcul  des 
résistances  des  sections  en  simple  T,  qui  nous  a  servi,  en  le  généralisant,  i  éta- 
blir, pou;r  |UB|  49iM)i£8  T  inégaux,  des  formules  bien  plus  simples  que  celles  qui  ont 
été  données  dans  d'autres  ouvrages  (§$  45  et  46  de  la  note  du  n«  4S0  ),  est  en- 
eore  de  M.  Ponoelet. 
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Au  2*  Appendice,  après  avoir  insisté  sur  la  nécesBité  de  recoa- 
D^ttr»  f raQOhemeof  fi^ijmli^  quâ  J^s  fpnff ^]^s  t^Dt  aac}§po€||si  gpe 
iM)uyell9i9  4>i^lteD8tpn,  |x>r9iQft ,  0^xipp  %v^  pp  s«M  glissen^ent,  9^ 
spot  rigo^rp^seIDeo^  vr^iie^  qu0pour  desniQ4^s  pf^rticii)!^  ^'!^ 
tiion  et  ^  distribution  des  fprces  extériel^'eB  svp  les  l^ases  d^ 
prismes,  nous  donnons,  de  ces  fqriONl^»  0^  démonstrations  d*ui)# 
forme  jsyn^tiqpe,  qi^i  acbève|rp||t  de  convaiqiofQ  de  leur  p^rff^lfê 
eijwstîtudesous  lacoudiUpn  oxpr|ffié9y  e^  feront  rj^qpcer  topt^  f§|(, 
nous  Tespéron^,  ^,u^  byppthè^  fi^ossof  qn  gnifu}^  {iYoqiféqs Ji|gfr 
qjllci  pour  ^n  éMi>ljr  qualqu^s-^^es.  (<'eipplQ|,  ep§ttit(?,  #pi  fnfm» 
formules,  çQvm^  approximation  ftnffiijaqte,  flmii4  ç^t^  9pq4itfpo 
n'(wt  P99  remp^e,  n^aura  ^^I^  àQ  opiatraire  ^  )§  riW^r  n^ftép^^ 

tiqujijf^a^^i^^  iiffi^iro  i^qfi  p}i}s  d§  t^orte»  mi«  ffwB^icQfimi 

fondée  sur  les  faits  qui  prouvent  le  peu  d'influence  du  mode  de  dis- 
tribution ou  de  répartition  de  force&  Des  formules  plus  compliquées , 
qui  tiendraient  compte  de  ce  mode  (et  qui,  vainement  cherchées 
jusqu'ici,  ne  seront  peut  être  jamais  trouvées),  n'auraient  même  sur 
celle-ci  à  peu  près  Sfieua  avantage  pratique,  vu  Tignerance  où  Ton 
est  et  sera  peut-être  to)i|jpji^  4^  1§  g^anière  ^pt  se  distribuent, 
sur  la  surface  des  solides,  les  forces  extérieures,  qui  y  agissent 
toujours  par  l'intermédiaire  d'autres  solides,  et  dont  on  ne  con- 
naît généralement  que  la  résultante  et  le  moment  résultant 

4u  9*  Appendice  nous  démontrons  d'uno  iq^nîère  élémentaire 
les  équations  et  formules  générales  de  la  théorie  ntqlhématique 
de  rélqstidii  appelées  auss)  formples  et  équ^tipqs  de  1^  Mécanique 
moléc^ffiirfi  f  à  cause  des  considér,ati9fî/}  qqi  l^  pi^t  fai^  décQuyr|r 
dans  le  principe,  et  qui,  dans  notre  pp/oion,  leur  ^ry.en{(  toqjpMrs  d^ 
fondement  principal.  Ces  équations  et  formules  seront  invoquées 
dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  et  c'est  d'ailleurs  à  leur  emploi  que 
seront  dus  problablement  les  perfectionnements  ultérieurs  de  la 
théorie  de  la  résistance  des  pièces  solides,  en  sorte  que  leur  éta- 
blissement devait  trouver  une  place  dans  notre  livre. 

Au  U*  Appendice  nous  comparons  nos  formules  nouvelles  de  tor- 
sion &  Texpérience,  et  nous  prjèsentons  diverses  considérations  sur 
les  premières  et  les  dernières  recherchées  de  M.  Gauchy,  ce  qui  nous 
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met  dans  le  cas  de  traiter ,  par  aûticipatioû ,  des  vibrationt  tofur" 
nantes  des  pièces  abandonnées  à  leurs  réactions  élastiques  après 
avoir  été  tordues. 

Enfin,  au  5*,  nous  nous  livrons  à  une  discussion  détaillée  (qui  se 
trouve  résumé  dans  un  dernier  $)  pour  justifier  les  formules  et 
équations  générales  du  3*  appendice ,  dues  à  Navier,  Gauchy,  Pois- 
son et  MM.  Lamé  et  Glapeyron,  des  attaques  dont  elles  ont  été  Fobjet 
quant  aux  relations  qui  existent  entre  leurs  coefficients  constants; 
relations  qu'un  savant  expérimentateur  a  proposé,  en  18/^7»  de  rem- 
placer par  d'autres,  ce  qui  a  fait  naître  une  opinion  sceptique  ten- 
dant à  se  propager  et  que  nous  croyons  devoir  combattre.  On  y 
verra,  ainsi  qu*au  3*  appendice,  démontrés  autrement  qu'au  $  8  de 
la  note  du  n*  152  les  rapports  entre  les  modules  d'élasticité  6  et  E, 
et  entre  les  contractions  transversales  r^i  et  les  dilatations  longitu- 
dinales  %  des  prismes  lorsque  leur  matière  est  supposée  isotrope. 


1"  Appendice.  —  Divers  points  traités  par  M>  Poncelet 

d'une  manière  élémentaire* 

S  2.  Expression  exacte^  obtenue  élémentairement^  de  Vinclinai- 
son  prise  par  les  divers  éléments  de  Taxe  dune  pièce  droite  après 
qu'elle  a  éprouvé  une  flexion  de  grandeur  quelconque.  —  Au  S  3 
de  la  note  du  n'  86  (p.  73-7/i),  nous  avons,  en  remplaçant  Tinverse 
du  rayon  p  de  la  courbure  que  prend  Taxe  d'une  pareille  pièce  sup- 
posée encastrée  à  une  extrémité  et  primitivement  horizontale,  par 
son  expression  analytique  connue 


1 


p  dx 

É 

où  âr,  y  sont  les  coordonnées  de  ses  points,  et  s  son  arc  dont  Té* 
lément  est  <!s  =  \/dx'  +  dyS  obtenu  l'expression 

Va\  _  Po« 
2e  "^  2EI 
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pour  le  sinus  de  Tangle  que  fait  la  pièce  avec  Thorizon  à  sou  autre 
extrémité  après  qu'elle  est  fléchie* 

Cette  valeur  est  tout  à  fait  exacte  pour  le  sinus  tandis  qu'elle 
n*e8t  qu*approchée  quand  on  l'applique  »  comme  Navier,  à  la  tan- 
gente du  même  angle  a  (p.  72). 

M.  Poncelet,  en  démontrant  élémentairement  cette  valeur  du  si- 
nus de  rinclinaison,  l'applique,  convenablement  modifiée,  à  tous 
les  points  ou  à  tous  les  éléments  de  Taxe  fléchi ,  et  remplace  con- 
stamment, ainsi,  par  un  sinus  •^,  le  coefficient  dliférentiel  ^  des 

intégrales  premières  des  équations  d'élasticité.  Il  en  résulte,  outre 
l'avantage  de  rendre  ces  intégrales  tout  à  fait  exactes  quelque 
grande  que  soit  lajlexion^  celui  de  pouvoir  appliquer  les  équations 
aussi  bien  à  une  pièce  primitivement  inclinée  qu^à  une  pièce  horir 
zontalcy  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aussi  bien  à  une  pièce  solli- 
citée obliquement  qu'à  une  pièce  sollicitée  perpendiculairement  à 
sa  longueur  par  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  à 
droite  d'une  section  quelconque. 

Soient  donc  Ox  un 
axe  des  abscisses  x  per- 
pendiculaire à  la  direc- 
tion de  la  résultante  P 
des  forces  agissant  & 
droite  d'un  point  m  de 
Taxe; 

a.  l'angle  que lapièce 

AB  faisait  avec  OX 

avant  sa  flexion  ; 

a  L^angle  Nmn  que 

fait  après   la  flexion, 

avec  une  parallèle  mN  à  Oz,  l'élément  mm'  =  ds  de  l'axe  ou 

fibre  moyenne  de  la  pièce  ; 

P    le  rayon  de  courbure,  en  m,  après  la  flexion  ; 

M  le  moment  total  des  forces  élastiques  agissant  à  travers  la  seC' 
tion  en  m,  autour  d'une  ligne  perpendiculaire  à  P  et  à  AmB, 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  section  et  supposée  être 
un  des  deux  axes  principaux  d'inertie  de  celle-ci; 


I. 


ss 


■*■•*■" 


'.-i 
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I    toujours  le  moment  d'iaertie  de  la  section  autour  de  cet  axe, 
et  E  le  coefficie*'  t  d*élasticitô  d*eitension  ; 

El 

On  a  (SS  i  et  2  de  la  note  du  n*  80,  p.  31  &  33)  M  =  —  si  la  pièce 

est  primitivement  droite.  Or  comme  Tangle  des  deux  normales  &la 
eourbe  élastique  en  m  et  m' est  égal  à  Tangle  da  des  deux  tangentes 
mn,  m'n'  au  même  point,  on  a  pda  =  ds.  Donc 


da  _M 
ds""EI' 


eu, comme  dscosa  =  dx. 


M 

COSa  da  =  £-  dx. 

Oq  en  conclut  en  intégrant  : 

sina  =  sina»  4-  1   —  dx, 

conclusion  que  M.  Poncelet  meta  la  portée  de  ceux  qui  ne  connais- 
sent que  les  éléments  en  prenant  mji  =  mm'n'  =  i,  de  sorte  que 
nn'  =  da  et  qu'en  abaissant  les  perpendiculaires  Jiq ,  n'q'  sur  mN, 
et  rir  sur  n'q\  on  a  Tng  =  cosa,  nq  =  sin  a  ,  d  .sina  =  n>  qui 
est  =  da  X  cosa  diaprés  la  similitude  des  triangles  nnV,  nmq  (*). 
En  sorte  que  si  M  =  P  (a--x)  et  si  I  est  constant  ou  si  la  pièce 
est  prismatique,  on  a 


P  /        x*\ 
Bina  =  sina,+  —  W— 2"  ) 


M.  Poncelet  observe,  ailleurs,  que  cette  détermination  deTangle  a 
se  ferait  également  si  Taxe  de  la  pièce  était  primitivement  un  arc 
de  cercle  au  lieu  d*ètre  une  ligne  droite;  car  il  est  facile  de  voir 

{})  Nous  nous  serrons  ici  de  la  caractéristique  infinitëaiiDale  d,  Updis  que 
H.  PODcelet  se  servait  (V07.  noire  note  du  n"  81  )  de  petites  lettres  pour  désigner 
les  quantités  infiniment  petites,  et  de  grandes  lettres  pour  les  quantités  finies. 
L'illustre  académicien  a  bien  voulu  nous  dire  que  s'il  en  avait  usé  ainsi  c'était 
moins  i  cause  du  peu  de  science  acquise  des  élèves  qu'en  raison  de  la  nature  mo- 
bile et  conlioueliement  cbangeanlo  d*un  auditoire  de  cour»  public,  et  pour  ne  pas 
rebuter  les  nouveaux  venus  qui  n'auraient  pas  assisté  à  l'explication,  si  facile  du 
refte,  de  la  valeur  des  notations  d  el  ^  dont  l'usage  est  sans  inconvénient  avec 
des  audilanrs  toujours  les  mêmes,  comme  le  prouve  le  succès  des  Cours  Taila  à 
rècole  centrale  des  Arts  et  Maniiraclures. 
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(on  y  reTiendra  section  IV  )  qu'on  a  alprs,  p,  étant  le  rayon  pri- 
mitif et  constant 


d'où 


\P      P./     • 


sin.=sin.,+  f(l  +  ^)<ir. 

formule  qui  s'appUque  évidemment  aussi  au  cas  où  la  courbure  pri- 
mitive —  cliangerait  d'un  point  à  Tautre,  et,  aussi,  à  celui  où  I  va- 

Po 

rierait  suivant  une  loi  dpnnée,  en  sorte  qu'on  peut  obtenir  ainsi 
Tangle  a  pour  une  pièce  ayant  primitivement  la  forme  d'une  courbe 
plane  quelconque,  à  section  constante  ou  graduellement  variable. 

$  3.  Tracé  de  la  courbe  élastique^  ou  de  la  courbe  affectée  'par 
Taxe  ou  fibre  moyenne  d^une  pièce  fléchie  quelconque,  —  M.  Pon- 
celet  remarque  d'abord  qu'on  peut  effectuer  géométriquement  ce 
tracé  de  proche  en  proche  à  l'aide  de  la  seule  équation  d'équilibre 
non  intégrée  (S  précédent) 

i        da      i      M 

si  l'on  connatt  ««  ou  la  direction  de  la  tangente  à  Télastique  en  un  pre- 
mier point,  et  les  valeurs  du  moment  M  des  forces  en  tous  les  points 
de  la  pièce.  En  effet,  si  l'on  trace,  en  ce  poiat  initial  A,  la  perpendicu- 
laire &  la  tangente  AB«,  on  y  portera  une  longueur  égale  au  rayon  p  dé- 
termioé  par  l'équation  précédente,  ce  qui  donnera  le  centre  de  cour- 
bure et  permettra  de  décrire,  avec  le  même  rayon,  un  petit  arc  de 
cercle  qui  se  confondra  sensiblement  avec  la  courbe  cherchée,  à  la- 
quelle il  est  osculateur;  puis,  en  portant  sur  la  courbe  d'axe  primi- 
tive, dont  on  néglige  l'allongement,  une  longueur  égale  au  même  arc, 
on  mesurera  pour  son  extrémité  la  valeur  correspondante  du  rayon  p., 
et  on  calculera  pour  le  même  endroit  le  moment  M,  ce  qu'on  sup- 
pose possible  (comme  par  exemple  lorsque  la  résultante  P  reste  fixe, 
car  alors  son  bras  de  levier  dépend  de  l'abscisse  nouvelle)  ;  il  en 

1        1       M 

résultera,  en  substituant  dans  -  =  —  +  —,  une  nouvelle  valeur 

p       p.      t'A 
de  p  qui  servira  à  décrire  un  second  petit  arc,  et  ainsi  de  suite. 
Lorsque  le  rayon  p  deviendra  trop  considérable  (ce  qui  arrive  né- 
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cessairement  quand  on  approche  du  point  où  la  résultante  P  ren- 

da 
contre  la  courbe  et  où  M  s^anéantit)*  on  se  servira  de  ^  au  lieu 

de  p,  en  tirant  une  droite  faisant  avec  la  tangente  précédemment 
obtenue  un  très-petit  angle  qu*on  prendra  pour  da  en  multipliant 

par  —  sa  valeur  en  degrés  sexagésimaux,  en  sorte  que  da  =  2^ 

s'il  est  de  2  degrés;  et  Ton  portera  sur  cette  droite  une  longueur 

égale  à  a  valeur  de  da  tirée  de  7-  =  —  +  ^«  ce  qui  donnera  un 

as       p,      EX 

nouveau  point  de  la  courbe  qui  peut  être  regardée  comme  se  con^^ 
fondant  avec  sa  tangente  sur  la  longueur  da  déterminée  de  cette 
manière,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  même  méthode  servirait  à  obtenir  une  première  approxi-- 
motion  du  tracé  eu  prenant  les  moments  M  avec  leurs  bras  de  le- 
vier anciens  dans  le  cas  où  la  flexion  changerait  la  situation  de  la 
résultante  P,  comme  lorsqu'elle  se  réduit  par  exemple  (fig.  S  pi^* 
cèdent)  à  un  poids  suspendu  à  une  extrémité  d*une  pièce  dont 
l'autre  est  encastrée.  Le  tracé  obtenu  servirait  à  corriger  les  gran- 
deurs des  bras  de  levier  et  à  obtenir,  en  recommençant  le  tracé, 
une  deuxième  et  généralement  suffisante  approximation. 

Mais  le  même  savant  observe  qu'au  lieu  de  se  servir  d'un  pareil 
tracé  par  petits  arcs  et  petites  droites,  sujet  à  erreur,  on  peut  cal- 
culer avec  toute  Tapproximation  qu'on  désire ,  en  se  servant  de  la 
valeur  ci-dessus  sin  a,  les  coordonnées  d'autant  de  points  qu'on 
veut  de  la  courbe  élastique. 

.  On  a  en  effet ,  y  étant  l'ordonnéOt  ^=  tang  a,  d*où 

S  m  glu  g(  C*  fi.         M\ 

dx   .  :  où  sin«  =  sina.+  \  \t  +  vï)^> 

•     V^l  — sin^a  JAp.     El/ 

en  sorte  que  par  de  simples  quadratures^  effectuables  numérique- 
ment au  moyen ,  par  exemple,  de  la  formule  de  Simpson  (%  3  de  la 
note  du  n*"  85,  p.  69)  (0,  si  on  ne  peut  les  effectuer  analytique- 
ment ,  on  peut  obtenir  la  forme  nouvelle  de  la  pièce. 


(I)  Oa  doit  k  M.  Ponodot  une  autre  formule  de  quadrature.  On  la  trouve  à  la 
fln  du  chap.  1*'  des  ÉUmenU  de  méeanigue,  de  M.  Refal. 
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Et  Ton  obtient  de  même  la  longueur  d'une  portion  quelconque 

dx 
de  pièce  fléchie  ea  remarquant  que  d8=  -^t  d'où 

_r« da 


s  = 


sin*a 


où     sin  a  a  la  même  Talev. 


M.  PoDcelet  remarque  qu'on  peut  se  dispenser  des  quadratures 
dans  deux  cas  extrêmes,  où  la  pièce  était  primitivement  prisma- 
tique (  -  =  0;  I  constant). 

!•  Le  cas  où  sina  reste  très-petit,  car  alors  on  peut  suppri- 
mer son  carré  sous  le  radical  (ou,  plutôt,  on  peut  développer 

(  i  — sin^ar*"  en  série  convergente).  Ce  cas  est  celui  des  questions 
traitées  n"*  86  à  93  et  dans  la  note  du  n*  86  (p.  73,  7&). 

2*  Le  cas  où  sina  se  rapproche  beaucoup  de  l'unité,  ou  le  cas 
dans  lequel  la  résultante  P  fait  un  angle  très*aigu  avec  la  pièce  sup- 
posée droite  ou  très-peu  courbe  ;  car,  alors,  en  écrivant  (i  +  sin  a) 
(  1— sin  a)  à  la  place  de  i-  sin'a,  0  est  facile  de  voir  que  le  premier 
facteur  peut  être  regardé  comme  constant,  ce  qui  rend  les  expres- 
sions de  y  intégrables  par  arc  de  cercle  (^), 

SA.  Détermination êlémett-' 
taire  de  la  Jlèche.  —  Nous 
avons  donné  au  commence- 
ment de  la  note  du  n**  86 
(p.  72),  d'après  Duleau  et 
d'autres  auteurs,  une  démon- 

Pa* 
stration  élémentaire  de  l'expression/ =  ^^  de  la  flèche  de  flexion 

/=  MB  prise  par  un  prisme  AM  de  longueur  a ,  sollicité  transver- 
salement par  une  force  P  au  bout  M  non  encastré.  M.  Poncelet 
a  rendu  la  démonstration  plus  exacte  en  prenant  pour  élément 


{})  Bd  tom  eu  rintëgratioD  pettt  m  dire  par  fonctions  ellIpUqnes  de  première 

et  de  aeeonde  etpèce  de  Legendre,  mène  lorsque  —  n'est  pas  nul  nais  constant^ 

en  sorte  qn*en  décomposant  une  pièoe  quelconque  en  parties  pooTantdlre  regardées 
comme  sensiblement  circulaires  on  peut  trouver,  au  moyen  de  ces  sortes  de  trans- 
cendantes, la  forme  qu'elle  prend  après  des  fleiions  de  gran^r  quelconque 
(Voy.  Noie  mr  les  fUxions  considérableM  det  vergei  éUiêtiquei  au  Journal  dt  vta* 
thémaitque$  purei  el  appliquéety  4S44). 


iftS  SEGT.  I.  RÊSISTANCB  DES  SOLIDES. 

de  cette  flèche,  au  lîeù  de  la  partie  nn'  qu'y  interëeptent  oblique- 
ment les  tangentes  aux  points  conaéoutifé  m,  m',  la  projection  ver- 
ticale de  la  partie  qq'  interceptée,  par  les  mômes  rayons,  sur  la 
développante  MB'  de  Télastique  Am'mM.  Cette  projection  est  à 

gg'  =  mq . conmie  pp'=  x  est  à  mm\  Donc,  comme  -  =  -=|-,  et 

mq  =  Tare  mM,  la  flèche  /  est  exactement  somme  de  produits 

P  P 

=1  •  mM .  Xx,  qui  sont  sensiblement  égaux  à  a?  •  X*x  quand  Tare 

mU  diffère  peu  de  sa  projection  horizontale.  Or  cette  sonmie  fait 

Won  ^.j' (p.  72-73). 

S  6.  Cas  où  Vélastique  reçoit  une  forme  déterminée.  —  Ce  cas  a 
lieu  notamment  quand  on  ploie  une  pièce  sur  un  gabarit.  Alors, 
si  une  extrémité  est  encastrée  et  si  l^autre  est  sollicitée  nor- 
malement par  une  force  P^  on  a,  X  étant  la  distance  de  cette  force 
au  point  quelconque  où  le  rayon, est  p: 

Quelque  grande  que  soit  cette  force,  M.  Poncelet  observe  qu^elle 
ne  suffira  pas  pour  que  la  pièce  suive  partout  le  contour  du  ga- 
barit, car,  pour  que  cette  condition  soit  remplie  aux  points  dont  la 
distance  X  au  point  d'application  est  infiniment  petite,  la  force  P 
aurait  besoin  d'être  infinie.  Il  y  aura  donc  une  petite  partie  qui 
se  détachera  du  gabarit,  &  moïén  ^ue  la  courbure  n'en  soit  nulle 
pour  le  dernier  élément  sur  lequel  ^  agit 

En  général  la  eoôrbure  est  nulle  au  point  où  la  résultante  des 
forces  traverse  une  pièce  qu'elles  fléchissent,  en  sorte  que  si  ce 
point  n'est  pas  une  extrémité  il  s'y  fait  une  injlexîon. 

%  6.  Condition  des  encastrements,  —  Ils  ne  donnent  générale* 
ment  pas  à  la  tangente  à  l'axe  de  la  pièce  une  direction  Invariable 
et  déterminée  eomme  on  le  suppose  dans  les  calculs. 
Q'I  M.  Poncelet  les  compare  à 
'Jùj3i  ^'^^^  points  d'appui  très-rap- 
^::rm -^         proches  et  opposés  A,  A'  qui 

""^^      ^®  ®^^*  autre  chose  que  les 

points  d'application  des  résul* 

\      tantes  Q,Q'  des  réactions  àes 
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faces  inférieure  et  supérieure  de  Tenclave.  Ces  résultantes,  si  B  est 
rextrémité  libre  où  se  trouve  appliquée  une  force  transversale  P, 
ont  des  Intensités 

^       Q'  =  P.4?^,    Q  =  Q'  +  t>  =  p/'® 


AA"     ^      "    '  AA' 

Des  forces  aussi  considérables  ne  peuvent  pas  se  développer  sans 
que,  préalablement,  la  matière  des  parois  et  la  matière  de  la  pièce 
fléchie  n'aient  éprouvé  des  compressions  dans  un  sens  normal  à 
leurs  faces  de  contact.  Aussi  il  faut  compter  que  Taxe  de  la  pièce, 
à  sa  sortie,  prend  une  certaine  inclinaison,  qui  est  en  raison  di- 
recte du  moment  fléchissant  P  X  AB,  et  inverse  de  la  prorondeur 
de  Tencastrement,  dont  le  mode  plus  ou  moins  imparfait  a  d^illeurs 
une  influence  sensible. 

Cette  inclinaison  avait  été  remarquée  par  M.  Vicat  (').  Elle  ne 
peut  guère  se  déterminer,  pour  diverses  matières  de  la  paroi  et  du 
prisme  et  pour  des  encastrements  plus  ou  moins  serrés,  que  par 
des  expériences  dans  lesquelles  on  pourrait  la  mesurer  directement 
au  cathétomètrë,  ou  Tapprécier  par  des  mesurages  comparatifis 
et  plus  faciles  de  flèches  prises  par  des  pièces  encastrées  à  un  ou 
deux  bouts  et  par  des  pièces  simplement  appuyées  aux  deux  extré- 
mités. On  verra,  à  la  section  lY  (notes  des  n"*  371  à  376),  que  cette 
inclinaison  prise  aux  encastrements  a  une  influence  notable  sur  la 
résistance  des  pièces  doublement  encastrées. 


[*)  Seehercheê  expérimeKtale$  tur  Ut  phénomènes  phytiquet  fvt  précèdent  et  ne* 
ccmpagnent  la  rvpture  ou  Voffaistemeni  dTvTie  certaine!  classe  de  solides  (Aon. 
des  Pools  et  Cb  ,  2*  seme«ire  de  4833,  p.  )45-%49).  On  ne  peut  pii  tirer,  à  e» 
sui^t,  de  données  pratiques  des  expériences  rapportées  dans  ce  beau  mémoire, 
parce  qne^  faites  sur  des  prismes  de  plâtre  on  d'argile,  elles  remplissent  seulement 
<c  l'objet  preNiue  exclusif»  (et  en  quelque  sorte  négatif)  que  se  proposait  son  au- 
leur  (page  SOS),  à  stroir  «  d«  préonuiir  les  conatmcteort  ooBtre  le  dtoger  M 
théories  connues.  » 
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2*  Appendice  . — Sur  les  candUUms  de  C exactitude  înathèma' 
tique  des  formules  tant  anciennes  que  nouvelles  S  extension^ 
de  torsion^  de  flexion  avec  ou  sans  glissement.  —  Démons- 
tration synthétique  de  ces  formules  quand  on  suppose  ces 
conditions  remplies. 

$  7.  Rappel  de  ces  conditions.  Nécessité  de  les  faire  ressortir. 

Remarque  sur  'l* ignorance  où  Von  est  des  données  mêmes  du 

problème  des  déformations  et  des  résistances  quand  elles  ne  sont 

pas  supposées  remplies.  —  Le  Savant  que  nous  venons  de  citer  dans 

le  premier  appendice  reconnaît,  dans  ses  mêmes  leçons  de  1839, 

que  la  formule 

P  =  E«» 

du  cas  le  plus  simple  de  la  théorie  de  la  résistance  des  solides,  qui 
donne  Vextension  ou  la  compression  longitudinale  i  d*un  prisme 
dont  la  section  est  <«>  sous  Taction  de  deux  efforts  longitudinaux 
opposés  P,  est  essentiellement  fondée  sur  la  supposition  que  ces 
efforts  exercés  aux  deux  extrémités  se  trouvent  répartis  uniforme" 
ment  dans  toute  Vétendue  des  bases  auxquelles  ils  sont  appliqttés 
(  Voy .  SS  3  et  6  de  la  note  ci-dessus  du  n**  21,  p.  16  et  19). 

MM.  Lamé  et  Glapeyron  avaient  déjà  reconnu  et  avoué  cette  con- 
dition expresse  de  Textension  uniforme  dans  leur  beau  mémoire  de 
1828  C)f  où  ils  expriment  aussi  (*)  qu'une  torsion  uniforme  6  n'est 
prise  par  un. cylindre  à  base  circulaire  de  rayon  r,  conformément 
&  l'expression  connue  du  moment  M^ 

qu'autant  que  chaque  point  des  bases  supérieure  et  inférieure  est 
sollicité  par  une  force  proportionnelle  à  sa  distance  à  Paxe^  et 
agissant  perpendiculairement  au  rayon  vecteur  dans  le  plan  de 
ces  bases. 


(^)  Sur  réquUibre  intérieur  det  ioUdes  homogènes,  Iniéré  au  journal  et  Crellt 
1834,  et  au  l.  IV  des  Savants  étrangers,  art.  40. 
(^  idem,  an.  54, 62. 
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Nous  avons  énoncé,  à  bien  des  reprises,  la  nécessité  de  condi- 
tions analogues,  relatives  à  Faction  et  à  la  répartition  des  forces 
extérieures,  pour  la  parfaite  exactitude  des  formules  relatives  aux 
cas  de  torsion  uniforme  d'autres  cylindres  ou  prismes,  et,  aussi, 
de  flexion  soit  égale  sans  glissement  (flexion  en  arc  de  cercle)  soit 
inégale  accompagnée  de  glissements  transversaux  et  longitudinaux. 

ïlt  Ton  peut  remarquer,  même,  que  si  les  démonstrations  an- 
ciennes, fondées  sur  des  hypothèses  gratuites  et  souvent  fausses 
relatives  à  la  manière  dont  les  choses  se  passent  (par  exemple  la 
conservation  de  la  forme  plane  des  sections  (i>),  conduisent  à  des 
résultats  vrais  dans  des  cas  particuliers,  c*e9t  qu*ony  suppose  aussi, 
sans  s*en  apercevoir,  de&  conditions  de  ce  genre  remplies  quant  au 
mode  d*action  et  de  distribution  des  forces.  Par  exemple,  admettre, 
dans  la  flexion  d'une  pièce  droite  en  arc  de  rayon  p,  que  les  ac- 
tions intérieures  s*exerçant  normalement  sur  les  éléments  dcu  des 

E 
diverses  sections  soient  exprimés  par  -  d(i>.o,  et,  dans  la  torsion  0 

r 

d*un  cylindre,  que  les  actions  tangentielles  le  soient  par  G6dci>  .r, 
c^est  bien  supposer  que  dans  retendue  des  deux  bases,  qui  sont 
aussi  des  sections,  les  forces  extérieures,  qui  doivent  faire  équi- 
libre aux  forces  intérieures  sur  chacun  des  éléments  dco,  s'y  dis- 
tribuent suivant  les  mêmes  lois  qu^expriment  ces  deux  produits, 
c'est  à-dire  proportionnellement  aux  distances  o  ou  r  des  éléments 
cf(i>  à  une  même  droite  ou  à  un  même  point  de  u>.  Ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  c'est  substituer,  aux  forces  extérieures  données,  des 
forces  de  même  moment  total,  ayant  ces  modes  de  distribution  et 
d'application  sur  les  bases  (^). 


i})  On  peut  remarquer  qae  c'est  poar  le  cas  eioeptionnel  de  la  fleiioa  clrcalaire 
qu'ont  616  faites  les  premières  des  eipérienees  sur  lesquelles  on  appuie  quelque- 
fols  l'hypoibise  de  la  conserTation  de  la  forme  plane  des  sections  et  de  leur  nor- 
malité aui  fibres  ;  car  on  y  ployait  les  pièces  sur  un  gabarit  cylindrique. 

Si  des  eipérienoes  récentes  ont  paru  donner  la  même  cbose  pour  des  pièces  po- 
sées sur  deux  appuis  et  chargées  au  milieu,  on  doit  l'attribuer  à  ce  que  les  glisse- 
ments et  gauchissements  qui  en  résultent  échappent  aux  m<surags  ordinaires, 
même  délicats.  Nous  avons  tu  en  effet  au  $  64  de  la  note  du  n*  156  (p.  484)  qu'un 
gauchissement,  d'un  quarantième  de  millimètre, de  sections  d'un  cylindre  elliptique 
de  0",34  sur  0",46  de  largeur  et  d'épaisseur  suffisait  pour  influer  considérable- 
ment sur  sa  résisUnce  à  la  torsion.  Et,  quant  au  glissement  sans  torsion,  comme 
one  formule  du  §  3  de  la  note  du  n*  453,  au  bas  de  la  page  S43,  donne  pour 
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Nous  regardons  comme  nécessaire,  désormais,  de  partir  ouverte- 
ment de  la  chose  tacitement  substituée,  ou  de  supposer  explicitement 
ce  qu*on  admet  ainsi  implicitement  ;  et,  si  Ton  tient  toujours  à  donner 
uâe  théorie  mathématique  de  la  résistance  des  solides,  de  recon- 
naître franchement  et  de  prime-abord  que  chacune  de  ces  formules 
tant  anciennes  que  nouvelles  n'est  vraie  que  pour  un  mode  parti- 
culier cTapplication  et  de  distribution  des  forces  extérieures  sur 
les  hases  extrêmes  des  prismes  qu'on  y  considère. 

En  prenant  ce  mode  pour  une  des  données  de  chaque  question, 
oii  démontre  les  formules  d'extension,  torsion,  flexion,  sans  hy- 
pothèse sur  ce  qui  arrive  aux  diverses  sections  quant  aux  déplace- 
ments, et  qui  se  trouve  être  une  conséquence  rigoureuse  de  ce 
qu^on  pose  comme  ayant  lieu  aux  deux  extrémités  quant  aux 
forces. 

Chacune  de  ces  formules  donne  ainsi  une  solution  rigoureuse 
pour  un  cas  ou  un  mode. 

Mais  quelles  sont,  demandera-t-on ,  les  expressions,  exactes  et 
rigoureuses  aussi,  de  Tex tension,  de  la  torsion,  de  la  flexion,  lors- 
que les  forces  extérieures  sont  appliquées  et  distribuées  suivant  de 
tout  autres  modes,  ou,  plus  généralement,  quelles  sont  les  petites 
déformations  des  solides  élastiques  pour  des  pressions  ou  tractions 
données  quelconques  agissant  tant  normalement  que  tangentielle- 
ment  sur  les  divers  éléments  deleur  surface?  M.  liamé  a  montré  com- 
ment on  peut  arriver  à  les  calculer  pour  un  solide  sphérique  isotrope 


c    7|G        4  24   Pc         7 

»  =. -,  —  =  TX>  "expression  x  =  --  —  =  -—  g^,  on  Toit  qu'arec  une  indi-  . 
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naison  centrale  go  =  7^  ou  du  quart  de  la  limite  0,000667  con«eilIée  pour  les 
glissements,  les  points  de  la  section  rectangulaire  d'une  pièce  fléchie  ayant  une 
hauteur  0**,S0  =:c  s'écarteraient  au  maximum  de  ^  de  millimètre  du  plan  nor- 
mal dans  un  sens  parallèle  aux  fibres,  ce  qui  est  imperceptible. 

L'inclinaison  des  sections  sur  les  fibres  des  pièces  fléchies  non  circulalrement 
est  d'ailleurs  admise  aujourd'hui  par  tout  le  monde,  comme  on  volt  aux  ouvrages 
publiés  en  4857,  4858,  4859  par  HH.  Morfn,  Uelanger  et  Bresse;  et  nous  avons 
bit  Toir  au  $  45  (p.  394)  de  la  note  du  n*  456,  que  leur  inflexion  en  doucine 
démontrée  par  nous  analyiiquement  pour  la  première  fois  en  4854  [Comptes-^ 
rendus  de  PJcadémie^  t.  XXXIX,  p.  4097)  après  avoir  été  Implicitement  indiquée 
en  4847  (id,  t.  XXIV,  p.  963),  était  une  conséquence  nécessaire  même  des  consi- 
dérations tout  élémenttire  de  M.  Jouranki,  qui  ont  été  reproduites  par  cet*  deux 
derniers  «uleiiri. 
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j[>lein  ou  creux  (*).  Mais,  quant  aux  solides  prismatiques,  des  siècles 
se  passeront  peut  ètrësans  qu^oâ  sache  les  détermitier,  si  jamais 
Oiï  le  sait,  à  en  juger  par  Tinutilité  des  tentatives  des  géomètres 
depuis  trente  ans  (*),  et  des  encouragements  de  TAcadémie  qui  a 
enfin  retiré  du  concours,  en  1858,  ce  problème  persévéramment  pro- 
posé depuis  mai  i8û6.  Et  si  Jamais  on  surmonte  les  difficultés  d*in- 
tégration  qu'il  présente  pour  des  corps  à  surface  discontinue,  il 
faut  remarquer  qu'une  nouvelle  et  peut-être  plus  grande  dif- 
ficulté surgira  et  arrêtera  les  applications  de  la  solution  trouvée; 
ce  sera  précisément  dé  savoir  quelles  sont  ces  pressions  ou  tractions 
qui  s^exercentsur  les  divers  éléments  de  la  surface  du  solide  élas- 
tique dans  chaque  cas  particulier.  C'est,  en  efl<Bt,  généralement 
par  rintermédiaire  d'autres  solides  que  les  forces  extérieures  agis- 
sent sur  un  solide  donné;  or  on  ne  sait  pas  comment  elles  se  ré- 
partissent sur  les  faces  de  contact;  on  ignore,  par  exemple ,  avec 
quelle  intensité  un  corps  pesant,  placé  sur  un  autre  corps,  presse 
les  différents  points  de  la  surface  plane  ou  courbe  où  la  Juxtapo- 
sition a  lieu  ;  et,  s'il  y  est  suspendu  par  une  corde ,  on  ne  sait  pas 
déterminer  comment  se  distribue  Faction  de  celle-ci.*  On  ne  con- 
naîtra  donc  alors,  tout  comme  aigourd'huî,  que  les  résultantes  et 
les  moments  résultants  de  ces  forces  extérieures,  jusqu'à  Tépoque 
nouvelle  et  inassignable  où  on  aura  appris  à  calculer  les  réparti- 
tions inconnues,  qui  sont  les  données  même  du  grand  problème 
des  déformations  et  des  résistances  ;  en  sorte  que  la  solution  si  cher- 
chée de  ce  problème  ne  serait  jusque-là  d'aucun  usage. 

Mais  cette  double  et  longue  attente  n'est  pas  nécessaire  avant  de 
résoudre  les  questions  de  pratique,  qui  n'exigent  que  des  approxi- 
mations. Nous  l'avons  souvent  dit  :  des  faits  suffisamment  nombreux 
ipontrent  le  peu  d'influence  du  mode  de  répartition  et  d'applica- 
tion, et  permettent  d'employer  les  formules  soit  anciennes  soit  nou- 
velles  d'extension,  torsion,  flexion ,  pour  des  forces  quelconques 
agissant  aux  extrémités  de  prismes  très-longs  par  rapport  à  leurs 
dimensions  transversales  en  n'ayant  égard  qu'aux  grandeurs  dé  leurs 


(>)  Mémoire  tur  Vequilibre  tTéltuticité  des  enveloppes  epKifique».  (/oMmoi  dêt 
maih.  pures  et  appL,  U  XIX,  4854). 

*  (S)  Leçons  de  M.  Umé  lur  U  théorie  mathématique  de  rèlaïUeiié,  486S,  $  66, 
67,  68. 
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résultantes  et  de  leurs  moments  résultants.  D*où  il  suit  qu'il  suffit 
de  donner  des  démonstrations  exactes  des  fumules  relativement  à 
un  cas  ou  à  un  mode  particulier  d'action  des  forces  aux  extrémi* 
tés,  pour  que  la  théorie  soit  établie  et  qu'on  puisse  faire  Tapplica- 
tion  de  ses  résultats  aux  divers  autres  cas  qui  peuvent  s'offrir. 

$  8.  Observation  sur  la  manière  de  présenter  ces  démonstrations. 
—Elles ont  été  données,  pour  la  formule  de  l'extension,  au  $3  de  la 
note  du  n*  21  (  voy.  aussi  au  S  6);  pour  celles  de  la  torsion,  aux 
$$  5  à  9  de  la  note  du  n*  156  quant  à  rétablissement  des  principes 
dont  l'application  se  fait  ensuite  pour  chaque  forme  de  section; 
pour  celle  de  la  flexion  circulaire  sans  glissement,  au  $  3  de  la  note 
du  n*  80;  enfin,  pour  celle  de  la  flei^ion  non  circulaire  avec  glis- 
semeat,  au  $  A  de  la  même  note,  au  $  2  de  celle  du  n*  153,  et  sur» 
tout  au  S  &6  de  la  note  du  n*  158. 

Mais  comme  nous  avons  suivi  une  marche  différente  à  ce  $  de  la 
note  du  n*  156  et  aux  $$  cités  des  deux  autres  notes,  où  les  glls-^ 
sements  n'étaient  qu'iodiqués  ou  incomplètement  calculés,  on  nous 
demandera  sans  doute  quelle  est  définitivement  la  méthode  à  pré- 
férer  pour  établir  complètement  et  clairement  les  diverses  formu- 
les«  dans  des  cours  de  mécanique  appliquée? 

Nous  n'osons  faire  de  réponse  générale  et  tout  à  fait  catégorique, 
car  le  choix  du  mode  d'exposition  pour  chaque  cours  dépendra 
de  diverses  considérations  dont  les  principales  seront  fondées  sur 
la  nature  et  sur  les  dispositions  de  l'auditoire. 

Nous  croyons  cependant  qu'une  manière  presque  entièrement 
synthétique  sera  ce  qu'il  y  aura  de  plus  généralement  propre 
k  ne  laisser  aucun  doute  dans  l'esprit,  d'autant  plus  que  l'ana- 
lyse pure  n'a  pu  conduire  jusqu'ici  (voy.  $  31.  S*  appendice),  même 
dans  les  cas  les  plus  simples,  à  déterminer  directement  les  dépla- 
cements ou  déformations  quand  on  prend  pour  données  les  forces, 
en  sorte  que  c'est  seulement  par  une  marche  mixte  ou  par  des  es* 
sais  suivis  de  vérifications  qu'on  a  pu  arriver  aux  solutions. 

Nous  allons  en  donner  une  esquisse,  bien  imparfaite  peut-être 
quant  à  la  forme,  mais  que  tout  esprit  attentif  pourra  retoucher, 
changer  ou  réduire. 

S  9.  Essai  d'une  théorie  synthétique  exacte  de  la  résistance  des 
solides.  Principe^  définitions  et  lemmes. 
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Prilicipe  en  deaumde.  Les  molécules  des  corps  (ou  les 
particules  élémentaires  dans  lesquelles  on  peut  diviser  ces  mo- 
lécules si  elles  sont  étendues)  exercent  les  uns  sur  les  autres,  k  des 
distances  imperceptibles,  des  actions  attractives  et  répulsives  qui 
font  fonctions  continues  de  ces  distances. 

Déiliiltleii  I.  On  appelle  pression  (ou  quelquefois,  suivant 
le  sens  ou  le  signe,  tension,  traction,  et  aussi/orce  élastique)^  sur 
une  très-petite  face  plane,  la  résultante  des  actions  moléculaires 
qui  s'exercent  d*un  côté  à  Tautre  de  cette  face  k  travers  sa  su- 
perficie. On  n*a  pas  besoin  (comme  on  va  voir)  de  considérer  le 
couple  qui  peut  accompagner  cette  résultante,  et  qui  est  d'ailleurs 
nul  ou  négligeable  si,  comme  on  le  suppose,  les  faces,  bien  que 
très-petites,  sont  traversées  en  tous  sens  par  un  nombre  excessi- 
vement grand  d'actions  moléculaires. 

On  rapporte  généralement  les  pressions  ou  forces  élastiques  à 
Tunité  superficielle  des  faces  où  elles  s'exercent. 

DéiliilttoB  II.  Appliquer  une  pression  donnée  sur  un  petit 
élément  de  la  surface  extérieure  ou  enveloppe  d'un  solide,  c*est 
en  rapprocher  d'autres  corps  dont  les  molécules  exercent,  &  travers 
cet  élément,  des  actions  dont  la  résultante  ait  la  grandeur  et  la  di- 
rection de  la  force  donnée. 

Cerollalre  I.  La  résultante  des  actions  exercées  sur  les 
molécules  d'un  élément  polyédrique  de  la  part  des  molécules  qui 
lui  sont  extérieures  peut  être  remplacée  identiquement  par  la  ré- 
sultante des  pressions  sur  toutes  ses  faces.  Car  si  les  pressions 
comprennent,  en  outre,  des  actions  de  molécules  extérieures  sur 
d'autres  molécules  extérieures  suivant  des  lignes  qui  traversent 
deux  des  faces  de  l'élément,  ces  actions  étrangères  se  détruisent 
deux  à  deux  en  composant  la  résultante  générale. 

DéflnlttoB  III.  Vétat  naturel  d'un  corps  solide  est  celui 
où  toutes  les  pressions  sont  nulles  &  l'intérieur  comme  sur  la  sur- 
face; c'est-à-dire  l'état  où  la  résultante  des  attractions  à  travers 
chaque  petite  face  ou  élément  superficiel  est  égale  et  opposée  à 
celle  des  répulsions. 

Cer^llaire  II.  Toute  déformation  d'un  solide  pris  dans  son 
état  naturel  y  engendre  des  pressions.  En  effet  elle  développe,  parle 
changement  des  distances  (principe  ou  demande)  des  actions  mo- 
léculaires nouvelles  qui  ne  peuvent  se  faire  équilibre  comme  les 
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anciennes  à  travers  toulas  les  fttces  qa'on  peut  imafiner  4sbs  son 
intérieur. 

Iieamte  I»  Si  une  déformation  du  solide  (dont  on  abstn^t  iei 
la  pesanteur)  est  telle  que  les  pressions  intérieures  engeadfées 
(cor.  II)  satisfassent  aux  conditions  de  Téquilibre  de  translation  sur 
chacun  des  éléments  de  son  volume  dont  toutes  les  flEuses  sont  in- 
térieures ,  on  le  maintiendra  dans  sa  nouvelle  forme  en  appli- 
quant (déf.  II),  sur  son  enveloppe  ou  sa  surface  extérieure,  des 
pressions  qui  suivent  la  même  loi,  ou  qui  soient  en  équilibre  de 
translation  avec  les  pressions  intérieuressur  les  divers  éléments  dont 
une  ou  plusieurs  faces  font  partie  de  Tenveloppe.   . 

En  effet,  1*  Il  y  aura,  équilibre  de  translation  de  tous  les  éléments 
tant  de  ceux  qui  sont  entièrement  intérieurs  que  de  ceux  des  extré- 
mités ou  des  bords,  qui  sont  limités  en  partie  par  la  surface  exté- 
rieure  du  solide. 

2*  La  non-translation  de  tous  ces  éléments  polyédriques  juxti^ 
posés,  qu'on  peut  supposer  aussi  petits  qu'on  veut,  ou  la  conser- 
vation de  rétat  de  repos  de  leurs  centres  de  gravité,  entraîne  leur 
non-rotiftion^  puisque  Fun  d'eux  ne  pourrait  tourner  autour  de  son 
centre  sans  que  les  centres  de  ceux  qui  Tenvironnent  changent  de 
place.  Donc,  etc. 

liemmie  II*  Quand  le  solide  est  non-seulement  homogène  (ou 
de  même  nature  aux  divers  points),  mais  encore  isotrope  (ou  de 
même  contexture  en  tous  sens  autour  de  chaque  point)  :  i°  Une  di- 
latation linéaire  i  (positive  bu  négative),  ou  une  déformation  qui 
éloigne  les  unes  des  autres  les  faces  planes  et  parallèles,  de  quan- 
tités égales  à  leurs  distances  multipliées  par  une  fraction  constante 
et  très-petite  i,  no  produit  sur  ces  faces  que  des  pressions  nor- 
males et  proportionnelles  à  t;  2"*  EUe  ne  produit,  sur  les  faces  per- 
pendiculaires à  celles-ci,  et  par  conséquent  parallèles  au  sens  de  la 
dilatation,  que  des  pressions  aussi  normales  et  proportionnelles  k 
t,  mais  d'une  intensité  moindre  ;  3*  Un  glissement  g,  ou  une  défor- 
mation qui  fait  cheminer  les  unes  devant  les  autres,  dans  une  cer- 
taine direction ,  sans  changer  leurs  distances,  les  faces  parallèles, 
de  quantités  égales  à  ces  distances  mutuelles  multipliées  par  une 
même  fraction  très-petite  g,  ne  produit  sur  elles  que  des  pressions 
iangentielles  proportionnelles  À  g  et  dans  la  direction  du  chemi- 
nement. 
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En  effet,  en  vertu  de  la  continuité  des  fonctions  (principe  ou  de- 
mande) qui  représentent  les  intensités  des  actions  moléculaires,  les 
forces  nouvelles  développées  par  les  déformations  sont  proportion- 
nelles aux  augmentations  très  petites  (positives  ou  négatives)  subies 
par  les  distances  mn  entre  molécules  m^n  situées  de  part  et  d'autre 

de  la  face  AB  sur  laquelle  on  prend  les  pres- 
sions, et  qu'on  peut  supposer  être  restée 
immobile.  Ces  augmentations,  quand  on  né- 
>  glige  les  quantités  très-petites  du  second  or- 
dre, sont  mesurées  par  les  excès,  sur  les  dis- 
tances primitives  mn^  des  distances  nouvelles 
m^n^  ou  m,7i,,  projetées  sur  la  direction  mn. 
Or  on  voit  facilement  :  1*  Que  ces  excès  sont 
toujours  proportionnels  à  la  petite  dilatation  i 
qui  les  produit,  dilatation  dont  la  mesure  est, 
respectivement,  selon  qu'elle  a  lieu  dans  la 
direction  perpendiculaire  à  la  face  AB  ou  dans  la  direction  parallèle 
à  la  droite  ab  tracée  sur  cette  face,  le  quotient  de  mn^  +  nn^  qui 
sont  dans  la  première  direction ,  ou  le  quotient  de  mn^  +  nn,  qui 
sont  dans  la  seconde,  par  la  distance  pq  ou  la  distance  rs  des  deux 
plans  matériels  mp,  nq  ou  mr,  ns  perpendiculaires  à  ces  direc- 
tions et  passant  par  tti,  n* 

T  Que  ces  mêmes  excès,  s'ils  sont  dus  à  un  petit  glissement,  sont 
proportionnels  à  sa  mesure  g  qui  est,  dans  le  sens  a6,  le  quotient 
de  7nm,  +  nn, ,  somme  des  chemins  parcourue,  divisée  par  pq ,  dis- 
tance des  deux  plans  matériels  qui  passent  par  mn,  et  qui  sont  pa- 
rallèles à  la  face  AB. 

3°  Que  les  forces  moléculaires  ainsi  développées  se  distribuent 
d'une  manière  symétrique  autour  des  normales  à  la  face  AB  lors- 
qu'elles viennent  d'une  dilatation  i  perpendiculaire  à  cette  face,  en 
sorte  que  leur  résultante  ne  peut  être  dirigée  que  suivant  une  de 
ces  normales;  qu'il  en  est  de  même  quand  la  dilatation  i  est  paral- 
lèle à  cette  face,  puisqu'il  n'y  a  aucune  raison ,  après  une  pareille 
dilatation,  pour  que  la  résultante  des  actions  s'écarte,  dans  un  plan 
passant  par  une  normale ,  plutôt  à  droite  qu'à  gauche  de  la  direc" 
tion  de  celle-ci;  enfin,  qu'elles  se  distribuent  aussi  symétriquement 
de  part  et  d'autre  des  droites  ab  tracées  sur  la  surface  AB  parallèle- 
ment à  g  lorsque  ce  glissement  existe  seul  ;  car,  à  chaque  force  at- 
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tractlve  développée  de  m,  en  ?i,|  répondra  une  force  répulsive 
égale  de  n'  en  m!  devenus  n\  et  m\^  agissant  suivant  une  ligne 
Qrmétrlque  à  m^  par  rapport  à  a6,  en  sorte  que  la  résultante  de 
ces  deux  forces,  transportées  parallèlement  à  ellesHnémes  sur  un 
point  O  de AB,  est  bien  dirigée  suivant  ab. 

k"  Que  les  composantes,  normalement  à  une  face,  des  forces  pro- 
duites à  travers  son  plan  par  une  dilatation  sont  généralement 
moindres  lorsque  cette  dilatation  lui  est  parallèle  que  lorsqu'elle 
lui  est  perpendiculaire.  (Voyez  le  raisonnement  simple  du  S  3  de  la 
note  n""  21,  p.  16,  et,  aussi,  les  appendices  3*  et  5*  ci-après.) 

Le  lentnte  II  se  trouve  ainsi  établi  dans  toutes  ses  parties,  bien 
que  nous  renvoyions  plus  loin  la  détermination  du  rapport  numé-  • 
rique  (qui  sera  trouvé  de  3  à  1  comme  il  Ta  déjà  élé,  an  reste,  au  S  8 
de  la  note  du  n*  152,  p.  200),  entre  les  pressions  normales  produites 
sur  une  face  par  une  dilatation  qui  lui  est  perpendiculaire  et  par 
une  dilatation  égale,  mais  qui  lui  est  parallèle. 

N.  B,  Pour  simplifier,  nous  faisons  abstraction  de  la  pesanteur 
des  solides  et  de  la  pression  de  l'atmosphère ,  et  nous  supposons 
d'abord  les  corps  d'égale  contexture  en  tous  sens.  Une  généralisa- 
tion facile  montrera  ensuite  que  les  théorèmes  sont  les  mêmes 
quand  la  contexture  est  égale  seulement  dans  les  sens  transversaux, 
et  qu'ils  s'observent  encore,  avec  de  légères  modifications,  lorsque 
la  contexture  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  des  sections  et 
à  deux  autres  plans  perpendicuhiîres  à  ceux-ci;  symétrie  qu'on 
peut,  du  reste,  définir  ^r  ses  effets  élastiques^  consistant  en  ce 
que  les  dilatations  et  les  glissements  dans  les  sens  de  leurs  trois  in- 
tersections ne  produisent,  sur  ces  plans ,  que  des  actions  dirigées 
suivant  les  mêmes  lignes.  (Voy.  3*  appendice.) 

$  10.  (Suite).  Extension  ou  contraction. 

Tliéorènie  I.  Lorsqu'un  prisme  isotrope  en  état  d'équilibre 
d'élasticité  et  dont  les  faces  latérales  ne  supportent  aucune  action, 
se  trouve  sollicité,  sur  ses  bases,  par  des  forces  ou  tractions  nor- 
males égales  et  opposées,  uniformément  distribuées  sur  leurs  super- 
ficies, toutes  les  parties  de  ce  solide  éprouvent  des  dilatations  égales 
dans  le  sens  longitudinal,  et,  dans  les  sens  transversaux,  des  con- 
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tractions  (ou  dilatations  négatives)  aussi  égales,  qui  sont  une  certaine 
fjraction  des  dilatations  longitudinales. 

DéiiioiiBirailoit  (  la  même  au  fond  que  celle  du  $  3  de  la 
note  du  n"*  21).  Divisons  le  prisme  (comme  nous  ferons  tovgours)  en 
éléments  très-petits  par  trois  systèmes  de  plans  orthogonaux,  les 
uns  perpendiculaires,  les  autres  parallèles  à  ses  arêtes. 

Si  ce  que  nous  voulons  démontrer  a  lieu^  chaque  élément  inté- 
rieur, de  forme  parallélipipède  rectangle,  éprouvera  (d'après  le  1' 
du  lemme  II)  sur  ses  faces  opposées,  considérées  deux  k  deux,  des 
tractions  ou  presiions  normales  égales,  dues  aux  dilatations  per- 
pendiculaires à  ces  faces;  il  y  éprouvera  (d'après  le  2")  d'autres  pres- 
sions ou  tractions,  aussi  normales  et  égales,  dues  aux  contractions 
ou  dilatations  qui  leur  sont,  parallèles.  Cet  élément  sera  donc  en 
équilibre  de  translation. 

Chaque  élément  des  extrémités ,  ayant  pour  une  de  ses  bases  un 
élément  superficiel  d'une  des  deux  bases  du  prisme,  et  chacun  des 
éléments  des  bords ,  de  même  forme  parallélipipède ,  qui  auront 
pour  une  de  leurs  quatre  faces  latérales  un  élément  superficiel  de 
la  surface  latérale  du  prisme,  seront  aussi  en  équilibre  de  transla- 
tion dans  les  trois  sens  rectangulaires  si  la  dilatation  longitudinale 
et  les  contractions  transversales  ont  des  grandeurs  justement  telles 
que  la  somme  algébrique  des  pressions  ou  tractions  qu'elles  engen- 
drent sur  chaque  base  soit  égale  à  la  pression  ou  traction  normale 
qu'on  suppose  y  être  exercée  extérieurement,  et  que  la  somme  al^ 
géhriqve  des  'pressions  ou  tractions  qu'elles  engendrent  sur  chaque 
face  latérale  soit  zéro* 

Alors,  aussi ,  chacun  des  éléments  prismatiques  triangulaires 
qui  restent  sur  les  bords  sera  également  en  équilibre,  vu  que  la 
pression  sera  nulle  sur  sa  face  latérale  extérieure,  qui  répond  à  l'hy- 
poténuse de  la  base,  comme  sur  les  deux  faces  latérales  înté- 
rieures,  qui  répondent  aux  côtés. 

Il  y  aura  donc  équilibre  de  translation  de  tous  les  éléments  ;  et, 
par  conséquent ,  en  vertu  du  lemme  I»  quand  les  forces  extérieures 
agissant  sur  le  solide  déformé  sont  ce  qu'on  a  supposé  ou  pris  pour 
données,  la  déformation  est  bien  ce  qu'énonce  le  théorème. 

SchoUe  I.  Nous  avons  dit ,  $  précédent  (et  déjà  $  3  de  la  note 
du  n"  21),  que  la  pression  ou  traction  déterminée  sur  une  face  par 
une  dilatation  qui  lui  est  parallèle  est  moindre  que  celle  qui  est  dé- 
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terminée  par  une  dilatation  normale  ^e.  n  en  résulte  qu^en  appe* 
lant  t  une  dilatation  longitudinale  d^n  prisme,  T^t  les  contractions 
transversales  qu'il  doit  prendre  pour  que  les  j)ressions  dues  krfl 
sur  ses  faces  latérales  compensent  les  tensions  dues  à  t  sur  ces 
mêmes  faces,  ou  qu*elles  ne  supportent  rien,  on  a  le  rapport  i)  <  L 
On  Fa  trouvé  =  i/U  au  $  8  de  la  note  du  n"*  152 ,  et  on  y  reviendra 
aux  3*  et  5*  appendices  ;  mais  cette  valeur  numérique  n^est  pas  né- 
cessaire à  invoquer  pour  rétablissement  des  théorèmes  qui  sui- 
vent 

» 

i  li.  (Suite).  Lemme  pour  ia  tersûm  et  ia  fiesMm. 

liemniie  m.  En  appelant  x,  v,  v  des  coordonnées  rectangu- 
laires dirigées ,  la  première  dans  le  sens  longitudinal  ou  parallèle 
aux  arêtes  d'un  prisme ,  les  deux  autres  dans  des  sens  transver- 
saux, g',  g''  des  glissements  qui  ont  lieu  simultanément  sur  une  sec- 
tion dans  les  sens  ti,  t?,  G  le  coefficient  d^élasticité  qui,  multiplié 
par  ces  glissements,  donne  (lemme  II)  les  pressions  tangentielles 
qu'ils  engendrent  dans  leurs  directions  par  unité  superficielle; 
enfin,  p  la  pression  normale  sur  les  mêmes  éléments  des  sections, 
il  y  a  équilibre  de  translation  longiiudinale  de  chacun  des  éléments 
solides  dans  lesquels  on  peut  diviser  le  prisme  par  des  plans  per- 
pendiculaires aux  x,  aux  u,  aux  v  si  Ton  a  : 

^  ^'du  —  ^'dv  =  0  au  contour  des  sections  ou  le  long  des  faces 
latérales  supposées  n'éprouver  aucune  action. 

Démonstratloii.  V  Soient  dx,  du^  dv  les  longueurs  des  trois 
arêtes  contîguês  parallèles  aux  rc,  aux  u^  aux  v,  d*un  élément  paral- 
lélipipède. 

Le  glissement  g',  sur  la  section  c»  ou  sur  la  base  dudv  de  cet  élé- 
ment, dans  le  sens  u,  est  aussi  le  glissement  qui  a  lieu,  dans  le  sens 
longitudinal ,  x,  sur  la  face  latérale  dvdx  ;  car  l'un  et  l'autre  sont 
mesurés  par  le  rétrécissement  d'un  angle  primitivement  droit  formé 
par  dx  avec  du  (et  on  peut  remarquer  en  général  que  tout  glisse- 
ment relatif  de  deux  côtés  opposés  d'un  carré  est  accompagné  d*un 
glissement  relatif  égal  des  deux  autres  côtés  de  ce  carré  changé 
ainsi  en  losange). 

Cette  face  dvdx  et  la  face  opposée  et  égale  éprouvent  donc,  dans 
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le  sens  a;,  des  ictiopa  —  Ggdvdx  et  G  Tg'  +  ^  du  j<Mpi  dont  la 

somme  algébrique  est  6  ^  dudvdx.  De  môme  les  deux  faces  dudx 

éprouvent  des  actions  longitudinalesdont  lasommeest  G^dvdudlx; 
et  les  deux  bases  dudv  éprouvent  des  actions  aormales  dont  la  somme 
est  J^  dx^dad».  On  a  donc  bien  pour  Téquilibre  de  translation  lon- 
gitudinale de  cet  élément  et  de  tous  les  autres  semblables»  en  divi- 
sant par  le  roliunedxdudo  : 


r  Sur  Iw  bonk  «  en  fetranohant  les  paralléliplpèdes ,  il  restera 

des  éléments  prismatiques  ayant  pour  bases  des 
triangles  rectangles  mnm'  dont  les  côtés  sont  du 
parallèlement  aux  u^  —  dv  parallèlement  aux  v, 
et  dont  Thypoténuseest  un  élément  ds  du  contour 
de  la  section.  La  face  latérale  dsdx  répondant  à 
de  ne  supporte  rien  par  hypothèse ,  puisqu'elle  fait  partie  de  la 
surface  latérale  extrême  du  prisme,  et  les  faces  dudx,  —  dvdx  sup- 
portent des  actions  longitudinales  Gg^dudx,  —  Gg'dvdx.  On  a  dono 
pour  réquilibre 

g^dtt  — g'dDrsO; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

S  13.  (Suite).  Tbrnon. 

Théorème  II.  Lorsque,  les  -faces  latérales  du  prisme  ne  sup* 
portant  toujours  aucune  action,  ses  bases  éprouvent,  dans  Tétat  d'é- 
quilibre d'élasticité,  des  actions  seulement  tangentielles  répondant 
à  de  petits  glissements  g',  g^  dirigés  suivant  des  droites  matérielles 

dg'     daf' 
primittvvneDt  paraUèlesauxu  etauxo,  elsatisfaisaatà  ^  +  ^= 0 

en  tous  les  points  des  sections  et  à  g^'du — g'dt?  =  0  au  contour,  Je 

dis: 

l*"  Que  les  mêmes  glissements  g',  jg*  ont  Heu  aux  points  corres- 
pondants de  toutes  les  sections  intermédiaires. 

2"  Qu'il  n'y  a  aucune  dilatation  ou  contraction  longitudinale  ni 
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transversale  (quand  on  se  tient ,  bien  entendu,  aux  quantités  très- 
petites  du  premier  ordre  ou  de  l'ordre  de  g',  g^  en  négligeant  celles 
des  ordres  supérieurs). 

de!'       àa' 
3"*  Qu'on  a  --^ ^  constant,  et,  dans  tout  le  prisme,  une  tor- 

sionunlforme0  =  î(g:-g). 

DémoiisCratleit.  1**  et  2*.  Si  la  deuxième  partie  de  ce  qu'on 
veut  démontrer  a  lieu,  ou  sMl  n'y  a  aucune  dilatation  ou  con- 
traction longitudinale  ni  transversale,  il  ne  s'exercera,  en  vertu  du 
lemme  II,  aucune  pression  normale  ou  longitudinale  sur  les  bases , 
perpendiculaires  aux  x ,  des  éléments  prismatiques  dans  lesquels 
on  imagine  le  prisme  divisé  par  des  plans  orthogonaux  perpendi- 
culaires aux  2,  aux  u,  aux  r  ;  en  sorte  que  si  la  première  partie  a 
lieu  également,  ou  si  Ton  a,  sur  toutes  les  sections,  des  glissements 

g',  g"  satisfaisant  à  ^  +  -~-  =0,  g"dtt  — g'i»  =  0  comme  sur  les 

uU  (tV 

bases,  ces  éléments  intérieurs  seront  tous  en  équilibre  de  transla- 
tion longitudinale  en  vertu  du  lemme  III  (appliqué  en  faisant  p  =  0}. 
Il  n'y  aura  pas  non  plus  sur  les  faces  latérales  intérieures  de  ces 
éléments,  en  vertu  du  lemme  n,  de  pressions  normales,  ni  même  de 
pressions  tangeniielles  transversales  ;  car  ces  dernières  sortes  de 
pression  exigent,  pour  être  engendrées,  que  les  angles  droits  des 
côtés  parallèles  aux  u  et  aux  v  deviennent  légèrement  aigus  ou 
obtus,  ou  que  les  diagonales  des  bases  dudo  s'allongent  ou  s*accour- 
cissent,  ce  qui  est  encore  contraire  au  (2*)  ou  à  la  nullité  supposée 
de  toute  dilatation  ou  contraction  transversale.  Enfin,  puisque 
le  (!'')  de  l'énoncé  est  supposé  avoir  lieu  aussi,  il  s'exercera,  sur 
les  deux  mêmes  bases  dudv  de  chaque  élément ,  des  pressions  tan- 
gentielles,  dans  le  sens  u,  Gg',  -n-  Gg',  et,  dans  le  sens  v,  Gg'^ — Gg^', 
multipliées  par  leurs  superficies  qui  sont  égales;  ces  forces,  les 
seules,  comme  on  vient  de  voir,  qui  agissent  latéralement,  sont 
égales  et  opposées  deux  à  deux;  en  sorte  que  les  éléments  intérieurs 
seront  en  équilibre  de  translation  transversale  comme  de  transla- 
tion longitudinale  sous  l'action  des  pressions  développées  par  les 
déformations  satisfaisant  aux  (l**)  et  (2*)  de  l'énoncé  du  théorème. 

Le  solide  ainsi  déformé  sera  maintenu  en  équilibre  (lemme  I)  par 
les  forces  extérieures  supposées  ou  données  qui  sont  aussi,  sur  les 
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bases,  Gg', Gg"  satisfaisant  ^  ^  +  y"  =  0 ,  g"(iu  —  g'dy  =  Oi  et 

zéro  sur  les  faces  latérales. 

Les  déformatlous,  répondant  à  ces  forces  extérieures  données, 
sont  donc  bien  ce  qu^on  a  énoncé  au  l*"  et  au  2"  du  théorème. 

3"*  Puisqu'il  n'y  a  de  dilatations  transversales  nulle  part  et  dans 
aucun  sens,  les  points  des  sections  n'éprouvent  d'autres  déplace- 
ments transversaux  que  ceux  qui  sont  capables  de  les  faire  tourner 
les  unes  devant  les  autres.  Considérons  deux  d'entre  elles,  très-voi- 
sines l'une  de  l'autre  ;  plaçons  l'origine  des  u^  v  sur  l'axe  de  leur  ro- 
tation relative,  ce  qui  ne  change  rien  kdujdv  qui  entrent  dant  les 
équations  de  l'énoncé;  et  appelons  0  le  petit  arc  de  cette  rotation . 
d'un  rayon  =  1  et  divisé  par  leur  distance,  en  sorte  que  Or  est  l'arc 
pour  un  point  m  dont  le  rayon  vecteur  est  r.  Si  nous  appelons,  en 
outre,  z  le  très-petit  déplacement  longitudinal  à  ce  point  m  dont  les 

coordonnées  transversales  sont  u,  v,  ■-r-  sera  la  diminution  qu'aura 

éprouvée  l'angle  primitivement  droit  acmu  d'une  ligne  mx  parallèle 
aux  arêtes  et  d'une  ligne  mu  parallèle  aux  u  en  vertu  du  petit  chan- 
gement de  direction  de  cette  dernière  ligne  miu  Et  on  aura— Ov  pour 
la  diminution  du  même  angle  droit  o^nu,  due  au  changement  de  di- 
rection de  mx,  dont  l'unité  de  longueur  a  maintenant  une  projec- 
tion Or  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  ou  sur  la 
tangente  en  m ,  au  cercle  de  rayon  r,  et  par  conséquent  une  pro- 
jection Or  X  ^^  sur  la  parallèle  aux  u  menée  par  m.  (Yoy.  d'ail- 
leurs $  5  de  la  note  du  n**  156,  p.  2^7.) 
On  aura,  ainsi,  la  diminution  totale  de  cet  angle  xmu  ou  le 

glissement  g'  =  ^^  —  6t?.  Et  on  trouvera  de  même  g"  =  ^  +  ô«. 

D*où  -^  —  -^  =  20,  quantité  qui  est  nécessairement  constante 
au       av 

d'un  bout  à  l'autre  du  prisme  ou  de  la  portion  de  prisme  que  Ton 
considère,  puisqu'on  vient  de  prouver  que  g'  et  g'^  sont  les  mêmes 
aux  points  correspondants  de  toutes  les  sections. 

La  troisième  partie  de  l'énoncé  se  trouve  ainsi  démontrée  comme 
les  deux  autres. 

Sclaelie  fl.  L^équation  au  contour  des  sections,  ^^dti—g'dv = 0 
exprime  seulement  que  les  faces  latérales  n'éprouvent  pas  d'action 
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tangentielle  dans  le  sens  longitudinal  Elle  ne  suffit  pas  comme 

donnée  avec  ^  +  -^  =  0  pour  établir  les  diverses  parties  du 

théorème  U{  il  faut  y  joindre  la  condition»  également  énoncée, 
mais  non  exprimée  analytiquement ,  de  nullilé  des  actions  tan- 
gentielles  transversales  et  des  actions  qormales  sur  les  mêmes  faces 
latérales.  Les  mômes  théorèmes  auraient  encore  lien,  il  est  vrai, 
avec  une  légère  modification»  si  les  faces  latérales  éprouvaient  des 
actions  normales  comme  celle  que  produit  la  pression  de  Tatmo* 
sphère,  et,  aussi,  des  actions  tangentielles  transversales  con- 
stantes d'un  bout  à  Tautre  oomme  celles  que  produirait  un  certain 
frottement  latéral,  liais  on  peut  ne  considérer  qu'ultérieurement  ce 
cas  complexe»  donnant  lieu  à  des  déformations  rétuUantes  de 
eelles  qui  sont  dues  séparément  aux  actions  latérales  dont  on  parle, 
et  aux  actions  produisant  les  glissements  g',  ^*  et  la  torsion. 

Sclielie  m.  Si  Ton  prend  pour  g',  i'  des  fonctions  entières 

de!     as!' 
de  u,  V,  d'un  nombre  indéfini  de  termes,  la  condition  -7-+ 7-  ==  0 

du     010 


sert  à  réduire  le  nombre  des  coefficients  indéterminés  de  Tune  des 

deux;  et,  en  les  substituant  à  g',  g^  dans  Téquation  g^du— g'd«=6, 

comme  son  premier  membre  satisfait  à  la  condition  connue  pour 

être  une  différentielle  cotnpiète ,   puisque  cette  condition  est 

da**      ÔH fS 

7"  =     aJ  f  ^  premier  membre  s'intègre  en  qu^qne  sorte  de 

lui-môme,  ce  qui  donne  Téquatioa  iteérale  des  oontonni  oorraspon- 
dants  des  sections,  en  une  série  entière  égalée  à  zéro.  Cette  équation 
et  ces  expressions  servent  aux  problèmes  de  torsion  en  astreignant 

en  outre  les  coefficients  indéterminés  ^satisfaire  à  ^  ^  ^==  me 

ou        ao 

constante  20  ;  et  on  retombe  dans  les  expressions  des  glissements 

et  dans  Téquation  des  contoors  du  $  iO  de  la  note  du  n*  156, 

p,  265-2M  (voF«  eussi  V  appendice,  i  36), 

S  Id.  (Suite)  Flexion. 

tâtmuÊÊm  I¥.  Si,  h  travers  une  section  droite«  les  diverses 
fibres  d'un  prisme  ont  éprouvé  des  dilatations  longitedioiJea  (po- 
sitives ou  négatives)  proportionnelles  4  leurs  erdonm^  transver- 
sales V  ou  4W(  djstiaf^çes  à  utte  m^oe  droite  ou  ligoe  tfebseisses 
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traeéë  sur  eettô  seotioti,  o^est4^-diie  des  dilations  «qnrbnées  par 

?,  P  étant  une  constante,  je  dis  : 

P 

1*  Que  ces  fibres  pourront,  sans  cesser  â*être  conti^ës,  prendre 

des  contractions  transversales  t)  -,  ou  ajrant  un  rapport  constant  vj 

P 
avec  les  dilatations  correspondantes; 

2"  Que  les  petites  droites  matérielles  tracées  primitivement  sur 

la  section  perpendiculairement  entre  elles  se  couperont  encore 

normalement  après  cette  modification. 

JMnakmnaÊfmHmn  (semblable  à  celle  du  S  3  de  la  note  du 
n**  80,  p.  dA>  Donnons  toujours  h  oes  fibres,  ou  éléments  lon- 
gitudinaux, pour  fixer  les  idées,  la  forme  de  parallélipipèdes 
ayant  pour  bases  les  petits  rectangles  dans  lesquels  la  section  se 
trouve  partagée  en  y  traçant  des  lignes  perpendiculaires  et  des 
lignes  parallèles  aux  ordonnées  v;  et  contractons  d'abord  les 

fibres,  suivant  le  sens  t?,  dans  ces  proportions  t]  - .  Gomme  toutes 

r 

celles  de  chaque  zone  perpendiculaire  aux  v  seront  contractées 
également,  elles  ne  cesseront  pas  d'être  contiguês  après  cette  pre- 
n)fère  modification,  et  leurs  bases  seront  toujours  des  rectangles 
reotilignes.  Ensuite,  courbons  la  ligne  d'abscisses,  ou  la  ligne  de 
division  répondant  à  o = 0,  en  un  arc  de  œrcle  de  même  longueur 
ayant  son  centre  sur  le  plan  prolongé  de  la  section,  à  une  distance 

^,  mesurée  du  côté  des  v  positifs,  et  courbons  tontes  les  autres  li- 
gnes de  division,  qui  lui  sont  parallèles,  en  arcs  eeneeotrtqiies,  dont 
les  Ugnes  de  division  perpenéleolaire  deviendront  If»  ngrons.  H 
m  rèmltera  que  les  fibres,  d^k  contractées  transversalement 

dans  la  proportion  v)  -  suivant  le  sensf^,  serontemitriotées  imitant  le 

P 

M  fa 

sens  perpeiidloiilali«»  dans  la  proporlioii  - ,  e*es(4^rei aiwsli  i|-.Or 

&  P 

i*  elles  sont  contfgués,  9*  les  angles  des  eMsdeieutbaaes  deveqnes 
de  petits  quadrilatères  mlxtlllgnes  n'ont  pas  cessé  d*ètre  droitEL 

Donc,  etc. 

Tltëorénie  Ht  (flexion  sans  (glissement,  Oti  fiexiOii  égalé  ou 
en  arc  de  cercle).  Si  Un  prisme  dont  les  faces  latérale^  ne  feuppbrtmit 
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aucune  action  éprouve,*  sur  ses  deux  bases^  lorsque  son  équilibre 
d'élasticité  est  établi,  des  pressions  extérieures  seulement  normales, 

représentées  par  E  -  pour  Tunlté  superficielle  de  l'élément  dont  v 

est  Tordonnée  par  rapport  à  une  ligne  d*abscisses  tracée  de  la 
même  manière  sur  les  deux  bases,  E  étant  le  coefficient  d'élasticité 
d'extension  longitudinale  du  même  prisme,  et  p  une  constante  li- 
néaire très-grande  par  rapport  à  v;  je  dis  que  les  sections  &>  pri- 
mitivement planes  sont  restées  planes  et  normales  aux  fibres,  que 
celles-ci  ont  pris  la  forme  d'arcs  de  cercle  ayant  leurs  centres  sur 
une  droite  tirée  parallèlement  aux  lignes  d'abscisses  et  à  la  dis- 
tance p  de  ces  lignes  ;  et  qu'elles  ont  éprouvé,  partout,  en  même 

temps  que  des  dilatations  longitudinales  -  (positives  ou  négatives 

avec  v) ,  des  contractiops  transversales  11  -;  ti  étant  toujours  le 

coefficient  défini  au  scholie  I,  coefficient  qui  est  tel  que  les  faces  la- 
térales des  fibres  contiguês,  ne  se  pressent  pas  l'une  l'autre  et  que 

leurs  tensions  longitudinales  sont  représentées  partout  par  E  -. 

P 

néwn^nmtrwMmwk.  Si  ce  qu'on  veut  démontrer  a  lieu  (et  le 
lemme  IV  en  a  prouvé  la  possibilité)  un  élément  quelconque  de 
fibre,  d'une  longueur  assez  petite  pour  être  regardé  comme  recti- 
ligne  ou  prismatique,  est  en  équilibre  de  translation  en  le  suppo- 
sant entièrement  intérieur^  car  ses  bases  dm  éprouvent  des  trac- 

tiens  longitudinales  égales  et  opposées  E  -  (icn,  ses  faces  latérales 

n'éprouvent  aucune  action  normale,  et  il  n'y  a  aucune  action  tan- 
gentielle  puisque  les  angles  formés  par  les  arêtes  de  ces  éléments 
parallélipipèdes  avec  les  côtés  des  bases  n'ont  pas  cessé  d'être 
droits,  et  qu'il  en  est  de  même  (lemme  IV)  des  angles  formés  par 
les  côtés  des  bases.  Un  élément,  aussi  parallélipipède,  dont  une 
des  bases  ou  une  des  faces  latérales  est  extérieure,  se  trouve  en 
équilibre  par  les  mêmes  motifs,  et  il  en  est  de  même  d'un  des  éléments 
prismatiques  triangulaires  restants^  par  la  raison  donnée  p.  529  à 
la  démonstration  du  théorème  I.  Donc ,  d'après  le  lemme  I,  les  dé- 
placements énoncés  sont  bien  ceux  qui  ont  lieu  dans  Tétat  d'équi- 
libre où  les  forces  extérieures  sont  ce  que  porte  le  théorème. 

f  eltelie  IV.  En  appelant  M  le  moment  total,  autour  d'une  des 
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lignes  d'abscisses,  des  forces  agissant  sur  une  des  deux  bases,  et  du 

C     V  FI 

les  éléments  superficiels  de  celles-ci,  on  a  M  =  V  E  -  dcj .  t?  =  --, 

J    P  P 

I  étant  le  moment  dMnertie  Jv*dcj»  de  la  base  autour  de  cette  ligne; 

en  sorte  que  les  dilatations  sont  =r  v,  et  les  tractions  des  fibres 

^  Mr 
sont  — . 

Tltéorème  IV  (flexion  inégale  ou  avec  glissement)  •  Si,  tou- 
jours dans  rétat  nouveau  d*équilibre  où  se  trouve  arrivé  un  corps 
qui  était,  dans  Tétat  naturel,  un  prisme  d'une  longueur  a  et  d'une 
section  u,  dont  les  faces  latérales  ne  supportent  aucune  action,  il 
s'exerce,  par  unité  superficielle  des  éléments  dco  ayant  v  pour  or- 

Pa 
données  transversales,  des  pressions  normales  yv  sur  une  des 

deux  bases  et  zéro  sur  l'autre,  et,  sur  toutes  deux,  des  actions 
tangentielles  répondant  à    des  glissements  g',  g''  qui  satisfont 

(de'     <fir"\  Pî? 

^  4-  -~-  )  =  —  -  partout  et  à  g"dM  —  g'dv  =  0  au  contour 

(I  étant  le  moment  d'inertie  de  sa  section  co  autour  d^la  ligne 
d'abscisses  u  supposée  passer  par  son  centre  de  gravité).  Je  dis  : 

V  Qu'on  a,  aux  points  correspondants  de  toutes  les  sections  in- 
termédiaires ,  les  mêmes  glissements  g',  g'',  avec  des  dilatations 
longitudinales  uniformément  variables  d'un  bout  à  l'autre,  et  expri- 

P(a— -x) 
mées  ainsi  par  ■     ^, — -v  à  travers  une  section  à  une  distance  x  de 

P(ci— x) 
la  première  base,  avec  des  contractions  transversales  ^-^-^ — v 

EX 

[il  ayant  la  signification  ci-dessus)  ; 

T  Que  P  est  la  somme  des  actions  tangentielles  sur  chaque  sec- 
tion, estimées  dans  le, sens  v  ; 

dg"'      de!  Pu 

3-9u'ona,partout,^-f  =  2,-. 

Hémoiistratleii.  1".  Si  la  première  des  trois  parties  de  ce 
que  nous  voulons  démontrer  a  lieu  (et  cela  est  possible  d'après  le 
lemme  IV  où  l'on  a  prouvé  la  compatibilité  de  contractions  telles 

p/(3j /j) 

que  ^i  ~=z — -  V  avec  des  dilatations  proportionnelles  à  v  sur  chaque 

El 

section  et  représentées  par  v\  les  éléments  prismatiques 

ISii 
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contigus  n'exerceront  aucune  pression  normale  les  uns  sur  les 
autres  (théorème  I  et  scholie  I),  en  sorte  qu'en  appelant  p  leurs 
tractions  longitudinales,  ou  les  composantes  normales  des  pressions 
s*exerçant  de  Tavant  à  Parrière  au  travers  des  sections,  on  aurap 
égal  à  la  dilatation  multipliée  par  le  coefficient  d'élasticité  £  comme 

si  l'élément  était  isolé,  ou  p  =  —      7"     t?«  d'où  ^  =  -=-  >  en  sorte 

que  l'équation  G  (^  +  ^  j  +  ^  =  ^  ^^  lemme  III  sera  satisfaite. 

Et  comme  on  a  aussi  g^^du — ^dv  =  0,  il  y  aura,  d'après  le  i"  et  le 
ft  de  ce  lemme  III,  équilibre  de  translation  longitudinale  de  tons  les 
éléments  tant  parallélipipèdes  que  prismatiques  triangulaires  situés 
au  milieu  ou  sur  les  bords.  Ils  seront  également  en  équilibre  de 
translation  latérale,  car,  sur  leurs  bases  antérieure  et  postérieure, 
il  y  a,  dans  le  sens  u,  respectivement  des  forces  Gg',  —  Gg',  et,  dans 
le  sens  v,  des  forces  Gg'',  «-Gg''  multipliées  par  les  superficies  qui 
sont  égales,  et  il  n'y  a  aucune  action  dans  ces  sens  sur  les  faces 
latérales  d'après  ce  qu'on  a  vu  au  lemme  IV  (2*  partie)  et  à  la  dé- 
monstration du  théorème  IIL 

Donc,'  en  vertu  du  lemme  I,  les  déformations  énoncées  au  i**  du 
théorème  IV  sont  bien  celles  qui  auront  lieu  dans  l'état  d^équilibre 
sous  l'action  des  forces  extérieures  supposées  à  son  énoncé. 

2*.  La  somme  des  moments,  autour  de  la  ligne  d'abscisses  u,  des 

forces  de  traction  £  dia  s'exerçant  sur  les  éléments  dta 

ËI 

de  la  section  située  à  la  distance  x  de  la  première  base,  est 
■  ^^""^'^  j^î^o,  =  P(a— x).  Ce  moment  est  celui  d'une  force  P  agis- 
sant parallèlement  aux  v  dans  le  plan  de  la  deuxième  base  du 
prisme.  OnadoncP  =  jGg''(ia>^  somme  des  actions  tangentielles 
dans  le  sens  v  sur  cette  base,  et  par  conséquent  sur  toutes  les 
sections. 

iV.  B.  Le  moment  total  des  tractions  autour  de  Taie  dts  or- 

p  /^ ^\ 

données  v  est  de  môme  — -= — -  ^uvdm.  Si  ^uvdiù  =  0 ,   ou  si  la 

ligne  des  abscisses  u  est  un  axe  principal  d'inertie  de  «a,  oe  moment 
est  nul  et  on  a  jGg'dco  =  0  où  une  somme  nulle  pour  les  actions 
tangeûtielltt  etllioé^s  dans  le  sens  u  sur  chaque  section. 
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3^  En  appelant  x,  u»  v,  comsie  au  S  Â6  de  la  cote  du  u"  156» 
p<  A02|  les  petits  déplacements  d^  points  du  prisme  dans  les  sens 
X,  u,  r,  et  décomposant,  comme  on  fait  au  théorème  U,  les  glisse- 
ments g',  g^  qui  sont  les  inelinaisons  projetées  de  la  nouvelle  normale 
siir  l'ancienne  normale  à  Télément  Jo»,  en  inclinaisons  de  chacune 

d'elles  sur  la  ligne  d'axe  ou  fibre  moyenne,  on  a  g*  =  -3-  +  ;î^, 

«'/^i^+*!  d'où  ^  -  ^  = -^  Z'- Î?H  +  ^\ 
®        ot?      cix'  diz        du        dx\     dv       du/' 

Mais  on  a  —  ^  =  j!^  (comme  on  a  déjà  vu  au  même  g  46, 

p.  &09),  puisque,  d*après  le  3*  du  lemme  lY,  Tangle  droit  pmn  des 
_  ^  petites  lignes  matérielles  menées  parallèlemeut 

^  aux  u,  aux  v,  par  un  point  m,  est  resté  droit  en 

.^  devenant  p^mn^. 


Or  le  déplacement  transversal  u  d*un  point  de  la  section  dont 
Tabscisseest  u  provient  de  Taccumulation,  à  partir  de  l^axe  des  or- 
données Vy  des  contractions  latérales  des  fibres  situées  sur  une  même 
parallèle  à  Taxe  des  u,  en  sorte  qu'on  a 

r^    P(a— x)    ..  P(a— X)      ,,, 

cPn  Pu  ,  dft^      da!  Vu 

"""'^  555i  =  ''  si'  **'  P"  «oo'^'iuent^- g  =  -  Shi  ^  con- 

mémént  ao  (3*)  de  renoncé  du  théorèaia  &  démontrer* 


■^ 


{})  Cela  résuUe  des  modificatlotis  transversales  éprouTées  par  une  section  quel- 
eoaiiQC  d'après  le  IsmiM  tV|  tar  m  a  y»  que  l'axe  des  v,  qui  7  était  traoé,  Mate 
une  ll^ne  droite ,  au  moins  en  prqieoUon  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  fibre 
moyenne. 

Mais  comme  l'axe  des  ti  se  courbe  (même  lemme)  en  are  de  cercle  de  rajon  ~ , 

les  déplaee»«nts  v  résnltenl  à  la  fois  de  sa  çoÊtrèmre  et  de  VMwmnllitioB  des  eoo- 
tractions  des  fibres  situées  sur  une  même  parallèle  aux  v.  On  en  déduit 


^   P(a— x)   ^  P(a— a?)u«— »•    ^  ^  dhf  Pu 

p         El  El  a      '  dudx  *  El' 


d^u 
c*est-à-dire  précisément  ---— -  pris  en  signe  contraire, 

wMW 
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Selhttlie  ir«  En  prenant  pour  g',  ^\  comme  nous  avons  dit  au 

BCholIe  II  relatif  à  la  torsion,  et  comme  au  %  AS  de  la  note  du  n*  156 

(p.  /ii03),  des  fonctions  de  «,  v  dont  on  astreindra  les  coefficients  à 

,.   ,  ^.*.       àg^  ,  dg'         Po  dg"     dg'      „  Pi* 

remplir  les  conditions  ^5.  + 1^  =  _  ^^  „  «  ^  =  2,î  gj-,  puis 

substituant  dans  g^'du  — g'dr  =  0,  on  a  une  équation  diiTérentielle 
du  premier  ordre,  toujours  intégrable  en  série  quand  eile  ne  Test 
pas  sous  forme  finie,  et  susceptible  de  représenter  tous  les  con- 
tours possibles. 

Les  formules  connues  de  la  flexion  se  trouvent,  ainsi,  rigoureu- 
sement démontrées  pour  tout  prisme,  moyennant  le  mode  de  dis- 
tribution de  la  force  transversale  P  sur  les  éléments  dcu  de  sa 
deuxième  base  représenté  par  les  valeurs  des  actions  tangentielles 
Gg^'dco.  Vu  la  presque  indifi'érence  du  mode  de  distribution  (Voy. 
ci-dessus)  on  n^a  besoin  de  connaître,  dans  la  pratique,  les  glisse- 
ments g',  g"  que  pour  les  cas  assez  rares  où  ils  ont  une  influence 
sensible  dans  V  équation  de  cohésion.  Nous  avons  donné,  au  S  U6  cité, 
leurs  valeurs  pour  diverses  formes  du  contour,  obtenues  par  Tin- 
tégration  de  son  équation  différentielle  g'^du  —  g^do  s=  0 ,  quand 
cette  intégration  peut  s'effectuer  sous  forme  finie. 

S  lu.  Observation  sur  la  méthode  suivie ,  etc.  ^  Les  théorèmes 
ci-dessus,  de  I  à  IV  (sauf  peut-être  le  dernier,  qui  est  relatif  à  la 
flexion  inégale  )  auraient  pu  être  énoncés  et  démontrés  avec  des  no* 
tations  de  géométrie  analytique  élémentaire.  Nous  avons  cru  ne  pas 
devoir  le  faire  dans  cette  esquisse,  et  laisser  à  d'autres  une  pareille 
traduction,  afin  d*éviter  les  périphrases  qui  auraient  nui  à  la  clarté. 

Ces  théorèmes  suffisent,  en  y  joignant  ceux  qu'on  a  de  même, 
comme  nous  avons  dit,  pour  une  matière  dont  la  contexture  est 
inégale,  pour  obtenir,  en  les  particularisant,  Textension,  la  tor- 
sion, la  flexion  et  les  glissements  d*un  prisme  quelconque  dont  les 
extrémités  sont  sollicitées  par  des  forces  ayant  une  résultante  donnée 
et  un  moment  résultant  donné.  Tout  le  reste  n*est  qu^une  affaire 
de  calcul  ;  et  on  peut  en  étendre  les  résultats  approximativement, 
comme  nous  avons  dit,  au  cas  où  les  forces  sollicitantes  sont  dis- 
tribuées  sur  tout  ou  partie  de  la  longueur  du  solide  prismatique 
ou  presque  prismatique. 

Si  Ton  trouve  que  la  forme  presque  entièrement  synthétique  sous 
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laquelle  nous  avons  voulu  les  présenter  pour  les  établir  avec  ri- 
gueur est  peu  propre  à  faire  saisir  la  raison  de  ce  qu'ils  énoncent^ 
nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  qu'on  peut  préparer  de  diverses 
manières  rintelligence  de  leurs  diverses  parties,  par  exemple 
comme  nous  avons  fait  aux  notes  des  n**  21  ($  3),  80  ($$  3,  à), 
153  (S  2}  »  156  (SS  5,  6,  7,  8,  etc.),  en  sorte  que  renoncé  final  et 
sa  démonstration  serviront  seulement  à  prouver  leur  exactitude , 
ou  àjustifier  les  suppositions  de  dilatations  transversales  nulles,  etc., 
qu'on  est  obligé  de  faire  à  priori  quand  on  procède  sous  une  autre 
forme  0).  On  reviendra  sur  ce  sujet  à  la  fin  de  l'App^RdTjpG^^ivfif  t     « 


3*  Appendice.  —  ÊtabUssement  ilémentaireVk^ fcirffîfm  è^Ji^' 
êqualions  générales  de  la  théorie  de  V  élasticité  des  corps 
solides. 


S  15.  Avant  propos.  Observation  sur  le  changement  des  nota^ 
lions,  —  Nous  avons  évité,  dans  tout  ce  qui  précède,  de  nous  ap- 
puyer sur  les  formules  et  équations  générales  de  l'élasticité,  et 


{})  Ainsi  après  avoir  monlré,  dans  un  lemme  géométrique,  qu'une  torsion  9 

avec  des  déplacements  longitudinaux  x  prodoit  des  glissements  g'  =  --    —  ^v, 

du 

dx  d*i       d*z  tdx.  \ 

ttf'  r=  - — f-  ^  î  c«  qui  donne  la  forme  — -.  +  -r-r  =  0,  |  --  +  ôi*  )  di«  — 

dv  du*       dv*  \dv  ' 

/-—  —  Ovj  dv  =  0  aux  équations  exprimant,  Tune  l'équibre  des  actions  langen- 

tielles  longitudinales  quMIs  engendrent  sur  les  races  latérales  extérieures  des  élé- 
ments, et,  l'autre ,  la  nullité  de  ces  actions  longitudinales  sur  les  faces  latérales 
extérieures  du  prisme,  on  démontre  facilement  le  théorème  II  ainsi  énoncé  :  «  Lors- 
qu'un prisme  n'a  éprouïé  que  la  torsion  uniforme  9  sans  dilatations  longitudinales 
ni  transverstles,  arec  des  déplaoemenls  longitudinaux  x  satisfaisant  à  la  première 
de  CCS  deux  équations  partout,  cl  à  la  seconde  au  contour  des  sections,  on  le  main- 
tient dans  son  nouTel  état  d'équilibre  eu  appliquant,  sur  ses  bases,  suivant  les  u 

(dx         \          idx         « 
6»)  ,  G  { h  ••»)   P*r  unHè  su- 
ait        '          \dv         I 

perficielle  de  ses  éléments,  sans  aucune  action  sur  les  faces  latérales  ;  »  théorème 
qui  contient  toute  la  théorie  de  la  torsion  des  prismes  d'égale  conteiture  trans- 
versale. 
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nous  afons,  fc  nemire  du  besoin  (notes  des  n**  Si,  60, 163  à  iM) 
donné  des  démontrations  particulières  de  ce  que  nous  ations  à  eni'*» 
pranter  à  rimportante  théorie  qu^elles  résninent,  et  qu*ôn  a  ap- 
pelée aussi  mécanique  moléculaire  à  cause  des  considérations  sur 
lesquelles  elle  est  principalement  basée. 

Mais  cette  théorie ,  fondée  de  1821  à  1839  par  les  beaax  travaui 
de  Narier»  de  Gauchy,  de  Poisson  et  de  MM*  Lamé  et  dapeyron, 
comprend  dans  ses  applications  tonte  celle  de  la  résistance  des  so- 
lides; c^est  d*elle  qu'il  faudra  toujours  partir  lorsqn*on  voudra 
avancer  ou  perfeetionner  eell^>ci  ;  et  nous  aurons  à  l'invoquer  dans 
la  suite  de  cet  ouvrage. 

Nous  croyons  donc  devoir  exposer  ici  cette  théorie  générale  de 
rélasticité ,  avec  quelque  développement ,  mais  dans  les  termes  les 
plus  simples  et  les  plus  élémentaires  auxquels  il  nous  a  été  pos- 
sible de  la  ramener;  ce  qui  nous  fournira  Toccasion  de  donner 
d*autres  démonstrations  que  celles  du  S  8  de  la  note  du  n"  152  des 
théorèmes  concernant  certains  rapports  numériques  (Voy.  aussi 
5*  appendice),  et  de  revenir  sur  ceux  de  torsion,  de  flexion,  etc. 

Pour  n*avoir  pas  à  invoquer  continuellement  des  choses  éparses 
dans  les  diverses  Notes  ci-dessus,  nous  reproduirons,  et  quelquefois 
d'une  manière  presque  textuelle,  des  raisonnements  déjà  présentés, 
même  au  2*  appendice. 

On  comprendra  aussi  la  nécessité  où  nous  nous  trouvons  de  nous 
servir  ici  d'autres  notations.  Nous  avons  dû  suivre,  jusqu'ici,  celles 
des  Leçons  de  Navier,  où  u^  v  sont  des  coordonnées  transversales. 
Nous  les  désignerons  par  y,  z  suivant  Tusage  plus  général,  qui  nous 
déterminera  aussi  à  nommer 

ce  que  nous  avons  quelquefois  désigné  par  x,  u,  t,  savoir  les  petits 
déplacements  des  points  dans  les  sens  des  trois  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

S  16.  Actions  moléculaires.  Pressions  ou  forces  élastiques  dans 
un  corps  solide.  Théorèmes  de  projections  de  plans  dépression  et  de 
réciprocité  des  pressions  tangentielles.  —  L'élasticité  des  corps  so- 
lides et  même  des  fluides,  leurs  résistances  diverses,  leurs  vibra- 
tions, la  transmission,  par  leur  intermédiaire,  des  efforts  et  des 
ébranlements,  et,  on  peut  dire,  toutes  leurs  propriétés  mécaniques. 
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prouvent  que  les  molécules  ou  les  dernières  particules  qui  les  com- 
posent exercent  les  unes  sur  les  autres  des  actions  répulsives  indé- 
finiment croissantes  pour  leurs  distances  mutuelles  les  moindres,  et 
devenant  attractives  pour  des  distances  plus  considérables,  mais 
relativement  insensibles  quand  ces  distances,  dont  elles  sont  ainsi 
fonctions,  acquièrent  une  grandeur  perceptible  ('). 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  intensités  individuelles 
de  ces  actions  moléculaires  pour  déterminer  les  résistances  aux  dé- 
formations des  corps  élastiques.  Il  suffit,  en  imaginant  ces  corps 
partagés  en  éléments  polyédriques,  de  considérer  les  résultantes  de 
celles  qui  s'exercent  en  très-grand  nombre  à  travers  leurs  faces  de 
séparation;  résultantes  tout  à  fait  analogues  aux  pressions  des 
fluides,  mais  pouvant  avoir  des  inclinaisons  quelconques  sur  les. 
faces  où  elles  agissent,  et  pouvant,  ainsi,  être  attractives,  tandis 
que,  dans  les  masses  fluides  en  repos,  elles  sont  généralement  nor- 
males et  répulsives. 

Nous  appellerons  donc  en  général  pression  (et  quelquefois  ten- 


(*)  M.  PoisiOD  et  d'autres  auteurs  ont  remarqué  que  si  l'on  répugne  à  admettre 
(|1M  ces  forces  cbangeot  ainsi  de  signe  ou  de  sens  pour  une  grandeur  déterminée  deM 
0,.  distance  moléculaire,  etqoe,  lorsqu'elles  sont 

derenues  attractives,  elles  croittent  avec  ladU- 
ianceoù  elUê  ^exéroêni,  pour  décroître  ensuite 
quand  celle-ci  passe  une  certaine  autre  gran- 
deur, on  peut  Irés-bien  supposer  que  l'action 
moléculaire  est  une  différenbe  de  deux  autres, 
l'une  attraciiTe,  Tautre  répulsive,  toutes  deux 
décroissantes  quand  la  dislance  crott,  et  indéfi- 
niment croissantes  quand  elle  diminue;  et  re-> 
présentées ,  comme  a  fait  M.  Poncelet  (Intro- 
duction à  la  Mécanique  industrielle),  la  pre- 
mière par  les  ordonnées,  parallèles  à  0/*,  de  la 
courbe  aaa  ,  la  deuxième  par  celles  de  la 
courbe  rrr  quand  les  abscisses  sont  les  di- 
stances comptées  sur  Od.  En  effet,  passé  une  disUnoe  égale  à  l'abscisse  0|» 
de  leur  point  de  rencontre  m,  la  différence,  auparavant  répulsive,  devient 
attractive  ;  et,  après  avoir  crû  Jusqu'à  ce  que  la  distance  atteigne  Oq,  abscisse 
des  points  n,  s  où  les  tangentes  aux  deux  courbes  sont  parallèles,  elle  décroît  In- 
définiment quand  la  distance  augmente.  L'une  do  ces  deux  forces  (on  ne  sait  la- 
quelle) peut  être  supposée  inhérente  A  la  matière  pondérable,  et  l'autre  due  à  une 
influence  étrangère  telle  que  l'action  d'un  fluide  impondérable  sur  ses  parties  et 
sur  lui-même.  Au  moyen  de  la  substitution  de  cette  différence  de  deux  forces  à 
une  force  unique.  Poisson  évite  pluneurs  difficultés,  mais  que  nous  ne  reneontre- 
rons  paf!. 


o 


y 
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sion/  traction ,  ou  plus  généralement /arce  élastique  ) ,  sur  un  des 
deux  côtés  d*une  petite  face  plane  imaginée  à  Tintérieur  d'un  corps 
ou  à  la  limite  de  séparation  de  deux  corps,  la  résultante  de  toutes 
les  actions  des  molécules  situées  de  ce  côté^  sur  les  ^nolécules  du 
côté  opposé  y  et  dont  les  directions  traversent  cette  face;  en  la 
regardant  comme  positive  lorsqu'elle  est  attractive ,  et  négative 
lorsqu'elle  est  répulsive. 

Il  suit  immédiatement  de  cette  définition  que  la  résultante  des 
pressions  sur  les  diverses  faces  d'un  élément  polyédrique  est  exac- 
tement la  même  que  la  résultante  des  actions  exercées  sur  les  mo- 
lécules de  cet  élément  de  la  part  des  molécules  gui  lui  sont  exté- 
rieures; car  si  les  pressions  comprennent,  en  outre,  des  actions  de 
molécules  extérieures  sur  d'autres  molécules  extérieures,  suivant 
des  lignes  qui  traversent  deux  des  faces  de  l'élément  solide,  ces  ac- 
tions étrangères  se  détruisent  deux  à  deux  en  composant  la  résul- 
tante générale,  et  il  ne  reste  que  les  actions  des  molécules  du  de- 
hors sur  celles  de  l'intérieur  de  l'élément  du  corps  (^). 

Il  suit  encore  de  la  définition  ci-dessus  que  la  pression  sur  une 
petite  face  plane  A  est  résultante  des  pressions  supportées  par  les 
trois  prqjections  X,  T,  Z  de  cette  faôe  sur  trois  plans  rectangulaire» 
passant  par  son  centre.  —  En  effet,  le  nombre  et  l'intensité  totale 

des  actions  moléculaires  qui  s'exercent  parallè- 
lement à  une  même  droite  rr  à  travers  diverses 
faces  très-petites  aa6,  cod,  etc.,  ayant  le  même 
centre  de  gravité,  sont  évidemment  les  mêmes 
pour  toutes ,  si  ces  faces  ont  la  même  projection 
pq  sur  un  plan  perpendiculaire  à  rr;  car  cette  projection  est  la 


(*)  Cela  n'a  pas  lieu  lorsqu'on  définil  la  pression  sur  une  face ,  arec  plusieurs 
auteurs  :  La  résultante  des  actions  exercées  sur  les  molécules  du  cylindre  droit 
indéfini  élevé  sur  cette  face  comme  hase ,  par  toutes  les  molécules  situées  du  câté 
opposé  du  plan  de  cette  même  face.  Alors,  en  eflet,  il  est  facile  de  Yoir  que  la  ré- 
sultante des  pressions  sur  un  élément  polyédrique  ne  contient  pas  toutes  les  ac- 
tions qui  s'exercent  du  dehors  au  dedans  de  cet  élément ,  qu'elle  fait  une  sorte  de 
double  emploi  de  plusieurs  et  qu'elle  contient  beaucoup  d'actions  étrangères  (So- 
ciété philomathique,  30  décembre  4843  ou  journal  VInstitut,  n*  524,  et  Comptes 
rendus  de  l'Académie,  7  juillet  4845 ,  t.  XXI ,  p.  34).  Il  en  résulte  des  difficultés 
plusieurs  (ois  rencontrées  par  Poisson  (Uémoire  sur  les  corps  cristallisés,  lu  le 
S8  octobre  4839,  t.  48  des  Mémoires  de  l'Institut],  et  dont  on  se  débarrasse  en 
adoptant  la  définition  que  nous  avons  donnée. 
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section  droite  du  faisceau  prismatique  des  lignes  parallèles  joignant 
les  molécules  deux  à  deux.  Cette  intensité,  proportionnelle  du  reste 
à  la  superficie  des  faces  qui  font  partie  d'un  même  plan,  est, 
ainsif  en  raison  de  la  projection  pq  lorsque  cette  projection  a  des 
grandeurs  différentes  pour  les  diverses  faces*  Or  on  en  déduit  im- 
médiatement que  les  actions  parallèles  à  une  droite  quelconque, 
s'exerçant  à  travers  notre  face  A ,  ont  la  même  intensité  totale  que 
celles  qui  s'exercent  à  travers  les  trois  projections  X,  T,  Z;  car 
celles-ci,  projetées  sur  un  même  autre  plan,  donnent  toujours, 
comme  on  sait,  une  somme  égale  à  la  projection  de  A  sur  ce  der- 
nier; par  conséquent,  comme  les  pressions  sont  les  résultantes 
générales  des  actions  s'exerçant  dans  toutes  les  directions,  la  pres- 
sion sur  À  peut  être  remplacée  par  les  pressions  sur  X,  T,  Z. 

Ce  théorème,  dit  des  projections  de  plans  de  pression ,  a  été 
découvert  sous  une  autre  forme  par  M.  Cauchy  (30  septembre  1822, 
Société  philomatique,  1823,  p.  10,  ou  Exercices  de  mathém.^  1827, 
p.  /|9),  comme  conséquence  de  Téquilibre  d'un  élément  tétraèdre 
trirectangle,  dont  la  grande  face ,  qui  a  les  trois  autres  faces  pour 
projections  orthogonales,  doit  supporter  une  pression  égale  et  op- 
posée à  la  résultante  des  pressions  que  supportent  celles-ci,  en  né- 
gligeant les  forces  accélératrices  (telles  que  la  pesanteur)  agissant 
sur  rélément  proportionnellement  à  son  volume ,  qui  est  très-petit 
du  troisième  ordre  tandis  que  les  faces  auxquelles  les  pressions 
sont  proportionnelles  ne  sont  très-petites  que  du  second  ordre  (O^ 

11  suit  de  la  même  définition  des  pressions  et  de  la  même  remarque 


('}  On  D'à  pas  i  négliger  des  quantités  d'ordre  de  petitesse  immédiatement  su- 
périeur aux  pressions  lorsque  l'on  considère  (comme  nous  avons  fait  à  un  mémoire 

présenté  le  44  afril  4S34]^  au  lieu  d'un  seul  tétraèdre, 

^  deux  tétraèdres  abcd,  a'b'c'd'  placés  en  fens  contraire 

|jvs^  par  rapport  à  leur  centre  de  gravité  commun  o,  sup- 

«i'^'î^fp^^ip^i;^^  posé  situé  au  milieu  des  quatre  lignes  qui  joignent 

1*1.  ,^^^  r-jv  ^^'  sommets  du  premier  aux  sommets  homologues  du 

[.^g--X-•^..^..  1  ^;^ ^       second.  Les  faces  de  Tun  sont,  ainsi,  respectivement 

0  \nJF  égales,  parallèles  et  opposées  aux  faces  de  l'autre,  et 

^b'  les  pressions  de  l'extérieur  i  l'intérieur  y  agissent  en 

sens  contraire.  L'équilibre  exige  qu'on  ait  xéro  pour 

la  résultante  des  actions  sur  chacun  d'eux,  en  y  comprenant,  s'il  j  a  mouvement, 

les  inerties  ou  produits  des  masses  par  les  accélérations  de  leurs  points;  on  a  donc 

aussi  léro,  évidemment,  en  composant  les  actions  sur  Tun  avec  les  actions  sur 

lautre,  prises  en  sens  opposé.  Or,  dans  cette  composiiion,  les  pressions  sur  les 


I. 


ar> 


5&6 


SECT.  I.   RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 


relative  aux  intensitéâ  totales  des  actloos  dans  une  direction  déter- 
minée que  si  Ton  appelle,  comme  nous  ferons  désormais, 

les  composanteâ ,  suivant  les  coordonnées  rr,  y,  z,  des  pressions 
supportées  en  un  même  point  par  Vunité  superficielle  de  trois  petits 
plans  perpendiculaires  à  ces  coordonnées  rectangles,  et  ayant  le 
même  eentre  de  gravité ,  la  première  sous-lettre  indiquant  le  plan 
par  sa  normale,  et,  la  Mconde,  le  sens  de  décomposition ,  Ton  a 

(1)  Py=P*V9  P«t  =  P«»  P»v=Py»' 

En  effet,  les  inteusltés  totales  ou  sommes  d'actions  s^exerçant  pa^ 
rallèlement  à  une  môme  droite  r  à  travers  doux  petites  facee  sup- 
posées égales  en  superjicie  et  perpendiculaires  respectivement  à  y 
et  à  2,  sont  entre  elles  comme  les  projections  de  ces  deux  face»  sur 
un  même  plan  perpendiculaire  à  r,  c'est-à-dire  comme  C08(r»  y)  et 
cos(r,  z).  Décomposées,  la  première  dans  le  sens  2,  la  seconde  dans 
le  sens  y,  elles  donnent  cos(;^)cos(rz)  et  C08(r2)cos(ry),  ou  la 
même  chose.  Donc,  comme  les  pressions  résultent  de  la  composi- 
tion des  actions  semblables  pour  toutes  les  directions  r,  on  voit  que 
la  pression  sur  la  première  face,  estimée  perpendiculairemeni  à  la 
secondent  a  la  même  intensité  qtie  la  pression  sur  la  seconde  ^  es^ 
tintée  perpendiculairement  à  la  première^  ce  qui  donne  bien  p,.  = 
Psy  ;  et  ainsi  de  même  des  quatre  autres  composantes  analogues. 

C'est  le  théorème  de  réciprocité  des  com^ 
posantes  tangentielles  de  pression,  égale- 
ment dû  à  M.  Cauchy  {Exerc,  de  math.^ 
1827,  p.  Ul'US),  qui  Ta  déduit  de  l'équilibre 
de  rotation  d'un  élément  parallélipîpède 
aa\  à  peu  près  comme  nous  avons  fait 
à  la  page  3â6  (S  39  de  la  note  du  n«  156]  (*}. 


fUCMègaleiet  pârnllëlct  l'ajoaient,  landls  qat  te«  forces  accéléralrices  et  les  inerties 
disparaissent  comme  ayant  les  m^mcs  Intensités  totales  pour  les  deut  tétraèdres  a 
cela  prés  de  quantités  d'ordre  de  petitesse  4""*  ou  au-dessus.  En  divisant  par  9,  on 
peut  remplacer,  avec  la  même  approilmation,  chaque  demi-somme  de  pressions 
sur  deux  Tacef  égaies  appartenant  auxdeui  tétraèdres,  par  la  pression  sur  une  Tace 
parallèle  et  de  même  superflcic  ayant  son  centre  en  0.  Il  en  résulte  le  tliéorème 
énoncé;  et  démontré  ain<i  jusqu*Â  des  quanliiés  d'un  ordre  do  petitesse  supérieur 
de  deux  unités  i  celui  des  quantités  entre  lesquelles  II  établit  dés  relations. 
(*}  On  peut  remarquer  qu*en  prenant,  comme  nous  avons  fait  d'après  9.  Citi- 
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s  17.  Formules  des  changements  de  plans  de  pression,  Compo^ 
santés  de  pressions  sur  trois  plans  rectangulaires  ou  obliques ^  et^ 
pour  chacun^  suivant  les  trois  normales  à  ces  plans,  —  Du  premier 
des  deux  théorèmes  du  $  précédent  oh  peut  déduire  facilement  des 
fbfihules  qui  donnent  les  six  composante^  de  pt^èssious  shf  tt*ois 
plans  i>erpehdIculal!^eB  à  de  tiouVélleà  lighes  qUelcôncjheô  «',  y\  i^ 
lorsqu'on  connaît,  pour  le  même  pdint  dd  corjte,  lëë  sîjt  cDlh^osantes 

Piez,    Pyyf  Pu  i  pytj  Psxj  J^aff 

des  pressions  sur  les  trois  plans  coordonnés  rectangulaires  Tun  à 
Tautre  (composantes  dont  les  trois  premières  sont  ce  qu'on  appelle 
les  pressions  normales  ^  et,  les  trois  dernières^  les  pressions  tan- 
gentielles)  (*). 

En  effet,  soit,  encore  plus  généralement,  à  obtenir  la  compo- 
sante 

suivant  une  ligne  s,  de  la  pression  sur  une  petite  face  qui  a  pour 
normale  une  ligne  n,  et  pour  superficie  Tunité.  Les  projections  de 


chy,  pou^  Ate  â«l  UiDittètili  la  dh>ite  COd  égaleili«dl  âlfetaiite  des  quitte  hoét  A, 
A't  B|  R'  (tupposéet  d«  tDême  superflcie]|  le  théorème  de  régalilé  det  eomposantet 
de  pression  qui  sout,  comme  ces  races,  très-petites  du  second  ordre,  ^e  trouTe  dé- 
montré eh  he  négttgèatit  ^ue  dlbs  quantités  du  quatrième  ordtt.  Ktl  effbi,  les  fort»» 
accélératrices  ou  d'inertie,  si  elles  varient  d*un  point  à  Tautrai  iM  péHteai  don- 
ner pour  moment  totai  qu'une  quantité  de  cet  ordre  quatrième  multipliée  par  le 
bras  de  IcTier  commutoi  Cfct  ordre  de  petitesse  bst  aussi  celui  des  dlflérMieès  pea^ 
vant  eiister  entre  la  deml-aonme  des  composantes  de  pretsion  sur  A  et  sur  A%  ou 
sur  D  et  sur  B',  elles  composantes  dépressions  sur  des  faces  égales  et  parallèles 
iiylhl  leur  Centre  en  0.  Il  y  a  doné  blert,  eittre  tes  coihpolÉnteB  t^iproques  dé 
pression  suf  des  faces  afant  mftne  eentre^  l'égalité  qui  était  à  démontrer. 

(1)  Cette  notation,  que  nous  employons  depuis  4837  pour  les  six  composantes,  nous 
a  été  cohseillèe  par  torlolis,  et  a  été  Ûnatement  employée  pat  Cauchj  (Compter  ren- 
dits,  t<^  février  4854,  t.  XXXVHI,  p.  829). 

Nouft  croyons  devoir  en  donner  la  synonymie  avee  celles  de  divers  auteurs. 
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5(t8         SECT.  L  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

cette  face  sur  des  plans  respectivement  perpendiculaires  aux  coor- 
données rectangles  x,  y,  z  auront  des  surfaces 

C08(n»x),  cos(n, y),  cos(n,2;); 

en  sorte  que,  d'après  le  théorème  invoqué,  on  aura  d'abord  pour  les 
composantes  pwB%  Pny ,  Pns  des  pressions  sur  la  face  nouvelle,  es- 
*timées  dans  les  sens  anciens  x,  y,  z  : 

iPnx  =  Pxm  cos(n,x)  +  |>,xCos(n,y)  +  Pm*  cos(n,2;) , 
Pay  =  Pmv  cos(n,i)  +  Pyv  cos(n,y)  +  p.»  cos(n,z), 
Pûx  =  PxM  cos{n,x)  4-  PyM  cos(n,y)  +  p„  cos(n,z). 

Ajoutant  entre  elles  ces  forces,  décomposées  toutes  trois  dans  le 
sens  j,  ou  multipliées  respectivement  par  cos(j,  x),  cos(j,  y), 
cos(«,  z),  on  a  la  composante  cherchée.  Donc  on  a  (en  supprimant 
les  parenthèses  après  cos  comme  nous  ferons  souvent  pour  abréger)  : 

(3)  Pm = Pma cosnx  coBsx  +  j>yy  cosuy  cos jy  +  Pu  cosn^ cos»  + 
-|-py,  (cosny  cossz  +  cosnz  cos^)  + 
+  Pmx  {cos nzcossx  +  cosnx  ces»)  + 
+  p»y  (cosnx  cos  ^  +  cosny  cossx). 

En  mettant  successivement  x',  y\  z'  à  la  place  de  n  et  de  ^ ,  on 
déduit  de  cette  expression  les  six  formules  suivantes,  dont  on  se 
sert  souvent,  et  où  nous  représentons,  pour  abréger  encore  plus, 
les  cosinus  par  la  lettre  c  avec  les  côtés  de  leur  angle  pour  sous- 
lettres  ou  indices  : 

p,,„=p«BCV«r +|>f»cV'  +P..C',,,  +  2l>v.Cy,,C„,  +  2p«rC«,C«„  +  2pcyC«»iCy«,, 

Ptr^y;  =1>««C'*»'  +PnC\»'  +P«C*.y,  +  2PyirCyy  Ayf  +  2p«^,y,C«y,  +  2p.yC^;Cyy„ 

p„„  =p«cC*jw, +PrfCV'  4-p»»c*„,  +  2|>y,Cys,Cu,  4-  2pmCu,c„,  +  2px»c..,c,„, 

I  py„,  =pM.Cey,C«f  4-Py»Cyy,Cy„  +PMCsy,CM,  +  Py»(Cyy,C„,  +  Cy,rCsy,)  -f 
(4)/  +  Pum  (Csy/C«s,  +  C,«,Cajy,)  +P*»  (Ccy^  Cyc,  +  C„,Cyy,), 

|P„.,  =Px*Ca»/C«„  +PyyCy„Cy,,  -f-p„C„/C,„  4-Py,(Cy„C,,,  -h  Cy«,C,S,}  + 

*T"Pl«(CM»CjHtf  +  OzutCjgxi)  "T PttffifixMiCyzi  T  Csg,;Cys;), 
P«/ff=P«»Cjr«;Cj»y»  +P»f  ^»»Oyyf  +pSlCMf  C«yr  4~  Pys(CyCf  C«y|  +  CyyrCsci)  + 

+  Pl«(C,,,C«y,  +C,y,C«B,)  -i-p*y  (C^xfCyy,  +  Ccy^Cyc). 

Ces  formules  s'appliquent  aussi  bien  lorsque  les  directions  nou^ 
telles  x',  y\  z*  ont  une  obliquité  quelconque  Pune  sur  Vautre  que 
lorsqu'elles  forment  un  deuxième  système  orthogonaL 

Seulement,  alors,  p^ix' ,  etc.,  représentent  les  pressions,  non  sur 
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les  plans  y'7!y  jfaf^  zfy*  parallèles  à  ces  directions  prises  deux  à  deux» 
mais  sur  des  plans  perpendiculaires  respectivement  à  x',  y',  z'  ;  et 
c*est  dans  les  mêines  directions  qu^ont  lieu  les  décomitositions;  en 
sorte  que  p^'ars  Pvtf  »  px'r  sont  bien  trois  composantes  ncnnales^ 
mais  pyfgt  9  pxfaf  f  p«'y  ne  sont  pas  trois  composantes  tangeniielles 
aux  plans  de  pression. 

On  voit ,  par  la  composition  des  trois  dernières ,  que  py^/  =pry' , 
p^r^f  =  p«/ss  Por'y'  =  Py^y  ce  qui  est  une  généralisation  du  théorème 
de  réciprocité  (J  précédent)  facile  à  démontrer  directement 

11  est  facile ,  aussi ,  de  prouver  que  des  formules  telles  que  (A) 
seraient  encore  vraies  ou  exprimeraient  encore  les  six  composantes 
de  pression  sur  des  plans  perpendiculaires  aux  directions  quelcon- 
ques 2',  y',  z'  et  suivant  ces  directions  nouvelles ,  même  si  les  direc- 
tions anciennes  x,  y,  x  étaient  légèrement  obliques  Vune  à  Vautre^ 
pourvu  que  les  neuf  cosinus  fussent  ceux  des  angles  de  7!^  y\  z', 
nxm  pas  avec  x ,  y,  z,  mais  avec  les  lignes  peu  différentes  suivant 
lesquelles  se  coupent  les*  trois  plans  perpendiculaires  à  x^  y,z, 
c*est-à-dire  avec  trois  lignes  respectivement  perpendiculaires  à  y  et 
à  z,  à  z  et  à  X,  à  X  et  à  y  (^) . 

S  18.  Dilatations  et  glissements.  Leurs  relations  pour  divers 
sens.  —  Avant  de  chercher  les  relations  entre  les  pressions  dans  les 
solides  et  les  déformations  qui  les  développent,  étudions  celles-ci 
en  elles-mêmes ,  ou  cinématiquement 

Soient,  dans  un  corps,  avant  sa  déformation  ou  les  déplacements 
relatifs  de  ses  parties ,  trois  petites  lignes  matérielles  rectangulaires 
partant  d*un  même  point  M  parallèlement  aux  coordonnées  x,  y,  z, 
et  changées ,  par  ces  déplacements ,  en  trois  lignes  très-peu  obli- 
ques entre  elles  ll|Xi ,  Mt^t,  MiZ^.  Appelons 

les  dilatations  éprouvées  respectivement  par  ces  lignes,  ou  les  pro- 
portions supposées  très-petites  de  leurs  allongements  positifs  ou 
négatifs.  Et  désignons  par 


(*)  Voyez  le  mémoice  déjà  cilé  De  la  tortion  des  prismet,  4853-4S55;  art.  41 , 
en  noie. 
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\^glU^emçi(iU^  OU  les  quanti  tés,  aussi  très-petites^  dont  pnt  cheminé 
les  unes  devrai;  l^  «utres,  pour  FuAlté  de  leur  distatice.  les  p«a^-« 
lèlea ,  9çit  9UX  y,  ^t  aux  z,  d^uis  te  plan  y}liz  devenu  y^Mt^i  %  et 
ainsi  des  deux  autres  plaus  ;  glissements  qui  i^Aemuw.t  wm  ^  ûi? 
clifiaisons  prises  les  upes  sur  les  autres  par  Içs  ivç*^  ligues  M^,  %, 
(^;?  priq^itiyement  rectangulaires ,  ou  les  rétrécissements ,  évalués 
en  arcs  d'un  v^jm  ^  i«  qui  out  été  éprouvés  par  leurs  trois  ap- 
pies ,  et  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  cosinus  des  angles  ac- 
tuels yiMjZj,  iiMyC^t,  y^^Mjyg,  supposés  devenus  légèrement  aigus 
lorsqu'on  prend  positivement  les  quantités  g. 

Ces  trois  dilatations  et  ces  trois  glissement^ ,  sensiblement  les 
mêmes  dans  toute  une  petite  étendue  du  corps  autour  du  point  M« 
donnent  complètement  sa  déformation  dans  cette  étendue,  ou  four- 
pissent  tout  ce  qu'il  faut  pour  déterminer  les  changements  de  dis- 
tance mutuelle  des  divers  points  qui  y  sont  compris;  car  chaque  dis- 
tance nouvelle  est  \tk  diagonale  d'un  parallélipipède  dçut  les  côté^ 
sont  les  projections  de  la  distance  ancienne  sur  x,  y,  r,  ^uginentés 
dans  les  proportions  Dx,  ^yt  ^s,  et  dont  les  trois  angles  plans  ad- 
jacents sont  connus  par  gy, ,  gsc ,  giD»  qui  représentent  leurs  cosinus. 

Par  exemple,  s'il  n'y  a  une  qu*une  dilataUen 


que,  pour  fij^er  lea  idées,  nous 
suFf^OiSona  la  même  d»na  tout  Iç 
^orps,  en  forte  que  la  déformation 

ddeeluiH^i  oensisle  sfai^ilemoiit 
en  ce  que  les  plan^  perjpmidicur 
laires  aux  x  s* éloignent  les  uns 
des  autres  de  quantités  égales  à 
leurs  dristances  xriultip.liée^  par  la 
frofition,  cçTi^tante  tr^-peiiie  J^, 
la  distance  r  =  m^  de  deu^  iqç- 


(*)  H.  Cauchy  a  adopté  aussi  eeito  nolalion,  ou  à  peu  près»  car,  i  m  note  citée 
4u90  révrifr  \%i^{C9^pUê  r^adut,  p.  3SQ},  U  déaigui^lea  iBéme*  six  tÉeiiies 
Graciions  par  txxf  eyy»  exx,  Scyi;,  3es«,  3e«y ,  affectant  les  trois  dernières  du  co- 
efficient 2,  aÛD  de  mieux  prêter  A  ses  rprinules  symboliques  abbréviatîTes. 
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lécules  quelconques  m,  n  augmentera  comme  si ,  Tuoe  des  deux 
extrémités ,  m,  restant  fixe,  l'autre,  n,  cheminait,  dans  le  ^ens  x,  de 

2U4i  =  ;),.rco«(r,a:),      . 

car  la  projection  reo8(r,ar)  de  r  sur  les  x  est  la  distance  des  deux 
plans  parallèles  aux  x  passant  par  m,  n.  fin  projetant  nn^  sur  r,  pn 
a  une  longueur 

ns  =  n7ijC0s{r,a;)  =  r .  ()«oos'(r,x),  . 

qui  est ,  à  cela  près  d'une  quantité  très-petite  du  second  ordre  et 
négligeable,  rallongement  de  r.  En  divisant  par  r  on  obtient  la  pro- 
portion de  cet  allongement  ou  la  dilatation  darvt  le  sens  r  ;  ou  Ton 
a,  en  la  représentant  par  D,  : 

(5)  Dr  =  t)*COS*{r,a:), 

Si,  au  lieu  d'une  dilatation D«  on  n'a  qu^un  glissement 

le  môme  par  tout  le  corps,  ou  si  sa  déformation  a  consisté  en  ce  que 
tous  les  plans  matériels  'perpendiculaires  aux  x  ont  glissé  les  vtis 
devant  les  autres^  parallèlement  aux  y^  de  qiêantités  égales  à  leurs 
distances  multipliées  par  la  faction  constante  irès-^tite  g^y  ;  alors 
la  distance  moléculaire  oblique  mn  =  r  s'allonge  comme  sl^  m  res* 
tant  fixe ,  n  cheminait ,  dans  le  sens  ^,  de  nn^  égal  à  g^y  multiplié 
par  la  distance  des  plans  perpendiculaires  aux  x  passant  en  m  et 
en  n,  ou  multiplié  par  la  projection  r  cos(r,x)  de  r  sur  les  x.  £n  pro- 
jetant ce  cheminement  nn,  =  g^^yr  cos(r,  x)  sur  mn  prolongé ,  on  a 
rallongement;  et,  en  divisant  par  r,  on  a  pour  la  proportion  de  la 
dilatation  de  r,  due  au  glissement  g»y  : 

(6)  ^r  =  g„  cos(r,  x) cos(r,  y). 

En  raisonnant  de  même,  on  peut  déterminer  un  glissement  quai-, 
conque 

OU  le  rétrécissement  éprouvé  par  l'angle  primitivement  droit  formé 
par  deux  lignes  matérielles  orthogonales  Mm  =  r.  Mm'  =  s  (figure 
page  suivante) ,  et  qui  mesure  la  quantité  dont  ont  glissé  les  unes 
devant  les  autres,  pour  l^lnité  de  leur  distance,  des  parallèles  soit 
à  r  soit  à  s  dans  leur  plan  mMin'.  . 
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Supposons  en  effet,  d^abord»  qu'il  n*y  ait 
quMne  dilatation  D».  L^angle  mMm'  change 
comme  si,  M  restant  fixe,  m  et  m!  cheminaient 
dans  le  sens  x^  de  d«  multiplié  par  les  projec- 
tions de  r  et  de  ^  sur  les  x,  c*est-à-dire  de 
7nn  =  <),cos{r,x)  et  m'n'=i  d»co8(j,a;)  en  pre- 
nant, pour  simplifier,  r  =  <f  =  1. 
Si  m  avait  cheminé  seul,  dans  le  sens  x,  le 
glissement  gr«  qui  est  le  cheminement  du  même  point,  estimé  dans 
la  direction  de  s  ou  de  Mm',  aurait  été  mn  projeté  sur  Mm',  ou 

Tirn .  cos(f,  x)  =  D,cos(r,x)cos(^,  x). 

Et  si  m'  avait  cheminé  seul,  on  aurait  eu 

m'n' .  cos(r,  x)  =  i),cos(*,  x)  cos(r,  x) 

ou  la  même  chose.  En  ajoutant  ces  deux  glissements  ou  rétrécisse- 
ments partiels,  on  obtient 

(7)  gr«  =  2^,cos  (r ,  x)  cos  (J,  x) . 


Supposons,  en  second  lieu,  qu'il  n'y  ait  qu'un  glissement 

g-T,    ou    g,, 

sans  dilatation  parallèle  aux  coordonnées;  ou  que  les  plans  per- 
pendiculaires aux  y  glissent  les  uns  devant  les  autres ,  dans  le 
sens  X,  de  g«y  multiplié  par  leurs  intervalles.  L'angle  rnSSirC  (même 
figure)  change  comme  si  m  et  m' cheminaient,  parallèlement  aux  x, 
de  g»y  multiplié  respectivement  par  les  projections  de  r  =  1  et  de 
j  =  1  sur  Taxe  des  y,  ou  de 

mn  =  g*y  cos  (r,  y)    et    m'n'  =  g,y  cos  (j,  y). 

Ajoutant  entre  elles,  comme  tout  à  Theure,  les  projections  de 
m'n'  sur  r  et  de  mn  sur  *,  on  a  pour  le  glissement  cherché 

(8)       gr«=  Rnr [«>s(r,  x)  cosf*,  y)  +  C50s(r,  y)cos(j,  x)]. 

%  19.  Formules  donnant  les  dilatations  et  glissements  dans  le 
sens  daxes  rectangulaires  quelconques  quand  on  les  connaît  suin 
vant  trois  premiers  axes.-^  S'il  y  a  à  la  fois  trois  dilatations  d«,  dy,  Ds 
et  trois  glissements  gy,,  g^^,  gxy  suivant  des  axes  rectangulaires 
donnés  x,  y,  z^  la  dilatation  Dr  dans  le  sens  nouveau  r  est  somme  des 
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dUatatiODS  qui  leur  sont  séparément  dues  ;  et  il  en  est  de  même  du 
glissement  gr«.  On  a  ainsi ,  en  général  (  en  convenant  toujours 
d*effacer  les  parenthèses  et  les  virgules  des  désignations  d'angles  ), 

(9)  \  =  D«cos'ra:  +  DyCOs'ry  +  D.cosVz  -f-  gy.cosry  cosr^  + 

gs«cosr;r  cos  rx  +  gxycosra:  cos  ry . 

(10)  gr,=2<)xcosrxcosja;  +  2()ycosrycos^-t-2c),cosrzcosw  + 

+  El*  (cosry  cos^2  +  cosrz  cos  jy)  4- 
+  gM  (cosrz  cos^  4-  cosra:  cobsz)  + 
+g«»  (cosrxcosjy  +  cosrycosjx). 

La  première  de  ces  deux  formules  aurait  pu  être  obtenue  en  po- 
sant Texpression  connue  (la  môme  que  celle  du  carré  de  la  résul- 
tante de  trois  forces ,  p.  /i50}  du  carré  de  la  diagonale  r(l  +  ^r)  du 
parallélipipède  formé  avec  les  côtés  rcosrx.(l+^a)>  rcosry.(l+Dy), 
rcosr2.(l+()s) ,  dont  les  angles  ont  pour  cosinus  gy,,  g» ,  gy« ,  puis 
développant,  elTaçant  les  produits  et  carrés  des  petites  quantités 
d,  g  et  divisant  par  2r'  ;  et  la  seconde  aurait  pu  être  déduite  d*une 
expression  plus  générale»  facile  aussi  à  démontrer,  donnant  le  pro- 
duit de  deux  diagonales  par  le  cosinus  de  leur  angle  quand  leurs 
parallélipipèdes  ont  leurs  côtés  suivant  les  trois  mêmes  droites  (^). 


(i)X>c  la  toTêion  des  pritmeê,  4S55  (ou  Sav.  etr.,  t.  XIV)^  art.  6. 

La  formule  (9)  dr  =■  d»  cot^rx  -f-».*  montre  que  les  diUuUoDs  d^,  qui  ont 
lieu  CD  un  n6mo  point  dans  dÎTerses  directions ,  se  distribuent  de  la  même  ma- 
nière que  les  moments  d'inertie  d'on  corps  autour  de  divers  aies;  e'estri-dire 

4 
que  les  InTorses des  racines  carrées  de  leurs  grandeurs  absolues ,  portés 

sur  des  droites  tirées  de  ce  point  dans  leurs  directions,  sont,  suivant  la  remarque 
de  M.  Cauchy,  les  rayons  vecteurs  d'un  même  ellipsoïde,  qui  se  change  en  deux 
bjperboloTdes  conjugués  lorsque  les  valeurs  de  dr  sont  les  unes  positives  les  au- 
tres négatives,  ou  lorsqu^il  y  a  des  dilatations  proprement  dites  dons  certaines  di- 
rections et  des  eonlractions  dans  les  autres.  Si  r  désigne  la  grandeur  du  rayon 
vecteur,  ou  si 

rèquatlon  de  cette  surface  en  ar,  y,  z  se  pose  en  faisant 

cos  (r,x)  =  -,  cos  (r,y)  =  ?,  cos  (r,2)  ==  - , 

T  T  T 

û*où  l'équation 

La  stabilité  de  la  contexlure  exige  que  celte  surface  comprenne  ou  enveloppe  do 
tontes  parts  celle  qu'on  peut  former  de  même  avec  les  inverses  des  racines  carrées 
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Elles  servent,  en  mettant,  pour  r  et  «,  suocessivement  x\  y*,  £*, 
c^esUà-dlre  les  directions  de  coordonnées  nouvelles  reetanguiaires 
comme  les  anciennes^  à  déterminer  les  dilatations  et  glissements  qui 
leur  sont  parallèles  en  fonction  des  dilatations  et  glissements  pa- 
rallèles à  un  premier  système  de  coordonnées  or,  y  y  z.  Les  formules, 
souvent  employées,  qui  en  résultent,  sont  les  suivantes,  où  les  co- 
sinus sont  désignés  par  c  avec  deux  sous-lettres  comme  au  $  17. 

*•  «>     ^^^  t  JîC  «j;  +  Jy  0  yxt'T'  t*«C  juci  "T  gfxO|jjt»Cj|^|-t"  gszCazfCij:»  "T~Çx3f Cxx»  C^x-  « 

Oy,     =Z()jjC  xy»~r<-'yO  yyt'VOgG  »yt^  Sys^yyiCxyt'T' S^s:  ^syt^xyr'T  cJ^  ^^'^^nf^ 

Wii     -—OjbO  jfxt'T^yO  yxi-j-^sO  «/ "T  gysCjjjjCs;»  +  ^cxCm/C^jj  "r  Sry  C^srCys', 

\ëv'V^—  -"t'xCjBy/C^xi  ~r  **-'uCyy;Cy»j  +  20tCiyiCxit  ~T  Qyty^yi^s^  T~  Cu»/C»y«}-r 

[Si'XI  =^  9()  d;  C;sx;  CxX/  H"  2t?j||Cy3|Cyjc/  +  2()  «CutCsjCf  ~l"  Syt  {OyttCzxt'i'  CyjpjCxi»)  "h 
ET*'!»'— -^  V*Cx«/Cj;y;4-  2()yCyx>Cyyl  "T  *"  t' ï  C»  j;;  C  jy  /  +  Syx  (CyjB/Csyf -p  Cyyit^f}"!" 

~r  STs^C^Jur^^syi  "T  C»yiC**/j  -t  f^x%[CfxiQyyi  "T  C^iCyr^j» 

S  20.  Formules  donnant  les  composantes  des  pressions  en  fonc- 
tion des  dilatations  et  glissements^ — Soit  un  corps  solide  dans  l'état 
nommé  -naturel  bu  primitifs  où  on  suppose  qu'aucune  force  non  ré- 
ciproque (telle  que  la  pesanteur)  n'agisse  encore  sur  ses  points, 
et  où  il  ne  s'exerce  aucune  pression  sur  ses  faces  extérieures  ni  in- 
térieures, c'est-à-dire  où,  à  travers  chacune,  les  attractions  et  les 
répulsions  moléculaires  se  détruisent  ou  se  font  équilibre  comme 
donnant  deux  résultantes  égales  et  opposées  quand  on  les  compose 
après  les  avoir  transportées  parallèlement  à  elles-mêmes  sur  un 
môme  point. 

Si  on  vient  à  déformer  ce  corps,  ou  à  déplacer  ses  points  maté- 
riels les  uns  par  rapport  aux  autres ,  le  changement  de  leurs  dis- 
tances mutuelles  développe  de  nouvelles  actions  (§  16)  et  engendre 
des  pressions  qui  sont,  comme  on  a  vu,  exprimables  partout  au 


des  limites  des  dilatations  non  dangereuses  en  divers  seoi.  En  supposant  celle-ci 
ellipfoVdale  comme  l'autre,  on  déduit,  de  là  »  Véquation  de  cohésion  ou  de  non- 
rupture  la  plus  générale  des  corps  solides  (m^me  mémoire  de  4853-4855  sur  la 
torsion  des  prismes ^Siti.  24  et  424).  Cette  équation  peut  être  facilement  étendue 
à  une  contexlure  quelconque  sans  plans  de  symétrie^  et  il  n'est  pas  nécessaire,  en 
TappKquant,  déconsidérer  les  contractions  ^  ^  et  leurs  limites,  comme  nous  Tai- 
siona  en  4853  (§§  3,  4,7  de  la  note  n**  3,  et  43,  43  de  celtes  des  n"'  413  et  456). 
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moyen  ($  iT)  dos  sk  composantes  pxx,  Pyy,  J5„,  jî^,,  p„,  p^^y,  de 
oeDes  qui  s'exercent  à  travers  trois  plans  primitivement  perpendi- 
culaires aux  coordonnées  orthogonales  a:,  ?/»  2:. 

Ces  six  composantes  sont  nécessairement,  en  chaque  point, 
fonctions  des  trois  dilations  et  des  trois  glissements  (%  18)  paral- 
lèles aux  X,  y,  2;,  car  les  actions  moléculaires  développées  en  sus 
des  actions  anciennes  qui  se  détruisent,  dépendent  des  augmenta- 
tions positives  ou  négatives  des  distances  r  (%\.^)  entre  les  molé- 
cules environnantes,  augmentations  dont  les  proportions  D,.  sont 
exprimables ,  comme  on  a  vu.^nsi  que  les  petits  changements  ^ui 
en  résultent  dans  les  inclinaisons  des  forces  sur  les  directions  de 
décomposition,  au  moyen  des  dilatations  et  glissements  ^a:,  \)  ^2» 

?»»»  &*«î  8«v 

Et  il  est  facile  de  voir  que  les  fonctions  exprimant  les  six  compo- 
santes de  pression  sont  linéaires  ou  du  premier  degré  en  ()x»  ^yy  ^ly 

Sy**  S*X9  g^v* 

£n  effet,  comma  les  actions  entre  molécules  sont  fonctions 
dç  leurs  distances  mutuelles  r,  celles  que  développent  de  très-pe- 
tites ^augmentations  des  distances  r  sont  proportionnelles  à  ces 
augmentations,  qui  ont  été  i^pelées  r^rs  Or  nous  venons  de  voir 
qu*une  dilatation  D«,  par  exemple»  produit  des  augmentatieas 
rdr  =  D, . rcos' (r,x)  ou  proportionnelles  à  <)«;  que,  de  même,  un 
glissement  gy»  produit  des  augmentations  rdr = gy».  rcos(r,2^]cos(r,z) 
ou  proportionnelles  à  gy..  Une  pression,  résultante  de  forces  pro- 
portionnelles à  ces  petites  augmentations,  et  dont  les  inclinaisons 
mutuelles  n^ont  éprouvé  que  des  changements  dont  Tinfluence , 
aussi  dépendante  des  dilatations  et  glissements,  est  d'ailleurs  né- 
gligeable^ est  donc  elle-même  proportionnelle  à  la  dilatation  ou 
au  glissement  supposé  avoir  eu  lieu  dans  la  petite  portion  de  corps 
élastique  où  elle  s*engendre.  -     * 

Et,  s'il  y  a  simultanément  trois  dilatations  d«,  Dy,  Os  et  trois  glis- 
sements gy2,  gxx,  Sxy,  chacune  de  ces  six  affections  produit  des  aug- 
mentations de  distances,  et,  par  suite,  des  forces,  qui  s'ajoutent 
pour  chaque  couple  de  molécules  situées  dans  la  sphère  d'activité 
Tune  de  l'autre;  en  sorte  que  la  composante  totale,  ou  la  pression 
estimée  dans  un  sens  quelconque, est  égale  à  une  somme  de  termes 
proportionnels  à  ces  six  affections  ou  déformations  partielles  très- 

peiiteS  ^x,  ^y,  ^s,  gys,  g,r,  gxy. 
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Sans  même  invoquer  les  formules  (5)  et  (6)  du  $  19  qui  donnent 
les  augmentations  rdr  des  longueurs  r,  on  conçoit  facilement  d'une 
manière  directe  que  plusieurs  dilatations  et  glissements  très-petits^ 
dans  des  sens  déterminés  x,  y ,  z,  produisent  des  petits  chemine- 
ments moléculaires  qui  s'additionnent  lorsqu'on  les  projette  sur 
chaque  distance  ou  ligne  de  jonction  r  de  deux  molécules  quel- 
conques; qu'une  dilatation  double,  triple,  etc.  d'une  autre  dilata- 
tion amène  un  accroissement  de  distance  double,  triple,  etc.,  en 
sorte  qu  une  résultante  ou  une  composante  totale  de  forces  pro- 
portionnelles à  ces  accroissements  positifs  ou  négatifs  se  compose 
d'une  suite  de  termes  proportionnels  aux  dilatations  et  aux  glisse- 
ments qui  les  ont  causés. 

Nous  pouvons  donc  poser,  en  désignant  divers  coefficients,  dé- 
pendant de  la  nature  du  corps  solide  élastique  autour  d'un  point 
donné  quelconque,  par  la  lettre 

avec  les  deux  sous-lettres  de  la  composante  de  pression  à  laquelle 
ils  appartiennent ,  suivies  des  sous-lettres  de  la  dilatation  ou  du 
glissement  qu'ils  affectent,  en  doublant,  pour  la  symétrie,  celles 
des  dilatations,  les  formules  suivantes,  applicables  à  des  corps  de 
contexture  variable  et  quelconque  : 

Vyy  ~~  ^v V  *  '  ^yyyv^y  i"  •  •  •  •  ■  »     P*»  — - ^a*jc«^«  «  ^M^y t^i^  t" •  •  •  •  •  t 
pyx,     |7axt     pxy  =  ^e^  expressioDS  acalognes. 

S  21.  Nombre  des  coefficients  a  essentiellement  différenis.  Leur 
réduction  de  trente-six  à  quinze.  —  Les  36  coefficients  a  des  for- 
mules (12)  qu'on  vient  d'établir  ne  sont  pas  indépendants  les  uns  des 
autres ,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  y  a  entre  eux  vingt  et  une  égalités. 

Pour  les  reconnaître,  je  démontrerai  d*abord,  élémentairement , 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

1**  Sur  une  face  quelconque,  la  composante,  suivant  les  x,  do  la 
pression  engendrée  par  une  dilatation  dy,  a  la  même  intensité  que 
la  composante,  suivant  les  y,  de  la  pression  engendrée  par  un  glis- 
sement gey  égal  à  cette  dilatation  Dy  (ou,  autrement  dit,  n  désignant 
la  normale  à  la  face,  le  coefficient  de  ^y  dans  piuv  est  le  même  que  le 
coefficient  de  g«y  dans  pny). 
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2"  Sur  une  face  quelconque,  la  composante,  suivant  les  a;,  de  la 
pression  produite  par  un  glissement  gy,,  a  la  même  intensité  que  la 
composante,  suivant  les  y,  de  la  pression  produite  par  un  glisse- 
ment gM  égal  au  glissement  gy.  (ou,  autrement  dit,  le  coefficient 
de  gyi  danspna;  est  le  même  que  le  coefficient  deg^;.  dans  pny. 

Démonstrations  :  V*  Une  dilatation  ^y,  ou  une  déformation  qui 
éloigne  les  uns  des  autres  les  plans  perpendiculaires  à  la  coor- 
donnée y,  de  quantités  égales  à  leurs  intervalles  multipliés  par  la 
fraction  très-petite  dy ,  allonge  la  distance  r  =  mn  de  deux  molé- 
cules quelconques  m;n  comme  si,  la  première  m  restant  fixe,  Tautre 

cheminait  parallèlement  aux  y  de 
dy  multiplié  par  Fintervalle  des 
deux  plans  perpendiculaires  à  y 
passant  par  m  et  par  n,  ou  mul- 
tiplié  par  la  projection  de  r  sur 
les  y  y  c'est-àrdire  comme  si  n 
cheminait  de 


nn^  =  Dy.r  cos(r,y). 

Et  un  glissement  gxy ,  ou  une 
déformation  qui  fait  glisser  les  uns  devant  les  autres,  dans  le  sens  y, 
les  plans  perpendiculaires  aux  x,  de  quantités  égales  à  leurs  in- 
tervalles multipliés  par  la  fraction  très-petite  ga^y,  allonge  la  même 
distancer  =  ma  comme  si,  m  restant  fixe,  n  cheminait  parallèle- 
ment aux  y  de  g«y  multiplié  par  Tintervalle  des  deux  plans  perpen- 
diculaires aux  X  qui  passent  par  m  et  par  n ,  ou  multiplié  par  la 
projection  de  r  sur  les  x,  c*est-à-dire  comme  si  n  cheminait  de 

nn^  =  gcy  r  cos(r,x). 

Ces  petits  cheminements  de  n,  de  même  direction,  étant  Tun  et 
Tautre  projetés  sur  mn  prolongé,  donnent  les  allongements  de  r; 
et  ces  allongements,  si  Ton  a  Dy  =  g^y,  sont  entre  eux  comme 

cos(r,y)      et      cos(r,x}, 

ou  comme  les  projections  de  r  suivant  les  y  et  suivant  les  x. 

Les  actions  développées  entre  les  molécules  m,n  dans  la  direc- 
tion mn  par  ces  deux  déformations,  suivent  le  même  rapport.  Si  on 
les  estime,  la  première  suivant  les  x,  la  deuxième  suivant  les  y,  ou 
si  on  les  multiplie,  celle-là  par  cos(r,x),  celle  cl  par  cos(r,y),  on 
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a  des  compoaanteR  de  même  intensité,  puisque  60fl(ny)co6(r^) 
est  la  même  chose  que  cos(r,2;)  cos[r,y). 

Donc,  comme  les  pressions  sont  des  résultantesde  pareilles  forces» 
s^exerçant  entre  molécules  à  travers  une  face  donnée  «  on  voit  que 
sur  une  face  quelconque,  si  d,  ==  g.,,  la  composante,  suivant  les2« 
de  la  pression  due  à  Dy ,  a  la  même  intensité  que  la  composante, 
suivant  les  y,  de  la  pression  due  à  g^»;  ce  qui  est  le  premier  d» 
deux  théorèmes  énoncés. 

2**  Le  second  se  démontre  de  même.  Une  déformation  qui  fait 
glisser  les  uns  devant  les  autres,  parallèlement  aoi  2i  de  gy>  mul- 
tiplié par  leurs  intervalles ,  les  plans  perpendiculaires  aux  y ,  al- 
longe mn  =  r  comme  si,  m  restant  fixe,  n  cheminait  parallèment 

aux  z  de 

nnj  =  gy,.r  C08(r,y). 

Et  une  déformation  qui  fait  glisser,  aussi  parallèlement  aux  z, 

de  g;cx  multiplié  par  leurs  dis- 
tances ou  intervalles,  les  plans 
perpendiculaires  aux  x,  allonge 
mn=zr  comme  si,  m  restant  tou- 
jours fixe,  n  cheminait  de 

nn,  =rg«.rcos(r,x). 


y  Ces  deux  déformations  déve- 

loppent donc,  entre  les  molé- 
cules m^n^  des  forces  qui»   si 
gys  =  g«»  sont  entre  elles  comme 

cos(r,y)      esta     cos(r,x). 

Estimées  la  première  suivant  dr,  la  seconde  suivant  y^  ou  multipliées 
respectivement  par  cos(r^x)  et  cos  (r^y),  ces  deux  forces  donnent 
des  composamtes  de  même  intensité.  Il  y  a  donc,  aussi,  égalité  d'inr 
tensité  des  composantes  de  pression,  sommes  de  toutes  les  compo- 
santes des  forces  moléculaires  s'exerçant  à  travers  la  face  quel- 
conque donnée;  ce  qui  est  le  deuxième  théorème  énoncé. 

Ces  théorèmes  reviennent  &  ce  que  des  composantes  de  pression. 
Tune  suivant  lésa-,  l'autre  suivant  les  y,  sont  un  même  multiple,  la 
première  de  la  dilatation  dy,  la  deuxième  du  glissement  g^y  suppo- 
sés les  produire  respectivement;  ev,  aussi,  un  môme  multiple,  Ift 
première  de  gy.,  la  deuxième  de  ga^x  supposés  les  engendrer  (  ou  à  ce 
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quei  il  n  désigne  la  direction  quelconque  de  la  normale  à  la  face 
donnée,  et  si  les  quatre  sous-lettres  des  coefficients  a  ont  des  signi- 
fications ^mme  celles  du  %  précédent,  on  a 

En  mettant  successivement  x,  y,  2  à  la  place  de  n,  on  reconnatt 
déjà  six  égalités  entre  les  coefficients  a  des  formules  (12),  et  on 
volt  généralement  quMls  ont  la  même  valeur  lorsqu'ils  se  dédui- 
sent Tun  de  l'autre  <?n/awanf  permuter  teur  jseconde  sotis- lettre 
avec  une  des  deux  dernières.  Celles-ci  (les  deux  dernières)  peuvent 
toujours  se  permuter  entre  elles  d'aprèl  la  définition  des  glisse- 
ments gyx,  g.x9  gxy,  sans  changer  la  valeur  du  coefficient,  et  il 
en  est  de  même  des  deux  premières  sous-lettres,  puis  qu'on  a 

(S  ^6)  P»if  =  Py'f  1>«  =  P^i  Pv*  =  P*y  On  peut,  ainsi,  sans  chan- 
ger la  valeur  du  coefficient  a,  faire  permuter  Une  de  ses  deux 
premières  sous-lettres  avec  une  des  deux  dernières,  choisie  à  vo^ 
lonté. 

Cette  première  permutation  peut  être  suivie  d'une  autre  sem- 
blable, ce  qui  donnera  par  exemple  a««  yy  =  a^y  «y  =•  ayy  j»»  et 
ainsi  des  autres. 

Donc,  généralement,  dans  les  formules  générales  (12),  page  556, 
des  six  composantes  de  pression  p^xt  etc.,  les  coefficients  ayaiit  les 
mêmes  qvxitre  sous-lettres  sont  égaux  ^  quel  que  soit  Tordre  où 
elles  se  trouvent  placées. 

U  en  résulte  vingt  et  une  égalités  entre  eux,  ou  leur  réduction 
de  trente-six  à  quinze  distincts  (*}. 


(<)  Ko  ellel  iM  86  prMaiis  ou  eombluiions 

XX  XX        XX  yy        XX  zz        xx  yt        xx  zx        Xx  sùy 


yy  XX  i 

yy  yy 

yy  zz 

yy  y2 

yy  XX 

yy  «y 

ax  tm 

zz  yy   ! 

v'  yy 

zz  ttz 
yz  zz 

zz  yz 

y*  yz 

ZK    ZX 

zz  xy 

yz  xoc 

yz  zx 

yz  xy 

zx  XX 

zx  yij 

zx  zz 

zx  yz 

zx  zx 

zx  xy 

xy  XX        xy  yy        xy  zz        xy  yz        xy  zx        xy  xy 

9e  réduisent  aux  six  de  la  première  ligne,  aux  cinq  dernières  de  la  seconde  el  aux 
quatre  dernière*  de  la  troliième. 
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§  22.  Corp$  homogènes,  ITomo^énét/é^ parallèle,  seml- polaire  au 
cylindrique ,  et  polaire  ou  sphérique.  Observations  sur  Vétat  dit 
naturel.  —  On  dit,  dans  une  acception  mécanique,  qu^un  solide 
est  homogène^  ou  partout  d'égale  contexture,  lorsqu'en  tous  ses 
points  sa  matière  offre  les  mêmes  résistances  dans  des  directions 
homologues,  tout  en  pouvant  offrir  des  résistances  très-différentes 
dans  les  diverses  directions  autour  de  cliaque  point 

Pour  un  pareil  solide,  les  coefficients  a  des  formules  telles 
que  (12)  de  la  fin  du  S  20  exprimant  les  six  composantes  de  pression 
sur  trois  plans  rectangulaires,  sont  les  mêmes  en  tous  les  points, 
car  c'est  seulement  à  cette  condition  que  les  mêmes  déplace- 
ments moléculaires,  ou  les  mêmes  déformations,  qui  dépendent  des 
dilatations  et  des  glissements,  développent  partout  les  mêmes  réac- 
tions élastiques  dans  des  sens  déterminés. 

Si  les  intersections  x,  y,  z  de  ces  trois  plans  rectangulaires  ont, 
pour  tous  les  points,  les  mêmes  directions^  ou  sont  exactement  pa- 
rallèles à  trois  axes  coordonnés  fixes,  Vhomogénéité  peut  être  dite 
parallèle.  Telle  est  rhomogénéité  des  corps  régulièrement  cristal- 
lisés et  de  certains  corps  fibreux  ou  lamelleux. 

Mais  qu'on  ploie,  de  manière  à  en  faire  un  tuyau  cylindrique, 
une  lame  plane  jouissant  de  rhomogénéité  parallèle  que  nous  ve- 
nons de  définir;  le  solide  sera  toijjours  homogène,  mais  les  coeffi- 
cients a  ne  seront  les  mêmes  en  tous  les  points  qu'autant  qu^on 
prendra  les  six  composantes  de  pression  sur  des  plans  faisant  les 
mêmes  angles  tant  avec  Taxe  du  tuyau  qu'avec  son  rayon;  et  rho- 
mogénéité sera  en  quelque  sorte  semi-polaire  ou  cylindrique. 

Elle  serait  polaire  ou  sphérique  pour  une  sphère  pleine  ou  creuse 
dans  laquelle  Télasticlté  ou  la  résistance  à  une  dilatation  serait,  à 
des  points  également  éloignés  du  centre,  constamment  la  même 
dans  le  sens  du  rayon,  et  la  même  aussi  dans  le  sens  tangentiel  aux 
couclf^s  concentriques,  mais  différente  cependant  dans  ces  deux 
sens  comparés. 

On  peut  ainsi  compter  autant  de  genres  d'homogénéité  quil 
existe  de  systèmes  de  coordonnées  curvilignes  ou  de  surfaces  or- 
thogonales conjuguées  ('). 


(*)  voj.  Mémoire  tur  les  divers  genres  d^homogénéité,  etc.,  lu  le  34  mai  4860 
{Comptes  rendttSf  tome  L,  p.  930). 
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Tons  les  genres  d'homogénéité  ont  lieu  à  la  fols  dans  nn  corps 
isotrope  ou  d*égale  contexture  en  tous  sens;  égalité  qui  peut  être 
définie  par  ses  effets  mécaniques  en  disant  que,  dans  ce  corps,  les 
mêmes  déplacements  moléculaires  relatifs  engendrent  les  mêmes 
pressions  partout  et  dans  toutes  les  directions;  en  sorte  que,  pour 
tout  système  de  trois  plans  se  croisant  rectangulairement  en  un 
même  point  quelconque,  les  six  composantes  de  pression  soient 
exprimées  de  la  même  manière  ou  avec  les  mêmes  coefficients  m  en 
fonction  des  dilatations  et  des  glissements  dans  les  sens  des  inter- 
sections de  ces  plans  quelconques  rectangulaires. 

Dans  un  solide  parallèlement  homogène  on  prouve  facilement, 
au  moyen  des  équations  d'équilibre  que  nous  donnerons  sous  les 
n*^  (38)  et  (39)  aux  %%  27  et  28,  que  lorsque  les  pressions  extérieures 
ou  s'exerçant  sur  la  surface  enveloppe  sont  nulles^  et  qu'on  abstrait 
la  pesanteur,  les  pressions  intérieures  sont  toutes  nulles  aussi^  en 
sorte  que  le  solide  se  trouve  dans  Tétat  que  nous  avons  appelé  na- 
turelf  à  partir  duquel  les  pressions  provoquées  par  de  petites  dé- 
formations sont  bien  exprimées  par  les  formules  (12). 

La  même  chose  se  prouverait  pour  les  autres  genres  d'homogé- 
néité, avec  des  équations  d'équilibre  analogues  à  (38)  et  (39) 
établies  pour  d'autres  systèmes  de  coordonnées. 

Mais  il  peut  en  être  autrement  dans  un  solide  hétérogène. 
L'exemple  des  petites  masses  de  verre  appelées  larmes  baiaviques^ 
dont  la  surface  a  été  solidifiée  brusquement  et  avant  le  centre, 
montre  que  l'intérieur  d'un  corps  peut  être  maintenu  dans  un 
état  de  tension  considérable  bien  que  l'enveloppe  ne  soit  ni  tendue 
ni  pressée.  De  même,  on  conçoit  que  si  la  surface  d'un  corps  était 
analogue  k  un  métal,  et  les  couches  vers  le  ceatre  analogues  au 
caoutchouc,  l'intérieur  pourrait  éprouver  de  fortes  pressions, 
comme  l'air  dans  une  vessie  gonflée,  pendant  que  la  surface  exté- 
rieure ne  supporterait  que  celle  de  Tatmosphère,  qui  est  relative- 
ment négligeable,  ou  n'en  supporterait  même  aucune  si  le  corps 
était  mis  dans  un  espace  vide  d'air. 

Tout  ce  que  nous  dirons  ne  s'appliquera  donc  qu'aux  «corps 
homogènes,  les  seuls  dont  on  puisse  affirmer  qu'ils  sont,  à  un  mo- 
ment donné,  dans  un  état  où  aucune  pression  ne  s'exerce  à  leur 
intérieur. 


f. 
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S  23.  Cas  [excppiiomiel)  oit  il  y  a  des  pressions  antérieurement 
aux  déformations  exprimées  par  t^x,  \,  ^s,  gy,,  g.,,  g^y —  DwB  C8 
cas,  où  Tétat  antérieur  ou  primitif  n*est  pas  celui  de  Téquillbre 
naturel^  s!  les  six  composantes  des  pressions  primitives  sont  con- 
nues, et  si  on  les  appelle,  pour  le  point  M  dont  leâ  coordootiées 
sont  x^y.z^  et  dans  les  sens  de  ces  coordonnées  : 

il  suffira,  lorsqu'elles  ne  seront  pas  très-considérables,  dtf  les 
ajouter  aux  six  formules  (12)  du  $  20,  conformément  au  principe 
de  composition  ou  de  superposition  du  $  2  de  la  note  du  n*31, 
pour  aroir  les  composantes  correspondantes  ultérieures  ou  ^>rëB  \m 
déformations ,  sur  trois  petites  faces  qui  étaient  menées  primitive- 
ment par  le  point  M  perpendiculairement  aux  x,  y,  z,  en  mhIb 
qu'en  appelant 

p  xxj  p  yy*  P  as»  P  yt»  P  iz$  P  xy 

les  six  expressions  (12),  ou  les  composantes  de  pression  qu*on  a 
lorsque  Vétat  antérieur  était  tétai  naturel  (S  22),  on  pourra  prendre 
approximativemen  t 

(13)         ll'«=P''xx+P*r«,  Pyy  —  P%t'\'P\^t  P«=P°.4 +  P*isf 
|py.=pV+pV»  Pi*=^P"t«-fp*sx»  P*i,=P'«f  +  P*xy; 

c'est-à-dire  que  si  l'on  n'a  alors  à  calculer  que  les  pressions  déve- 
loppées par  les  dilatations  et  glissements  ^,  g,  ou  les  excès p^x—p***» 
Pyy— p'yy,  ctc. ,  dcs  prcssious  nouvelles  sur  les  anciennes,  on 
pourra  s'en  tenir  aux  formules  (12)  ou  négliger  de  considérer  les 
pressions  antérieures. 

C'est  ce  qu'on  fait  quelquefois,  par  exemple,  pour  les  elîfefcg  de  U 
pesanteur,  et  c'est  ce  qu'on  appelle  abstraire  cette  force. 

Mais  lorsque  ces  pressions  antérieures  p**  seront  d'un  ordfe  dé 
grandeur  supérieur  à  celles  que  doivent  développer  les  dilatation^ 
et  glissements  t>,  g;  lorsque,  par  exemple,  on  aura  lieu  de  Croire 
qu'elles  sont  au  moins  cent  fois,  etc.,  plus  grandes,  il  faudra,  pour 
obtenir  exactement  celles-ci  ou  les  différences  pxx— p'«r,  etc.,  ajou- 
ter à  p^xx,  p\y,  etc.,  c'est-à-dire  aux  expressions  (12),  d^auires 
termes  affectés  à  la  fois  des  composantes  antérieures  p*  et  des  di- 
latations et  glissements  D,  g,  car  l'état  antérieur  influe  alors  sensi- 
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blement,  comme  on  va  voir,  sur  Teffet  que  produisent  lert  déforma- 
tions ultérieures. 

Bien  que  les  formules  complètes  à  substituer  ainsi  à  (13)  soient 
râl^ment  à  êinpioyef  dans  leâ  calculs  de  réâistànôe  deâ  sôltdéd, 
nôdâ  dèvôiis  lés  rapporter  ici,  noti-seulement  pai*6e  qtie  les  caà  61- 
traordinaires  peilVent  se  ptésentei*,  mais  aussi  pafce  que  âouâ  au- 
rons à  invoquer,  dans  la  discussion  du  cinquième  appendice,  ces 
formules  complètes  qui  ont  donné  lieu  à  une  méprise  dont  on  a  tiré 
Ulle  tidnséquânde  fkti»$ë. 

Obset*vond  d'aboM  que,  dans  le  cas  du  $  90  où  les  t^i^essldâfl 
étàieht  ntilled  avatit  lès  déformations.  Ton  a  toujdtirs,  &  tela,  ptèë 
de  quantités  relativement  négligeables,  les  itiêmes  fbmtiled  (19) 
poui*  les  pfesslotië  pfoVënant  dès  dêfoff&sltidliîj,  doit  qu'on  16i 
pfende  Mur  les  trois  plans  pHmitiVeinent  pei^èndlctilàires  entré 
é\xt  et  &UX  t,  y,  2,  et  devenus  légèrement  obliqueë^  soit  t}o*ofi  lêi 
ptennë  sur  tt*oii^  auti^  plana  actiiëllènient  rectAngulaires  db  pèn 
obliques  quelconques  mdisfort  rapprochés  dé  céwt-ci,  pal*  eteffiple 
sur  trois  plans  actuellement  perpendiculaifed  aux  (;oôrdônnôé0 
x^y,  z  si  les  déplacements  des  points  ont  été  très-petits  (voyez  $  29). 
Bn  effet,  les  formules  de  changement  de  plan  dépression  (3)  et  (U)  du 
S  17,  lorsque  les  pians  nouveaux  ne  font  avec  les  plans  ancien^  que 
des  angles  extrêmement  petits^  n'ajoutent  aux  divers  termes  des  côith» 
posantes  anciennes,  pour  les  changer  aux  nouvelles^  quedesprofluits 
de  ces  m6mes  termes  a . .  d  ou  a .  •  g  par  des  cosinus  très-petits  Cy«„ 
Csy;,  etc.,  d'angles  presque  droits,  produits  qu'on  peut  négliger 
eommé  contenant  en  factenrâ  deux  quantités  très-petites^  en  sorte 
qné  led  tompùMit^  des  preësions  sur  les  nouveau^  plans  sont  êêUMi^ 
bléttëût  égalés  A\ï%  eomt)08aBte«  deâ  pi^èssions  êat  \eê  ànëieâs  p\ànAi 

Mais  n  n'en  est  pati  de  fakénie  lors^nMl  f  avait  des  prëssidnil  cmâ^ 
ddPabllef  f^  àntérieui^es  bM  défoftnàtlon!l$  e*es&4^l«  ftlii  âllAlfr< 
tiens  et  glissements  d,  g.  Alors,  comme  ces  presîiidâii  fC  M  i§lll 
généralement  pas  égales  en  tous  sens,  des  rotations  même  très- 
petites  qu*on  fait  éprouver  aUx  plans  Sur  lesquels  se  prennent  léâ 
pressions  igoutent  deâ  termes  qui  ëont  lés  produits  des  composantes 
primitives  p*i^,  i  i  »  fr^  par  les  angles  de  ces  rotations  f  termes  qui 
sont  du  même  ordre  de  grandeur  que  ceux  qui  viennefit  des  pro* 
duits  tant  des  mêmes  composantes  antérieures  que  des  coefficients 

a  pai"  les  d  on  les  g,  et  il  f^ut  en  tenir  côinpte  cdmfiié  de  ëeux^^i. 
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Soient  donc 

les  directions  actuelles  des  petites  droites  matérielles,  maintenvit 
légèrement  obliques  Tune  sur  Tautre,  qui  étaient  primitivemeat 
tirées  du  point  M  parallèlement  aux  x,  y,  2;  et  soient 

X',  y',  r' 

celles  des  trois  autres  droites,  rectangulaires  ou  peu  obliques 
entre  elles,  fcrt  rapprochées  de  celles-ci  et  arbitraires  du  reste, 
prises  pour  les  normales  aux  trois  pians  sur  lesquels  on  veut  aroir 
les  pressions.  On  trouve  (voir  la  note  qui  va  suivre)  pour  les  âx 
composantes  de  ces  pressions,  suivant  les  directions  des  droites 
af,  y',  2^,  les  formules  suivantes,  où  Cyic„Cs,cr,  etc.,  désignent 
abréviativement  (comme  au  S  17)  les  cosinus  des  angles  des  direc- 
tions yi  et  x',  z^  et  x',  et  ainsi  des  autres;  cosinus  qui  sont  ttm 
très-petits  et  égaux  sensiblement  aux  compléments  de  ces  angles, 
car  ceux-ci  sont  presque  droits  par  hypothèse  : 

lî«/«»=P'«r(l   -f  ^«  —  ^»  —  ^.)  +  2p'^  Cy,.;  +  2p*„  C,,,,  +  P»i 

iPyf/=P%y(4  — .  ô«  +  D,,  —  l^)  +  2pV  C^r  +  2p«^  C,,,, +^r'' 

dû)  r  ""  ~^*"  (1  —  <^.  —  3y  +  ^.)  +  2p%,  c,,.,  +  SpV  C,,.'  +P*»' 

|P»«;=|>V(4^«)+î>%yC»i«'+l>*»»C,,»,+l>%«C«,y,  +  l)'^Cx,,r-f-p*r». 

'p.^*.=p%«(l— ^v)+p%.C,,«,+p%*C«,„4-p"«yCy,„  +  p%«C„*,+P'«' 

iP«/ir»=p'«»(l— ^.)+p'x»C,j,„4-p%vCifi«'+PVc«i«'  +  P'mC«„,+A' 

p*««i  p'f»,  eta,  représentant  toujours  les  six  expressions  (lî)  des 
composantes  ultérieures  quand  il  n*y  a  pas  de  composantes  anté- 
rieures p\  Et  les  six  petites  quantités  Cy .«,,  Cs,«f,  etc.,  sont  constam- 
ment liées  avec  les  trois  glissements  gy„  g.«,  gi^y,  et  avec  les  petits 
cosinus  des  angles  des  lignes  x\  y',  z'  entre  elles,  par  les  trois  re- 
lations suivantes  : 

(ifi)  Cy,.,-fC,,y,«g,,,  +  cos(y',2'),  c,,«,  +  c«,.,«g,,+cos(a:',aO, 

c«,y;  +  Cy,«,=g^  +  cos(x',y'), 

qui  se  réduisent  lorsqu'on  suppose,  comme  il  conviendra  générale- 
ment, les  directions  x*,  y',  z'  rectangulaires  entre  elles,  à 

(^6)         .Cy,if  +  C,,y,  =  gy„    C,,ci4-C„„  =  gw,     C«,y,4-Cy,«,  =  g«y. 
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En  effet,  si  x,  y,  z  sont  des  lignes  rectangulaires  très-voisines  de 
^1»  yi»  ^1  ®t  d®  «'»y'»^'  on  tire,  de  l'expression  connue 

gy,  =  cos(yjZ  J  =  cos(3/iX)cos(ZjX)  +  cos(yiy)cos(a;iy)  + 

+  cos(yjr)cos(z4Z), 

en  négligeant  les  produits  de  quantités  très-petites  du  premier 
ordre  et  en  remplaçant  cosCy^y)  et  cos(Z|Z)  par  Tunité  dont  ils  ne 
diffèrent  que  de  quantités  du  second  ordre  : 

C*,|f  +  Cy ,,  Œ=  gys  ; 

et  on  trouvera  de  la  môme  manière  : 

C»/y  +  Cy;,  =:  COS(y  ,Z  ),     Cy  |S/=  Cs/y  +  Cy,«,      Ci,y,  »«  Cy»  +  C,,y, 

égalités  qui  lyoutées  toutes  les  quatre  ensemble  donnent,  en  ré- 
duisant, précisément  la  première  des  relations  (15)  dont  les  deux 
autres  se  démontrent  de  môme  ;  et  on  en  déduit  les  relations  (16) 
en  supposant  x\  y',  z'  rectangulaires,  ou  nuls  les  cosinus  de  leurs 
angles  ('). 


\})  Pour  démontrer  c«i  formules  (H)  donnant  les  six  composantes  de  pression 
l>«rxr>Pyryi)  ®tc.,  du  CBS  OÙ  il  y  a  des  pressions  antérieures  ;y*  considérables,  il 
parait  nécesaire  de  s'appuyer  sur  un  théorème  important  relatif  i  la  faleur  des 
pressions  en  général^  théorème  que  nous  avons  évité  d'Invoquer  dans  le  texte  de 
cet  appendice,  parce  quMl  se  rattache  aux  points  de  théorie  qui  ont  été  récemment 
controversés,  ou  plutôt  rejetès  i  peu  près  sans  discussion  (voy.  le  5*  appendice). 
Nous  allons  d'abord,  au  moyen  de  considérations  comme  celles  du  $  8  de  la  note  du 
n*  453  (p.  497),  établir  ce  théorème,  ou  cette  formule  fondamentale  trouvée  sous 
une  autre  forme  par  Cauchy  et  Poisson,  et  dont  nous  n'avons  Jamais  regardéla  vérité 
comme  douteuse. 

Soit  ab  la  petite  face  i  travers  laquelle  on  veut  prendre  la  pression  qui  est, 
comme  nous  savons,  la  résultante  des  actions  des  molécules  m!  situées  i  ganebe 
(par  exemple)  sur  les  molécules  tel*  situées  i  droite.  Ajoutons  d'abord  ensemble 

celles  de  ces  actions  qui  s'exercent  i  des 
distances  m' m"  toutes  égales  et  parallèles 
à  une  même  droite  Mm=  r,  que  nous  ti- 
rons arbitrairement  du  centre  M  de  ab. 
Leur  somme  aura  la  même  intensité  que 
l'action  qui  serait  exercée  sur  une  seule 
molécule  m*\  placée  en  m,  par  une  masse 
concentrée  au  point  M,  et  égale  i  celle  de 
toute  la  matière  contenue  dans  un  cylin- 
dre oblique  QbVa\  ayant  aft  pour  base  et 
des  arêtes  égales  et  parallèles  i  Mmz=.r\ 
car  ce  cylindre,  situé  i  gauche  de  la  face 
àbf  contient  évidemment  tontes  les  mole* 
cules  m' capables  d'agir  i  travers  éb  i  cette 
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On  peut  choisir  les  directions.  ,  ,  «  .  .  a;\  y\  z' 

perpendiculaires  aux  directions yu^u^t 

ou  bien  jiux  directions. z^,  a;,,  y ^  respectivement, 

ce  qui  est  compatible  avec  la  rectangularité  de  x',  y\  z\  On  annu- 


ditlanoe  et  daos  celte  direction,  et  dont  cliacune  attire  ou  repousae  une  des  molé- 
cules m",  contenues  toutes  elle^mèmes  dans  un  eyllndre  égal  «éé''*"  plaeé  à 
droite. 

Il  en  résulte  que  la  pression  à  travers  une  peHle  face  plane  aUb  prise  dans  un 
corps  ou  à  la  limite  de  séparation  de  de^  corps  solides  Q^  (h^id^,  est  tisul^tUe 
des  actions  exercées,  sur  les  diverses  molécules  m  situées  d'un  côté  de  son  plant  por 
des  tfia^Mi  ^ppQ9ées  placées  ep  un  même  point  centrql  ^  de  cette  face,  et  égales 
respectivement  aux  masses  de  cylindres  de  la  matière  du  côté  opposé,  ayant  ab 
pmir  hase,  $$  jhnm*  h^mtmrê  Us  distances  re^pectivss  de  eê$  p«f^c«lMi||  m^Jfim 

.    Pour  tirer  de  ce  théorème  presque  évident  une  formule  générale,  appelons 

n  la  direction  de  la  ligne  normale  i  la 
fece  a5=<D| 

Pm  1a  pression  sur  runité  sup^çi^^ 
de  ià,  cette  pression  étant  décom- 
posée suirant  une  ligne  quelconque 

M», 

p      la  densité  du  corps,  si  la  pfessioa  e^t 

prise  à  son  Intérieur, 
p'  la  densité  de  la  matière  i  gauche  de 
la  face  ab,  si  la  pression  dont  on 
s'occupe  a  lieu  sur  la  faee  de  sépara- 
tion' de  deux  corps, 
R  l'action  de  deux  molécules  m',  m'\  di- 
▼isée  par  le  produit  m  W  de  leurs 
masses  ;  ou  la  fonction  qui  représente  cette  action  pour  Pnnité  des  deux 
mi^sses  (fonction  qu'on  peut  supposer,  si  l'on  veut ,  pour  oertaines  eon- 
texlurep,  dépendre  non-seulement  de  la  grandeur,  mais  aussi  de  la  diree- 
ilon  de  r  ou  des  angles  (r,n),  {r,s)  sans  que  la  formule  en  devienne  plus 
compliquée)* 

lit  masM  du  «fllnèra  oU'a',  qa«  nous  ^ncentrons  en  M,  sera 

MoUipligpt  pur  la  mâsae  m"  à'w»  wol^ule  d|  droite,  situép  on  m,  puis  par  la 
fbree  R  relatÎTe  à  U  disttnoe  M«ii==r|  c^nQn  pgr  ços  lr,9)  fHMir  déeomposer  cette 
r«pe«  d4Bs  U  dir«çUQi«  fi  le  produit 

p'w.m'Vll.cos  (r,n)  cos  {r,s) 

M(  |«  cQpipQSAnle  de  l'action,  sur  la  molécule  placée  en  m,  de  la  masse  que  nous 
pQDCentropi  SU  poipt  M.  Prenant  la  somme  de  ces  produits  pour  toutes  les  molécu- 
les m"  de  droite,  et  pour  leurs  distances  Mm  =r  d'une  multitude  de  grandeurs  et 
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lera  ainsi  ou  les  secondes  ou  les  premières  des  quantités  e  des  pre- 
miers membres  des  relations  (16)  qu'on  vient  d'écrire,  ce  qui  per- 
mettra d'effacer  la  moitié  des  termes  affectés  des  cosinus  e  dans  les 
expressions  (IZi)  des  composantes  de  pression,  et  de  remplacer  les 


Û^  directiOPi  dans  U  9phëre  d'acliTiiè  de  M,  on  a  la  composante  de  pression  <ùpu$i 
d'aùi  en  désignant  par  S"  une  pareille  somme  : 

(17}  pns  =  p'S">n"Rrco8  (r,n)  cos  (r,«). 

S'il  ne  s'agit  que  d'une  pression  intérieure,  nous  pouvons,  pour  plus  d^  sim- 
plicité et  de  symétrie,  prendre  avec  M.  Cauchy,  en  la  sous-doublant,  la  somme 
pour  loutes  lei  molécules  situées  à  gauche  comme  à* droite  du  plan  de  ci>  ;  car  si 
la  ligner,  égale  et  opposée  à  Mm,  donne  deux  cosinus  do  signe  contraire  à  ceux 
que  donne  Mm,  leur  produit  est  de  même  signe  que  le  produit  qui  vient  de  Mm. 
On  a  donc 

f  S  étant  le  signe  d'une  somme  rela- 

(<  8)        !»■«=  °  SoiRr  cos  (r,n)  cos  (r,«)  {    tive  à  toutes  les  molécules  m  au- 

3  (     tour  de  M  et  dans  sa  sphère  d'activité. 

Cette  expression  (17)  ou  (18)  /}ofl=:...  peut  être  regardée  comme  la  formule 
fondamentale  de  la  mécanique  moléculaire,  formule  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  particu- 
lariser et  développer  pour  en  déduire  toutes  les  autres.  Nous  aurions  pu  en  tirer 
non'S^ulement  les  théorèmes  de  projections  de  plans  de  pression  et  de  récipro- 
cité de  composantes  tangentielles  du  §  4  6,  mais  aussi  (comme  on  va  voir)  les  for- 
mules linéaires  (42]  pxx=axzxx<^x+->v  Pyy=<i^c...,  et  les  vingt  et  une  égalités 
entre  leurs  trente-six  coefficients  m,  ou  la  réductibilité  de  ceux-ci  à  quinze  dis- 
tincts. Nous  avons  préféré  prouver  cette  réductibilité,  mise  en  doute  depuis  peu 
par  quelques  savants  (voy.  6*  appendice),  au  moyen  d'un  raisonnement  spécial  et 
très-simple  ($  24),  fait  sur  les  actions  moléculaires  réellement  en  jeu  sans  avoir  à 
remplacer  chacune  de  leurs  sommes  partielles,  comme  nous  venons  de  le  faire,  par 
une  action  égale  exercée  sur  une  seule  molécule  m  par  une  masse  concentrée  en  M; 
bien  que  ce  remplacement  nous  semble  parfaitement  légitime,  et  qu'il  nous  pa- 
raisse incontestable  (ici  comme  aux  raisonnements  du  §  46)  que  Tintensiié  totale 
des  actions  s'exerçant  à  travers  une  face  ci>  dans  une  même  direction  r,  soit  pro- 
portionnelle i  la  projection  co  cos  (r,n)  de  cette  face  sur  un  plan  perpendiculaire 
àr. 

Qelte  formule  (47)  ou  (48)piifl=.>.  est  vraie  non-seulement  pour  une  substance 
•Impie,  mais  tout  aussi  bien  pour  une  matière  composée  de  molécules  de  différentes 
eapèees  ou  de  plusieurs  substances,  au  nombre  desquelles  on  peut,  si  l'on  veut, 
mettre  Véther  ou  tout  autre  fluide  connu  ou  inconnu,  mais  susceptible  d'attraction 
ou  de  répulsion,  ainsi  que  tout  le  monde  Tadroet  pour  cet  agent  hypothétique.  En 
elléi,  alors  pm  est  égal  à  une  somme  £  de  produits  tels  que  (47)  p'iS"m"jRijf-  cos 
(r,n)  Oui  (r,«)  dans  lesquels  p'i  est  la  densité  d'une  quelconque  des  substances  du 
cdté  fauehe  de  la  faee,  ou  la  masse  de  cette  substance  qui  est  contenue  dans  l'u- 
nité de  volume  vin"j  est  la  masse  de  chacune  des  particules  égales  dans  lesquelles 
on  partage  une  des  substances  du  côté  droit,  et  Rij  l'action  de  la  première  de  ces 
substances  sur  la  seconde,  par  unité  de  leu(%  masses.  Or,  on  peut  remplacer  cette 
«omme  S  par  un  produit  unique  p'S"m"Rr  cos(r,n)  cos  (r,s),  en  appelant  pMa 
tomme  des  densitte  particulières  p'i^et,  m"  l'une  des  masses  élémentaires  égales 
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autres  par  les  trois  glissements  g  des  mêmes  indices.  Mais  on  peut 
aussi  satisfaire  aux  relations  (16)  en  prenant  les  directions  jÎ,  y',  /, 
de  manière  que 


de  tout  le  côté  droit,  si  l'on  prend  R  =  —^,7-7-^  >  c'est-à-dire  si  Fou  reprèwts 

m  p 

par  R  une  action  moléculaire  moyeniM ,  composée  par  règle  d'alUage  eo  tenant 

compte  des  quantités  des  substances  dWerses  qui  agissent  deux  i  deax  l'une  sur  raoïre. 

Et  il  n'y  aurait  rien  i  changer  non  plus  i  cette  formule,  si  tout  ou  partie  des 
molécules  composantes  étaient  animées  de  ce  mourement  ribratotre  intenlin  qne 
quelques  physiciens  admettent,  en  attribuant  aux  forces  R  des  Taleurs  relatiTes  aox 
situations  moyennes  de  ces  molécules. 

Cette  formule  générale  (48)  étant  éublie,  remplaçons  les  directions  arbitraires 
n,«,  de  la  normale  à  la  face,  et  du  sens  de  décomposition, 

par  a; ,  x  ,  et  par  y ,  z   dans  l'état  primitif  ; 
puis  par  x\  z',  et  par  y\  z'  dans  l'état  nouveau. 

Nous  avons,  pour  l'état  primitif  de  deux  composantes  de  pression,  l'ane  normale, 
l'autre  tangentieUe  : 

(49)       |»*iw  =  ;  SifiRr  cos*  (r,»),  i>V=  |  ^«Rr  eos  (r,y)cos  {^;i\\ 

Et,  pour  l'état  ultérieur,  r^ ,  Ri  et  p^  étant  ce  que  sont  dereniies  la  disttnee 
Mm  =  r,  la  fonction  R  et  la  densilé  p  : 

(40)  jJx^'  =  ^*  SmRiri  co8^  (fj ,»'),      p^ ,„  =  j  SwRjri  cos (r„yQ  cos {r^,z*\ . 

Pour  démontrer  les  valeurs  générales  (4  4)  des  composantes  après  les  déforma- 
tions, suivant  les  directions  x',  y\  z'  arbitraires,  mais  peu  différentes  de  %  ,y| ,  Z|y 
ii  faut  calculer  ^1 1  Ri  i  pi  et  les  cosinus  pour  les  mettre  dans  ces  deux  dernières 
expressions  (20). 

Or,  on  a  d'abord,  pour  la  densité  nouvelle, 

car  le  corps  a  été  dilaté  dans  le  rapport  du  dénominateur  (4+dx)(4+dy)(4+d,) 
i  4 ,  et  Tunité  de  volume  contient  moins  de  molécules  dans  cette  proportion,  la 
même  que  celle  de  4  A  4~>da;— <)y— ()«  i  cela  prés  de  quantités  d'ordre  supèrioor 
et  négligeables. 

Ensuite  comme,  dans  l'état  primitif  ou  avant  les  déformations,  r  00s  (r,x),  r  cos 
(r,y),  r  cos  (r,?)  étaient  les  coordonnées  rectangulaires  de  l'extrémité  m  de  Mfn==r 
par  rapport  aux  axes  M«,  My,  Hz  se  croisant  i  son  autre  extrémité  M,  et  comme  cet 
trois  petites  lignes  dont  les  directions  sont  devenues  M,X|,  M^y^,  M|2|,  légèrement 
obliques  l'une  à  l'autre,  se  sont  en  même  temps  allongées  dans  les  proportions 
()«»  ^yi  ^ij  M{m|=ri  est  la  ligne  de  jonction  actuelle  des  extrémités  M|,  m^  d'une 
ligne  brisée  composée  de  trois  lignes  droites  respectivement  parallèles  à  a?|,  y^,  Z|, 
et  dont  les  longueurs  sont 

(4  +  2)«)rcos(r,a;),    (4  +  ^y)  r  cos  (r,y),    (4  +  D.)  r  cos  (r,2). 
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ProjeloDi  donc  ces  trois  lignes  sur  «',  et  prenant  la  somme  des  projections  on 
a  la  longueur  de  rj  ;  d'où  ' 

(M)  r,cos(ri,ar')=(<  +^«)reos(r,ar)cx,ar,+  (<  +^v)'-cos(r,y)c,„„+(4+^s)rcos(r,r)c,, 

Mais  c«,«r  ou  008  (a:„aO  peut  être  remplacé  par  4  A  cela  près  d'une  quantité  du 
second  ordre,  parce  que  x^  et  x'  sont  supposées  ne  faire  entre  elles  qu'un  très- 
petit  angle  ;  et,  tu  la  petitesse  de  c^,,,,  dx/,  cosinus  d'angles  presque  droits,  on 
pout  négliger  leurs  prodoits  par  dy,  <),. 

On  a  donc  la  première  des  trois  eipressions  suivantes,  dont  les  deux  autres  s'ob- 
tiennent par  des  projections  de  la  même  ligne  brisée  sur  y'  et  sur  z'  : 


sr* 


r,  cos r,rc'  =(4 4-<)J  rcosrar  +  r  cosry  c^,,,  4-  r  cos  rar  c,, 
reourx  0,^^,+  (4+  Dy)r  cosry  +  rcosrz  c.^^,^ 
rcos  rx  c^,„  +  r  coi  ry  c^^,,  +  (4  +^,)r  cos  rz. 


{rj  cos  ria/  = 
r,oosriy'= 
TiCOar,*'  = 


yit 


(84)  '  * 


Élevant  au  carré  la  première  de  ces  trois  expressions  et  faisant  le  produit  des 
deux  autres  entre  elles,  puis  substituant  dans  (20)  jp^,,,=...  et  py„,= ...  les 
valeurs  deoos'i'iâp'  et  de  oosrjy'  cosr^z'  qui  en  résultent,  ainsi  que  la  valeur  (34)  de 
la  densité  nouvelle  p^  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  petites  quanti- 
tés<),c,  ou* a 

p«w  =  -  Sm»^[(4 +D  ar-<J  y--<)  J  cosVx+Scos  raw>Sf7Cv  1 4;,+2c<>i«cos  ra 

Pyitf  =  -  Smf*[(4  — <)  a;)cos  ry  cos  rz  -f  cos*  rycy ,  „  +  cos*  rz  c, ,  y ,-}- 
z 

-f  COS  rz  cosra;  c«  j  y'  +  cos  ra;  cos  ry  c< ,  »,]  — . 

•        R  '« 

Reste  i  mettre  pour— ^ sa  valeur.  On  peut^e  développer,  par  le  théorème  de 
Taylor,  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  r^  —  r  que  r  reçoit  lorsque  la 
fonction  -  devient  -^ ,  et  ne  conserver  que  la  première  puissance  de  cet  accroisse- 
ment  très-petit  ;  ce  qui  donne 

Tf         r  *  dr 

Et  Ton  connaît  la  valeur  de  r^— r  en  fonction  des  dilatations  et  glissements 
dans  trois  sens,  et  des  cosinus  des  angles  de  r  avec  les  axes  fixes  x^y^z,  car  cet 
accroissement  de  r  est  ce  que  nous  avons  appelé  rD^  au  §  49,  et  dont  nous  avons 
donné  l'expression  sextinôme  (9),  expression  qu'on  obtiendrait  d'ailleurs  en  ajou- 
tant ensemble  les  carrés  des  formules  (23)  quand  x',y',z'  sont  rectangulaires,  et 
en  réduisant  au  moyen  de  (46)  Cy,s,  +  Cs,y/  =  gy^,  etc/ 
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Alors  les  ligooLrectangulaires  x\  y\  z!  seront,  comme  il  est  fa- 
cile de  le  prouvl^  bissectrices  des  petits  angles  de  celles  des  deux 


On  a  donc 

R      R 

(25)  — =-  +  (D  acos  Va;4-  ()  yCoaVy +^  aCOgVr-f-gy  «coarycoirg-hgMCotrreotwi+gayCiwr Jtory  )r--. 

StthsUtuant  4aQH  (S4],  on  trouvera  précisément  la  première  et  la  quatrième  des 

formules  à  démontrer  (U)  du  texte)  ear  :  4"  si  l'on  met  d'abord  pour  -^le  pre- 

R  ^^ 

mier terme-  de  (35),  on  a  bien  tau*  let  ienneg que oes  ftirmulet  (44)  ajoutaot  auK 

** 

P^sNci  P^vv*  ^u  ^^^  ^^^  rormules  générales  ordinaires  (42)  de  la  fin  du  §  20,  puis- 

ù 
que(49)  donne  -SmRr  cos*(r,jv)= p^x^,  et  ainsi  des  autres  p*\ 

M 

Et,  2o  si  l'on  met  pour— ^ ,  dans  (24),le8eoond  terme  de  (25),  qui  est  affecté  d'une 

parenthèse  se^ttinûme,  on  ne  pourra  que  retrouver  px^^a  ^^  P^««»  <^  ^  4*^®  ^®*  ^'^^'' 
mules  (42)  donnent  déjà,  car  ce  sera  ce  qu'on  aurait  si  Xeajfi  étalent  nuls,  ou  si 
réut  primitif  éuit  l'état  naturel. 

Et,  en  effet,  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  d  et  des  e,  ee  qui  re- 
vient à  réduire  i  G0s*r«  et  à  cos  ry  eosrx  les  quantités  entre  crochets  de  (14),  on 
a  bien  la  première  et  la  quatrième  formule  générale  ordinaire  (42)  si  l*on  paan 

-  Smr»  — co8*rjr=a,^j.,,  -rSwr*  — cosV«coa'ry=  •-,«ti* 
.jgv   ,    2  dr  '''*'  2  dr  ^  ***** 

d!l 
p  r 

—  Siwr*  --  cosVflfcosry  =  azjczy*  et  ainsi  des  autres. 

Et  les  expressions  (26)  qu'on  vient  d'écrire  montrent  eq  même  temps  d'une  ma* 
nlèreévidente  oe  que  nous  avons  proflvé  autrement  au  §24,  à  savoir  l'égal!  lé  de  tous 
ceux  des  36  coefficients  a  qui  sont  affectés  des 'quatre  mêmes  sous-lettres,  ou  leur 
réductibilité  à  45  seulement;  caries  mêmes  sous-lettres  représentent  les  mêmes 
produitSi  sous  le  signe  S|  de  quatre  cosinus  des  angles  primitifs  (r,ar),  (r,y)^  (r^) 
des  distances  moléculaires  r  avec  les  coordonnées. 

Les  formules  complètes  (44)  du  texte  de  l'Appendice,  que  nous  venons  de  démon- 
trer dans  cette  note,  se  réduisent  évidemment  aux  formules  (43),  c'est-i-dire 
simplement  à  p/^'  =r  p^^^  ^  P^xzi  ^^  *'°s^  ^^  autres,  conformément  au  prin- 
cipe de  composition  ou  de  superposition  (§  2  de  la  note  du  vfi  24),  lorsque  les 
pressions  primitives  p**  ne  sont  que  du  roêmp  ordre  de  grandeur  que  les  pressions 
p\  dues  aux  seules  déformations,  ou,  ce  qui  revient  ai|  même,  lorsque  les  p*  sont 
très-petits  en  comparaiioa  des  coefficients  is  qui,  multipliés  parles  quaqtités très- 
petites  D  et  g,  forment  les  six  termes  des  formules  (42]  ou  des  p^;  car  les  produits 
des  p^par  les  mêm^s  quantités  (),  g,  sont  alors  négligeables.  El  c'est  ce  qui  a  lieu 
dans  les  problèmes  les  plus  ordinaires  relatifs  aux  solides.  Mais  il  en  pour^-a  être 
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antres  systèmes  çLont  nous  venons  de  poirier,  et  aussi  bissectrices 
des  angles  formés  respectivement  par  les  lignes  x^,  y^,  ^j,  et  par 


autrement  dans  les  problèmes  de  Tîbrations  de  l'éther  ou  de  l'air,  etc.^  et  même 
4«|iB  certains  calculs  d^effeu  de  petites  déformations  nouyelles  de  solides  déjà  trës- 
^Ftement  pressés  ;  et  il  conviendra  quelquefois  ainsi  de  ne  négliger  aucun  terme  des 
expressions,  tirées  de  (14),  des  pressions  nouvelles  pxw — f**!  f^m  —  i)%y,elc, 
que  doivent  développer  ces  déformations  ^,  %, 

On  peut  remarquer  que  dans  ces  formules  démontrées  (U)  les  termei  affectés 
4p8  sii  cosinus  très-petits  c  sont  précisément  ceux  qu'il  faudrait  ajouter  i  des 
composantes  donàées  p^gix,  p%y".  p^yx  de  pression  ayant  lieu  9ur  des  plans  très- 
peu  obliques  se  coupant  suivant  x^  y,  ar,  pour  en  déduire  les  composantes  de  pres- 
lion  sur  des  plant  perpendiculaires  i  t^,  y',  z'^  supposées  avoir  des  directions  peu 
différentes  de  «j,  Pi,  Xj,  d'après  les  formules  générales  do  changement  de  plans  de 
pression  (4)  du  §  47;  formules  que  nous  avons  dit,  i  la  fln  de  cc§  47,  s'appli- 
quer au  cas  où  les  plans  primitifs  seraient  légèrement  obliques  l'un  i  l'autre, 
pourvu  que  a?,  y,  z  (ici  a?i,  yj,  ar,)  représentent,  dans  les  cosinus,  les  trois  inter- 
8«ction«  de  c««  pUpa  et  non  leurs  trois  norntales.  Ces  termes  seraient,  en  suppo- 
aant  les  d^NX  syilèmes  «j,  y^,  z^  et  a/,  y',  z'  rectangulaires,  ceux  des  composantes 
nouvelles  de  preisipq  qq'on  aurait  s'il  n'y  avait  aucune  dérorqiation ,  mais  seule- 
nieqt  MPQ  petite  rotation  des  plans  de  pression  dans  le  corps,  où  les  pressions  exis- 
tantei  varient  avec  les  plans  où  qn  les  prend. 

Noua  deonons  dans  le  texte  de  l'Appendiee,  i  la  suite  du  renvoi  de  la  précepte 
note,  les  valeurs  i  attribuer  iu%  cosinus  très-petits  Cy^t^,  Cx,yr,  Ct^xn  Cxi^it 
Cd;ic/,Cy,y,,  pour  diyerses  hypothèses  simples  sur  les  directions  arbitraires  de  dé- 
composition x',  y',  z'  supposées  rectangulaires.  Donnons-en  Ici  un  autre  exemple 
en  anticipant  sur  le  $  29,  où  les  dilatations  et  glissements  ^^.-^  8yx**  ><^°^  ^^~ 
primés  en  fonction  des  déplacements  tt,  v,  w  des  points  matériels,  estimés  dans 
les  directions  fixa  x,  y,  z.  Considérons  en  particulier  le  cas  (le  seul  qui  ait  été 
supposé  par  les  divers  auteurs  de  mécanique  qioléculalre)  où  ces  déplacements  sont 
partout  très-peiiU,  et  où,  par  suite,  les  directions  presque  recungulaires  S),  y^  2, 
sontaussi^  presque  parallèles  aux'direclions  fixes  x^y^z;  et  nous*pouvons  choisir 
eçUea-ci  pour  nos  directions  arbitraires  x\  y',  z'  :  alors  on  a,  en  effaçant  les  ac- 
cents de  ir,  y',  z", 

^1P  dp  du  dtp  du  du 

car,  par  exemple,  si  A  est  l'extrémité  d'une  petite  longueur 
arbitraire  MA  =  a  portée  primitivement  sur  Ux,  le  point  A, 
doqt  les  coordonnées  étaient  a;+a,  y.  2,  s'est  déplacé,  dans 
le  sens  ?,  4e  plus  que  M  dont  les  coordonnées  éulenl 
^  y,  2,  lorsque  MA  est  devenu  MjA„  de 

éw  éw 

w\ a  —  ti;  =  -— a; 

fy  .  .  dx  a* 

par  aooséqnant,  on  a  powr  la  projection  de  MiA  sur  la  direction  fixe  z 

dv)  ,  .  dw 

*''•»•="  "S ''•      ^''^^'^*--^'' 
eKm  aurait  de  xti^my  pour  le«  cinq  autres  c,  les  valeurs  {i7}  qu'on  vient  d'écrire. 
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les  perpendiculaires  à    leurs  trois   plans  légèrement  obliques 
y^x^,  «jrcj,  x^y^;  et  ces  bissectrices  x',  y\  z"  forment  le  système  rec- 


En  les  niellant  respectivement  à  la  place  de  Cyfs,,  Cx,y;...Cy,a:f  dans  les  ror-> 
mules  générales  (44),  où,  i  p^xx%  P^yy  •••  on  substituera  leurs  râleurs  seztinômes  (4  S) 
du  §30,  et  en  faisant  ($  29  ci-après] 

^        du  y^        dv  ^   '    dw  dv     dw  dw     du  du     â» 

on  a  les  formules  les  plus  complètes  du  cas  des  déplacements  ti,  v,  w  trèt-pelits, 
données  i  la  page  4  38  du  IV*  volume  (4  829)  des  Exercices  de  mathématique*,  par 
M.  Cauchy^  qui  obtenait  direclement  les  expressions  (23)  de  r^conr^x,  r^  cGsr^y, 

dw 
rjcosr^z,  avec  x,y,z  pour  a?', y',^'  et  (27)  —,  etc.  pour  Cy,,,  etc.,  en  remar- 
quant (comme  ont  fait  aussi  les  autres  auleura  de  mécanique  moléculaire)  que  U 
projection  nouvelle  r|  cos  r^x^  sur  les  a;,  de  la  petite  distance  r=Um,  devenue  r,, 
de  deux  molécules  M,  m  dont  la  première  avait  pour  coordonnées  x,  y,  z,  et  la  se- 
conde, X  +  rco%rXf  y-\'rcotry,  zA-  rcosra;,  est  égale  i  la  projection  ancienne 
rcosra;,  plus  l'excès  du  déplacement  u,  dans  le  sens  x,  du  point  m  sur  le  point  M, 

du  du  du 

et  que  cet  excès  est  —  rcosra?  -|-  ---  rcosry  +  -;-  rcosrz  d'après  le  théorème  de 

dx  dy  dz 

Taylor  i  trois  variables,  en  ne  conservant  que  les  premières  puissances  de  leurs 
accroissements  rcosrx,  rcosry,  rcosrz. 

Les  sommes  désignées  ici  par  S,  relatives  i  un  nombre  très-grand  mais  fini  de 
particules  disjointes  n'ont  rien  de  commun  avec  ces  intégrales  autour  d'un  point, 
par  coordonnées  sphériques,  qui  ont  éié  employées  par  Navier  (Mém.  lu  le  44 
mai  4824  ;  aux  Mém,  de  VInstUut,  t.  VU),  et  aussi  par  d'autres  auteurs  de  méca- 
nique moléculaire  pour  le  cas  d'égale  contexture  en  tous  sens,  comme  si  le  corps 
dont  ce  point  fait  partie  était  une  masse  continue,  ou  comme  si  ses  points  étaient 
conligus  et  en  nombre  infini  ;  intégrales  que  Poisson  et  Cauchy  ont  ensuite  dé- 
montré être  impropres  à  représenter  les  pressions  dans  les  solides  et  même  dans  les 
fluides,  parce  qu'en  les  transformant  convenablement,  non-seulement  ellesr  don- 
nent zéro  pour  les  composantes  tangenlielles  py,,  p^,,,  p^y,  mais  encoi^  elles  don- 
nent pour  les  composantes  normales  pxx,  Pyyt  l\s  >  des  quantités  simplement  i^ro- 
poriionnelles  aux  carrés  des  densités,  en  sorte  que  si  ces  pressions  étaient  nulles 
primitivement  elles  seraient  encore  nulles  après  toute  compression  ou  dilatation 
[csifichy ,  Exerc.  de  Mathém,,  4828,  p.  234,  formule  (52)  en  faisant,  conformé- 
ment aux  pages 203, 204,  SI05,  R=  -G,  d'od  A=  0;  et  formules  semblables  (40) 
de  Poisson,  p.  52  du  Mémoire  au  20*  cahier  du  Journal  de  V École  polytechnique, 
en  y  faisant  K= — h,  conformément  à  ce  qu'il  dit  à  la  p.  399  de  son  Mémoire  du 
44  avril  4828  inséré  au  t.  vni  des  Mém.  de  VJnsUtui;  ce  qui  est  la  même  chose, 

A— 2K  ft+2K. 

car  il  représente  par  K  et  A  ce  que  Cauchy  appelle  G  A  =  — j —  etRA=  — r — }. 

4  4 

Celte  remarque,  développée  surtout  par  Poisson  (p.  366, 399  du  Mém.  de  4 828; 

Nouvelle  Théorie  de  V action  capillaire,  p.  34  et  278,  et  polémique  avec  Navier, 

aux  t.  XXXVI  (4827),  et  XXXVII,  XXXVIII,  XXXIX  (4828)  des  Annales  de  chimie  et 

de  physique),  et  susceptible  d'être  traduite  en  termes  très-élémentaires,  intéresse 

la  théorie  atomistique  et  la  philosophie  naturelle,  parce  qu'elle  montre  l'impossî- 
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(angulaire  le  plus  rapproché  possible  du  système  presque  rectan,"    . 
gulaire  Xi,  y^,  z^. 


bilité  d'admettre  l'existence  d'aucun  amai  résistant  et  stable  de  matière  continue 
dont  les  parties  soient  susceptibles  d'agir  i  distance  (Toy.  au  Bulletin  de  la  So^ 
ciété  philomatique ,  séance  du  20  Janvier  4  844,  un  Mémoire  eur  la  question  de 
savoir  tfil  existe  des  masses  continues  et  sur  la  nature  probable  des  dernières 
particules  des  corps,  où  l'on  examine  le  célèbre  système  du  P.  Boscorich,  etc.)* 

On  peut  remarquer  aussi  que  nos  démonstrations  des  formules  de  pression,  soit 
dans  cette  note^  soit  dans  le  texte  de  l'Appendice,  sont  indépendantes  du  plus  ou 
moins  de  grandeur  du  rapport  entre  le  plus  petit  intervalle  moléculaire  et  le  rayon 
de  l'activité  sensible  des  Torces  d'attraction  et  de  répulsion,  en  sorte  qu'il  n'est  nul- 
lement nécessaire,  pour  établir  ces  Tormulcs,  de  supposer  avec  M.  Poisson  (1828, 
t.  VU!  des  Mém.  de  V  Institut,  p.  370,  et,  4829 ,  20*  cabier  du  Journal  de  F  École 
polytechnique f  p.  7,  43,  25,  26)  que  le  rayon  contienne  «  un  nombre  immense  de 
rois  l'intervalle  >,  de  manière  à  pouvoir  «  négliger  les  actions  entre  les  molécules  les 
plus  procbes  devant  les  actions  plus  nombreuses  entre  les  autres,  n  En  effet,  il  esl 
possible  sans  doute,  vu  la  complication  des  dispositions  mutuelles  et  des  actions  entre 
les  molécules  voisines,  que  chaque  dilatation  générale  ^xOu  glissement  général  gys 
ne  déplace  pas  régulièrement  ces  molécules  les  unes  par  rapport  aux  autres  comme 
oela  aurait  lieu  pour  les  points  contigus  d'une  masse  continue;  et  il  se  peut  que 

les  changements  dr  =  -^ —  de  lenrs  distances  r  soient,  ainsi,  les  uns  au*dessus 

r 

les  autres  au-dessous  des  valeurs  ^ggCot,\r,x)t  gy,cos(r,y)GOs(r,z)  dues  à  cette  di- 
latation et  i  ce  glissement  (S  48),  supposés  uniformément  les  mêmes  pour  tous 
les  points  matériels  de  la  petite  portion  de  corps  que  l'on  considère.  Mais  ces  Ir- 
régularités doivent  évidemment  se  compenser  et  disparaître  aussi  bien  pour  les 
plus  petites  distances  que  pour  les  plus  grandes  lorsqu'on  prend  une  moyenne 
pour  un  très-grand  nombre  de  couples  de  molécules,  ou  une  résultante  d'un  nom- 
bre considérable  d'actions  développées  par  ces  changements  partiels  de  dislance  ; 
en  sorte  que  les  formules  dressées  en  supposant  ces  changements  partiels  propor- 
tionnels aux  ()  et  aux  g  (§  20)  peuvent  être  regardées  comme  ayant  toute  l'approxi- 
mation que  comporte  ce  genre  de  calcul. 
Observons  encore  que  si,  dans  les  expressions  de  la  note  du  n°  452  (p.  498-204), 

OR  r 

il  y  a  r>-—   là    où  nous    mettons     maintenant    r>-7-,  cela  n'empêche  pas 
dr  dr 

ces    formules    d'être    d'accord    avec    celles  que  nous  venons  de  poser,  car 

et 

r  dK 

on  a  fS  ---  :=  r* Rr ,  et  le  terme  —  Rr  disparaît  en  prenant  les  sommes 

dr  dr 

S  quand  les  pressions  primitives  sont  nulles,  en  vertu  des  expressions  (49). 

Hous  espérons  que  les  considérations  développées  i  la  présente  note  ne  seront 
pas  Inutiles  à  ceux  qui  voudront  lire,  sans  y  rencontrer  trop  de  difficultés,  les  mé- 
moires de  mécanique  moléculaire  composés  de  4824  à  4829  par  d'illustres  savants. 
Ce  que  nous  venons  de  donner  est  plus  général,  puisque  nous  avons  attribué  aux 
déplaeements  des  divers  points  d'un  même  corps  des  grandeurs  absolues  et  même 
relatives  quelconques,  pourvu  qu'ils  ne  déforment  que  très-peu  chaque  portion 
mpercepiiblef  ou  que  les  d,  g  restent  partout  très-petits. 
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Mais,  nous  le  répétons,  le  choix  de  ces  lignes  de  décomposltiotl, 
très-proches  de  x^,  y^^  ^j,  est  Indifférent  quand  il  n^y  avftlt  {)is  de 
pressions  antérieures.  11  Test  également  quand  il  n^y  avait  ayant  les 
déformations  qu'une  pression  constante  |>«,  normale  aux  faces  où 
elle  s'exerçait,  ou  quand 

car  alor8>  au  moyen  des  relations  (16),  les  formules  générales  (U) 

se  réduisent  à 

IPx/xf=Po(H-î^«-^^f  — î)«)  +P**ar,  Pf«f=P.igf«  +  pVl 
Py'f'=Po(l— 3«4-2)„— ^x)  +p*»»,  Pi,«,=p.gM+p*.«, 
P«»«f  =P.(1— î)«— ôf  +  î)s)  +P**.,       P«f»;=P.g«»  +P*«f 

Les  formules  (\.h)s  (28)  se  réduisent  à  (13)»  c'est-à-dire  aux  for- 
mules  (12)  du  %  20,  augmentées  simplement  dé  jt^m»  f^yyv  ^< 
lorsque,  comme  nous  avons  dit^  ces  composantes  de  pressions  pri- 
mitives sont  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  excès  |iarr*f«»f)*£*f 
Py,yr^p%y,  etc«,  ou  que  les  pressions  eomplémetitaires  développées 
par  les  déformations  d,  g;  car,  alors,  les  produits  des  p"  par  les  d, 
les  g,  les  c,  sont  négligeables;  mais  on  voit  bien  qu'il  n'en  est  pas 
de  même  quand  les  pressions  primitive^  p"  sont  CotisidôrableS  éâ 
comparaison  de  celles  que  les  déformations  développent. 

S  2/i.  Corps  oiiily  Gf  en  chaqve  points  un  ou  plusieurs  ptdns  de 
symétrie  de  contexture^  ou  plans  principaux  ($ élasticité.  Réduction 
des  formules  dépressions  à  un  moindre  nombre  de  termes  pouf  CÊè 
sortéss  de  corps.  —  Ainsi  que  nous  avons  dit  au  S  22,  pour  un  corps 
isotrope  ou  d'égale  contexture  en  tous  sens  les  formules  (12)  des 
pressions  doivent  se  modifier  de  manière  à  avoir  les  mêmes  coeffi- 
cients a  avec  tous  les  systèmes  possibles  des  trois  plans  sur  lesquels 
elles  sont  prises. 

Cette  condition  del'wo^ropie  d'un  corps  pourrait  s'exprimer 
analytiquement  en  mettant  pour  les  six  composatites  p^e»,...  Pvm*-* 
parallèles  à  x^  y^  2,  leurs  valeurs  (12)  en  fonction  ded»,...  g,t««*<  dans 
les  expressions  (/i)  des  six  oompOsantes  Pxtxfi**'  pytEt^**»  suivant  de 
nouveaux  axes  aussi  rectangulaires  x\y\z\  et  eli  substittlatit  ed'- 
suitei  à  de).* *  gytf  ••  leurs  valeurs  en  d^,,  dy,,d  „  ^  gyr,, ,  g.,»! «  gc/^r  ex- 
primées par  les  formules  (11)  retournées;  ce  qtil  donnei'aiti  pouf 
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les  coefficients  dé  ces  six  dernières  quantités,  des  polynômes  de 
36  tet*mes  dont  chacun  devrait  se  réduire  à  un  seul  a^xxxx^  »«xvyv 
(}itelB  que  fussent  les  angles  de  st\  y\z*  avec  x,^,  t. 

Mais  on  évite  une  pareille  complication  en  considérant  d'abord 
un  cas  bien  moins  particulier  que  Tisotropie,  savoir  le  cas  où  la 
matière  a  une  contexture  symétrique  par  rapport  à  un  certain 
plan^  que  nous  appelons  plan  de  symétrie^  ou,  avec  M.  Gauchy, 
plan  principal  d* élasticité. 
Supposons  que  ce  plan  soit  perpendiculaire  aux  x. 
Sans  avoir  besoin  de  faire  aucune  supposition  sur  le  mode  de  dis» 
tribuîion  des  molécules  de  part  et  d'autre  de  ce  plan  PP,  nous 

pouvons  définir  la  symétrie  par  ses  effets  mé^ 
caniqueSf  eû  lui  donnant  pour  caractère 
que,  dans  les  six  composantes  de  pression, 
les  dilatations  ou  glissements  soient  affectés 
des  mêmes  coefficients  en  prenant  successi- 
vement leurs  directions  suivant  trois  axes 
rectangulaires  X,  y^  z  et  suivant  trois  axes 
rc',  y\  £*  symétriques  à  ceux-ci  par  rapport  au  plan  donné.  Nous  arM- 
verions  facilement  à  prouver  ainsi,  sans  développer  le  calcul, 
que  les  coefficients  a  de  px«,  PwïPmiP»*,  P^x^Pxy  dans  lesquels 
X  entre  comme  souS'letire  un  nombre  impair  de  fois  doivent  être 
nuls  (*)» 

Mais,  plus  simplementi  il  suffit  de  le  prouver  pour  un  des  cas^ 
Celui)  par  exemple^  où  Tun  des  axes  du  premier  des  deux  systèmes 
est  perpendiculaire  au  plan  donné  ;  car  les  pressions,  dilatations 
et  glissements,  pour  toute  autre  direction  attribuée  aux  axes, 
s^exprimentf  des  deux  côtés  du  plan,  en  multipliant  par  les  mêmes 
cosinus  (form«  4  et  il)  les  pressions,  dilatations  et  glissements 
relatifs  au  cas  de  perpendicularîté  d'un  des  trois  axes  au  même 
plan  donné. 

Or^  pour  cette  supposition  particulière  où  Taxe  x  ou  Mx  est  per« 
pendioulaire  au  plan  donné  et  où  par  conséquent  les  deux  autres 


(')  C'est  ce  que  nous  avions  Tait  dans  une  première  rédaction  de  notre  mémoire 
•aria  torsion,  lu  le  13  Juin  1853*  M.  Caucbj,  en  en  prenant  connaissance,  y  a  sub- 
stitué (Comptes  rendus,  30  révrier  4854,  p.  3i9)  la  démonstration  plus  simple  que 
nous  donnons  ici. 
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axes  y,  z  du  premier  système  sont  deux  droites  My,  Hz  tracées 

sur  ce  plan,  le  second  système  d^axes  est  encore 
y,  z  avec  X  prolongement  de  a;  en  arrière  du  plan 

de  symétrie  yMz,  en  sorte  que  la  pression  est  prise 

successivement  sur  la  face  de  droite  et  sur  la  face 
v/  de  gauche  de  ce  même  plan. 

Alors  les  actions  moléculaires  qui  forment  la  deuxième  pression 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  formaient  la  première,  mais  elles 
s^exercent  en  sens  opposé,  en  sorte  que  les  composantespzy*  ihxde 
la  deuxième  pression  suivant  les  deux  axes  des  y  et  des  z,  qui  n*oût 
pas  changé  de  sens ,  sont  égales ,  au  signe  près ,  aux  composantes 
Pxyf  Vzx  de  la  première  pression  suivant  les  mêmes  axes;  et  sa  com- 
posante, suivant  l'axe  nouveau  x,  directement  opposé  à  x,  est  égale 
à  la  composante  primitive  et  de  même  signe.  Donc  on  a 


l>xy  =  — Pz»»  Pxaf  =  — JP*»»  V^x  —  V 


rx- 


La  dilatation  dans  le  sens  x  aura  même  grandeur  et  même  signe 
que  la  dilatation  dans  le  sens  x,  savoir,  toi\jours  le  signe  +  sHl  y 
a  allongement ,  et  le  signe  --  s'il  y  a  accourcîssement  suivant  x. 
Donc 

î^x  =  '^z- 

Quant  aux  glissements  gxy,  gxx»  ou  aux  rétrécissements  des 
angles  droits  xMy,  xMz,  ils  seront  égaux,  au  signe  près,  à  ceux  des 
angles  xMy,  xMz,  car  les  deux  premiers  angles  deviendront  obtus 
quand  les  deux  derniers  deviendront  aigus  et  réciproquement; 
d'où 

Et  les  autres  quantités  ;?,  d ,  g,  dans  les  indices  desquelles  x  n'entre 
pas,  resteront  les  mêmes  après  le  changement  de  Taxe  Mx  en  son 
prolongement  Mx. 

Il  faut  donc,  pour  que  yMz  soit  un  plan  de  symétrie  de  contex- 
ture,  que  les  équations  (12)  donnant  les  six  composantes  de  pres- 
sion dans  le  corps  où  on  suppose  qu'il  n'y  avait  aucune  pression 
antérieure  aux  déformations,  restent  les  mêmes  quand  on  change 
à  la  fois  les  signes  de 

P»x>  jP«ir»  g»«»  g«y» 

tout  le  reste  conservant  son  signe. 
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Gela  exige  que  les  coefficients  de  gs« ,  g«y,  sment  nuls  dans  y^x^ 
Pv»»  P"»  P»»»  ^^  ^l^  '^*  coefficients  de  D,,  ^,,  <)«,  gyx  joie/i^  nuls  dans 
V^%  Pxyf  ou  que  les  formules  (12)  des  composantes  de  pression  se 
réduisent  à  la  forme  suivante  (29).  On  a  désigné  par  les  mêmes 
lettres  les  coefficients  qui  doivent  être  faits  égaux  diaprés  le  prin* 
cipe  de  la  réductibilité,  à  quinze,  des  trente-six  coefficients  du  cas 
le  plus  général,  en  sorte  qu^on  effacera  les  accents  si,  comme  nous, 
on  ne  met  pas  ce  principe  en  doute  : 

p^  =  a^«  +  f  2)„  +e"^M+  hg,„ 
Py,  =  r-b^  +  hby  +  d'D,+  kgy„ 
Pmm  =  e'2).  +  d"Dy+  c  ^,  H-  lg»„ 
p^  =h'>,  +  k'\+  V  D.  +  dg,^„ 
Pf«  =  eg,.  +  h"g^,  . 
î>«f  =b'"g„+  fg^ 


(29) 


SMl  y  a,  au  même  point  (x,y,  z)  du  corps,  un  second  plan  de  sy- 
métrie ou  plan  principal  d'élasticité,  perpendiculaire  aux  y,  les 
équations  (29)  devront  rester  les  mêmes  en  changeant  pareille- 
ment et  à  la  fois  les  signes  de  pyt ,  pxy ,  gys  «  g«y  • 

Donc,  quand  il  y  a  deux  plans  de  symétrie  perpendiculaires  rçs- 
pectivementàdeuxcordonnées  rectangulaires,  les  formules  des  com- 
posantes normales  ptue^  pyy^  p^  ne  contiennent  que  les  trois  dila- 
tations  «)« ,  dy ,  t), ,  e^  celles  des  composantes  tangentielles  py, ,  p„^ 
Pxy  I  ne  contiennent  chacune  que  le  glissement  de  mêmes  indices; 
ce  qui  entraîne  nécessairement  Veocistence  d^un  troisième  plan  de 
symétrie  ou  plan  principal  d'élasticité,  perpendiculaire  à  la  troi- 
sième coordonnée. 

En  sorte  que  les  formules  se  réduisent,  pour  trois  plans  de  symé- 
trie, à 

l)«»  =  aD,  +  fDy+e"D,         Pif.=  dgy, 
(30)  {  py»  =  fO.  +  Wy  +  d'i),    et  p„  =  eg« 

Pmz  =  eO.  +  d%  +  cD,  P<cf  =  f  g«y  (0 


(*)  H.  Cauchy  éUblissait,  eo  18S8,  les  formules  trinômes  et  monômes  (30)  en 
supposant  qu'il  y  a  des  molécules  d'égale  masse  et  de  même  nature  distribuées 
symétriquement  par  rapport  à  chacun  des  trois  plans  yMz,  zMx,  xVy  et  en  annu- 
lant, en  conséquence,  ceui  des  coefficients  (*  des  formules  générales  [13])  dans 
Tcxpression  desquels  un  ou  deux  cosinus  entrent  aTec  une  puissance  impaire  sous 

I.  37     . 


/ 
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qui  sont  à  douze  coefficients  (au  lieu  de  trentensix  du  cas  général), 
réductibles  h  six  (au  lieu  de  quinze)  en  efTaçant  les  accents. 

Dans  un  pareil  corps,  il  ne  pourrait  y  avoir  d'autres  pressions 
antérieures  aux  déformations  ($  22]  que  les  trois  pressions  normales 


le  rifae  S  (Mit  do  $  précédent)  ptree  que  8  repréieote  alors  une  MMime  oallt  dt 
termes  égaoi  deux  i  dsaz  au  signe  près. 

On  peut  encore  rendre  'sensible  celle  réduction  des  formnles  sntlnAmes  (tt]  â 
la  forme  (30)  par  le  raisonnement  suivant ,  analogue  à  ceux  du  commencement 
du  $  4  de  la  notedu  n*  80  (p.  36)  et  du  (3")  de  la  démonstration  (p.  537)  du  lemme  II 
an  $  9  (3'  appendice),  et  qui  rerient,  au  fond,  i  la  démonstration  de  deux  lemmes 
donnés  par  M.  Lamé  pour  le  cas  plus  particulier  d'égale  élasticité  en  tons  sens 
(4*  leçon  sur  l'élasticité,  485S,  $S  ^6  et  47,  p.  39-44,  et  SO*  leçon  sur  les  coor- 
données curriiignes,  4869,  p.  364-366) ,  excepté  qu'an  lieu  d'une  torsion  simple, 
supposée  par  M.  Lamé ,  nous  prenons  Ici  un  gUssemetU  pour  seconde  particuiari- 
sation  des  déplacements  relatifs  des  points  du  corps. 
4*  Dans  un  corps  dont  la  contexture  est  symétrique  par  rapport  anx  plans  teU 
que  yMz  ou  perpendiculaires  aux  x ,  une  dilatation  dans  le 
MBS  X  ne  peut  produire  sur  ces  plans  qu'une  pression  nor- 
male jiiub  ou  dirigée  suirant  les  a;;  car  il  n'j  a  pas  de  raisoQ 
pour  que  la  direction  de  celle  pression  s'Incline  sur  yUz  plu- 
tôt d'un  eOlé  que  du  eOlé  opposé.  Et  pareille  chose  peut  être 
dite  de  l'effet  d'une  dilatation  dans  un  sens  transTersal,  telquey 
ou  2.  Donc  d«,  Dy.  ds  peuvent  entrer  dans  jixst  n*>s  n'en- 
trent pas  dans  pxy  ni  dans  pyx. 
t*  Si  li  •QaiMtnra  est  symétrique,  en  entre,  par  rapport  aux  plans  tels  qne 
zU9  ptrpendicuUires  aux  y ,  un  glissement  gjD« ,  parallèlement  aux  i?  «  des  pUns 
perpendiculaires  aux  x,  ne  peut  produire  sur  y  Hz  qu'une  pression  dirigée  parallè- 
lemeat  an  plan  alte,  car  II  n'y  a  pu  de  raison  pour  qu'elle  s'incline  sur  ce  plan 
plttlOt  d'on  cOlé  que  de  l'antre.  De  plus,  cette  pression  ne  saurait  avoir  de  com- 
posante parallèle  aux  «,  car  si  nous  considérons  les  actions  de  la  gauche  à  la  droite 
de  la  face  yUz  dont  les  directions  coupent  une  même  droite  tracée  sur  cette  fkce, 
pai-  eiempie  la  droite  yHy,  nous  verrons  que  celles  qui  s'exercent  entre  la  matière 
de  l'onglet  ou  angle  dièdre  xMx  et  la  matière  de  l'onglet  opposé  zUx,  devenus  Yum 
et  l'autre  légèrement  aigus,  sont  attractives  vu  que  leurs  molécules  se  sont  éloi- 
gnées; et  que  eelles  qui  ont  été  développées  de  même  entre  les  deux  onglets 
2Mx ,  xMx  devenus  obius,  sont  répulsives,  et  oi^  précisément  les  mêmes  inttnsilét 
et  les  mêmes  inclinaisons  sur  M^;,  chacune  à  chacune,  en  vertu  de  la  symétrie 
supposée;  en  sorte  que  leurs  composantes  suivant  les  x  s'enlredétruisent.  La  pres- 
sion sur  yM2,  développée  par  gx^,  n'ayant  de  composante  ni  suivant  y  ni  sui- 
vant «,  est  dirigée  suivant  2.  Donc  gx«  n^wtrs  ni  dam  pmm  ^i  dans  pxy. 

11  n'entre  pas  non  plus  dans  pyy,  car  il  est  facile  de  voir  que  les  forces  déve- 
oppèes  par  le  glissement  gxx  i  travers  la  face  tHx  perpendiculaire  aux  y,  entre 
les  quatre  angles  irièdres  qui  sont  en  avant  de  cette  face  et  les  quatre  angles 
triédres  qui  sont  en  arriére,  se  détruisent  deux  à  deux  en  vertu  de  la  double  sy- 
métrie supposée. 
En  sorte  que  les  formules  ont  bien  la  forme  trinOme  et  nonOme  (30)* 
Mais  nous  regardons  la  démonstration  du  texte  comme  plus  simple  et  plos  in* 
dépendante  de  toute  hypothèse  sur  la  diairlbution  moléculaire. 
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P*»»  |>^yy9  l'^f  «cardespreasloDs  taDgenti6lle8|)*ys,  p*^^,  p%y  auraient 
altéré  la  symétrie  originelle  suppofée.  Les  formules  (lu)  du  cas  où 
il  existait  des  pressions  antérieures  se  réduiraient  doac^dans  le  ifys*- 
tèmed'axQS  bissecteurs  ;c',  y\  z!  dont  on  a  parlé  S  23,  p.  567-563  (et 

pour  lesquels  Oy^,  =  Cny»  =  ^9^»$  etc.),  à 

iPifif/  =P"yy  +  (f  —  p%y)3.  +  (b  +  pV)  ^y+  (<*'  — P'yy)  ^*» 
lp,«i  =P*.s  +  (e'—  p'„  )D.  +  (d''— p%,  )  î)y  +  (c  +  p%.)  ^„ 

S  25.  Corpf  dU  il  y  a  un  axe  de  symétrie  ou  fiélasticUé,  — 
Supposons,  maintenant,  que  tout  soit  égal^  quant  aux  résistances 
élastiques,  autour  â^une  droite^  Mx  par  exemple,  appelée  alors  un 
axe  d'élasticité  (^)  ;  ou  (pour  mieux  préciser)  que  les  six  formules 
de  composantes  de  pression  en  fonction  des  dilatations  et  glisse- 
ments dans  leurs  trois  sens  rectangulaires  x,  y,  z  conservent  les 
mêmes  coeflSicients  lorsque,  le  sens  x  restant  le  même,  a;  et  y  va* 
rient  ou  sont  changés  en  deux  autres  droites  quelconques  x",  y' 
perpendiculaires  entre  elles  et  à  x. 

Il  faut  pour  cela,  d'abord,  que  les  coefficients  ne  changent  pas 
quand  on  change  seulement  soit  z,  soit  y,  en  son  prolongement, 
c'est-à-dire  il  faut  que  xy^  xz  soient  deux  plans  de  symétrie 
($  précédent),  ou  que  les  formules  de  pressions  se  réduisent  aux 
formes  trinômes  et  monômes  (30)  qu'on  vient  de  leur  donner,  £t 
ces  formules  doivent  aussi  rester  les  mêmes  en  changeant  Tun 
contre  Tautre  les  axes  y  et  z,  en  soi*te  qu'on  doit  avoir 

(32)         b==c,    f=e,    r  =  €^%    r=e',    d"=:d'. 


(*)  H.  Cavcby  appelait^  en  48t8,  axei  d'élaiiioît^  les  interseclioDS  des  trois  plans 
de  symélrie  (Exercices  de  math.  t.  3,  p.  335).  Depuis,  en  appelant  ceux-ci  pians 
principaux  délastidU  (Comptes  rendus^  4854,  t.  38,  p.  339)  H  a  donoé  l9  nom 
d'OMS  étéloiUeUi  {M.  p.  S30)  aux  droites  que  nous  appelons  ici  de  celte  ma- 
nière. 
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Mais  Je  dis  qu'il  faut  y  joindre  cette  autre  relation 
(33)  b=2d+d'. 

En  effet  si,  Taxe  Mx  se  projetant  en  M  sur  la  figure ,  My'  et  Uz' 
6,  ^  a,       sont  deux  nouvelles  directions  des 

^*  axes  y,  z,  bissectrices  des  angles  de 
}&z  avec  My  et  avec  son  prolonge- 
menty  et  si,  pour  simplifier,  nous  sup- 

^j^     posons  qu'il  n*y  a  eu  d'autre  défor- 

'  *  ^  y     mation  que  celle  qui  résulte  d^une 

dilatation  d«,  on  a,  d'après  Texpression  (7)  du  S  i8, 

g»,.r=  2^«  cos  (y\z)  cos  (z'.z)  =  2D..  y\.l/\  =î), 

égalité  dont  on  se  rend  compte,  au  reste,  directement,  en  prenant 
sur  les  nouveaux  axes  des  longueurs  Ma  =r  M6 = i  et  en  remarquant 
que  la  dilatation  Ds  a  pour  effet  d*élever  les  points  a,  6,  de  aa^=bb^ 
ssie  produit  de  d^  par  leur  distance  ap=bq  à  My;  ces  petites 
lignes  aa^ ,  bbi ,  projetées  sur  des  perpendiculaires  à  My',  M/, 
donnent  les  deux  petits  arcs  ac^  6c2,  qui  sont  égaux  chacun  à  1/2  d, 
et  dofit  la  somme  mesure  (puisque  leur  rayon  est  égal  à  Tunité) 
le^  rétrécissement  éprouvé  par  Tangle  droit  y'Mz',  et  par  con- 
séquent le  glissement  gy,.,,  égal  ainsi,  comme  on  voit,  à  la  dila- 
tation ds. 

D*une  autre  part,  la  pression  sur  la  face  Ma,  supposée  avoir  une 
dimension  =  1  dans  le  sens  x  comme  dans  le  sens  y\  est,  d'après  le 
théorème  de  projections  de  plans  de  pression  démontré  au  $  16  (et 
qui  pourrait  l'être  plus  simplement  dans  ce  cas  particulier),  résul- 
tante des  pressions  sur  ses  projections  Mp  et  pa,  c'est-à-dire  résul- 
tante de  pss.Mp  dirigée  dans  le  sens  Mz,  depsy.Mp  dans  le  sens  My, 
ûepyypa  dans  un  sens  opposé  à  My,  et  depys.pa  dans  un  sens  opposé 
à  M2.  En  décomposant  ces  quatre  forces  dans  le  sens  y',  ou  en  les 

Md 

multiplant  par  rr^,  et  ajoutant  pour  avoir  py»,,  les  deux  forces 

provenant  de  p»y  =pyu  se  détruisent,  et,  comme  Mp*  =  ^ ,  on  ob- 
tient _P..— Pyy 

p»«/-- 2 • 

Or,  pour  que  l'élasticité  soit  la  même  en  tous  sens  autour  de  Taxe 
Mx  (qui  se  projette  en  M)  il  faut  qu'on  ait 
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le  coefficient  d  ayant  même  valeur  que  dans  la  quatrième  for- 
mule (30)  pys=d.gy«.  Mettant  pour  g^^  sa  valeur  trouvée  D. ,  et 
pour  pyy^  p„,  leurs  valeurs  (30)  d'd.  et  c.  d,,  on  obtient,  eu  égard  & 

c=b  : 

2d=b-d'. 

ou  précisément  la  valeur  (33)  à  démontrer. 

Les  formules  de  pressions,  quand  il  y  a  un  axe  â^élasticité  parai* 
lële  aux  x,  sont,  ainsi  : 

IPmx  =  aî)«  +  e'Oy + e"3, ,  p,,  ==  d.gy, , 

j)y,  =  eO.  +  (2d  +  dO  Dy  +  d'.î). ,  et  p„  =  e.g„, 
Pm  =  e'  ^,  +  d'.^y  +  (2d  +  d')  D, ,        p,,  ==  q.^^  , 

Les  conditions  nécessaires  (32)  et  (33)  que  nous  venons  d'établir 
entre  les  valeurs  des  coefficients,  sont  aussi  suffisantes  pour  que 
tout  soit  pareil  autour  de  Taxe  des  x,  car  il  est  facile  de  s'assurer, 
au  moyen  des  formules  de  changements  de  plans  et  d'axes  des 
SS 17  et  19 ,  que  lorsqu'elles  sont  remplies  on  a  pour  les  cinq 
autres  composantes  de  pressions  dans  le  sens  des  nouveaux  axes 
^%  y'%  ^%  Quel  que  soit  l'angle  y'^iy^  des  expressions  en  d^ ,  dy„  gy,„ , 
gMtx%  gmyfi  semblables  aux  expressions  (3/i)  en  d«,  dy...gcy. 

S  26.  Corps  isotropes.  Formules  de  pressions  à  deux  coefficients 
ou  à  un  seul.  —  Si,  outre  l'axe  d'élasticité  parallèle  aux  x,  il  y  a  un 
axe  d'élasticité  parallèle  aux  y,  il  faut  qu'on  ait  encore,  et  par  les 
mêmes  raisons 

d  =  e,    d'  =  e''=e',    a  =  2d+d'=2e+e'; 

d'où  résulte  quMl  y  a  alors  un  troisième  axe  d'élasticité  qui  est  pa- 
rallèle aux  z,  et  les  formules  sont 

Pmm  =  (2e  +  eO^a: + cO^  +  e'bn  Py.  =  egy, 

(35)        {  pyy  =  eO,  +  (2e  +  e^y  +  e'D,    et    p„  =  eg^* 

Pm  =  e'D,  +  eOy  +  (2e + e')D,  p^  =  eg^  («). 


(1)  EUet  coTDcident  ayec  eelles  des  Lêçaru  sur  VéUuUeiié  (486S),  $  %0,  p.  54 , 
de  H.  Lamé,  relatives  au  cas  de  très-petits  dôplacemeots ,  en  renplaçast 

e',  e,    <>•  +  '^y  +  ^*t 
par  \   V^f  9       (dilatation  cubique). 


5S2         SECT.  I.  RËSISTANGB  DES  SOLIDES. 

Et  comme,  en  changeant  les  axes  My,  Mz  en  deux  autres  My', 
Mz'  sans  changer  Taxe  des  x,  les  formules  des  composantes  ont  les 
mêmes  coefficients  (  S  précédent],  on  voit  que  la  droite  My\  tracée 
dWe  manière  arbitraire  dans  le  plan  yUz  des  deux  axes  d^élasti- 
cité  My  et  Mz,  est  aussi  un  axe  d^élasticité. 

Il  en  sera  de  même  de  toute  droite  tracée  par  le  point  M  (x,  y,  z) 
dans  le  plan  xMy'  des  deux  axes  d'élasticité  My'  et  Mx;  c^est-à- 
dire  que  toutes  les  droites  possibles  tirées  par  ce  point  M  sont  des 
axes  d'élasticité,  et  que,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires 
dirigés  d'une  manière  absolument  quelconque,  se  croisant  en  M, 
les  expressions  des  six  composantes  de  pression  ont  les  mêmes  co- 
efficients que  celles  que  nous  venons  d'écrire. 

C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant,  avec  M.  Lamé,  que  le  corps  a 
une  élasticité  constante ^  et^  vlyqo  M.  Gauchy,  qu'il  est  isotrope 
(Exercices  d^ analyse  et  de  physique  mathématique) ,  ou  que  l'élasti- 
cité est  la  même  dans  tous  les  sens  {Exerc,  de  math,,  1828,  p.  167» 
230,  256). 

Les  trente-six  coefficients  a  des  formules  (12)  se  réduisent  à  deux* 
e  et  e',  et  on  peut  dire  même  à  un  seul,  car,  en  vertu  de  ce  que  les 
trente-six  coefficients  sont  réductibles  à  quinze,  ou  de  ce  que  le 
coefficient  de  d,  dans  p^g  est,  comme  nous  l'avons  démontré  élé- 
mentairement  au  $  21  et  analytiquement  à  la  note  du  $  23,  égal  au 
coefficient  de  g«y  dans  piry,  on  a 

e=e'; 

en  sorte  qu'en  remplaçant  e  et  e'  par  C,  lettre  qui  a  constamment 
désigné  ce  coefficient  de  glissement  dansde  texte  de  Navier  (n**  156 
à  160)  et  dans  toutes  nos  notes,  on  a,  dans  le  cas  de  Visotropie 

Pv»  =  6(:)« -I- 3:)^  +  <) J      et     pu^^Gg^, 
Pmm  =  G(î),  +  Dy -f  3D  J  F*w  =  Gg^. 

Si  l'on  suppose  une  pression  p.,  la  même  en  tous  sens  (pour  m 
pas  altérer  l'isotropie),  antérieure  aux  déformations  d  et  g,  les 
formules  de  pression  après  ces  déformations  sont  (en  particulari- 
sant (31)): 
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(37) 


F««  =  po  +  (8G  +  Po»«  +  (<J— P^Pif  +  (G  -  Po)î). 

Pif»  =  Po  +  {(^  —  Po)^m  +  (3G  +  PoP»  +  (G  -  p«)D, 

Pzx  =  po  4"  (G — po)î),  +  (G  — Po)ô»  +  <8G  +  po)d. 

py,  =  (G  +  Po)g».,  p«  =  (G  H-  Po)gMr,  p^f  =  (G  +  p»)g*». 

êriences  de  Savart.  et  la  simole  considération  de 


Mais  les  expériences  de  Savart,  et  la  simple  considération  de  la 
manière  dont  s'opèrent  le  refroidissement  et  la  solidification  des 
corps,  prouvent  que  Tisotropie  est  fort  rare,  non-seulement  dans  les 
métftux  forgés  ou  laminés,  mais  même  dans  les  métaux  coulés  ou 
dans  les  matières  fibreuses  ou  grenues  0).  Aussi,  plutôt  que  de  pren- 
dre, au  lieu  des  formules  (36)  à  un  seul  coefficient  G,  les  formules 
(36)  à  deux  coefficients  e  et  e',  qui  ne  sont  composées  comme 
celles-ci  que  pour  des  corps  parfaitement  isotropes,  il  conviendra 
de  se  servir  le  plus  qu'on  pourra  des  formules  (29)  ou  (30)  ou  (34) 
relatives  au  cas  plus  général  d'une  élasticité  inégale  dans  deux  ou 
trois  sens.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  dans  les  théories  de  la  flexion 
et  de  la  torsion  où  nous  avons  supposé  constamment  la  contexture 
longitudinale  des  prismes  autre  que  la  contexture  latérale,  et  même 
celle-ci  différente  dans  les  divers  sens  transversaux  (voyez  la  dis- 
cussion du  5*  Appendice  ci-après). 

S  27.  Relations  des  pressions  aux  divers  points  successifs,  tant 
entre  elles  qu'avec  les  forces  accélératrices  non  réciproques,  telUi 
que  la  pesanteur.  Équations  différentielles  indéfinies  de  F  équilibré 
intérieur,  à  satisfaire  en  tous  les  points  d'un  corps  quelconque.  — 
Pour  obtenir  les  relations  qui  peuvent  exister  entre  les  pressions 
aux  points  successifs  d'un  corps  quelconque,  et  aussi  celles  qui  les 
lient  avec  les  forces  accélératrices  non  réciproques  ou  émanant  du 
dehors,  telles  que  la  pesanteur,  qui  sollicitent  sa  matière,  nons  p6- 
seroM  les  trois  équations  d'équilibre  de  translation  d*an  très-petit 
élément  de  son  volume.  Soient  : 

X«  Tt  Z  les  composantes ,  parallèlement  anz  axes  des  s^  y^  2,  de 
ces  forces  extérieures  ou  non  réciproques  dont  U  oiatière 


(>)  Annala  de  Chimie  et  de  Physique,  t.  41  (48S9)  el  antres.  L'illaftre  phyti- 
cîeo,  peu  oonflaot  dans  les  métaux,  fit  ses  «zpérienoes  de  réaction  de  torsion  les 
plus  décisives  a?ec  des  prismes  en  pldire ,  matière  qui  euoore  n'offre  pas  une  iso- 
tropie  parfaite. 
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du  corps  éprouve  Pactfon,  par  unité  de  son  volume^  aa  point 
M  dont  les  coordonnées  rectangles  sont  x,  y,  z,  et  qui  peu- 
vent varier  avec  ces  coordonnées; 
X,  y,  z  les  petites  dimensions,  parallèles  aux  mêmes  coordonnées, 
de  rélément  solide  auquel  nous  supposons  la  forme  d'an 
para;llélip)pède  rectangle,  et  dont  le  point  M  occupe  le 
centre, 

P**9  Pw»  P«i  P»» =!>*»»  Pm  =P«i  Pry  =  Pv'fi  comme  aux  SS  pré- 
cédents ,  les  six  composantes  de  pression,  parallèlement  aox 
coordonnées,  sur  Tunité  superficielle  des  trois  faces  planes 
qui  leur  sont  perpendiculaires,  et  dont  le  centre  de  gravité 
est  au  même  point  M.      * 

Les  deux  faces  xy  de  cet  élément,  perpendicu- 
diculaires  aux  z ,  éprouvent  des  pressions  con- 
traires qui  sont.  Tune  un  peu  au-dessus,  Tantre  un 
peu  au-dessous  de  celle  qui  serait  supportée  par 
une  face  parallèle  passant  en  M,  pression  dont  les 
composantes  suivant  x,  y,  z  sontp» ,  pxy ,  p^s  par 
unité  superficielle.  La  différence,  pour  ce  qui  re- 
garde la  composante  suivant  x,  sera  le  coefficient  dilTérentiel  —^ 

multiplié  par  la  distance  z  de  ces  faces,  et  aussi  par  leur  superficie 
xy  ;  la  résultante  de  ces  deux  premières  composantes  de  pression 
suivants  est 

dz    ^^' 

Les  deux  faces  opposées  yz,  et  les  deux  faces  opposées  zx,  fourni- 
raient de  même,  et  aussi  suivant  les  x,  les  deux  différences  on 

résultantes  -^x.yz,  et  -^  y.zx.  On  a  donc,  pour  Téquâibre  de 

translation  de  Télément  dont  on  s^occupe,  sollicité  en  sens  opposé 
par  la  force  X.xyz,  une  équation  dont  on  peut  diviser  tous  les  ter- 
mes par  le  volume  xyz  de  cet  élément,  et  qui  est  la  première  des 
trois  équations  suivantes  ;  les  deux  autres  s'obtiennent  de  même  en 
exprimant  les  conditions  de  Téquilibre  de  translation  dans  le  sens 
y  et  dans  le  sens  z; 
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dx         dy         dz    '~ 

(38)  l^  +  ^  +  iPjî=Y 

^  ^    dx^       dy  dz 

dx         dy         dz 

Ces  trois  équations  (38) ,  données  pour  la  première  fois  par 
M.  Gauchy  (^),  sont  une  généralisation  de  celles  de  l'hydrostatique. 
On  n'a  pas  besoin  de  faire  remarquer  qu'en  les  posant  on  ne  pou- 
vait pas  négliger  les  forces  telles  que  Xxyz  comme  très-petites  de 
troisième  ordre,  ainsi  qu'on  a  fait  au  $  16  en  démontrant,  par  l'é- 
quilibre d'un  élément  tétraèdre,  le  théorème  des. projections  de 
plans  de  pression;  car,  ici,  les  pressions,  qui  sont  toi]g'ours  du 
second  ordre  comme  les  superficies  des  faces  de  l'élément,  n'en- 
trent que  pour  les  différences  des  grandeurs  qu'elles  ont  sur  deux 
faces  parallèles,  égales  et  très-proches  Tune  de  Tautre,  en  sorte 
qae  tout  était  du  troisième  ordre  dans  les  équations,  avant  leur  di- 
vision par  le  volume  xyz  de  l'élément  dont  elles  expriment  l'équi* 
libre. 

Au  reste,  les  seconds  membres  des  deux  premières  sont  nuls 
lorsqu'il  n'y  a  pas  d'antre  force  que  la  pesanteur  supposée  agir 
dans  la  direction  z;  et  le  second  membre  de  la  troisième  est  sup- 
posé nul  aussi  lorsqu'on  abstrait^  comme  nous  avons  dit  (commen- 
cement du  S  23),  les  effets  de  la  pesanteur,  ou  que  l'on  ne  consi- 
dère que  les  effets  produits  en  sus.  Alors  les  équations  (38)  ne  font 
que  régir  la  succession  des  valeurs  des  composantes  de  pression 
dans  tous  le  corps,  et  par  conséquent  la  suite  des  valeurs  des  dila- 
tations et  glissements  dont  ces  composantes  sans  fonctions.  Il  est 

facile  d'apercevoir  que  les  équations  G'  ^  -h  G"  ^  =  0,  G'  -^*  + 

G"  ^*  -h  ~H  =  0  des  pages  269,  347,  AOO  et  537  (théor.  IV)  n'en 
sont  que  des  cas  particuliers. 

S  28.  Relations  entre  les  pressions  intérieures  et  les  pressions  ex- 


(0  Mémoire  da  30  septembre  48t9 ,  au  Bulletin  de  la  Société  pMlomaHque^ 
I8S3, p.  44, et  Baereicee  d^math.^  48S7,  p.  444. 
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térieures,  JEJgtza/ioTLr  définies,  à  solidaire  pnncipalement  aux  points 
de  la  surface-limite  de  chaque  corps,  —  Outre  les  forces  désignées 
par  X,  Y,  Z  au  §  précédent,  agissant  sur  tous  les  points  de  sa  masse, 
le  corps  éprouve  des  actions,  aussi  extérieures  ou  non  réciproques, 
en  certains  points  particuliers,  qui  sont  ordinairement  ceux  de  son 
enveloppe  ou  de  sa  surface  extérieure,  ou  bien  des  faces  de  sépa- 
ration  des  portions  de  corps  que  Von  a  besoin  de  oonsOèrtr  sépa^ 
rément  et  successivement  Soient 

^  ces  forces  ou  pressions  extérieures,  jiar  unité  superficielle  des 

éléments  de  surface  où  elles  agissent; 
n    les  direction?  des  normales  aux  mêmes  éléments,  directions 

généralement  variables  d'un  point  &  Pautre,  ainsi  que  les 

intensités 'îë^; 

On  aura  les  projections  d'un  quelconque  de  ces  éléments  super- 
ficiels sur  trois  plans  perpendiculaires  aux  x,  y«  2  en  multipliant 
sa  surface  A  successivement  par  cos(n,x}9  cos(n,y),  co8(n,z);  el 
la  somme  des  composantes»  dans  le  sens  x^  des  pressions  intérieures 
qui  s'y  exercent,  savoir 

A  [pa:«cos(n,rr)  +  PyxC0s(n,y)  +p«,COS(n,z)] 

« 

sera  la  composante,  dans  ce  même  sens  x,  de  la  pression  intérieure 
sur  A,  d'après  le  théorème  (S  16)  de  prqjections  de  plans  de  pres- 
sion. Donc,  comme  la  composante  A.^co8(fe^^  x)  de  la  pression  exté- 
rieure AtO"  doit  faire  équilibre  à  la  pression  intérieure,  on  aura»  en 
divisant  par  A,  la  première  des  trois  équations  suivantes;  les  deux 
autres  s'obtiennent  en  prenant  les  composantes  suivant  y  et  sui* 
vaut  zi 

IjPx«cos(n,  x)  4-py«cos(n,  y)  -f  PmCosCu,  z) = '!»'COS('®',  x) 
Px!/COS(n,a:)H-pyyCOs(n,  y)  -|-p,yCOs(n,  z)=*n)'COs{'W',  y) 
PcxCOs(n,  a:)-f  py,oos(n,  y)  +  pnCos(n,  «)  =45^cos('ro',  z) 

Ces  équations  d'équilibre,  dans  lesquelles  on  mettra  pour  les  six 
composantes  de  pression,  comme  dans  les  équations  (38),  leurs  va- 
leurs en  fonction  des  dilatations  et  glissements,  donnent  des  con- 
ditions dites  définies  que  doivent  remplir,  aux  limites  des  corps 
ou  portions  de  corps»  les  valeurs  de  ces  inconnues»  tirées  par  inté- 
gration des  équations  (38)  dites  indéfinies  parce  qu'elles  s'appU- 
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qnent  à  tous  les  points  indistiiictement  ;  en  sorte  qu^elles  serviront 
à  déterminer  les  constantes  ou  fonctions  arbitrtlres. 

Il  faudra  toutefois  y  joindre  d^autres  conditions  particulières  ou 
définies^  purement  géométriques,  qui  peuvent  ôtre  à  remplir  aussi, 
telles  que  celles  d'appui,  d'encastrement,  de  jonction,  etc.,  d*après 
lesquelles  certains  points  ou  certains  éléments  linéaires  ou  super- 
ficiels sont  astreints  ou  à  l'immobilité  ou  àla  coïncidence  avec  ceux 
d'autres  corps. 

Les  équations  (-^  +  Ou j  du--  (~  —  et7^  cfc  =  0,  G"g"dM  — 

G'g'dv  =  0,G''g^\du—G'^idv  =  0,  des  pages  263,  348,360,  AOl 
qui  expriment  la  nullité  des  actions  longitudinales  sur  les  (kces 
latérales  des  prismes  tordus  ou  flécbis,  sont  des  cas  particulierB 
d*nne  des  équations  définies  (39). 

S  29.  Expreisions  des  dilatations  et  glissements^  etparsuUg  des 
composantes  de  pression  en  /onction  des  déplacements  .éprouvés 
dans  V espace  par  les  points  des  corps  déformés.  *  Les  équations 
différentielles  (38),  en  y  substituant,  aux  pressions,  leurs  valeurs 
(12)  à  (i&),  ou  (29)  &  (36),  contiennent  généralement  six  inconnues 
d«,  dy,  d,,  gy„  gg«,  g«y  pour  cluique  point  Pour  pouvoir  les  résoudre, 
il  est  ordinairement  nécessaire  d'exprimer  ces  dilatations  et  glia*- 
sements  en  fonction  de  trois  autres  inconnues,  qui  sont  les  dé- 
placements  éprouvés  par  les  points  dans  les  sens  des  trois  coor- 
données» 

Nous  appellerons 

M,   »,   W 

ces  déplacements,  estimés  ou  projetés  dans  les  sens  rectangulaires 
respectifs  des  x,  des  y,  des  2,  en  sorte  que 

x  +  Ut  y  +  v,  z  +  w 

•ont  les  coordonnées  nouvelles  du  point  matériel  quelconque  ap- 
partenant au  corps  dont  on  s'occupe ,  et  qui  avait  se,  ^,  z  pour 
coordonnées  primitives. 

Il  importe  de  remarquer  que  toutes  les  formules  ci-^lessus  s'ap- 
pliquent à  des  cas  où  les  déplacements  ont  des  grandeurs  aussi  con- 
sidérables qu*on  veut  dans  l'espace,  et  même  relativement  les  uns 
aux  autres  pour  des  points  suffisamment  éloignés  dans  un  même 
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corps;  mais  à  la  condition  expresse  que  les  déplacemenis  relatas 
de  points  irès-rapprochés  soient  fort  petits  ^  ou  que  les  distances 
entre  points  appartenant  à  chaque  portion  très-peu  étendue  du  SO" 
lide  ne  changent  que  dans  de  très-faibles  proportions. 

En  sorte  que  les  quantités  que  nous  avons  appelées  \  (SS  i7, 18), 
et  par  conséquent  celles  que  désignent  <)«,  dy,  <)«,  gy.,  gsx«  g«y  soient  y 
partotUy  des  fractions  numériques  extrêmement  petites,  ce  qui 
exige  des  relations  particulières,  pour  les  points  successifs»  entre 
les  valeurs  de  u,  t?,  u?,  du  reste  aussi  grandes  qu^on  veut  indivi- 
duellement, et  même  aussi  différentes  qu'on  veut  pour  des  points 
non  voisins. 

Sans  cela.  Faction  nouvelle  développée  entre  deux  molécules  à 
la  distance  très-petite  r,  ou  dans  la  sphère  d'activité  sensible  Tune 
de  Tautre,  ne  serait  pas  proportionnelle  à  Taugmentation  r^ — r  ou 
rbr  de  cette  distance  ($$  18  à  23).  Les  expressions  (5)  à  (37)  ne  se- 
raient plus  vraies.  La  contexture  du  corps  changerait  ainsi  que  les 
arrangements  de  ses  molécules.  Il  ne  retournerait  plus  à  sa 
forme  primitive  lorsqu'on  ferait  cesser  V  action  des  forces  qui  Vont 
déformé;  et,  même,  il  s'énerverait  (note  du  n*  2)  ou  il  romprait. 

Or,  les  déformations  peuvent  très-bien  remplir  cette  condition 
de  petitesse  dans  chaque  très-petite  portion  du  corps ^  tout  en  étant 
considérables  lorsqu'on  envisage  le  corps  entier. 

Ainsi,  Texpérience  prouve  qu'on  peut  ployer  une  lame  élastique 
droite,  longue  et  mince,  de  manière  à  faire  toucher 
les  deux  bouts  A,  B,  auparavant  très-éloignés,  sans 
que  la  contexture  de  cette  lame  soit  altérée  ou  s^ns 
qu'elle  perde  la  propriété  de  revenir  ensuite  d'elle- 
même  à  la  forme  rectiligne.  C'est  qu'alors  la  di- 
latation positive  de  sa  face  devenue  convexe  et  la 
dilatation  négative  de  sa  face  devenue  concave  sont  restées  des 
fractions  extrêmement  petites,  un  deux-millième  par  exemple,  et 
le  déplacement  relatif  considérable  des  extrémités  résulte  d'une 
accumulation  de  petits  déplacements  angulaires  sur  toute  sa  lon- 
gueur. 
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/>>//yy^  L*expérience  prouve  aussi  qu'un  fil  métallique  CD 

^T  peut  revenir  à  son  premier  état  après  qu'on  Ta  tordu 

de  manière  à  faire  tourner  Tune  de  ses  extrémités 
devant  l'autre  d'une  demi-circonférence  a6,et  même 
de  plusieurs  circonférences,  si,  en  raison  de  sa 
grande  longueur  et  de  son  faible  diamètre,  le  glis- 
sement relatif  le  plus  considérable  sur  chaque  sec- 
tion transversale  est  resté  très*petit,  un  millième 
par  exemple,  ou  n'a  dilaté  que  d'un  deux-miUième 
les  hélices  à  Ub  degrés  (  $  3  de  la  note  du  n**  156) 
.    i       •'/„  tracées  sur  sa  surface,  et  qui  forment  la  suite  des 


^  "" éléments  linéaires  les  plus  dilatés  par  la  torsion  d'un 

cylindre  à  base  circulaire. 

Les  formules  et  équations  ci-dessus,  où  n'entrent  que  les  dilata- 
tions et  glissements  d,  g  qui  peuvent  être  très-petits,  disons-nous, 
avec  des  grandeurs  quelconques  absolues  ou  relatives  de  ti,  r,  w^ 
sont  donc  plus  générales  que  les  formules  et  équations,  connues  de- 
puis trente  ans,  qui  ont  été  dressées  en  partant  de  la  supposition 
que  les  déplacements  u,  o,  w  soient  partout  très-petits,  au  point  que 
les  directions  dea  lignes  de  jonction  r  des  molécules  varient  extrê- 
mement peu  dans  Tespace,  car  c'est  sur  la  supposition  d'extrême 
petitesse  du  changement  de  ces  directions  qu'est  fondée  en  grande 
partie  la  manière  connue  de  dresser  ces  formules. 

On  trouve  facilement  pour  une  des  trois  dilatations  et  pouc  un 
des  trois  glissements,  sHls  sont  très-petits^  les  expressions  sui- 
vantes en  fonction  de  déplacements  u^v,wde  grandeur  quelconque 

<»)  »•=! ^1  [(!)•+ (1)'^  (S)*] 

,,-.  du      dv  ,  fdudu  .   dv  dv   ,  dw  dw\         ... 

en  sorte  que  les  conditions  à  remplir  par  ces  déplacements  u,  v,  w, 
ou  les  relations  qu'ils  doivent  avoir  entre  eux,  comme  nous  venons 
de  dire,  pour  ne  produire  que  de  petites  dilatations  et  de  petits 
glissements  et  ne  pas  altérer,  ainsi,  la  contexture  des  solides,  sont 
que  les  trois  expressions  comme  (AO)  et  les  trois  expressions 

(<)  En  effet ,  prenons  sur  les  lignes  matérielles  Mo;,  My,  menées  primitirement 
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comme  (Ai)  n'aient  partout  pour  Valeurs  que  de  très-petites 
fractions. 

Ces  expressions  générales  mises  à  la  place  da  ^m  ^y»  ^s/Sv*  S»t 
g«y  dans  celles  (12)  à  (37)  des  composantes  de  pression  p„,  •••  P«r 
donneraient  entre  u,  v,  Wt  par  la  substitution  dans  les  équations 
d*équilibre  (3$),  des  équations  différentielles  non  linéaires  et  fort 
compliquées. 

Mais  si  les  conditions  de  petitesse  des  dilatations  et  glissements 
sont  remplies»  on  peut  toii^ours»  eo  ne  s'oooupant  à  la  fois  que 
d'une  portion  peu  étendue  d*un  corps  élastique,  amener  par  une 
translation  et  une  rotation  les  situations  anciennes  et  les  situations 
nouvelles  de  ses  points  à  être  extrômemeni  yoisinefl»  et,  par  oonsé- 
quent,  les  déplacements  à  être  très-faibles. 

Supposons  donc 

U,  Vf  w 

assez  petits  pour  qu*on  puisse  négliger  leurs  carrés  et  leurs  prs- 


pirla  polat  M  4a  eorpi  ptrtllèlMiMiil  aui  axei  ooordoBDéi  rectassnlairM  4ei  • 

ei  dei  y,  deux  lon|Q«ar8  trèt^peUks  MA  ;=  a» MB  =  (  (fiy,  p«ae  luiftple)  «ow 
aaroDi  : 


de  M 

Coor-   )  de  A 
doDDéet 

deB 


Lon- 
gueurs 


fde 
(de 


MA 

MB 


iiut 

Afttt  lu  iipmwirt. 

«.  y»  a? 

*+«.       »+».      «+•• 

«+«»  Vf' 

,+a+,+  g,,y+,+g.,,+«,  +g« 

9,  y-f  M 

du                       dv                  dw 

a 

«  l<  4  <>») 

b 

6  (4   +  iy) 

n^oày  apièa  tes  dépUeemealt  i 


=^=-<-^^-i'=-[(-+£)V(S)"+(5)T 

du      du  dv  dv         âw         dw 

4-^ —  —       4J —  — 

dx      dy  dx  dy  dx         djf 

OOt  AMB  3^  ■     .  V  ■  -  Am  ^    .  ■  A^  ^    .         -  ■  ■ 
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duits  ainsi  que  ceux  de  leurs  dérivées;  les  expressions  (ûO)»  {tii)  et 
les  quatre  autres  semblables  non  écrites  se  réduisent  &  la  forme 
suivante;  qui  rend  linéaires  les  équations  différentielles  dont  nous 
venons  de  parler  : 

■^       du  ^       dv  ^      dw 

(MX      '^^'  '^^'  •=^' 

^        __dv     dw  _dw     du  _du     dv 

^^•-Si"^"3^*       ^'•-■^■^'dl»       ^'^-d^'^di' 

On  peut  démontrer  ces  expreadons  d'une  manière  simple.  Soient 
pris,  avant  les  déplacements ,  sur  les  droites  matérielles  Mx,  My 
parallèles  aux  coordonnées  a;,  y^  deux  petites  longueurs  MA  =  MB 
s=  a.  Les  excès  des  déplacements  du  point  A  sur  ceux  du  point  M 

sont 

du 

^  a  dans  le  sens  des  x^ 

-X^  ^o  dans  le  sens  des  y; 


■A 

^  en  sorte  que  :  l*"  MA  projetée,  après  les  déplace- 

élu 

ments»  sur  une  parallèle  aux  x,  donne  a  +  ^  a;  par  conséquent 
on  a  pour  la  dilatation  : 

2*  La  même  ligne  MA,  projetée  sur  une  parallèle  aux  y,  donne 

dt) 

-^rra;  par  eonséquent  le  petit  rétrécissement  éprouvé  par  Tangle 

droit  AMB  ou  sMy  si  My  a  conservé  la  même  direction,  est 


De  l'etpftHlon  ëe  Ha^  =  «•  (4  +<)«)*  on  peut,  en  di? îmai  par  a*  et  «trayant 
la  radne  carr^  déduire  la  proportion,  de  grandeur  quelconque,  de  la  dilaUtiou  D^ 
produite  pu  det  déplacements  aussi  queloonquet  m,  v,  w;  et  substituant  dans 
008  AMB  cette  Taleur  de  ()^  et  une  Taleur  semblable  pour  d^,  on  obtient  le  change- 
ment quelconque  éprouté  par  un  angle  primitiTement  droit.  Mais  si^«,  ^y  et  les 
cosinus  sont  trés-petiu,  on  peut  rempiacer(4  +<^«)'  par  4  +  SDn  et  le  cosinus  par 
gcy ,  en  remplaçant,  dans  ses  dénomiDateurs,  4  -f  <^a  et  4  +dy  par  4.  Il  en  ré- 
sulte les  expressions  (40)  et  (44).  {Mémoire  lu  le  S)  férrier  1847;  CompU$  rendus, 
t.  XXIV,  p.  960,  et  aussi  Société  pfûlomathique,  36  mars  4844.) 


m 


m 
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dv 
dx* 

Celui  que  le  même  angle  aurait  éprouvé  si  MBy  seul  eût  changé 

du 

de  direction  est,  par  la  même  raison,  ^ ,  évalué  aussi  en  arc  d*un 

rayon  =  1.  Le  rétrécissement  total ,  dû  aux  petits  changements  de 
direction  des  deux  côtés,  est  leur  somme;  donc  : 

^'^-d^'^di 

et  ainsi  de  même  des  valeurs  des  deux  autres  dilatations  et  des 
deux  autres  glissements  (lu)  0). 

S  30.  Équations  différentielles  contenant  les  déplacements  sup* 
posés  très-petits.  —  En  mettant  les  valeurs  (li2)  des  dilatations  et 
glissements  dans  formules  (30)  des  pressions |):rx***.jP»y  du  cas  de 
trois  plans  de  symétrie  de  contexture,  et  substituant  ensuite  dans 

les  équations  d'équilibre  indéfinies -^  +  ...=X,  etc.,  on  a  ces 

trois  équations  aux  différences  partielles  linéaires  du  second 
ordre  : 


(^)  On  arrive  d'uoe  autre  manière  aux  expreaiions  plus  gèoèrales  (40),  (44),  et 
on  établit  eu  m6me  temps  quelques  formules  qui  nous  senriront  plus  loin,  en  con- 
sidérant que  les  déplacements  de  grandeur  quelconque  u,  v,  w,  pour  ne  produire 
que  de  très-petites  déformations  dans  chaque  petite  portion  du  corps,  doivent  se 
composer  de  déplacements  très-petits,  que  nous  appellerons  «o,  v»,  tTo,  suivis  de 
translations  et  de  rotations  sans  déformations.  Supposons  que,  pour  une  des  petites 
portions  du  corps,  la  rotation,  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  ait  donné  des 
directions  oBj,  y^,  2)  aux  lignes  matérielles  primitivement  dirigées  suivant  les  axes  des 
«,  y,  z,  et  qu'ensuite  leur  point  de  concours  ait  éprouvé,  parallèlement  i  ces  axes 
fixes,  des  translations  a,6,c;  on  aura  pour  les  coordonnées  finales  du  point  (ar,  y,  2), 
en  désignant  par  c«vi>  Ccxn  ^^'t  ^^  cosinus  comme  i  la  note  du  §  S3, 

lx  +  u  =  {x'h  tt.)Ca?»i  +  (y  +  v.)Ca:yt  "h  («  +  «'JC»»!  +  «» 

(43)   /y  +   V  =  (ar  -f-  l(.)Cy»,    +  (y  +  »«)Cyy,   +  (2  H-  t«^.)Cy*t    +  fr* 

(«-}-«;  =  («-}-  iio)c»«,    -H  (y  +  »o)Cjry,   +  (z   +  IO«)Cmi    +  ^> 

car  ces  seconds  membres  sans  leurs  derniers  termes  a,  6,  c  représentent ,  après 
les  déplacements  «»,  Vo>  u's  et  les  rotations,  les  projections,  sur  les  directions  fixes 
ar,  y,z,  de  la  ligne  brisée  {x  +  u,)'{-{y-\-Vo)  +  {z-\-Wo),ûoni\es  trois  parties 
sont  devenues  parallèles  à  0^1,  à  y,,  à 2 1.  En  les  dilTérenciant  par  rapport  à x,  on  a 
les  trois  premières  équations  suivantes,  dont  les  six  autres,  simplement  indiquées, 
s'obtiennent  en  différenciant  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  2  : 
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qui  se  réduisent,  dans  le  cas  de  l*isotropie,  aux  suivantes  : 


5  =  V  ■•"*?  j '*•*■*■  ^ '**' "^  "to  **" 

du il*''' ^^ 

dy  dy             dy 

du dv à  t^^ 

dz  dz                   dz 

AJonunt  membre  i  membre  les  troli  premières  élerées  au  carrè^  on  a,  en  Tertu 
dei  relations  connues  entre  les  neuf  cosinus, 

(•+ëy^(S)'HS)'=("*2)'H£)*HS' 

du«  dVo  dwo 
équation  oâ  Ton  peut,  en  défeloppant,  supprimer  les  carrés  de  ---,  —-,  -—- 

dx    dx     dx 

du^        ^ 
et  remplacer  •---  par  d«  vu  que  les  translations  et  les  rotations  ne  changent 
dx 

rien  aux  dilatations.  On  a  ainsi  précisément  l'expression  (40)  en  réduisant  et  di- 

Tisant  par  3. 

Et  si  l'on  multiplie  chacune  i  chacune  et  par  ordre  les  équations  (44)  proTe- 

nant  de  la  diflérentialion  de  (43)  par  rapport  à  x,  et  les  équations  (44)  profenant 

de  la  diflérentiation  de  (43)  par  rapport  i  y,  on  obtient 

/        du\du     dvf       dv\  ,  dwdw  .  .,  ., 

{  1+^  )t-  +  t"(  ^+t-  H --= une  expression  semblable  en  «.,  ••,!»•, 

V        dxj dy     dx\        dyj      dx  dy 

équation  qui  n'est  autre  choie  que  (44  )  en  déf eioppant,  effaçant  les  produits  des 

4u^      dVp 
dériTées  de  ««,  v«,  ir«,  et  remplaçant  .^  -j-  — -  par  gcy,  puisque  les  transla- 

dy       dx  * 

tiona  et  rotations  ne  changent  non  plus  rien  aux  glissements. 

(*)  S'il  7  STait,  antérieurement  aux  petits  déplacements  u,  v,  w^  des  pressions 
p*««f  p^yy, ....  p*cy  assez  considérables  pour  influer  ($  S3)  sur  la  production 
de  pressions  nouTellea  par  ces  déplacements,  il  faudrait,  dans  le  cas  que  nous 
considérons,  où  ces  déplacements  sont  très-petit?,  et  où  l'on  prend  les  pres- 

I.  38* 
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/(Pli  ,  d*u  ,  dhi\      .    ,     .  d  [du     dt  ^  dw\     ^, 

/<f*t^7  .  d^w  ,  (i*tt7\  .  ,    .     ,,  d  /du     dr  ,  dîM      „      ... 
H-(fa'+^'  +  d?)  +  («  +  »%U  +  dy  +  d:?j  =  ^'    '') 

où  -=î^  +  ,-  +  -r- ,  somme  des  dilatations  linéaires  en  trois  sens, 
dx     dy      di  ' 

représente  la  dilatation  cubique^  ou  la  petite  proportion  de  Taug- 
mentation  du  volume  de  la  matière,  en  chaque  point. 

Ces  équations  peuvent  être  obtenues  directement,  sans  passer  par 
la  considération  des  pressions,  en  posant  (voir  5*  appendice, 
p.  69A)  les  trois  conditions  d*équilibre  de  translation  d*une  molécule 
m,  ou  (avec  les  désignations  de  la  note  du  §  23)  en  égalant  à  zéro 
les  trois  sommes  mSmUiCOs(ri,a;;,  mS//iI\jC0s(r|,y),  mS7wRjC0s(r,,z) 
de  composantes  des  actions  qu^exercent  sur  elle  les  molécules 
environnantes  m,  et  en  développant  R^  et  les  cosinus  jusqu'aux 


riBfc 


aloot  après  comme  araDt  les  déplacemeats  sur  trois  plans  perpeodicalairet  aux 
directions  fixes,  des  coordonnées  a;,  y,  Zy  se  servir,  pour  pt^xt ....  Pcy,  des  for- 
mules de  pretilon  de  M.  Gauchy,  qu*on  peut  conslrnirc  avec  les  éléments  donnés 
à  la  noie  du  S  33,  p.  572  (forro.  212  de  TAppendice  complémenuire,  p.  795). 

Lorsiiu'fl  y  a  trois  plans  de  symétrie,  les  formules  dont  nous  parlons  se  réduisent, 
VU  qu«  pV=Oi  P*«  =0,  P*xw==0,  à  ' 

,     /".   ,  du      dv      dw\   ,      du  .   ^dv       .  rfio 
I   •  /,      du     dv     àw\ 

1  «     ^'m'  I     B    «^v  ,  j  rdv  .  du)\ 

d*0û  II  résulte  que  les  trois  équations  différentielles  indéfinies  en  i«,  V|  %v  sont 
les  équations  (45)  avec  p^xx^  P^yy*  P°**  ajoutés  respect! fement  aux  coefficients  du 
prtmleri  du  soeond  e(  du  troiiiéme  terme  de  chaoune  de  ees  équations* 

(>}  Ou,  s'il  j  a  une  pression  antérieure  p«  d'une  grandeur  non  négligeible  de« 
Tant  e, 


(48) 


(•-f*P-)(^J3H-.-*j+....==ïV,     (••4-jf,)f —+....  j+.... as*. 
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dérivées  du  second  ordre  (inclusivement)  des  déplacements  tt, 

S  31.  Usage  général  des  formules  et  équations  de  ce  8*  appefi- 
dice.  -f-  Iiorsque  des  déplacementEf  sont  tels  que  les  composantes 
des  pressions  qu^ils  engendrent  (formules  12  à  87)  satisfassent 

aux  trois  équations  différentielles  indéfinies  (38)  *^  +— •=X,etc.9 

ppup  tous  les  points  du  corps  élastique  déformé,  et  aux  équations 
définies  telles  que (39)  p,«cos(n,a:)  +.•••  =  1i^cos('^^r,a;},  etc.,  pour 
les  points  appartenant  à  sa  surfacensuveloppe,  il  y  a  équilibre  de 
tous  les  éléments  de  ce  corps  élastique,  et  il  sera  maintenu  dans 
sa  nouvelle  forme  par  les  forces  <s^  appliquées  sur  cette  sur- 
face extérieure,  en  y  joignant  les  forces  accélératrices  X,  ¥,  2  (ordi- 
naireipent  nulles  ou  à  supprimer)  agissant  sur  les  diverses  parties 
de  sa  ma^sot 

Si  les  déplacements  u,  v,  w  sont  partout  donnés,  de  simples  dif- 
férentielles feront  donc  connaître  les  forces  accélératrices  X,  T,  Z 
et  les  pressions  extérieures  ^Zer,  qui  sont  capables  de  les  produire. 

Si,  au  contraire,  comme  il  arrive  le  plus  souvent,  les  forces  sont 
ce  qui  est  donné,  et  les  déplacements  ou  (es  déformations  /sont  ce 
qu'on  cherche,  la  solution  du  problème  dépend  de  r|ntégratipn  des 
équations  telles  que  (^5),  (&7)  indéfinies  ou  relatives  h  tpus  les 
points,  avec  dé'termination  des  constantes  ou  fonctions  arbitraires 
de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  définies  ou  particulières  à 
certains  points,  conditions  dont  les  unes  sont  statiques  et  expri- 
mées par  les  équations  (39)  à  la  surface ,  les  autres  géométriques 
(S  28  p.  S87)  et  sans  lesquelles  les  déplacements  resteraient  indéter- 
minés comme  étant  affectés  additivement  de  petites  translations  et 
rotations  générales  quelconques. 

Cette  intégration,  effectuée  par  M.  Lamé  pour  les  sphères 
pleines  ou  tireuses,  n'a  pu  encore  être  itérée  d'une  manière  di- 
recte pour  aucun  corps  prismatique  ou  cylindrique  fini,  dans  les 
cas  même  les  plus  simples. 

Mais  on  a  pu  vérifier  par  les  équations  ci-dessus,  pour  ces  corps, 
plusieurs  solutions  particulières  qu'un  raisonnement  simple  faisait 
pressentir  et  portait  à  essayer.  Telles  ont  été  depuis  longtemps 
(comme  on  a  dit  au  S  7,  etc .)  rextension  longitudinale  constante  d'un 
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prisme  quelconque  tiré  uniformément  sur  ses  deux  bases,  et  la  tor- 
sion, aussi  constante,  d'un  cylindre  circulaire  sollicité,  aux  deux 
bouts,  d'une  certaine  manière  que  les  formules  mêmes  révèlent  ('). 

Et,  depuis,  nous  sommes  arrivé  à  un  grand  nombre  d'autres  solu- 
tions en  suivant  une  marche  en  quelque  sorte  mixie  ou  seml-inTerse, 
qui  consiste  à  se  donner  à  la  fols  une  partie  des  forces  et  une  partie 
des  déplacements  ou  de  leurs  relations  mutuelles  constituant  les 
déformations;  ce  qui  réduit  la  part  laissée  à  Tintégration  et  la  ra- 
mène à  pouvoir  s'opérer  par  les  méthodes  connues,  de  manière  à 
déterminer  quels  sont  et  les  autres  déplacements  et  les  autres  forces^ 
en  s'assurant,  bien  entendu,  que  les  données  choisies  sont  com- 
patibles entre  elles,  ce  qui  est  la  part  inévitable  de  l'essai  et  de  la 
vérification  (*). 

C'est  ainsi,  en  prenant  pour  données  sur  les  déplacements^  une 
déformation  par  torsion  0  avec  des  dilatations  longitudinales  nulles 
ou  constantes  d'un  bout  à  l'autre  pour  chaque  fibre,  ou  en  posant 
à  priori 

d^u      ^  dv  A    dy>      A 

et ,  pour  données  sur  les  forces  ^  la  nullité  des  actions  lon^tudl- 
nales  sur  les  faces  latérales  (et,  aussi,  des  forces  accélératrices 
X,  T,  Z),  que  nous  avons  réduit  la  première  des  équations  indé- 
finies (Û5)  à 

'^  +  «^=»' 

et  la  première  des  trois  équations  définies  statiques  (39) ,  posées  pour 

les  faces  latérales,  sur  lesquelles  on  a  cos(n,x) = 0,      ,  *  ^ = -^  »  ^ 

*  ^      '         cos(n,z)       dy 

équations  qui  sont  intégrables  pour  une  infinité  de  contours  de  la 
base,  et  qui  ne  diffèrent  que  parles  notations  de  celles  de  lap.3iï8. 


(^)  Mémoiro  de  UM.  Lamé  et  Glapeyron,  de  4828  (Savants  ctrangprs,  t.  IV), 
aux  ca$  9imple$  des  art.  40  et  64 . 

(*)  Mémoire  »ar  la  torsioB,  aax  Sûv,  étr,  t.  XI v.^  Mémnirc  sur  la  flcxioo  ,  au 
Journal  des  muihànatiques  pures  el  appliquées^  4856. 
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démontrées  élémentairement  à  la  note  du  n*  156.  Et  on  reconnaît 
que  la  suppj[)sition,  en  outre,  de  la  nullité  des  dilatations  tant  Ion* 
gltudlnales  qne  transversales,  ou  de 

S  ~"  "'  ^  -  "•  55  ""  ^*  (fa  "^  dy  "  "' 

répond  &  celle  de  liberté  complète  des  faces  latérales^  et  d^actlons 
seulement  tangentielles  sur  les  bases. 

Et  c'est  d'une  manière  analogue,  en  prenant  pour  données  une 
déformation  par  flexion,  avec  des  pressions  transversales  nulles 
sur  les  faces  latérales  de  toutes  les  fibres  (données  dont  la  suite  dé- 
montre encore  la  compatibilité)  que  nous  avons  pu  ramener  aussi 
les  équations  différentielles  en  u,  v,  w,  h  pouvoir  s'intégrer  pour 
des  bases  d'une  infinité  de  formes,  ce  qui  résout  suffisamment  le 
problème  de  Inflexion  inégale  ou  avec  glissements. 

Nous  ne  rapporterons  pas  ici  la  suite  des  calculs  qui  nous  y  ont 
conduit,  mais  nous  vérifierons  analytiquement,  au  moyen  des  for- 
mules et  équations  établies  dans  cet  appendice,  les  résultats,  dé- 
montrés déjà  plus  élémentairement  à  Tappendlce  précédent  (§§  9 
à  13}  ainsi  qu'aux  notes  des  n"*  80,  152,  156.  Cette  vérification 
achèvera  de  justifier  les  suppositions  telles  que  celles  d*actions  ou 
de  dilatations  transversales  nulles,  etc.,  et  de  convaincre  de  la  vé- 
rité des  théorèmes  résumés  an  2*  appendice. 

S  32.  Conditions  de  compatibilité,  à  remplir  pour  que  sixfonc' 
lions  de  coordonnées,  x,  y,  z  représentent  hien^  aux  divers  points 
d^un  corps ,  les  dilatcUions  et  les  glissements  dans  les  sens  de  ces 
coordonnées.  —  Avant  de  présenter  les  vérifications  particulières, 
faisons  une  remarque  générale  et  essentielle  :  c'est  qu'il  ne  suffit 
pas  que  six  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z,  mises  &  la  place  de 

P"»  Pn9  P»*»  P»»»  P*9i  P*ï 

satisfassent  à  trois  équations  indéfinies  (38)  -^  +• .  .=X,  -^ ,  etc. , 

et  &  trois équationsdéfin{es(39)j92sCOs(n,x)4*.-='2!''COs('S)',x),  etc. 
pour  fournir  une  solution,  ou  pour  représenter  un  système  de  com- 
posantes de  pression  aux  divers  points  d'un  corps  élastique.  Il  faut 
encore  que  les  valeurs  correspondantes  en  x,  y,  2,  de 
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p«i  dyi  Cjii  gyi,  9m«  5ryi 

tirées  des  six  équation8(12)p«c=ax»Bsd«+aj:«yydyf'-.'MPvy=etc. 
ou  autres  analogues  de  (29)  à  (37)  en  mettant  ces  fonctions  pour 
Pxxf  Pyy*  etc.,  puissent  elles-mêmes  représenter,  en  tous  les  points, 
trois  dilatations  et  trois  glissements. 

Or  cela  exige,  entre  les  six  fonctions,  d«,  dy,  ...gxy»  ou,  plutôt, 
entre  leurs  dérivées  du  second  ordre,  certaines  relations  ou  candi'' 
lions  de  compatibilité^  telles  qu'elles  donnent  bien  les  mêmes  va- 
leurs valeiurs  aux  trois  inconnues  finales  qui  sont  les  déplacements 
u,  V,  w ,  et  dont  il  résulte  que  trois  de  ces  fonctions  étant  données, 
la  forme  des  trois  autres  s'ensuit,  à  cela  près  de  fonctions  arbi- 
traires disparaissant  par  les  doubles  dilTérentiations. 

Ces  relations  ou  conditions  sont  les  trois  suivantes  qui  donnent^ 
comme  on  voit,  les  dérivées  des  dilatations  au  moyen  de  celles  des 
glissements  : 

2  d^*  __  d^  /dg„     cigxy  _  ^y,\ 
dydz       dx\df/       dz         dx  /  * 

^'*'''  ]  ^  dzdx  '^  dy\dz  ^  dx    ""  "dyj' 

dxdy       dz\dx        dy         dz  J^ 

et  les  trois  suivantes,  qui  donnent  réciproquement  les  dérivées  des 
glissements  au  moyen  de  celles  des  dilatations  ;  elles  ne  font  pas 
tout  à  fait  double  emploi  aux  trois  précédentes  (1x9)^  car  celles-ci 
ne  donnent,  en  les  combinant  ensemble,  que  les  différentielles  de 
(50)  par  rapport  à  x,  à  y,  à  z  respectivement  : 

/.n^  d^._î?^  .  ^.     d^__d5.     tf»^    d»g.,_#3-    tTOy 
^^"^  dydz"  dz*  "^  dy*'    dzdx"  dx*  "^  dz*'   dxdy"!^'^'^' 

Les  six  relations  que  nous  venons  d'écrire  se  vérifient  d'elles- 
mêrfies  quand  on  suppose  très-petltis  les  déplacements  u,  r,  ir,  ou 

quand  on  a  (fom.  /i2)|=  ,J^=  D„g=  ....g  +  ^=g..,etc. 

Et  il  est  facile  de  voir,  au  moyen  des  formules  de  la  deuxième  note 
du  S  29  (p.  593),  qu'elles  ont  également  lieu  quand  les  déplacements 
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ont  des  griDd^uriquëiooliqtteiii  ittâii  telles  ^ue  Us,  9y,  m  .  g«y  restent 
très-petits  0)i 
Biles  sofflseliti  tut  eèlléé  (5Ô)  s*obtiênnëiit  éh  Uvtimu—{b^x, 

v=z^iydy,  'w=p:tdz  des  trois  premières  équations  -^  =  d««  etc.» 

et  substituant  dans  les  trois  dernières  ^  +  -t"  =  Sy«  «  ^^-9  P^ 

faisant  disparaître  par  des  différentiatimis  les  intégnUes  sabstituéest 
Celles  (à9)  s'obtiennent  en  tirant  de  môttei  parélinrinstiODi  v,  v«  w 
des  trois  dernières  pour  substitaer  dans  les  premières.  Et  si  Ton 
tire  les  inconnues  d*une  ou  deux  des  premières  et  de  deut  ou  une 
des  dernières  on  n*obtient  que  les  mêmes  relations ,  on  d^autred 

«'»'"s(ê-t)=4(t^-t)''"'  '^' 

dans  (û9). 

Qes  ^  reiatioiis  (49)<  (50)  indnirént  bien  que  si  Ton  se  dotine  ou 
dx,  dy,  ds  ou  gy„  gsx,  Sxyi  loS  tTols  ft^hdUbfls  lidti  dofihées  s'en  dé- 
duisent, toutefois  d*0lie  manièrd  qtii  n'est  paâ  complètement  déter- 
minée» car,  à  leurs  valeurs ,  se  trootent  igoutées  respectivement 
trois  sommes  de  fonctions  arbitraires  de  la  forme 

qui  disparaissent I  cbmme  ncfnsivofas  dit;  en  dlfféreiitlsiit  deux 
fois  pour  substituer  dans  (A9)i  (60). 


:■&-*. 


(1)  En  efftt,  ii  l'on  «Joule  te»  iroîs  preinières  équations  (44]  de  cette  note  dii  $  39, 

dun 
uiuUipliées  reipectiTemeSt  par  Owi»  Cyc,j  Cm,,  on  obtient  en  remplaçant —- 

dut 

pifd«,  la  première  dea  six  équations  suiTantes;  et  si  l'on  ajoute  les  six  der- 
nières (44)  BultiplièM  respeetlTeoMnl  ^reu|i  e^i,^  Css,*  Ccy,,  c^n  Cgyi ,  en 

remplaçant  t-  +  -r-  pa#  Syst  <)S  i  11  qilatrièinS  fl^  lultaiiies  \  et  les  katrbS; 

slinplenienl  indiquées,  s'obtiennent  de  tiièffle  : 

I  4-dy=  .  .  .  4  4.  d,=  .  .  . 

Or,  en  «dbstiluant  les  râleurs  qu'elles  donnent  pour  <)«,  Dy,  ...  gxf  dans  les 
équaUons[49]  ci (50}  on  (roUvc  que  celles-ci  sont  satisfaites  identiquement ,  bien  qu<t 
Ml  Vf  w  puissent  avoir  des  grandeurs  considérables. 
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$  33.  Vérifications  et  généralisations  diverses  au  moyen  des 
mêmes  formides  et  équations.  Et^  d'abord^  contraction  du  volume 
d'un  corps  homogène  déforme  et  de  contexture  quelconques  sous 
une  pression  extérieure  normale  et  constante. — Commençons  par  le 
cas  simple  où  un  pareil  corps  n^éprouve  qu'une  pression  constante 

agissant  normalement,  comme  celle  d*un  fluide  en  repos,  sur  sa 
surface-enTeloppe,  à  Punlté  de  laquelle  elle  est  rapportée. 

Il  faut,  dans  les  équations  définies  (39)  pxxCOs{nrX)+pjcy = 

^cos  ('t^^x)^  etc.,  faire  '6^=•-ç,  et,  vu  la  normalité  de  cette  force, 
faire  cos  {'®',a;)=cos  (n,ar),cos{'zzr,y)=cos(n,y),cos(^r)=cos{n,£). 
Elles  seront  satisfaites  par 

(51)  Ptx  =  Pyy  =zp„r=Z^q^       py,  =  0,  P«B  =  0,  Psy  =  0. 

Et  Ton  aura  ces  mômes  valeurs  (51)  pour  les  composantes  de  pres- 
sion en  tous  les  points  du  solide.  En  effet  : 
1"  Elles  satisfont  évidemment  aussi  aux  équations  indéfinies  avee 

seconds  membres  nuls  (38)  -^  +  ^^  +  -^=  0,  etc. 

2**  En  mettant  —  ç  et  zéro  à  la  place  des  six  premiers  membres 

des  équations  (12)  pjex=9^x9X3D^»  + »  l>yy=%yjwdff  +  ..,.  du  cas 

le  plus  général  de  contexture  homogène,  ces  équations  du  premier 
degré,  résolues  par  rapport  aux  D  et  aux  g,  donnent  des  expressions 
de  la  forme  suivante,  où  A,  A',  A'^  B,  B',  h"  expriment  six  quan- 
tités constantes,  fonctions  des  trente-six  cofflcients  a  de  (12) 

/w^  ^ 5    D  --i   D ^   ^  -g    «   -.5    «    -.^ 

qui  satisfont  bien  aux  conditions  de  compatibilité  (h9)  et  (50)  du  S 
précédent,  puisque  toutes  leurs  dérivées  sont  nulles. 

On  voit  qu^un  corps  homogène,  ainsi  sollicité,  se  comprime  ou  se 
déforme  partout  de  la  même  manière. 

On  le  reconnaît  aussi  en  cherchant  les  déplacements  tt,  v,  tr 
supposés  très-petits.  Ils  s*obtiennent  en  égalant  chacun  d'eux  à 
une  fonction  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  à  quatre  coefficients  in- 
déterminés, et  substituant  dans  (52)  gz  =""  ^  •  ••••»  T  ^  lU'^ 
|, Cette  substitution  détermine  six  coefficients,  et  il  est  facile 
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de  voir  que,  sar  les  six  autres,  trois  représentent  de  petites  transla- 
tions dans  les  sens  des  axes  coordonnés  x^  y^  2,  et,  les  trois  derniers, 
des  rotations  aussi  très-petites  autour  des  mômes  axes.  Ils  restent 
arbitraires  comme  constantes  de  Tintégration,  à  moins  qu'on  nMm- 
pose  des  conditions  définies  géométriques  ($  28,  p.  687),  parexem* 
pie  rimmobilité  :  V  d'un  point,  ce  qui  annule  les  trois  translations  ; 
2*  d'un  petit  plan  matériel  passant  par  ce  point,  et  3*  d'une  petite 
droite  comprise  dans  ce  plan,  ce  qui  annule  les  petites  rotations. 

Pareille  indétermination  se  rencontre  d'abord  nécessairement 
dans  la  recherche  des  déplaceilients  u,  v,  w  pour  tous  les  problèmes 
sur  les  corps  élastiques,  puisque  les  tjcànslations  et  les  rotations  gé- 
nérales ne  changent  pas  les  distances  mutuelles  dontdépendent  les 
actions  entre  molécules.  Nous  la  ferons  disparaître  dans  ce  qui  sui- 
vra, comme  nous  venons  de  le  dire,  savoir  en  rendant  fixe,  ordinai- 
rement, l'origine  des  coordonnées,  un  élément  superficiel  d'un  des 
plans  coordonnés,  et  un  élément  linéaire  d'un  des  deux  axes  coor- 
donnés qui  7  sont  tracés. 

Si  la  matière  a  trois  plans  de  symétrie  perpendiculaires  aux x^y^z^ 
les  formules  de  pression  (30)  substitués  à  (12)  montrent  que  les 
trois  glissements  gy,,  g»*,  g«y  sont  partout  nuls. 

Et  s'il  y  a  isotropie,  les  formules  de  pression  (35)  donnent 


(53)  D.=sDy=D.= 


—q 


2e  +  3e 


#» 


d'où,  en  appelant  c  la  contraction  cubiqtie,  c'est-à-dire  la  dimi- 
nution proportionnelle  du  volume  : 

{5A)  <^=— ^•— ^»— ^»=2ë^ê'''  ~   c  =  g  2  rironidniete=e'. 

S  3A*  Suite  des  vérifications  et  généralisations.  Extension  longi- 
tudinale et  contraction  latérale  vnijorme  d'un  corps  prismatique 
homogène  de  contexttere  quelconque  en  divers  sens.  Emploi  du 
principe  de  simultanéité  ou  de  superposition,^So\t  un  corps  pris- 
matique homogène,  de  contexturepara/fê/e  quelconque  ($  22),  qui 
est  sollicité,  seulement  sur  ses  bases,  par  une  pression  ou  traction 

normale  constante 

P 
par  unité  superficielle. 


m 
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dv 
âx* 

Celui  que  le  même  angle  aurait  éprouvé  si  MBy  seul  eût  changé 

du 
de  direction  est,  par  la  môme  raison,  j- ,  évalué  aussi  en  arc  d'un 

rayon  =  1.  Le  rétrécissement  total ,  dû  aux  petits  changements  de 
direction  des  deux  côtés,  est  leur  somme;  donc  : 

^du     do 

et  ainsi  de  même  des  valeurs  des  deux  autres  dilatations  et  des 
deux  autres  glissements  (42)  0). 

S  30.  Équatwns  différentielles  contenant  les  dépldcements  sup' 
posés  très-petits,  —  En  mettant  les  valeurs  {li2)  des  dilatations  et 
glissements  dans  formules  (30)  des  pressions  p;,x--.p>y  du  cas  de 
trois  plans  de  symétrie  de  contexture,  et  substituant  ensuite  dans 

les  équations  d'équilibre  indéfinies -^  +  ...=X»  etc.,  on  a  ces 

trois  équations  aux  différences  partielles  linéaires  du  second 
ordre  : 


(')  On  arrive  d'une  aalre  manière  aux  exprettiont  plus  générales  (40),  (44),  et 
on  établit  en  même  temps  quelques  formules  qui  nous  senriront  plus  loin,  en  con- 
sidérant que  les  déplacements  de  grandeur  quelconque  u,  v,  u>,  pour  ne  produire 
que  de  très-petites  déformations  dans  chaque  petite  portion  du  corps,  doivent  se 
composer  de  déplacements  irés-pelils,  que  nous  appellerons  «o,  Vet  t&,,  suivis  de 
translations  et  de  rotations  sans  déformations.  Supposons  que,  pour  une  des  petites 
portions  du  corps,  la  rotation,  autour  de  l'origine  des  coordonnées,  ait  donné  des 
directions  x^,  y^  z^  aux  ligues  matérielles  primitivement  dirigées  suivant  les  axes  des 
X,  y,  z,  et  qu'ensuite  leur  point  de  concours  ait  éprouvé,  parallèlement  i  ces  axes 
fixes,  des  translations  a,  6,  c;  on  aura  pour  les  coordonnées  finales  du  point  (a;,  y,  2), 
en  désignant  par  c«ryi,  Ccxn  ^^'>  ^^  cosinus  comme  i  la  note  du  $  S3, 

/«  +  «=(«  +  Uo)CafXi  +  (y  +  v»)Cayx  +  {'  +  Wojc»»!  +  «» 

(43)  /y  -h   v  =  (»  +  llojcya,,    +  (y  +  »")Cyyi  +  («  +  t«^.)Cyjr|    +  », 

[z  +  w  =  {x  -{-  uJ)Cxxt   +  (y  +  »o)Csy»  4-  (ar  +  tPojCjr*^   +  c; 

car  ces  seconds  membres  sans  leurs  derniers  termes  a,  6,  c  représentent ,  après 
les  déplacements  «ov  *^o,  fo  et  les  rotations,  les  projections,  sur  les  directions  fixes 
X,  y,  z,  de  la  ligne  brisée  («  +  v»)  +  (y  +  Vo)  +  (2  +  Wo),  dont  les  trois  parties 
sont  devenues  parallèles  i  «1,  i  y,,  i2|.  En  les  différenciant  par  rapport  à x,  on  a 
les  trois  premières  équations  suivantes,  dont  les  six  autres,  simplement  indiquées, 
s'obtiennent  en  différenciant  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  z  : 
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qui  se  réduisent,  dans  le  cas  de  l'isotropie,  aux  suivantes  : 


du      I        du.\  dv^  dwo 

dv      /       du.\  dv.  dw. 

du d» dw 

dy  dy  dy 

du dv I  ^'^^ 

dz  tfz  dz 

Ajonunt  membre  à  membre  les  trois  premières  élefées  tu  carrè^  oo  a,  en  Terlu 
des  relations  connues  entre  les  neuf  cosinus, 

du*    dVe    dWo 

équation  od  Ton  peut,  en  développant^  supprimer  les  carrés  de  -^,  —-,  -y- 

dx    dx     dx 

du»         X 
et  remplacer  ---  par  ()«  fu  que  les  translations  et  les  rotations  ne  changent 
dx 

rien  aux  dilatations.  On  a  ainsi  précisément  l'eipression  (40)  en  réduisant  et  di- 

Yisant  par  3. 

Et  si  l'on  multiplie  chacune  à  chacune  et  par  ordre  les  équations  (44]  profe- 

nant  de  la  différenllation  de  (43)  par  rapport  i  x,  et  les  équations  (44)  provenant 

de  la  dlfférentiatlon  de  (43)  par  rapport  i  y,  on  obtient 

(du\du     dv  f       dv\      dwdw 
4+r-  iT  +  'T-l  *+-r  iH = une  expression  semblable  en  i«.,».,ir«, 
dxj  dy     dx\        dyj      dx  dy 

équation  qui  n'est  autre  choie  que  (44  )  en  développant,  effaçant  les  produits  des 

dtto      dVo 
dérivées  de  ««,  v«,  Wo,  et  remplaçant  ~~~  -{--—-  par  g«y,  puisque  les  transla- 

dy      dx  • 

tiottt  et  rotations  ne  changent  non  plus  rien  aux  glissements. 

(*)  S'il  y  avait,  antérieurement  aux  petits  déplacements  u,  v,  Wy  des  pressions 
p°jue>  p*yy, ....  p*«y  assez  considérables  pour  ioOuer  (§  S3)  sur  la  production 
de  pressions  nouveUet  par  ces  déplacements,  il  faudrait,  dans  le  cas  que  nous 
considérons,  où  ces  déplacements  sont  très-petit»,  et  où  l'on  prend  les  près- 

I.  38* 
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elliptiques  de  contextttre  quelconqve,  —  Considérons  d*abord  un 
prisme  de  contexture  homogène  absolument  quelconque  dans  les 
divers  sens  autour  de  chaque  point  On  suppose  qu'il  n*est  sollicité 
extérieurement  que  sur  ses  bases,  et  seulement  par  des  forces  tan- 
genticUes  Pm,  pxy«  les  mêmes  sur  toutes  deux  aux  points  correspond 
dants  ou  ayant  mêmes  coordonnées  tranversales. 

Voyons  à  quelles  conditions  ses  diverses  sections  seront,  s'il  est 
possible,  sollicitées  par  lesmêmes  forces  que  ses  bases,  et  ses  diverses 
fibres  n'éprouveront  latéralement  aucune  action  dans  un  sens  per- 
pendiculaire h  leur  longueur,  c'est-à-dire  à  quelles  conditions  on 
pourra  avoir  partout 

(61)  p^,  =  0,  p„y=0,  p..=0,  py~0,  -^  =  0,   -^  =  0. 

£n  substituant  ces  valeurs  des  composantes  de  pression  ou  de 
leurs  dérivées  dans  les  trois  équations  différentielles  indéfinies  (3S) 

.£f^  + .. .  =  0,  on  reconnaît  qu'elles  y  satisfont  à  condition  qu'outre 

(61)  on 'ait  partout 

car  c'est  à  quoi  p^;x  =  0  réduit  la  première  de  ces  équations  dont 

les  deux  autres  se  vérifient  indentiquement 

Et  elles  satisfont  aux  trois  équations  définies  (39)  pa»  cos  (n,x)  + 

.•='S^cos('2!r,a;),  etc.,  à  condition  qu'on  ait,  aux  points  du  contour 

dz 
des  sections,  7-  étant  tiré  de  l'équation  de  ce  contour,  la  relation 

(63)  pzndy  -  pxydz  =  0  ; 

car.  pour  les  bases,  où  (57)  cosnx=:i,  cosny=:0,  cosn;e=0,  et 
^Zt)'  cos  '^^^x=0,  ^txf'  cos  Wy=p3^^  ^  cos  4zrz=pse,  ces  équations  (39) 
se  réduisent  à  0  =  0,  p^y  =^P9y%  p»=Pss;  et,  pour  les  faces  laté- 
rales du  prisme,  où  'S^=0,  cosnx=0, ^=-t — ,  la  première 

*^  cosn;r       dy  ' 

se  réduit  à  (63)  et  les  deux  autres  à  0  =  0. 
Nous  avons  remarqué  au  S  32  que  cela  ne  suffit  pas  encore  pour 

quepxc Pxyt  ainsi  déterminés,  représentent  des  composantes 

de. pression.  Il  faut  aussi  qu'en  les  mettant  à  la  place  des  premiers 
membre8deséquations(i2)pxx=a««s«^c+ .. ,^p^^:=zmy^g^m-\-  ••  ,etc., 


(64) 
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relatives  à  la  contexture  du  prisme,  les  D«,  Dy.  g^  qu'on  en  tire 
satisfassent  aux  conditions  de  compatibilité  (69),  (50),  p.  508,  né- 
cessaires pour  qu'ils  expriment  bien  des  dilatations  et  des  glisse- 
ments aux  points  successifs  d'un  môme  corps.  Or  les  quatre  pre- 
mières de  ces  six  équations  (12),  savoir  p«=:...,  py,=...,  !)«=..., 
Py»="ft  60  mettant  zéro  pour  leurs  premiers  membres  conformé- 
ment à  (61),  donnent 

v)ii  y^^n  etc.,  fttant  huit  nombres  flDnctioni  des  rapports  mutuels  des  coefficients  A* 

Substituant  dans  les  deux  dernières  (12)  pM=»sxrads+—,P<y="M 
elles  deviendront 


(65)     iP»  =  G^'««  +  H", 


W    p.»  =  H'^g*.  +  G'g^ 
étant  des  constantes  on  des  coefficients  d'élasticité  de  glissement,  fonctions  des 


En  les  diflérentiant  par  rapport  à  x,  leurs  premiers  membres  s'an- 
nulent d'après  (61),  et  elles  donnent 

W  -dS-  =  ^»-S"*"^'  ^'^'ÂF^^'W^^^dS^^'-ar^^- 
En  conséquence  les  conditions  de  compatibilité  (50],  {li9)  se  ré- 
duisent à  : 

dydz  ~"  d2«  "^  dy*'  df  "    '  dz*  ~  "»  dydz  ~  "• 
\ A/'*£î-*'»^    A-^/'^l'-.^A 

Les  deux  dernières  montrent,  eu  égard  à  ce  que,  d'après  (G6), 
la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  différence  entre  parenthèses  est 
nulle  aussi,  qu'on  doit  avoir,  en  tous  les  points 

(eSj  ^  .  ^1  =  20,  20  représentant  nn«  consUnte. 

Quant  aux  trois  premières  (67),  si  Ton  met  pour  D.,  dy,  c^,  gy.  leurs 
expressions  (66)  en  g«i,  g«v,  on  voit  qu'elles  seront  satisfaites  de 
deux  manières  : 

1*"  Si  le  solide  a  pariotU  un  plan  de  symétrie  de  contexture 
perpendiculaire  aux  x;  car,  alors,  les  formules  générales  (12) 
j?»  =  ....,  etc«,  se  réduisent  à  la  forme  (29)  qui  est  telle  que  les 
quatre  premières,  exprimant  pg^  p^y^  p»„  Py«,  ne  contiennent  que 
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les  dilatations  d  et  1q  glissement  gys  sans  g^  ni  g,,  ;  en  sorte  que 
tous  les  n  spQt  nuls  et  que  (6A)  deviennent 

.  (69)  D^  =0,    a,  =  9,    ô.  =  •,    gy«  =  0. 

Alors  (68)  suffit  comme  co^itiop  d&  poippatibilité  ;  et  les  exprea^ 
sions  (65)  de  p»,  p«y  se  trouvent  remplacées  par  les  deu^  dernières 
formules  (29)  de  composantes  de  pression 

(7»)  p«  =  eg«  +  h^gx„    p«y  =  h'*g«  +  fg«y 

2**  Si,  la  contexture  étant  quelconque,  g«,  g«y  ??^  sont  que  des 
fonctions  linéaires  de  y,  2.  Gela  exige  que  le  contour  des  sec- 
tions soit  de  forme  elliptique;  car  en  substituant  des  expressions 
telles  que  g«  =  G  +  C'y  +  G"z,  g^  =  G^  +  C\y  +  C\z  dans  (65) 
p^ = G^'g^  -f ... ,  |i«y  =  etc.,  et  ceUes<>oi  dans  Téquation  définie  (63) 
Pxsdy — pmydz  =  0  relative  aux  points  dn  contour,  on  a  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  qui  s'intègre  d*elle-mèine  puis- 
que son  premier  membre  est  une  différentielle  ex^te  en  y^  z  en 
vertu  de  Téquation  indéfinie  (62)  qui  est  la  même  chose  que 

-2îî  =  -iZÎfîd;  mais  l'intégrale,  représentant  Téquation  da  ce 

contour,  n*est  que  du  second  degré,  et  le  contour  ne  peut  être 
qu'une  ellipse. 

D*où  cette  double  Donclusion  : 

M*  Toutes  les  fois  qu'un  prisme  iotd  la  moHère  offre  partout  des 
plans  de  symétrie  perpendtculqirfis  à  §$s  arêfes  w  9m  x  n'éfirouve 
sur  ses  faces  latérales  aucune  actipp  et  sqppprte,  sur  ^  basés, 
dans  rétat  d'équilibre,  des  aptious  tangeutiel)ei9  p^«  p«,  satisfi^sant, 

en  tous  les  points  de  ces  bases,  h  (92)  -^  +  -^  =;  o,  et,  sur  l^ur 

contour,  à  (63)  p^tdy  —  p«ydz=  û,et  qu'il  y  a,  aussi  en  tous  les 

points  des  bases,  une  relation  (66)  ^^  —  -^  =  constante  ^o  outre 

les  dérivées  des  glissements  répondant  aux  actions  tangentielles, 
ou  tirés  de  (Î9)  ou  (70)  p«=eg«,  +  h"g^,  Pxv  =  h*'gxs  +  fg^,  ce 
prisme  éprouve  d*un  bout  à  Pautre  la  même  déformation  résultant 
des  gliflsepuMitsgsy,  g<j  ainsi  déterminés,  constants  sur  chaque 
parallèla  an«  avôtes,  sa^  aucutt^  dilatation  ou  contraction,  dans  le 
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sens  l&ngUudinal  ni  dans  les  sens  transversaux;  ce  qui  est  une  gé- 
néralisation du  théorème  II  donné  au  $  11,  2*  appendice,  p.  531. 

S*  Il  en  est  de  même  avec  une  contexture  homogène  parallèle 
($  21)  absolument  quelconque  ou  sans  plan  de  symétrie  si  les  bases 
sont  elliptiques^  ce  qui  entraîne  la  linéarité  en  y^  x^  de  pM,  p«y  sa^ 
tisfaisant  à  (62)  et  (63). 

On  reconnaît  facilement,  dans  le  cas  de  contours  quelconques  et 
de  plans  de  symétrie  perpendiculaires  aux  arêtes,  que  la  déforma*- 
iion  est  une  torsion  uniforme  6  avec  un  petit  cheminement  longi- 
tudinal u  des  lignes  matérielles  primitivement  droites  et  parallèles 
aux  arêtes,  et  l'on  prouve  la  relation  (68)  sans  invoquer  les  condi-* 
tions  générales  de  comptabilité  du  %  32,  en  supposant  très-petits 
les  déplacements  Uy  t?,  w^  (qui  peuvent  en  effet  y  être  toujours  ame- 
nés pour  chaque  portion  courte  du  prisme  si  Ton  rend  fixe  un  de 
ses  points  et  deux  de  ses  éléments  (§  33)  de  manière  à  abstraire  les 
translations  générales  d'une  certaine  grandeur);  car  alors  (69)  et 
les  deux  premières  (66)  sont  la  même  ohose  que 

du  ^  dt  ^  du^  ^  dv 
—  =0,  -r  =0,  -3-=0,  :5-" 
dx        dy      *  dz       ^  dz 


,^,^ ^  ^^     ^  ^^      ^  ^^  ,  dw     ^  d  fdw  ,  du\     _    d  (du  ,   dv\     ^ 

(71) -_=0.:^.  =0.^=0, :j,+^=0.^-(^^+g-J=0.^(^  +  5^j=0. 


d'où  MM£l=::i.^=^0       ^-?(M=A^  =  0 

dz  dx,  dz         •       dy  dx  d^       ' 

prouvant  que  /  est  fonction  de  y  seul,  F  de  ::;  seul.  Mais 
d  /dv  .  dto\      dF{z)   .  df{y)  df  ^      dV 

vent  être  que  deux  constantes  égales.  En  les  désignant  par  6  on 
a  alhsi 

dtâ     ^     dv         ^  du     ^  du      ^ 

qui  vérifient  la  relation  (68)  et  qui  montrent  que  les  glissements 
g««i  gxy  produisent  (S  b  de  la  note  du  n"  156,  au  2«  Appendice  S  H) 
une  torsion  uniforme  0  d*un  bout  &  Tautre  du  prisme  ou  cylindre. 

On  a  ainsi  pour  réquaUon  différentielle  indéfinie  (62)  ^^ +%^==<> 
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En  prenant  arbitrairement  pour  u  l^une  quelconque  des  intégra- 
les, en  nombre  infini,  de  cette  équation,  par  exemple,  une  des  inté- 
grées en  termes  entiers  «= 0(Co  +  c^y  +  c,'z  -f  c^y*  +  2c' ^z  +  c,V 
+  Cjy*  +  3c,y*:r  -\- ),  où  Ton  restreindra  le  nombre  des  coeffi- 
cients indéterminés  c  en  substituant  dans  (73)  et  égalant  à  zéro  les 
sommes  de  ceux  qui  affectent  les  mômes  puissances  ou  produits 
des  puissances  de  y,  z,  puis  en  mettant  cette  expression  de  u  en  y,  2 
dans  réquation  définie  (63)  p^dy^pg^dz  =  0,  ou 

w[,(g  +  ,*)o-(|^)]<i,-[r(|-..)+h-(g+%,)]^=* 

on  aura  l'équation  différentielle  première  des  contours  de  bases 
pour  lesquels  le  déplacement  longitudinal  u  prend  cette  valeur  lors- 
qu'on imprime  au  prisme  une  torsion  6.  Cette  équation  dîflëren- 
tielle  (7/i)  ou  (63)  s'intégrera  toujours  d'elle-même,  tû,  comme  nous 

avons  dit,  (62)  -^  =  d  "^  ®*  donnera,  aussi  en  termes  en- 
tiers, réquation  générale  des  contours  répondant  à  l'expression 
u  =  e(Co  +  Cjy  +  Ci'z  +  Cjy*  + )  du  déplacement  longitudi- 
nal (^),  et  analogue  à  celles  du  $  10  et  du  $  39  de  la  note  du  n*"  156, 
p.  256,  3A9  (avec  u  et  v  au  lieu  de  y  et  z\  en  sorte  qu'on  pourra 
résoudre,  pour  une  contexture  à  un  seul  plan  de  symétrie,  les  di- 
verses questions  de  torsion  que  nous  avons  résolues  dans  cette 
note  pour  une  contexture  à  un  axe  ou  bien  à  trois  plans  de  sy- 
métrie. 

On  arrive,  au  reste,  au  même  but,  comme  nous  avons  dit  au 
scolie  III,  S  12,  2*  Appendice,  sans  faire  entrer  en  considéraiion 
le  déplacement  u^  en  égalant  directement  les  glissements  gcy,  gcsà 
des  séries  entières  ^n  y,  r,  et  en  astreignant  leurs  dérivées  pre- 
mières aux  conditions  exprimées  par  (62)  et  (68).  Leur  substitution 


(*)  Od  timplifle  le  calcul  en  ratsant  y=y'  \/r,  z=z'  ^ë,  h"+b'"=:8h  V^. 

Il  D'est  pat  beioiii  de  dire  qu'on  Tail  disparaître  le  second  membre  de  TéquaUon 

différentielle  (73)  (si  on  ne  le  regarde  pas  comme  toujours  nul)  en  prenant  u  ==■ 

h"— h'"           b"  — h'"            b"— b'" 
une  antre  inconnue  vf  plus  un  terme Ov^ou Ovz  ou (b*; 

^  ar     ^     b"-f  h'"  ^         20     . 

transformation  qu'on  opérerait  si  par  eiemple  on  Toulait  se  servir  d'intégrales 
de  forme  transcendante. 
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dans  rôquation  définie  {lU)  et  riatégratfon  facile  de  celle-ci  donne- 
raient les  équations  des  contours. 

Dans  le  cas  (S"")  plus  général  quant  à  la  contexture,  mais  plus 
particulier  quant  au  contour  (contour  elliptique),  où  il  n'y  a  tou- 
jours que  des  composantes  de  pression  pg%^  l>«y«  ces  forces  tangen- 
tielles  appliquées  sur  les  bases  produisent,  outre  la  torsion  0,  des 
dilatations  longitudinales  ayant  une  expression  comme  d«=G,+ 
G'^  +GV  dont  Teffèt  est  une  flexion  uniforme  (voy.  S  suivant)  et 
des  déformations  transversales  D,,  D^,  gy,  aussi  fonctions  linéaires 
de  y,  2,  et  dans  un  rapport  tel  avec  <)«  qu'on  ait  partout  pyy,  p.., 
p^M  nuls  ainsi  que  pxg. 

Pour  déterminer  6,  et  par  suite  les  D  et  g,  au  moyen  du  moment 
M I  qui  fait  tordre,  on  n'a  qu'à  opérer  l'élimination  de  ^x,  Dy,  d.,  gy„ 
dont  on  a  parlé  ci -dessus,  entre  les  six  formules  de  composantes  do 
pression  en  faisant  px«=  0,  pyy=0,  i)ss=0,  Pys  =  0,  ou  qu*à  cal- 
culer les  quatre  coefficients  des  expressions  (65) 

(76)  p^==:G'g.y  +  H-'g„,    p«=H"g«y  +  G"g,,. 

et  qu'à  y  faire 

(76)  g.»  =  2e{Ay-.B2:),    g«  =  20(A'y-B'ar), 

A,  B,  A',  B'  étant  quatre  indéterminées  «ntre  lesquelles  la  substi- 
tution  dans  (62)  -g»-  +  ^  =  o,  et  (68)  ^'-^'  =  2e  donne 
déjà  ces  deux  équations 

(77)  G'A  +  H'^A'=H"B  +  G"B',    A'+B=l; 

puis,  pour  en  avoir  deux  autres,  à  assimiler,  avec  l'équation  du 
contour  elliptique  donné,  l'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de 
(75),  (76)  dans  Pcsdy— p«yd2=0  et  de  l'intégration,  équation  qui  est 

(B''A+  G"A  V— 2(G'A+H*'A')y^+ (6'B+H7B>«=  constante. 

L'équation  d'une  ellipse  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coor- 
données et  dont  les  axes  de  figufe  6  et  c  font  un  angle  a  avec  lés 
axes  des  y  et  des  ^,  est 

/q  ycos«-f  ^sin«y     /^^  gcosa— ysinaX  _ 

t.  39 
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SI  Ton  appelle  I,  r  ses  motneats  cTlnertfe  principaux  -^ ,  -^ 
et  si  Ton  Tait  (note  du  n*"  83) 

(73)  j2*dak=rIcos*a+rsin*a=J|,  Jy*<i»sil8iA*«4>i'M^«=J'l«  $y2l(ai=(l'^I)rill«C0Sa=K, 

on  peut  récrire 

L'assimilation  fournira  donc 

H"A+G"A'  ■"  G'B+H'"B'  "  G'A+H'^A'* 

d*oâ»  avec  (77),  des  râleurs  de  A»  B,  A',  F  qui  mises  dans  (70)  don- 
nent 

^^..      ^     _»,  (G^K-^iri,)y-(G^l\-fl^t)^  ^oft  (G^-lTKV-rc't-HVJc 

Substituant  dans  (75)  p«y =•..,  pxi=  •••  »  et  celles-ci  dans  Texpres- 
sion  du  moment  de  torsion 

Mi  =  5da>(p„y— j>^2), 
on  obtient  : 


formule  où  Ton  peut  remplacer  ii,  i\f  K  par  les  valeurs  (78j,  ce 
qui  donne 

^    ^       *  ""  Gl+G"r+  (!'— l)sina[(G'-  G")sina— (ir +U'^cosal* 

Cette  expression  se  réduit  bien  à  celle  -^ j-  du  bas  de  la 

GÏ"^G^' 
page  351  (S  39  de  la  note  du  n*"  156)  dans  le  cas  particulier  H"=  0, 
IV"  =  0,  a  =  0  où  îl  y  a  trois  plans  de  symétrie  de  contexture  per- 
pendiculaires aux  X,  y,  z  et  où  les  axes  ou  diamètres  principaux 
de  Pellipse  sont  parallèles  aux  y  *et  aux  Zm 

Il  n^est  pas  plus  nécessaire  de  connaître  les  trente-six  (ou  quinie) 
coefficients  a  des  formules  (12)  pour  appliquer  cette  expression  du 
moment  de  torsion  Mj  que  pour  appliquer  Texpression  P  =  E<ik>x 
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de  simple  extension  â*uii  prisme  de  coatexture  quelconque,  où  E 

représente  une  fonction  des  mômes  coefficients  {$  34)«  De  môme 

que  pour  celle-ci  il  suffit  de  déterminer  préalablement  £  par  une 

expérience  d'extension  faite  sur  un  prisme  de  môme  matière,  de 

môme  il  suffirait  de  quatre  expériences  sur  des  cylindres  elliptiques 

r      d* 
offrant  des  valeurs  différentes  de  y  =  p  et  de  a  pour  obtenir  les 

faleurs  des  coefficients  0'»  G'\  af\  H"^  relatifs  à  un  bloc  donné  de 
matière»  envisagé  suivant  un  asimuth  déterminé  oboisl  arbitrai- 
rement. 

Si  ces  expériences  donnent  à  peu  près  H''^  =  H*^,  on  peut,  comme 
lorsque  la  matière  a  des  plans  de  «ymétrie  perpendioulaires  aux  x 
(et  qu'on  admet  Tégallté  de  b'^  et  b^  des  formules  39),  obanger  les 
axes  transversaux  des  y,  ««  en  d'autres  y'f  zf  peur  lesquels  les  com- 
posantes tangentielles  ont  des  expressions  mcmômes 

axes  qui  font,  avec  y  et  2,  comme  il  est  facile  de  voir,  un  angle  6 
déterminé  par 

Alors  on  peut  poser  une  équation  de  dohésion  eommé  ôelle  du  $  39 
de  la  note  du  r  156,  p.  S6li, 


i  =  ou  > 


Ci?)'+  (£^)-. 


et  rappliquer  en  calculant  par  tâtonnement  lé  ntaxlmmu  du  96- 
coud  membre  pour  les  divers  points  du  c<mloa^  elllptf<)uè,  ftprèâ 
avoir  mis  pourgcy/,  g»,  leurs  valeurs  gay  ces  6-f  g.,  sin  6,  g«cos6— 
g«y sine,  et,  pour  gcy,  g^*  les  expressions  (80). 

La  condition  de  cohésion  est  plus  compliquée  quand  on  n'a  pas 
H''  =  H"'.  On  arriverait  à  la  poser  en  changeant  les  trois  axes  coor- 
donnés des  Xf  y,  z  en  d'autres  dirigés  dans  les  sens  supposés  con- 
nus et  rectangulaires  où  les  limites  des  dUataiions  non  dangereuses 
de  la  matière  ont  leurs  plus  grandes  et  leurs  plus  petites  valeurs 


(>)  Mémoire  lar  la  lorsipn  des  prismes  \Mvanl$  étrangtrt^  t.  XIV],  art.  46. 
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absolues  et  relatives,  et  supposant,  autour  d'eux,  une  distribution 
ellipsoïdale  des  inverses  des  racines  carrées  de  ces  limites  ('). 

S  36.  Suite  des  vérifications  et  généralisations.  Flexion  égale  ou 
circulaire^  sans  glissement  ^  d'un  prisme  homogène  ayant  une  con- 
texture  quelconque  dans  les  diverses  directions,  —  Supposons  que 
ce  prisme  ne  soit  sollicité  que  sur  ses  bases  par  des  actions  normales 
variant  linéairement  avec  les  coordonnées  transversales  y^  z^  ou 
ayant  sur  toutes  deux  cette  expression 

OÙ  d.,  p',  p"  sont  trois  constantes,  dont  les  deux  dernières  sont  très- 
grandes  par  rapport  aux  dimensions  transversales,  et  E  le  coefS* 
cicnt  d'élasticité  d'extension  ou  de  compression  longitudinale. 

Voyons  si  Ton  peut  avoir  partout  la  même  pression  longitudinale 
ou  tension  p»  des  fibres,  avec  les  cinq  autres  composantes  nulles, 
ou  si  l'on  peut  avoir,  en  tous  les  points 

(83)    p„  =  Epo  +  ^,  H-  jî )•  Pifif=0,  p„=0,  py,=0,p„=0,  p^=0, 

P       P 

Ces  expressions  satisfont  aux  trois  équations  diflérentielles  Indé- 
finies (38)  ^  +  ^  +  ^  =  ^»  ^^'^  puisqu'elles  annulent  les 

premiers  membres.  Elles  satisfont  aussi  identiquement  aux  équations 
définies (39)  px»co&{n^x)  +•••='S^cos('^^^,2),  etc.,  tantaux  points  des 
bases,  pour  lesquels  cos(n,a;)=:cos('a^,x)=i,co8(n,y)=cos('eD',y)==0, 
co8(n,2)=co8('29',2)=0,  qu'aux  points  des  faces  latérales,  pour  les- 
quels on  a  C06(n,a;)=0,  *tsf'=.0.  Elles  satisfont  aussi  aux  conditions 
de  compatibilité  du  S  32,  car  elles  donnent 


D.=J.+  r.  +  ^, 


p'  ^  p' 


m 


^    '  ^et  (comme  au  S3&)  <),=— i)Dc,  D,—— V*^.,  gf.=ïi"^ 

qui,  substituées  dans  (/i9)  et  (50),  les  réduisent  à  0=0,  en  sorte  que 
les  déformations  exprimées  par  (8A)  sont  possibles  ou  compatibles 


(t)  Même  mémoin*,  art.  Si.  On  peut  étendre  ce  qcl  y  est  dit  pour  une  conlex- 
ture  i  trois  plans  de  rymétrlc  A  une  contezturc  quelconque,  moyennant  le  ciian- 
gemcnt  d'axes  dont  nous  parlonn. 
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entre  elles,  et  Tanalyse  confirme  à  ce  sii^et,  comme  on  voit,  notre 
démonstration  géométrique  du  S  3  de  la  note  du  n*  80. 
Le  prisme,  ainsi  déformé,  sera  donc  maintenu  en  équilibre  par 

les  pressions  ou  tractions  (83)  p*«=E(D,+ -,  +  -^j  appliquées  aux  ba- 

ses  eu  ;  pressions  qui  ont,  sur  chacune, 

Eon),  )pour  résultantes  ; 

E  E 

-;  J2*(2ci>,     -rSy^diû  pour  moments  autour  des  axes  des  y,  des  z, 

supposés  être  les  axes  principaux  d'inertie  passant  par  les  centres 
de  gravité  des  bases. 

Or,  sans  avoir  besoin  de  déduire  de  (8A)  les  valeurs  des  déplace- 
ments u,  V,  w  (qui  seraient,  comme  il  est  facile  de  voir,  représentés, 
s'ils  sont  très-petits,  par  des  expressions  entières  du  second  degré 
en  a;,  y,  z,  dont  les  coefficients  se  trouvent  aisément  en  les  laissant 

d'abordindéterminés),laformod«c»d,+  ^,  +  -t/ de  l'expression  trans- 

P     P 

versalement  variable  de  la  dilatation  longitudinale  d'une  fibre  quel- 
conque prouve  que  le  prisme  prend  une  courbure  uniforme  ayant 

i     i 

->,  -f,  peur  projections  sur  les  plans  des  zx  et  des  xy,  ou  qull  Oé- 

P     P 

i       i        1 
cbit  en  arc  de  cercle  d'un  rayon  p  déterminé  par  -^  =  ->,  +  -7^. 

S  37.  Suiie  des  vérifications  et  généralisations.  Flexion  inégale^ 
ou  acec  glissements,  d^m  prisme  homogène  dont  la  matière  a  par- 
tout un  plan  de  symétrie  de  contexture  perpendiculaire  à  ses  arêtes 
ou  aux  X.  —  On  suppose  que  ce  prisme,  d'une  longueur  a,  est  solli- 
cité sur  ses  seules  bases,  savoir  : 

Sur  la  2*,  pour  laquelle  2=0,  par  des  forces  tangenti^les  pxy,p»f 
Sur  la  i**,  pour  laquelle  x=0,  par  les  mêmes  forces  p^yi  p«s  aux 
points  correspondants,  mais,  en  outre,  par  des  forces  norma- 
les p**  proportionnelles  à  une  coordonnée  transversale  z,  et 

Va 
pouvant  ainsi  être  représentées  par  —z ,  1  désignant  le  mo- 
ment d'inertie  ^'dco  de  la  section  autour  de  l'axe' des  y  sup- 
posé être  un  de  ses  deux  axes  principaux,  et  V  étant  une  con- 
stante doni  nous  allons  reconnaître  la  signification. 
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Voyons  si  la  proMlOD  px»  peut  furler  linéairement  aostl  avec  la 
coordonnée  longltadinale  x*  et  si  les  pressions  tangeotieiles  sur  les 
sections  peuvent  ôtre  les  mêmes  d'un  bout  à  loutre  que  snr  les  ba- 
ses, les  fibres  ne  supportant  latéralement  aucune  action  transver- 
sale à  Tintérieur,  ou  si  Ton  peut  avoir  partout 

(85)    p„  =  ?^--^,p,,  =  0,p,.=9.p,,=0,  ^=0.^gï  =  0. 

En  substituant  ces  valeurs  dos  composantes  de  pression,  on  trouve 
qu'elles  satisfont  aux  équations  indéfinies  (38)  -^  +  ..•  =0,  etc., 

à  condition  qu'on  ait  partout,  entre  les  actions  tangeptlelles,  la 
relation 

car  c*est  à  quoi  les  valeurs  (85)  réduisent  la  première  de  ces  trois 
équations,  en  rendant  identiques  les  deux  dernières.  Elles  satisfont 
aussi  aux  équations  définies  (39)p«xCos(ax)+...=:/^^^cos(«^i^,a;],  etc.  : 
l*6ur  les  bases  atsdetxsso,  où  cos(n,x}s=i,  oofl(n,y)=:0,co6(n,«)=0, 

'^^^cos('^^'^)  =  -y-  et  zéro,'Z9ttos('29',y)=j)*y,  ^tSfcos{^^z)=pg,; 

T  sur  les  faces  latérales,  où  '29*=0,  cos(n,a:)=0,  ^^°*^;-  =  ^^^ ,  à 

cos(n,;2r)       <cy 

condition  qu*on  ait,  aux  points  des  contours  des  bases  et  des  sections, 
(87)  i>»iy— p*f<fe  =  0,   • 

Voyons  maintenant  à  quelle  condition  les  expressloiui  des  dilata^ 
tions  et  glissements  tirés  des  équations  (86)  sont  compatibles  entre 
elles.  Ces  équations,  combinées  avec  les  formules  (99;px«=3ad«  + 
+  fdy  +  e'O,  +bgyii  etc. ,  du  cas  d^un  plan  de  symétrie,  donnent 
^t  n\  V^  étant,  comme  au  S  3^9  des  fonctious  des  rapports  mutuels 
des  coefficients  9^î\  eto,  ; 


El 


^fifw  __    A      ^*» 


dx  '   dx 

qui  réduisent  à  0  =  0  les  trois  conditions  de  compatibilité  (60)  du 
S  32,  ainsi  que  la  première  des  conditions  (49)  ;  et  les  deux  autres 
(li9)  sont  réduites  k 
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El   "  dy\dz  dy  J'      ^       ""  BI   "^  d«Wy  dz  )' 

On  en  déduit,  vu  que  ^  /^^*  —  ^^  est  nul  d'après  (88)  : 

^^^^  dy       "ST *^      El      • 

condition  quf  ^tocorde  av ee  «elle  du  miUaa  de  la  p.  Mi,  S  &6  de  la 
note  du  n*  iM,  ea  remplaçant  y,  «  par  u,  v,  —  Ppar  P^  et  suppo- 
sant T)"^ = 0  ou  gy«  nul  partout. 

Toutes  les  fois  donc  qu*un  prisme  on  cylindre,  dont  les  faces  la- 
térales sont  libres,  et  dont  la  matière  offire  partout  des  plans  de  sy- 
métrie perpendiculaires  à  ses  arêtes  ou  aux  x^  supporte  dans  Téiat 
d'équilibre,  sur  l^lne  de  ses  bases,  des  pressions  ou  tractions  nor- 

Pa 
maies  Pm»  =  -jz^  et,  sur  toutes  deip:,  des  actions  tangentielles 

p*»i  p*»  satisfaisant  jt  (86)  -^  +  -^  =  y  en  tous  leurs  points, 

et,  aux  contours,  à  (87)  pxtd/y  -^Pmydz  =  0,  et  telles  aussi  que  les 
glissements  g^,  g»  qui  y  répondent  d'après  (39)  pM9=egMs  +  h^'g^y, 

P«y  =  h^g^  +  fg.»  aient  entre  aux  la  nalatlon  (69)  ^^^ ^  » 

s3  rmm  pJSi^pJL^  06  prisme  se  trouve  avoir  éprouvé  les  déforma- 

tiens  quMndiquent  les  expressions  (86)  des  dilatations  et  glisse- 
ments, c'est-à-dire  une  flexion,  dans  le  plan  xx,  décroissant 
d'un  bout  à  l'autre  uniformément  dea;  =  Oàx  =  a,en  même 
temps  que  des  contractions  transversales  dans  les  proportions 
)],  n'  svec  les  dilatations  longitudinales  d^;  des  fibres,  et  des  glisse- 
ments déterminés  par  gyj  =  t)^^  •  ainsi  que  par  les  valeurs  de 
g»»  8«y  fonctions  de  y,  z  et  satisfaisant  aux  conditions  expri- 
mées (88),  (89). 

Le  moment  total,  autour  d'une  parallèle  aux  y  tracée  sur  une 
section  quelconque  u>,  des  actions  s'exerçant  à  travers  cette  sec- 
tion est, 

W«îw,  =  ■    ^    |g*<^  ==  P(a— «); 
en  sorte  que  comme  il  ne  s'exerce,  sur  la  deuxième  base  rc  =:  a,  que 
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les  forces  p^s,  on  a  pour  Téquillbre  de  translatioD,  dans  le  sens  2, 
de  la  partie  intermédiaire,  dont  la  longueur  est  à-^x 


^- 


idw  =  P, 


c^est-&-dire  que  P  représente  la  somme  constante  des  forces  trans- 
versales pg^  agissant  aux  divers  points  de  chaque  section. 

Si  Ton  égale  g^y,  gxt  à  des  fonctions  entières  dey,  z,  à  coeflBcienis 
Indéterminés,  en  astreignant  ces  coefficients  à  satisfaire  à  (86)  et 
(89),  ce  qui  en  réduit  le  nombre;  puis,  si  Ton  substitue  dans  (87) 
PmM^y  —  Pxydz  =  0,  on  a  l'équation  diflTérentielle  première  des  con- 
tours des  sections  des  prismes  qui  prennent  la  fleadon  qu'on  vient 
de  dire,  sous  l'action  des  forces  transversales  p^^  p^  répondant  à 

ces  expressions  de  g»,  g«y,  et  Jointes  aux  forces  normales  -p  ^^^ 

une  des  bases.  Mais  le  premier  membre  de  cette  équation  des  con- 
tours (87)  n*est  pas  une  différentielle  exacte  comme  le  premier  mem- 
bre de  (63)  ou  (Ik)  du  cas  de  la  torsion  (%  35),  en  sorte  que  nous 
n'avons  obtenu  des  intégrales  ayant  une  forme  finie  que  lorsque 

i"  =  6, 

ou  que  la  matière  offre  trois  plans  de  symétrie;  et  nous  n'avons, 
ainsi,  à  présenter  aucun  autre  exemple  que  ceux  qui  ont  été  donnés 
au  S  Â6  de  la  note  du  n*"  156. 

On  voit  toujours  que  l'analyse,  fondée  sur  les  formules  et  les 
équations  de  la  mécanique  moléculaire,  dont  l'établissement  et 
l'emploi  ont  été  l'objet  de  ce  3*  Appendice,  vérifie  d'une  manière 
simple,  en  les  généralisant,  les  résultats  et  les  théorèmes  que 
nous  avons  démontrés  au  2«  Appendice  (%%  10  à  12),  ainsi  qu'à 
la  note  du  n**  156,  par  d'autres  considérations.  Ces  théorèmes, 
qui  donnent  l'extension,  la  torsion,  la  flexion  avec  ou  sans  glis- 
sements, de  prismes  sollicités  à  leurs  extrémiés  par  des  forces 
appliquées  et  distribuées  suivant  certains  modes  servant  de 
types,  et  auxquels  les  autres  modes  sont  assimilables  avec  une 
approximation  suffisante,  se  trouvent  ainsi  confirmés  de  plu- 
sieurs manières  et  mis  hors  de  doute,  bien  qu'aucun  des  résultats 
qu'ils  énoncent  ne  puisse,  dans  l'état  actuel  de  l'analyse,  être  ob- 
tenu par  voie  tout  à  fait  directe  ou  purement  analytique,  et  que 
Ton  ne  soit  encore  arrivé  à  aucun  d'eux,  môme  au  plus  simple  (ce- 
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lui  de  Texteûsion)  que  par  voie  d'essai  et  de  vérifiGation»  suivie  au 
moins  partiellement 


4*  APPENDICE  s  —  Comparamn  de  nos  formules  de  torsion 
à  texpirienee.  —  Digression  sur  les  vibrations  tour'- 
nantes. 


$  38.  Expériences  de  M.  Wertheim  sur  la  torsion  des  prismes 
à  base  rectangle^  et  observations  sur  les  conséquences  qu'il  en  tire* 
—  Noos  avons  dit,  p.  283  et  297,  aux  sous-notes  des  $$  21  et  26  de 
la  note  du  n*  166,  en  citant  des  chiffres  k  Tappui,  que  nos  formules 
de  moment  de  torsion  étalent  dlaccord  non-seulement  avec  les  ex- 
périences anciennes  de  Duleau  et  de  Savart  sur  les  prismes  carrés 
et  rectangles,  mais  aussi  avec  les  expériences  récentes  de  M.  Wer- 
theim, qui  ont  porté  également  sur  des  cylindres  elliptiques* 

Nous  Tavions  exprimé  déjà  en  février  1858,  aux  p.  78  et  95  d*un 
écrit  distribué  aux  membres  de  TAcadémie  des  sciences  et  à  divers 
autres  savants  {Notice  sur  nos  travaux). 

GependantM.  Wertheim,  &  la  p.  17  d'nnécritdum6megenre,di9- 
trlbué  en  novembre  1859,  conteste  cet  accord,  et  il  perslsteà  émettre, 
comme  il  avait  fait  aux  p.  2/i8,  2/k9  ($  XY)  et  28Â,  285  (S  XXV)  de 
son  Mémoire  sur  la  torsion^  inséré  aux  Annales  de  chimie  et  de 
physique  en  Juin  et  Juillet  1857,  Topinion  que  la  formule  du  mo- 

ce  6»c» 
ment  de  torsion  de  M,  Cauçhy  M,  =  -^  rj— jpour  les  prismes  rec- 
tangles est  seiUe  exacte  dans  les  conditions-limites  que  suppose  Jus- 
qu'à présent  toute  théorie,  savoir  des  torsions  extrêmement  petites 
et  des  prismes  d^une  longueur  extrêmement  grande  par  rapport  à 
leurs  dimensions  transversales. 

L'intérêt  de  la  vérité  et  de  la  science  nous  oblige  à  combattre  ici 
cette  opinion,  que  M.  Gauchy  n'a  point  soutenue  (car  il  a  adopté 
notre  formule  des  prismes  rectangles  en  abandonnant  la  sienne), 
et  à  montrer  que  les  expériences  de  M.  Wertheim  ne  la  confirment 
point,  mais  sont  plutôt,  dans  ce  qu'elles  peuvent  offrir  de  concluant. 
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favorables  h  notre  analyse  ou  h  la  formule  en  série  transcendante 
qui,  substituée  par  nous  à  celle  de  M.  Gauchy,  donne  desi  résistan- 
ces moins  fortes  dans  une  proportion  qui  est  0,8/i3  pour  6=c,  et 
qui  ne  se  rapproche  de  1  que  pour  b  très-grand  par  rapport  à  c. 

On  discutera  avec  détail,  au  5'  Appendice,  un  point  de  théorie 
qui,  depuis  1848,  nous  sépare  de  Thonorable  physicien.  Il  a  proposé 
alors  des  formules  de  composantes  de  pression  quç  nous  n'avons  pu 
adopter,  et  qui  donneraient,  dans  les  oorpe  solides  Isotropes  ou 
d'égale  élasticité  en  tous  sens,  la  relation  suivante  entre  I0  coeffi- 
cient d'élasticité  d'extension  E  et  le  coefficient  d'élasticité  de  glis- 
sement ou  de  torsion  G 

G=|e=0,376E; 

tandis  que  nous  pensons,  avec  Navier  et  les  antres  auteurs  de  mé- 
canique moléculaire  qui  ont  écrit  de  1831  à  1830,  qu'on  a,  pour  les 
mêmes  solides, 

G=;^E  =  0,Ai)0£. 

Nos  formules  de  torsion  pure  sont  sans  doute  iodépendantas  de  oe 
dissentiment,  car  elles  ne  contiennent  pas  E,  mais  seulement  G,  et 
elles  s'appliquent  mdme  aux  prismes  dont  l'élasticité  est  autre  dans 
le  sens  longitudinal  que  dans  les  sens  transversaux,  liais,  lorsqu'il 
s'agit  de  comparer  numériquement  les  résultats  des  formules  avec 
ceux  des  expériences,  il  convient  d'avoir,  pour  la  matière  de  chacun 
des  prismes,  la  valeur  du  coefficient  G.  Or  M*  Wertheim  l'évalue 
constamment  en  prenant  les  3/8=  0,375  du  coefficient  E,  qu'il  me- 
sure au  moyen  d'expériences  d'extension  longitudinale  faites  sur 
chaque  prisme,  et  dont  il  ne  donne  pas  le  détail.  Les  comparaisons 
sont,  en  conséquence,  affectées  de  trois  causes  d'ineertitude  :  celle 
qui  porte  sur  la  relation  G=:  3/8E  admise  par  lui  pour  les  solides 
isotropes,  celle  qui  porte  sur  l'isotropie  supposée  (car  lacontexture 
des  prismes  n'était  peut-être  pas  la  même  longitudinalraient  et 
transversalement),  enfin  celle  que  peut  offirir  la  valeur  de  B,  variant 
souvent  avec  la  grandeur  des  extensions  qu'on  opère  uour  arriver  à 
sa  mesure. 

On  ne  peut,  par  ces  motifs,  rien  tirer  de  oertain  du  troisième  tar 
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bleau  du  S  XY,  p.  249  (1)  du  Mémoire  sur  la  torsion  de  M.  Wer- 
theim,  où  Ton  voit  qua,  pour  les  plus  petite»  torsioas  de  dix  de  ses 
prismes  de  fer  et  d'acier,  les  nombres  c  (dernière  colonne)  par  les- 
quels il  faut  multiplier  la  formule  de  M.  Gauchy  pour  avoir  ce  que 
fournit  rexpérienco,  sont,  pour  des  rapports  des  deux  c6tés  de  la 
base 

3  6         8        491         1         I        M        3       4,5      3,6 

reip««UTencDtO,S7;  4,03;  0,98;  0,89;  0.86;  0,84;  0,86;  0,88;  0,86;  4,08, 
•a  liStt  d«        8,86;  0,88|  0,84s  0,86{  0,84;  0,84|  O,80s*0,86$  0,80;  0,88, 

que  donnerai  t  notre  formule,  ou  la  colonne  des  valeurs  de  /  de  notre 
tableau  p.  362  du  §  22  de  la  note  du  156.  Les  nombres  de  la  deuxième 
de  ces  trois  lignes  de  chiffres  ont,  çn  effet,  été  obtenus  pm*  M.  Weri- 

thelm  en  prenant  6= ~E  ;  ils  se  rapprocheraient  mosiMeraent  de 

o 

2 

ceux  de  la  troi3lème  en  prenant  6=  -^  E,  ce  qulles  réduirait  tous 

0 

de  1/16;  et,  en  outre,  G  peut  excéder  encore  v^E  si  la  contexture 

longitudinale  est  différente  de  la  contexture  transversale,  on  bien 
si  E  a  été  évalué  au  moyen  d'extensions  un  peu  fortes,  ce  qui  ten- 
drait encore  à  diminuer  ou  à  éloigner  de  Tunité  les  multiplicateurs 
numériques  c  appelés  par  M.  Wertheim  coefiicients  de  correction 
de  la  formule  de  M.  Gaudhy,  regardée  par  lui  comme  exacte  théorie 
quement  ou  à  la  limite. 

On  ne  peut  rien  inférer  non  plus  qui  soit  favorable  à  ropiolofi 
que  le  coefficient  de  correction  se  rapproche  de  Punité  à  mesure 
que  la  longueur  augmente  par  rapport  aux  côtés  des  sections,  des 
deux  expériences  sur  les  prismes  de  Flint,  citées  par  M.  Wertheim 
à  la  p.  248,  ni  du  restç  de  ce  que  contiennent  les  deux  tableaux, 
p.  2/ii5  et  2&6,  disposés,  dit-il  (p.  2^8),  «  pour  faire  ressortir  cette 
relation  importante.  »  On  trouve  en  effet,  &  ces  deux  tableaux, 
si  Ton  compare  entre  elles  les  expériences  pour  lesquelles  le  rap- 
port (colonne  r)  des  deux  côtés  de  la  section  est  sensiblement  le 
môme,  que  le  coefficient  de  correction,  mis  à  la  dernière  colonne. 


(*)  Oa  obdenl  les  pages  du  volume  des  AnnaU»  eu  ajouUpl  494  aux  pages  de 
iVxtraii  publié  k  pari. 
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décroît  &  peu  près  aussi  soureat  qa*il  croit  lorsque  le  rapport 
(colonne  i)  de  la  longueur  au  peUt  côté  augmente. 

L'expérience  n'offire  donc  aucune  raison  de  penser  que  la  formule 
de  torsion  des  prismes  rectangles»  à  laquelle  M.  Gauchy  est  arrifé, 
en  1829,  par  un  genre  d'analyse  dont  11  n*a  Jamais  sputenu  Tezacti- 
tude  et  qu'il  a  finalement  abandonné,  soit  «  rigoureusement  vraie 
à  la  limite,  »  comme  le  répète  H.  Wertheim  dans  sa  Notice 
de  1850,  c'est-è-dire  poor  de  très-petites  torsions  et  de  trèe-grandes 
longueurs,  et  qu'il  ne  faille  lui  faire  subir  une  correction  que  lonh 
que  les  longueurs  sont  trop  petites  ou  les  torsions  trop  fortes» 

%  39.  Examen  de  la  formule  de  torsion  des  prismes  rectangles 
donnée  en  1839  jpar  M.  Cauchy  comme  approchée.— Nous  devons  ré- 
péter même  ici  ce  que  nous  avons  dit  à  la  p.  290  (S  2Â,  note  n"  158), 
qu'il  y  a  impossibilité  que  cette  formule  de  torsion  de  M.  Cauchy 
soit  jamais  vraie  pour  les  prismes  à  base  carrée,  quelque  longs  et 
minces  qu'on  les  suppose  ;  car,  quand  les  deux  côtés  6,  c  de  la  base 
rectangle  sont  égaux,  elle  se  confond  avec  la  formule  ancienne 
M|  =s  G(M  (p.  272)  qui  faisait  le  moment  de  torsion  toujours  propor- 
tionnel au  moment  d'Inertie  {ùMpolaire)  J  des  sections,  même  non 
circulaires,  autour  de  l'axe  de  torsion  ;  d'où  il  résulterait  que,  pour 
des  prismes  ou  cylindres  trè»-longs,  une  section  ronde  et  une  section 
carrée  de  même  moment  d'inerUe  donneraient  la  même  résistance 
à  la  torsion  autour  de  leur  axe  de  figure,  ou  autrement  dit,  que  la 
section  carrée  resterait  plane  comme  la  section  circulaire.  Or  le 
raisonnement  le  plus  élémentaire  prouve  qu'il  n'en  peut  être  ainsi 
(S  k  de  la  note  n"  156),  et  que  les  sections  carrées  doivent  s'inflé- 
chir vers  leurs  quatre  angles,  de  manière  à  rester  normales  aux 
quatre  arêtes  vives  devenues  des  hélices,  ce  qui  apporte  nécessai- 
rement à  la  résistance  une  diminution»  telle  qu'est  celle  que  nous 
évaluons  théoriquement  par  le  coefficient  0,843A62  multipliant  GOJ. 

Et  l'analyse  ne  prouve  pas  moins  que  le  raisonnement  la  néces- 
sité de  cette  réduction,  dénotée  depuis  longtemps  par  les  expériences 
de  Duleau  et  de  Savart  Nos  formules,  en  effet,  résultent  de  valeurs 
des  petits  déplacements  qui  satisfont  certainement  d'une  manière 
rigoureuse  aux  équations  d'équilibre  d'élasticité  (3*  Appendice), 
dont  part  aussi  M.  Cauchy,  lorsque  les  forces  extérieures  qui  font 
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toilire  sont  appliquées  aux  extrémités  suivant  le  mode  spécifié  au 
S  35,  et  qui  se  trouve  indiqué  d*une  manière  plus  particulière  pour 
chaque  forme  de  section  par  les  expressions  de  Gg',  Gg"  ou  G'g',  G'^g'' 
récapitulées  au  S  UO  de  la  note  du  n"  156.  La  formule  de  M.  Caucby 
est  donc  en  défaut  tout  au  moins  pour  le  mode  indiqué  d*applica- 
tion  et  de  distribution  des  forces. 

Une  autre  raison  grave  porte  à  abandonner  cette  formule  du  mo- 
ment de  torsion  des  prismes  rectangles,  et  doit  faire  renoncer,  pour 
la  recherche  de  ce  moment,  au  genre  d*analyse  dont  Tillustre  géo- 
mètre l'a  déduite  en  1829  ;  c'est  que  cette  analyse  donne,  lorsqu'on 
la  pousse  plus  loin,  ou  lorsqu'on  n'efface  finalement  que  des  termes 
d'ordre  supérieur  de  deux  unités  à  ceux  qu'il  a  supprimés,  un  ré- 
sultat qui  fCest  que  les  deux  tiers  de  celui  quHl  a  obtenu^  ainsi  que 
nous  Pavons  montré  dans  un  mémoire  présenté  le  20  novembre  18Â3 
et  approuvé  sur  son  rapport  (Comptes  rendus,  t.  XVU,  p.  1189  et 
p.  133A).On  serait  donc  conduit  à  adopter  une  expression  moindre 
d'un  tiers  que  la  sienne  ;  or,  ainsi  réduite,  elle  s'écarte  considéra- 
blement non-seulement  de  notre  formule  nouvelle  dont  Texacti- 
tude  est  bien  certaine  pour  le  mode  particulier  d'application  de 
forces  qu'elle  suppose,  maisf  aussi  de  toutes  les  expériences  (')• 


('}  DéJA  noui  avions  montré  ccito  rMuctlon  nécessaire  d'un  lien  dans  une  note 
Jointe  A  une  lettre  du  49  mari  4839  i  laquelle  M.  Caucliy  a  répondu  en  nous  ren- 
voyant A  dea  raéibodes  dont  la  publication  Toccupalt,  en  sorte  qu'il  abandonnait  déjA 
alors  son  analyse  de  4829. 

Cette  analyse  est  en  effet  basée  sur  la  anppoiition  que  les  inconnnes  du  pro- 
blème, e'est-A-dire  les  conposantea  de  pression  intérieure  et  les  petits  déplace* 
raents  ou  loura  dérivées,  tout  développabUs  en  térie  convergente  suivant  les  puis- 
âancet  des  coordonnées  transversaUs  y,  z,  dont  les  plus  grandes  valeurs  sont  les 

h    c 
demi-dimensions  transversales  ^,  ~  supposées  très^petites  par  rapport  à  la  lon- 
gueur du  prisme,  et  qu'on  peut  faire,  dans  les  résultats,  certaines  suppressions  do 
termes;  en  sorte  que,  p  représentant  une  de  ces  inconnues,  et 

dp*    dp*   d^p*    cP/i» 
dff     dz     dfy*    dydz 

sa  valeur  et  celles  de  ses  dérivées  au  œntrcdo  la  section  ou  pour  y=0, 2=0,  on  aurait 

férlcquey.Cauch|écrirall|i=yo,9+Pi.»y+i>..,»+j(P».»>*+«Pi»iy*+l»«,j*V- 
avec  la  notation  de  son  ménoird  {Exercices  de  math,,  l.  IV)  oA  il  désigne  aussi 
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S  ÛO.  Conjirmaiion,  par  les  expériences  de  Duleau  et  de  SatâHf 
et  aussi  par  celles  de  M,  Weriheim,  de  la  loi  établie  par  noirs 

ptr  A,  B,  C,  D,  E,  F,  E>  ^1»  C  oe  qae  dous  appelons  pue,  p^y,  p»»,  p^t,  p„^  p^^ 

u,  V,  «9. 

(è         e 
ï       ff 
tfyV     dz  {pm^  —  P«f ')  ^^ 


e 
prttme  recUogle  dont  U  bâte  est  &  X  c,  en  subitilutot^  Intégrant  et  réduisant  : 

(6)  M-  ^fr^^'"  '  c^^^'^^l  I  ^^/^/>'*'.    ^P'^)  ,    ^  (j^.^s.      ^d^i^sy) 
^^     '      h%\      dy  dz   J^iSS\dyifz*     dy*dzJ^iBO\       dy^  dz^  J 

+  ternies  du  8'  ordre  et  au-deisus  en  fr,  c, 

bc 
En  le  bornant,  eomne  a  lall  M.  Canehy^  an  prenier  terne  — «  (    )dfl  celte  et* 

pression^  on  arrire  à  sa  foftnale. 

En  effet,  00  a,  les  pretiioDs  éunt  onlles  snf  let  qnatre  Ikoot  do  priswe  ree- 
tangle  : 

(c)        pCf  =  0,  fyy  =3  0,  Jly,  Sr  0      POOT  |f  =S  itl  |J  fr  qiWl  qUO  SOit  JT , 

4 
(d)    pmM  =^ Of  pya  =z  Of  pM»  =  0    pourz=sd:-ci|ael4|iiesoitsri 

m 

d'où  M.  Cauchy  tire,  en  mettant  ponf  pxy  on  pyy,  ete.,  son  déréloppement  (a)  et 
égalant  à  léro  les  sommes  de  termes  affectées  des  mêmes  pnissanees  de  z  ou  y,  une 
suite  d'équations,  partageables  chacune,  en  raison  du  d=,  en  deux  autres  qui, 
additionnées  ensemble,  et  ensuite  sonstfattes  l'une  de  l'autre^  donnent,  eo  dirisant 
par  9,  ces  équations  plus  simples  : 

Pour  P  =  pxy      ou      pyy      ou       Pys 

id«W6\«  ^  dp»     4  <Pp»  /ô\«.  ^  d«p»  .  4   dy  /ft\* 

^     4djy/6Y  d«p*      4  dV  fty         _^   dy    ,  4   d»p»  />N  •         _ 

dy'^'ôdîf'U;  ■*■•••""  'dydz"^6dy»dzU/  '^''"  'd;d?"^6dï«d?U/  ■*"--°' 
Pour  P=PmM    ou    py«    ou   Pjm 

.   idV/cV.  ^  dp*      4  éfip*  /cV  .  «ï*/»"  .    <    <**?•  /'^N* 

WSdp-     4£p»/'cY         _     d«p»      4  d*p>  Z'  cy  ^    d*p'       4   d'p**  /c\«         _ 

dT'^ed^sU;  ■^••— ®'d;;di"^6di;dSVâJ  ■^' —  5^  '*'êdï«d;«v«y  "^  •-  ^• 

Or  pys  appartient  aux  relations  (e)  comme  aux  relations  [f);  et  on  en  tire  : 

^^^  "•— î^dyTi^â J i-Sr(^5J  -  -iiilîSrîUJ  Uj  -••' 

d'od  il  suit  que  p'ys  n'a  qu'une  râleur  qui  dépend  de  termes  du  quatrième  ordre 
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formule  de  torsion  des  prismes  rectangles,  —  Dans  la  vérification 
expérimentale  que  nous  avons  faite  de  notre  formule  de  torsion  des 


en  (,  c,  termes  sopposét  Dègligeablei,  en  sorte  qao  comme  il  eit  égtl  aa  glissement 

g*v«  =  — -  4-  --—  maltiplié  pir  an  eocflMentd'èlasiicUé.  on  peat  prendre  ap- 
'        d2       dy 

proximaUTemont 

Cette  équaUon  exprime  que  deux  droites  primitivement  parallèles  aux  y  et  aux  z, 
tracées  sur  la  section  lo  et  se  coopant  à  ion  centre,  lont  restées  perpendiculaires 
entre  elles  après  le  déplacement  des  points  du  corps  ;  mais  chacun  des  deux  lermei 
dont  son  premier  membre  se  compose  représente  la  grandeur  angulaire  de  la  ro* 
talion  effectuée  par  ces  deux  droites  autour  de  l'axe  du  prisme,  en  sorte  qu'en  aiH 
pelant  <|;  cette  roution  on  a 

dw*  d%^ 

d^ 
Mais  -^  00  Pacerolsieitaent  de  cette  rotation  pour  l'unité  d'une  petite  Ion* 
dix 

goeur  dx  n'est  autre  cboie  que  la  iorsUm  désignée  par  0  dans  tout  ce  qui  précède. 

On  a  doue 

g  —  £  ^^*  _  _  £.  ^*^ 
dx  dy  dx  dT  * 

(dti     dv^  /dtû     du\ 

—  +  jj  j ,  P« =G"g„=G"  f  --+  -rj  donnent, 

l'indice  0  signifiant  toujours  la  valeur  que  prennent  les  dWers  coefficients  diffé- 
rentiels pour  y  =  0,  z  r=:  0, 

^'  dz  V  dydzf'     dy  \   ^  dydzP 

d'où,  en  éliminant  -  -•-  (qui  mesure,  comme  il  est  facile  de  ?oir,  le  degré  de 

gauchistemêfU  de  la  section,  assimilée,  an  moins  sur  une  petite  portion  autour  de 
son  centre,  A  un  parabololde  hyperbolique)  : 

de,"      dn!  dfLtm      rf«,«' 

équation  conforme  à  -^ -r"  =  *•»  — r^  =  M  des  pages  401 ,  533, 605 

du        dv  dy  dz 

et  qui  se  trouve  ainsi  démontrée  avoir  lieu,  au  moins  approximativement,  dans 
tout  prisme  rectangulaire  tordu  par  des  forces  appliquées  d'une  manière  quel- 
conque à  ses  extrémités,  pourvu  qu'on  admette  le  développement  de  py.  en  série 
convergente  entière,  et  que  les  dimensions  transversales  b,  o  do  ce  prisme  soient 
aiiex  petites  pour  qu'on  puisse  négliger  le  dernier  membre  de  la  triple  éga- 
lité is). 
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prismes  rectangles  par  les  expériences  de  Dnleau  et  de  Savart  sur 
des  barres  carrées,  le  coefficient  G  était  évalué,  non  pas  en  le  dé- 


Mail  00  peut,  des  mènes  considénlions  et  luppositioai,  tirer,  avee  M.  Cauebj, 

une  deuxième  relation  entre  — - —  et»       ',  qui  entrent  dans  (h)  II|. 

dfy  dz 

Prenons  pour  cela  la  première  des  trois  équations  (38)  d'équilibre  Intérieur,  f.  585 

mettons-y,  pour  les  p,  leurs  dèfeloppemenls,  et  égalons  A  léro  la  somme  des 
termes  affectés  de  yz  ;ou,  oequi  reylenl  au  mènie,différentlons-la  une  fois  par  rap- 
ports A  y,  une  fois  par  rapport  A  z,  et  faisons  ensuite  y  =  0,  z  =  0,  nous  aurons 

^^  dy^z  '^  dydz*'^       dxdydz 

Mais  les  équations  (e)^  (f)  qui  expriment  la  condition  de  nullité  de  la  pression  ex- 
térieure sur  les  faces  latérales  donnent 

(«)    ^=-.l^f  îy+  iermesdu4-ordre;  ^J^=  -—^(W  +  terme,  du  4- ordre. 

^    '      dy  %dydz'^\%J^  *    dz  8dy«d2\î/ 

En  ajoutant  celles-ci  après  les  aroir  multipliées  respectirement  par  6*  et  par  c* 
et  substituant,  A  la  somme  de  dérifées  du  3*  ordre  qui  en  résulte  dans  le  second 
membre,  sa  ?aleur  (<),  on  a 

W  **  -^ |-c»-~^  =  ----;  ^  ,  -f  termes  du  6'  ordre. 

dy  dz  S   dxdydz 

iia*io 

Ce  second  membre  peut  être  négligé  comme  irèi-petii,  car  — i—  n'est  point 

dxdydz 

d'un  ordre  de  grandeur  supérieur  aux  termes  du  premier  membre,  et  même  il 

sera  babiijuellement  nul  puisque ,  dans  les  problèmes  de  torsion ,  on  ne  suppose 

pas  de  composante  de  pression  normale  aux  sections.  On  a  donc  pour  la  deuxième 

relation  approximatire  cberchée 

dy  dz 

D'oà  l'on  tire,  en  eombidant  avee  (J) 

(    \  fr 'w  _      gc*0         dp*j:y__   «-2g«< 

dy   ""^  .  ^'"'^~"^.  f^' 

C''^G"  G'      G" 

H.  Caucbj  substitue  ces  deux  valeurs  dans  l'expression  (6)  du  moment  M|,  re- 
duiie  à  êOH  premier  terme 

42  V        dy  dz   J 

qui  est  du  quatrième  ordre  en  6,  c,  en  négligeant  les  termes  suivants,  qui  appa- 
raisseut  comme  du  6'  ordre  et  au-dessus  [ce  terme  conservé  revient  birn  A  sa  for- 
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(luisant  de  E,  comme  fait  M.  Wertheîm,  mais  au  moyen  (Inexpérien- 
ces des  mêmes  auteurs  sur  des  barres  rondes  de  même  matière,  ex- 


4 

mulo  (403)  -  ht  (A'Et,,  —  t^F»,i)  en  rempUc«ûi  SA,  Si  par  6,  c;  et  on  voit  par  let 

formules  (404)  qu'il  néglige  eCTecliremeut  les  lermoa  au  delà  des  premiéret  puis- 
sances des  coordonnées  traBsyersales  dans  les  déyeloppements  de  £==Pxs»  P=P^]> 
Celle  subslilttUon  donne  sa  formule  connue 

4      ftMO 
G'  ■*"  G" 


Mais,  obserYons  que  dans  l'expresiion  complète  (fr)  du  moment  M],  si  le  troisième 
terme 

480  V       rfy»  dafi  ) 

du   sixième  ordre ^  est  bien  négligeable  tu  que  les  équations  de   condition 

"^'^'^"d?""      i5^U/      '"'"«S»"""      icfyMzaîVij""*" 

le  font  monter,  par  substitution,  au  huitième  ordre,  il  tCen  est  pas  de  même  du 
deuxième  terme^  du  sixième  ordre  en  apparence 


») 


288  \dyd2>       dy*dz}'' 


car,  au  nombre  des  équations  de  condition  (/)^  («),  s'en  trouvent  deuk,  déjà  ré- 
crites (m),  qui  donnent 

■ 

en  sorte  que,  par  substitution,  ce  terme  («)  se  change  en 


M 


36  \       dy  dz   J 


ou  *e  téduit  au  4*  ordre,  comme  celui  dont  M.  Caucby  lient  compte,  et  est  même 
précisément  égal  au  tiers  de  celui^-ci  (g)  pris  en  signe  contraire.  On  a  donc,  en  ne 
négligeant  que  ce  qui  est  au-dessus  du  4*  ordre, 

^^  "*"-3  4a^^     dy  dz    J""3'3  6«     ^ 

G'"*"  G"  9 

c'est-à-dire  les  deux  tiers  de  la  formule  de  torsion  de  M»  Cauchy. 

Une  pareille  réduction  s'explique,  du  reste,  par  la  valeur  que  prennent  les 
développements  de  la  forme  (a)  des  composantes  tangenliellcs  de  pression  prz 

1.  40 
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périencesaux  résultats  desquels  on  appliquait  U  formula incoatestée 

rr^ 

Ml = GOJ  =:  GO  -^  du  moment  de  torsion  des  cylindres  drculaim 

et  p«y  qnaod  oo  t  égard  à  lenr  nullité  mr  les  Ciees  Utértlet  rwpectlTei  sszztz^ 

b 
et  y  =  ±:  -,  oa  aux  équatlooi  de  condition  (e}et  (/)  qui  lont  une  oooiéqnenoe  do 

cette  nulUié.  En  effet  ai,  dana  ces  défeloppeaMBla  (s),  nous  meltOM  à  la  plaoe  des 
dérivées  du  3*  ordre  leurs  ? aleura  (1)  et  aotrea,  tirées  des  équations  doot  nous 
parloos,  nous  obtenons 

pxy=:(^ ^)  V***  +~!^y  +  ^^arj  +  tcrBiesda4»ordrccny,2,6, 

P"  =  (^  -  TTJ  (''•-  +  "dT^  +  -IT  V"*"  ufem  en  y.  ;r,  c. 

cipressions  dont  on  pouvait  même  prévoir  d'avance  la  forme  puisqu'elles  doivent 
salisfaire  à  la  condition  de  s'annuler  pour  y*  =  -^  «^  POur  2*  =  r-  ou  sur  les  Ciœs 

latérales,  et  qui  montrent  que  les  pressions  tangentielles  (ou  les  glissements 
g«;y,  gxs  auxquels  elles  sont  proportionnelles  quand  il  y  a  trois  plans  de  symétrie 
de  coD texture)  suivent  une  loi  de  décroissance  parabolique  du  centre  au  contour 
des  sections  le  long  des  médianes.  Or  si  on  les  met  à  la  place  de  px^^p*»  ^*n* 
l'expression  générale  du  moment  de  torsion 

ri*    rî- 

M.  = 


J_iA    J_ic 


,6^-tc 


on  obtient,  non  pas  le  premier  terme  — (  6* c* — -^  1  de  [h),  auquel 

iî\        dy     •         dr  / 

s'est  tenu  M.  Cauchy,  mais  le*  deu»  tiers  de  ce  terme;  ce  qui  s'eiplique  géométri* 

.       4i» 
quemenl  si  l'on  remarque  que  la  vol^ttr  moyenne  du  facteur  parabolique  ^  "^  ~~r  9 

b    b         2 
^®  ~  â  ^  i  '  est  - ,  OU  que  le  segment  dont  les  ordonnées  sont  les  diverses  valeurs 

de  ce  facteur  a  pour  aire  Ici  deux  tiers  du  rectangle  circonscrit.  C'est  la  di- 
minulion  graduelle  obligée  de  p^ry,  Pas  quand  on  chemine  du  centre  au  con- 
tour des  sections,  comme  nous  venons  de  dire^  qui  produit  cette  réduction  d'un 
tiers. 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  ($  45]  que  11.  Cauchy  a  opéré  cette  réduction  dans 
sa  formule  des  vibrations  tournantes,  ee  qui  fait  qif  elle  n'est  pas  en  harmonie  avec 
sa  formule  du  cas  d'équilibre  de  torsion,  ainsi  que  l'a  très-bien  remarqué  M.  Wer- 

Iheim. 

Voncluons  simplement  de*cet  examen  qu'il  faut  renoncer,  avec  M.  Caoeby  lui- 
même,  à  sa  formule  de  torsion,  bien  que  son  invenUon  ait  été  on  grand  pas  bii 
dans  la  découverte  des  lois  de  cette  espèce  de  déformation  des  pièces  solides. 
L'établissement  de  cette  formule,  que  nous  venons  do  résumer,  est,  en  ettst. 
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de  rayon  r.  Or  le  résultat  moyen  des  expériences  de  Duleau  sur  des 
fers  carrés  ayant  pour  longueurs 

12&  fbis,  10&  fols,  223  fols  et  137  fois  le  côté  de  la  base, 

a  été,  ainsii  qu'il  fallait  multiplier  GOJ  par 

0,8Â6 

nombre  fort  peu  différent  du  coefficient  théorique  0,8à3&63  0). 

Et  le  résultat  moyen  des  expériences  de  Savart  sur  des  barreaux 
carrés  en  cuivre  ayant  pour  longueurs 

139  fois,  115  fois,  71  fois  et  116  fois  le  côté  de  la  base 

a  donné 

0,811 

8*écartant  de  quelques  centièmes  de  notre  même  coefficient,  mais 
différant  évidemment  encore  plus  que  celui-ci  «  d'être  égal  à  Tu* 
nité,  »  valeur  quMl  devrait  avoir  suivant  M.  Werthelm  pour  des 
prismes  carrés  très-longs  et  minces, 

M.  Werthelm  ditsur  ce  même  sujet,  à  la  p.  17  de  sa  noticede  1869, 
en  rappelant  ses  écrits  antérieurs,  quMl  «  croit  avoir  fait  voir^  h 
Taide  des  recherches  de  Duleau  et  de  Savart,  que  les  coefficients 
de  correction  de  la  formule  de  Caucby  peuvent  varier^  lors  même 
qrie  la  forme  de  la  section  reste  la  même,  ce  qui  est  en  opposition 
aveo  la  théorie  de  M.  de  Saint-Venant  »  ;  et  c'est  sans  doute  au  pas- 
sage suivant  dosa  note  des  Comptes  rendus  de  18A9  qu'il  fait  allu* 


basé  tut  une  certaine  hjpolbèse  (employée  pour  la  première  Tois  par  Poisson  dans 
•on  mémoire  de  48)8  Inséré  au  i.  Vill  de  ceux  de  Tlnstllul),  celle  du  développe- 
ment des  inconnues  en  série  entière,  et  sur  des  suppressions  de  termes  dontoa  ne 
connaît  pas  la  ?aleur  relativement  aux  autres.  Tant  qu'on  no  particularise  pas  les 
déplacements  de  manière  quMIs  produiient  une  torsion ,  on  n'obtient ,  entre  les 
•oeffleienti  de  ces  séries  (les  dérirées  dp')  que  les  relations  cinlessus  («),  (/)  qui, 
même  en  y  Joif nant  (^,  (o),  sont  en  nombre  insuffisant;  car  on  toII  que  chacun 
d'eux  n'entre  que  dans  une  seule  des  équations  (e),  (J),  On  ne  peut  donc  pas  faire 
d'élimination  de  manière  i  en  obtenir  les  faleurs  par  approximations  successires. 
Ufaut,  pQur  Urer  les  premiers,  en  supprimer  d'autres  qui  peuvent  être  très-in- 
fluents (et  qu'on  reoonnatt  l'être  effectivement  en  se  bornant  par  exemple  au  eas 

dv  dw 

6  =:  c  et  falunt  de  prime  abord  •-  =  —  Qz,  -7-  =26y]«  On  n'a  donc  ainsi  aueune 

dx  dx 

assurance  d'exactitude ,  ni  même  de  suffisante  approximation. 

(^)  En  attendant  le  complément  expérimental  des  articles  I A  VI,  on  peut  voir  le 
détail  de  ces  expériences  aux  art.  78  et  86  de  notre  Mémoire  de  1853-55  sur  la 
ionion,  (Sav.  étr.) 
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sîon  (1)  :  «Si»  dans  les  résuluts  obtenus  par  Duleau  et  par  Savart 
on  ne  compare  entre  eux  que  des  métaux  de  même  qualité,  par 
exemple,  du  fer  anglais  rond  à  du  fer  anglais  carré,  on  trouYe  tou- 
jours pour  OL  (le  coefficient  de  correction)  des  nombres  inférieurs 
à  0,8/(  (notre  valeur  théorique)  et  qui  varient  entre  0,760  et  O^Sli.t 

Mais  nous  répondons  :  l*"  Qu'au  lieu  de  0,76  il  serait  Juste  de 
prendre,  pour  les  fers  anglais  employés  par  Duleau,  0,826,  moyenne 
qu'on  obtient  en  excluant  Texpérience  numérotée  93,  faite  avec 
un  fer  rond  venu  sans  doute  aussi  de  TAngleterre,  mais  non  pas  des 
mêmes  mines  que  les  fers  carrés,  et  d'une  qualUé  évidemment 
toute  différente  de  ceux-^1  (2)  ; 

2*  Que,  pour  les  fers  du  Périgord,  dont  les  échantilloDs  étaient 
bien  plus  nombreux,  il  a  été  trouvé  une  moyenne  de  0,804  ; 

3"*  Enfin  que,  si  un  moment  de  torsion  dont  la  grandeur  «  peut 
varier  quand  la  section  est  la  même  »  est  «n  opposition  avec  notre 
théorie^  il  n'est  pas  moins  en  opposition  avec  la.théorie  de  M.  Gau- 
chy,  et  même  avec  la  théorie  de  Coulomb,  dont  la   formule 

Mi  =  GO  ~  relative  aux  cylindres  à  base  circulaire,  a  été  cependant 

adoptée  généralement  Jusqu'ici.  Cette  variabilité  du  moment  pour 
même  section  serait  en  opposition  même  avec  toute  autre  formule 
analytique  qu'une  théorie  quelconque  essayerait  a^jourd'hui  d'y 
substituer,  car  de  longtemps,  et  peut-être  jamais,  on  ne  pourra  y 
faire  entrer  autre  chose  que  la  forme  et  les  dimensions  de  la  sec* 
tion  du  prisme  ou  cylindre,  et  tenir  compte  par  exemple  de  sa  lon- 
gueur ou  du  rapport  de  celle-ci  à  la  dimension  transversale  moyenne. 
L'influence  de  cette  longueur  du  prisme,  quand  elle  est  appréciable, 
dépend  de  la  manière  dont  les  couples  tordants  sont  appliqués  aux 
extrémités  ;  elle  serait  nulle  si  l'on  pouvait  réaliser  les  modes  d'ap- 
plication et  de  distribution  des  forces  que  nous  avons  rappelés  au 
2*  Appendice  (§  7).  M.  Wertheim  trouve  généralement  la  résistance 
à  une  torsion  donnée  par  unité  de  longueur,  d'autant  plus  faible  que 
le  prisme  est  plus  court;  le  contraire  serait  peut-être  trouvé  si  Ton 
appliquait  les  forces  d'une  autre  manière  qu*il  ne  fait.  Cette  in- 
fluence devient,  d'ailleurs,  négligeable  pour  les  prismes  ou  cylindres 


(»)  T.xxvm,p,  m. 

(*)  Mémoire  sur  la  torsion  (aux  Saif»  ilr,^  t.  3uv),  aru  7S. 
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suffisammentlongs,  et  son  évaluation  restera  probablement  toujours, 
pour  les  autres  (lorsqu^on  voudra  la  faire  malgré  son  peu  d'intérêt 
pratique)  dans  le  domaine  de  Tempirisme  et  des  coefficients  de  cor- 
reciion  dont  il  conviendra  d'aifecter  nos  formules,  et  non  pas  celle 
de  M.  Gauchy,  que  M.  Wertheim  préfère,  quoique  cet  illustre  géo- 
mètre Tait  abandonnée  ainsi  que  la  tentative  analytique  qui  Ty  avait 
conduit  (i),  et  qui  ne  donne  le  vrai  résultat  que  lorsqu'une  des  deux 
dimensions  de  la  base  est  très-grande  par  rapport  à  Tautre. 

Au  reste,  les  expériences  de  M.  Wertheim  manifestent  très-bien 
et  d'une  manière  non  douteuse  (p.  2/i7  de  son  Mémoire  de  1855- 
1857)  une  chose  qu'il  dit  ailleurs,  à  savoir,  «  qu'à  égales  longueur 
et  largeur,  la  correction  (ou  ce  dont  le  coefficient  de  correction  est 
au-dessous  de  l'unité)  diminue  avec  l'épaisseur,  »  ou  «  que,  la  lon- 
gueur et  l'aire  de  la 'section  restant  constantes,  la  correction  di- 
minue à  mesure  que  Tune  des  dimensions  transversales  devient  un 
plus  grand  multiple  de  l'autre.  » 

Or,  en  cela,  elles  confirment  pleinement  notre  théorie,  qui  donne 
absolument  la  même  chose^  car  on  peut  voir  à  notre  tableau  de  la 
p.  362  (S  iiiO  de  la  note  du  n*  156)  que  les  valeurs  de  (i',  qui  sont 
précisément  les  nombres  on  coefficients  de  correction  par  lesquels 

il  faut  multiplier  la  formule  Cauchy  -j j-  ,  ou  -^  "m~î  <ï^nd 

G' = 6''  =  G,  croissent  graduellement  de'  OfiUZ  à  l  lorsque  le  rap- 
port -  des  deux  côtés  du  rectangle  crott  de  1  à  Tinfinl. 
C'est  ce  que  nous  avons  déjà  remarqué  à  la  p.  297  ci-dessus. 

S  Al.  Expériences  de  M,  Wertheim  sur  les  cylindres  à  base 
d'ellipse.  -—  Le  savant  physicien ,  après  en  avoir  rapporté  les  ré- 
sultats, dit  qu'on  obtient  la  formule  de  torsion  de  ces  cylindres 
c  en  substituant,  dans  la  formule  que  M.  Cauchy  a  trouvée  pour  les 
prismes  rectangulaires,  à  la  place  du  moment  d'inertie  du  rectangle 
par  rapport  à  Taxe,  le  moment  polaire  de  l'ellipse.  »  Il  renvoie  à 
ce  sijyet  aux  ouvrages  de  MM.  Persy,  Poneelet,  Moseley  et  Wies- 


(1)  Comptes  rtnduê  de  V Académie^  SO  février  4854,  U  XXXVIII,  p.  336-339. 
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bach,  (nais  sans  doute  seulement  pour  la  définition  du  moment  d'i- 
nertie dit  polaire^  qui  est  pris  autour  de  Vaxe  de  torsion  (supposé 
passer  par  le  centre  de  figure  de  la  section),  car  nous  ne  sachons 
pas  qu'aucun  de  ces  auteurs  ait  proposé  une  pareille  substitution 
pour  arriver  à  une  formule  de  torsion  des  cylindres  elliptiques,  ni 
même  quMls  se  soient  occupés  de  ces  sortes  de  cylindres.  Gomme  le 
moment  polaire  de  la  section  rectangle  n'entre  pas  dans  la  formule 
de  M.  Gauchy,  M.  Werthelm  entend  sans  doute  par  substituer ^  à  ce 
moment,  celui  de  la  section  elliptique  inscrite,  multiplier  la  for- 
mule par  le  rapport  de  celui-ci  à  celui-là.  Ges  deux  moments  sont 

respectivement  -^^ — ^'âîT  ®^  lô""^  T¥  •  étant  les  dimen- 

G9   fr'c* 
slons  transversales.  La  formule  Gauchy  -^  w     ,  doit  être   ainsi 

multipliée  par  j^,  d'où  résulte  pour  le  cylindre  elliptique  le  mo- 

ment  de  torsion 

GO   «6*c* 


(M)  M,  = 


16  6»+c*' 


c'est-à-dire  précisément  Texpressioa  qu'on  a  vue  démontrée  à  la 

p.  278  ci-dessus  ou  au  $  22  de  la  note  dun*"  156,  et  que  nous  avons 

donnée  dès  18A7  (1}  à  un  mémoire  faisant  suite  à  deux  autres  dont 

M.  Wertheim  cite  des  passages  (2)  ;  et  nous  avions  remarqué  alors, 

après  l'avoir  trouvée  par  une  analyse  directe,  qu'elle  est  semblable 

AU' 
à  celle  de  M.  Gauchy,  écrite  sous  la  forme  GO  ~^ ,  et  qu^eUe  s'en 

déduit  en  mettant,  au  lieu  des  moments  d'inertie  I»  V  de  la  sectioa 

rectangle  autour  de  ses  axes  principaux  de  figure,  ceux  de  la  sec- 
tion elliptique;  mais  avec  cette  diiTérence  toutefois  que,  seulement 
approchée  pour  la  section  rectangle,  cette  formule  est  exacte  pour 
la  section  elliptique. 

Or  M.  Wertheim  trouve  que  cette  formule  (91),  qui  nous  est  due, 
est  Sojccord  avec  ses  expériences  sur  la  torsion  des  cylindres  à  base 
d'ellipse  lorsque  la  longueur  est  suffisamment  grande.  Nous  ne 
voyons  donc  pas  le  motif  de  cette  observation  de  l'honorable  et 


(1)  40  mai,  Comptes  rendta,  t.  XXIV,  p.  849. 
(•)  22  février,  id.^  p    36?,  ot  23  mar»,  p.  I8S. 


APPEMDIGB  IV.  6S1 

oonsolenoleux expérimentateur,  que  «  dans  la  théorie  de  M.  deSalnt' 
Venant,  cet  accord  prouverait  que  le  premier  gauchissement  qui 
seul  existerait  dans  des  cylindres  eUiptiques  et  dont  Tinfluence  sur 
le  moment  de  résistance  à  la  torsion  n*a  pas  été  déterminée  par  ce 
géomètre,  serait  complètement  négligeable  sous  ce  rapport.  » 

Nous  avions  appelé,  en  février  18A7,  avant  tout  calcul  et  à  la  suite 
d*un  simple  raisonnement,  premier  gauchissement  des  sections  ce- 
lui qui  est  dû  à  IMnégalité  de  leurs  deux  dimensions,  et  qui  existe 
seul  pour  une  section  elliptique,  afin  de  le  distinguer  d'un  deuxième 
gauchissement,  dû  à  leurs  angles  saillants,  et  qui  existe  seul  pour 
une  section  carrée  (Comptes  rendus^  p.  263)  ;  et  nous  avons  complè- 
tement, en  mars  et  en  mai,  «  déterminé  Tinfluence  »  de  Tun  comme 
de  Tautre  (tU,  p.  /(88  et  8A9).  Celle  du  premier  se  trouve  détermi- 
née par  la  formule  même  (91)  relative  à  l'ellipse,  ou,  si  Ton  veut,  par 

^^j  àG6J=G0  (—  +  —\  qu'on  aurait  si  la 
section  restait  plane  au  lieu  de  se  gauchir.  Cette  influence  est  bien 
loin  d*ètre  «négligeable,  »  puisque,  dans  le  cas  -  :=  &  des  cylindres 
des  expériences  n*^  12  et  l/i,  le  rapport  en  question  a  pour  valeur 
^=:2,56î  et  en  tous  cas  elle  est,  d'après  M.  Wertheim,  précisé- 
ment ce  que  donne  moyennement  Texpérience. 

En  résumé,  et  autant  que  peuvent  le  permettre  Tabsence  de  me* 
sure  directe  des  coefficients  d'élasticité  de  torsion  des  matières, 
rignorance  où  Ton  est  de  leur  contexture  isotrope  ou  non  isotrope, 
enfin  les  erreurs  d^observatlon  inévitables  dans  les  expériences  les 
mieux  faites,  et  qui  sont  toujours  accusées  par  les  sinuosités  et  bri- 
sures des  lignes  représentant  graphiquement  la  suite  des  résultats, 
on  voit  que  celles  de  M.  Wertheim  confirment  nos  formules  de  tor- 
«ont  comme  avaient  d^jà  fait  les  expériences  plus  anciennes  de 
l'ingénieur  Duleau  et  de  l'académicien  Savart, 

S  Ù2.  Vibrations  tournantes,  —  Leur  équation  différentielle,  — 
Bien  que  nous  ayons  le  dessein  de  réserver  pour  .une  autre  partie 
de  notre  travail  la  recherche  générale  des  mouvements  vibratoires 
des  pièces  élastiques  et  des  conditions  de  réaiatance  aux  écarte- 
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mebts  moléculaires  que  ces  moavenAits  amènent»  nous  croyons 
devoir  parler  Ici,  par  anticipation,  des  vibrations  tournantes,  afin 
de  compléter  à  peu  près  ce  qui  est  relatif  à  la  torsion,  à  ses  effets 
et  à  la  comparaison  de  ses  formules  avec  Texpérience,  et  aussi  de 
préparer  un  élément  à  la  discussion  qui  occupera  le  5*  Appendice. 

Ces  sortes  de  vibrations  consistent  dans  la  suite  des  détorsions 
et  torsions  rapides  et  alternatives  éprouvées  par  une  tige  élastique 
qu'on  abandonne  à  elle-même  après  Pavoir  tordue,  ou  bien  que  Ton 
frotte  transversalement  d'une  certaine  manière  avec  un  archet  dont 
Taction  intermittente  à  de  petits  intervalles  renoi^velle  les  torsions 
suivies  de  détorsions. 

Pour  en  déterminer  la  durée  et  les  autres  circonstances,  consi- 
dérons d'abord  un  état  ^équilibre  dans  lequel  la  tige  prismatique  ou 
cylindrique  serait  sollicitée  en  tous  ses  points  par  des  forces  exté- 
rieures transversales  qui  tendent  à  lui  imprimer,  autour  d*un  cer- 
ain  axe  longitudinal  et  intérieur,  des  torsions  variant  d'un  bout  à 

autre  d'une  manière  continue*  Soient  : 

^  Tangle  (en  arc  d'un  rayon =1)  dont  sa  section  transversale  a>  a 
tourné  autour  de  cet  axe  par  rapport  à  une  des  sections  extrê- 
mes dont  elle  est  à  la  distance  x; 

0  =  ^^  la  torsion  par  unité  de  longueur,  entre  cette  section  et 

celle  qui  en  est  distante  de  dx  ; 

G  le  coefficient  d'élasticité  de  glissement  de  la  matière  (supposée 
d'abord  d'égale  contexture  dans  les  divers  sens  transversaux)  ; 

M|  le  moment  de  réaction  de  torsion  sur  u>,  ou  le  moment,  au- 
tour de  l'axe  de  torsion,  des  forces  intérieures  ou  moléculaires 
qui  agissent  à  travers  cette  section  ;  moment  nécessairement 
égal,  pour  l'équilibre ,  à  celui  des  forces  extérieures  qui  agis- 
sent entre  u  et  la  deuxième  section  extrême  ; 

J^  la  fonction  des  dimensions  et  de  la  forme  des  sections  trans- 
versales par  laquelle  on  multiplie,  dans  les  formules  de  la  note 
du  n**  156  (récapitulées  à  son  S  ÙO)  G  et  la  torsion<4  pour  avoir 
le  moment  de  torsion  M j  (en  sorte  que  J,  =  le  moment  d'inertie 

polaire  J  =  -V  pour  une  section  circulaire  de  rayon  r, 
Jj  =  j^  SûTi  ^^^  ^^®  section  elliptique  de  dimensions  6,  c. 
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jj=  0,8/^3A6  J  =  0,8A3â6  -g  pour  un  carré  ayant   pour 
côté  6,  etc.) 

Si  sur  toutes  les  sections  entre  ci>  et  la  deuxième  extrémité ,  les 
forces  extérieures  qui  font  tordre  étaient  appliquées  tangentielle- 
ment  et  distribuées  comme  on  a  dit  à  la  note  du  n*"  156  et  comme 
l'indiquent  les  expressions  de  Gg'  ou  Ggxy  fief^  ou  Gg«  récapitulées 
aussi  à  son  S  /(O,  chaque  portion  de  prisme  comprise  entre  deux 
sections  très-voisines  se  trouverait  dans  les  conditions  nécessaires 
à  la  parfaite  exactitude  des  formules  de  torsion  données  à  la  même 
note,  et  Ton  aurait  rigoureusement  partout 

(92)  M,=GJ,e  =  GJ,g, 

De  même  que  nous  avons  regardé,  en  nous  appuyant  sur  cer- 
tains faits»  cette  expression  comme  suflSsamment  approchée  pour 
les  prismes  d'une  certaine  longueur,  sollicités  par  des  forces  ap- 
pliquées et  distribuées  d'une  autre  manière  mais  agissant  seulement 
aux  deux  extrémités  où  elles  font  couples,  en  sorte  que  la  torsion  0 
soit  constante  dans  l'intervalle,  nous  la  supposerons  encore  ap- 
proximativement applicable  pour  une  torsion  variant  d'un  bout  à 
Tautre  continuement  et  peu  rapidement,  et  produite  par  des  forces 
transversales  faisant  couples  sur  toutes  les  sections,  mais  distri- 
buées sur  chacune  d'une  manière  quelconque,  ou,  du  moins,  de  la 
manière  qui  va  être  plus  particulièrement  considérée  (pour  les 
inerties)  et  qui  consiste  en  ce  que  ces  forces,  sur  chaque  élément 
d(o,  sont  proportionnelles  à  sa  superficie  et  au  rayon  vecteur,  auquel 
elles  sont  perpendiculaires. 

C'est  une  hypothèse  du  même  genre  que  celle  qu'on  fait  généra- 
lement pour  la  /lexioTty  lorsqu'on  applique  la  formule  du  moment 

El 

M=  —  au  cas  de  forces  transversales  agissant  d'une  manière  con- 

P 
tinue,  comme  le  poids  propre  des  pièces  horizontales ,  ou  la  pres- 
sion d'un  fluide;  et  Texpérience  prouve  que  l'approximation  don- 
née par  cette  supposition  est  très-sufi^ante. 

La  formule  (92)  donnera,  à  l'aide  de  cette  supposition,  pour  l'angle  - 
de  torsion  ou  de  rotation,  à  une  distance  x  de  l'extrémité  prise  pour 
origine,  l'expression  • 


*<t 
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(93) 


*=  k  S>'*^' 


qu'on  pourrait  même  appliquer  à  une  section  non  constante  mais 
variant  d'une  manière  continue  et  peu  rapide,  en  faisant  passer  J| 
sous  le  signe  J  ou  en  écrivant 


m  ^ 


1  C *  M4  , 


Considérons  maintenant  une  tige  à  laquelle  aucune  force  exté- 
rieure n'est  plus  appliquée  mais  qui  est  agitée  par  des  vibrations 
tournantes;  et  soient  : 

p  la  densité  de  sa  matière  (ou  le  poids  du  mètre  cube  divisé  par 

la  gravité  g  =  9",809), 
t  le  temps  au  bout  duquel  Tangle  de  rotation  de  o)  est  «l»» 
r  le  rayon  vecteur  de  Télément  d»  de  la  môme  section  eu,  ou  la 

ligne  de  Jonction  du  centre  de  cet  élément  au  point  où  Taxe 

immobile  de  torsion  rencontre  «», 
j  =  Jr*(2b)  le  moment  d'inertie  polaire  ou  autour  de  ce  point, 
a  la  longueur  totale  de  la  tige. 

La  seule  force  transversale  ou  perpendiculaire  à  Taxe  de  torsion 
qui  anime  l'élément  matériel  pdtodx  de  la  tranche  comprise  entre  ca 
et  la  section  qui  en  est  distante  de  dx^  est  son  inertie 

ê 

ou  —  pdo}dx.r  -^  puisqu'on  suppose  que  ^  est  le  même  pour  tous 
les  points  de  chaque  section,  il  y  a  aussi  une  force  d'inertie  longi^ 
tudinale  —  pdu)(2x  ^  si  u  est,  au  bout  du  temps  /,  le  petit  déplace- 
ment longitudinal  dont  notre  théorie  de  la  torsion  a  révélé  l'exis- 
tence, mais  nous  n'avons  pas  besoin  d'en  tenir  compte  parce  qu'elle 
n'a  aucun  moment  autour  de  l'axe  de  torsion.  On  a  donc,  en  mul- 
tipliant l'inertie  transversale  par  son  bras  de  levier  r  et  faisant  la 
somme 
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Pour  noas  débarrasser  de  Tintégrale  V  nous  n^avons  qu*à  dlflé* 
rentier  par  rapport  à  x;  nous  aurons,  pour  sa  différentielle,  Texcès 
de  I  sur  \  ou  la  quantité  sous  le  i  prise  en  signe  contraire  ; 
d'où,  en  divisant  par  dx  : 

équation  qu'on  pouvait  poser  directement  en  remarquant  que  la 
tranche  d'épaisseur  dx  est  sollicitée  sur  ses  deux  sections  extrêmes 

par  des  couples  ou  des  moments  -*  GJj  ^  6t  GJj  (^  +  ^*  3^)  Q^^ 

doivent,  eosemblOi  faire  équilibre  aux  Corcea  d*inertie — ^dx-^rd<a 

dont  le  moment  total  est  -^  pdr  ^  Jr^do». 
On  a  donc  Téquation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

(Ô5)  -Ts  =  «'  j-î   en  ^MMût  —  -^  =r  a*. 

^    '  dr  dx*  pi 

Elle  est  exacte  quand  la  tige  est  un  cylindre  à  section  circulaire 

(cas  où  J|  s=  J»  a  s=s  \/- )  car  les  forces  d'inertie  qui  produisent  la 

suite  des  détorsions  et  torsions  sont  appliquées  et  distribuées  sur 
chaque  section  ou  tranche  mince  précisément  comme  il  le  faut 
pour  que  la  formule  M|  s=  GJ^û  soit  rigoureuse.  Pour  toute  autre 
forme  de  section  elle  n'est  qu'approchée. 

S  A3i  J/urét  ou  nombre  de*  vibrations  tournantes  du  ion  lepliLs 
graxe.  —  Or  on  démontre  de  deux  manières  »  comme  nous  allons 
voir,  que  la  durée  de  chacune  des  vibrations  les  plus  longues  de 
celles  qui  se  font  entendre  simultanément  est 


/2a  _  ^  4  /p  J  quand  la  tige  est  fixée  aux  deux  bouts,  ou 
\T  ""       Y  G  r        libre  aux  deux  bouts. 

1^  z^ha  \/~  j-  quand  elle  est  fixée  à  un  bout,  libre  à  l'autre. 
!•  Par  la  méthode  de  d^Alemberi  (du  problème  de  la  corde  vi- 
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branto).  Ello  consiste  à  se  servir  de  Tlntégralc  sous  forme  finie  de 
réquation  (95)  ^Tt  =**  ^'  ^^*®  intégrale  est 

(97)  4'=/(a:+orf)+F(a;-aO 

/  et  F  désignant  deux  fonctions  arbitraires;  car  il  en  résulte 

d'où,  par  de  nouvelles  dliférentiations,  ^  =  <>'*^* 

Or  si  la  tige  est  fixée  aux  deux  bouts  de  manière  que  ses  sections 
extrêmes  ne  puissent  tourner  on  a  4»  =  0  pour  x = 0  et  pour  2=0, 
d'où 

(99)  0  =/(orf)*+P(— «0,  0  =/[a  +  aO  +  F(a  -  orf). 

Comme  ai  est  une  variable  positive  et  indéfiniment  croissante,  ces 
deux  égalités  subsisteront  si  nous  le  remplaçons,  dans  la  première, 
par  X  +  «/)  et,  dans  la  seconde,  par  x-j-a  +  at.  Il  en  résultera  deux 
autres  égalités  qui  retranchées  Tune  de  Tautre  donnent 

/[x  +  flrf  +  2a)==/(x+<x0; 

d'où  résulte  que  le  premier  terme/[x+aO  de  la  valeur  (97)  de  ^  ne 

2a 
change  pas  quand  ai  croit  de  2a,  ou  ^  de  —  ;  par  conséquent  aussi 

2a 
quand  on  le  fait  crottre  de  nouveau  de  —  et  ainsi  de  suite.  U  en 

est  de  même  du  second  terme^F^x— a^),  car  la  première  égalité  (99) 
écrite  F(— a^)=  '^Jloi)  prouve  que  dès  que  la  variable  de  la  fonc- 
tion F*  commence  à  devenir  négative,  ou  que  ai  devient  >  x,  cette 
fonction  est  et  reste  égale  et  de  signe  contraire  à  la  fonction/ de 
la  même  variable  prise  positivement 

Donc  ^  redevient  bien  le  même  périodiquement  quand  t  augmente 

2a 
successivement  de  —  lorsque  la  tige  est  fixée  aux  deux  bouts. 

Et  si  elle  est  fixe  au  premier  bout,  libre  au  deuxième,  on  a  4*  =  0 

pour  X  =  0,  et  la  torsion  0  =  ^  =  0  pour  x  =  a,  ce  qui  donne 

(100)  0=y(aO-fF(— oO, 
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et  O^/'Ca+aQ+F'Ca— ocQ  d'où  en  multipliaDt  par  odi  et  Intégrant 

(101)  Constante  =/(a+  aO  —  F(a— afl. 

Ces  deux  égalités  (100)  et  (101)  subsisteront  en  remplaçant  la  varia- 
ble positive  (xi^  dans  la  première  par  x  +  a^  et  dans  la  seconde  par 
x+a+<xt.  Si  ensuite  on  les  ajoute  ensemble  on  a 

Constante  =J\x+2a  +  «^  H-/(x  +  a^), 

qui  retranché  de 

Constante  =/(x+/ia+a0+^a:+2a+a0 

qui  s*en  déduit  en  remplaçant  <U  par  2a+a^  donne  : 

/(x+a^  +  ûa)=/(a:+flrf); 

nouvelle  égalité  prouvant,  avec  (100)  F(— aO=— /[orf)  que  dès  que 
la  variable  at  devient  >  rc,  les  deux  termes  de  Texpressîon  (97)  de  ^^ 
et  par  conséquent  Tangle  de  torsion  d'une  section  quelconque  de 
la  tige,  redeviennent  les  mêmes  périodiquement  quand  t  augmente 

a 

Enfin  si  elle  est  libre  aux  deux  bouts  (cas  plus  difficile  à  réaliser 
expérimentalement), 

on  a  ^  =  0  pour  2  =  0  comme  pour  x  =  a,  ce  qui  donne 

0  =/(afl  H-FC-a^    0  =  Aa+*<)+F'(a-aO, 

d'Où  Ton  déduira,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  où  les  deux  ex- 

di      di 
trémités  sont  fixes,  que  lesexpressions(98)de  S  ©*  3/ »  c'est-a-dire 

la  torsion  et  la  vitesse  angulaire  en  chaque  point,  redeviendront  les 

mêmes  quand  t  augmentera  de  — ;  en  sorte  que  la  durée  de  la  pé- 

riode,  et  le  nombre  des  vibrations  par  seconde ,  seront  les  mêmes 
que  quand  les  extrémités  sont  toutes  deux  fixes. 

Les  durées  (96)  ainsi  déterminées  seront  bien  celles  des  vibrations 
les  plus  longues ,  ou  qui  feront  entendre  les  sons  les  plus  graves, 
car  la  périodicité  qu'on  vient  de  démontrer  n'empêche  pas  une  pé- 
riodicité à  intervalks  deux  fois,  trois  fois....  plus  courts ,  qui  aura 
lieu  et  qui  sera  manifestée  par  des  sons  simultanés  plus  aigus,  lors- 
qu'il se  formera  des  nœuds  de  vibration,  ou  que  quelques  sections 

• 

resteront  immobiles  entre  les  deux  sections  extrêmes. 
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2"  Par  Viniégraiion  en  séries  irigonoméiriqites  ou  par  la  méthode» 
de  Taylor,  Daniel  Bernoulli,  Lagrange.  —  L^équation  aux  dérivées 

partielles  (95)  ~  =  a>  ^  est  satisfaite  eu  mettant  pour  ^  toute 

somme  d'expressions 

Ce      e     ,  o&  C«  m,  m'  tont  dm  «onstaniM» 


à  condition  que  m'»  =  a'm';  d'où  i|*  =  5Cc**  c***'.  Maia  comme 
Tamplitude  inconnue  ^  de  la  vibration  n'est  pas  de  nature  à  aug- 
menter indéfiniment  avec  le  temps,  m  doit  être  une  quantité  ima- 
ginaire. Nous  le  remplacerons  par  drm/^  sans  partie  réelle  qui 
ne  ferait  que  changer  la  valeur  du  coefficient  arbitraire  C.  Rempla- 
çons les  deux  exponentielles  népériennes  par  les  binômes  trigonomô- 
triques  équivalents,  et  donnons  à  G  une  partie  imaginaire.  Si  noua 
écrivons  à  la  suite  Tun  de  Tautre  les  quatre  termes  compris  dans 

(cosTwxi  \/--ï  sîn  mx)  (  cosTnaf  ±.  y^— 1  sln  ma^) 

en  les  multipliant  chacun  par  quatre  coefficients  de  la  forme 

A  +  B  V—  1,  J' H-  B^\f^,  etc.,  et  si,  effectuant  les  multiplica- 
tions, nous  prenons  A^  B,  etc.,  de  manière  que  les  imaginaires  ùfâ^ 
paraissent,  il  reste  une  expression 

^  =2(Asinmxsinma£  +  Bsini?ixcosm«^  +  Ccosm2;sinma^  + 

+  D  COSmX  COSTTIO^}, 

où  S  est  relatif  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  constantes  A,B,G,D,9n. 

Mais  si  la  tige  est  fixée  au  premier  bout  on  doit  faire  G  =  0,  D  =  0 

ou  ne  laisser  subsister  que  les  premiers  termes  entre  parenthèses 

afin  d'avoir 

<!;  =  0  pour  «  =  0. 

Si  la  tige  est  fixée  au  deuxième  bout  comme  au  premier,  ou  si 
^  =zO  pour  a;  =  a,  il  faut  sin  ma  =  0,  d'où 

ma  sssHitf      n  étant  on  aombn  eativ  q^nlconqua; 

et  si  elle  est  libre  à  ce  deuxième  bout»  ou  si  la  torsion  ^  =  ^ 
pour  X  =  a  il  faut  cos  Tna  =  0  d'où 

2n— i 

ma  =  — - — "  n.    n  étant  un  nombre  antier. 
2         ' 
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Enfin  si  elle  est  libre  aux  deux  bouts ,  ou  si  -=--  =  ^  POur  a:  =  0 

comme  pour  x  =: a ,  on  a  A=  0»  B = 0,  G  et  D  non  nuls  et  sin  7na = 0, 

d'où  m  =  — . 
a 

On  ft  donc,  pour  la  tige  fixée  aux  deux  bouts 


(102)        ^=2d  {^^^^ — '^  +  8008 — M  sin — x; 
pour  la  tige  libre  aux  deux  bouts 


(103)        '^=y.  (  Csin  —  ^  +  Dcos — Hcos— x; 

«=1 
et  pour  la  tige  fixée  à  un  bout»  libre  à  l'autre  : 


(10&)        ^  =^^Usm^^^r.tdi-Bcos^^ 
«=1  ^  • 

expressions  qui  manifestent  bien  que  les  tiges  reviennent  périodi- 
quement au  même  état  quand  — ^  t  et  — ^ —  izoit  augmentent  de  2?:, 

ou,  respectivement,  ^  de  —  et  de  -n; — ^r—  on  sorte  que  les  nom- 

net  (2n— i;a  ^ 

bres  N  de  vibrations  du  ton  le  plus  grave  sont  bien  conformes  aux 

expressions  (96). 

S  lih*  Rapport  du  nombre  des  vibrations  longitudinales  au 
nombre  des  vibrations  tournantes  d^une  même  tige,  dans  un  temps 
donné.  —  Comme  le  nombre  des  vibrations  par  seconde  est  égal  à 
Tunité  divisée  par  la  durée  d'une  vibration,  si  nous  appelons 

n'  le  nombre  des  vibrations  tournantes , 
If  le  nombre  des  vibrations  longitudinales, 

il  résulte  des  formules  de  durée  (96)  qu'on  a 

1 

IQoaodliligntestilzée  anx  deux  boots  on  libre  aux  demboaU  n'  —  r- 
Id,  &  un  senlbont N'  =  r-\/— -r- 

ka\  ^  J 

Et  comme,  en  supposant  la  tige  animée  de  vibrations  longitudl- 


G^O  •  SEC.  I.   RÉSISTANCE  DES  SOUDES. 

nalcs  donnant  lien  à  des  déplacements  u  égaux  pour  tous  les  points 

de  chacune  de  ses  sections  «»,  la  tranche  dont  la  hauteur  est  dx  a 

dhi 
une  inertie  —  pcodz.  -^  qui  doit  être  tenue  en  équilibre  par  les 

tractions  opposées  — Ew^et  E«(^  +  d  ^jsnr  ses  deux  bases 
(i>,  ce  qui  donne  cette  équation,  semblable  à  (95)  : 

on  trouvera,  dans  les  deux  mêmes  circonstances  relatives  &  Tim- 
mobilité  des  extrémités  de  la  tige 


m        .^iVl  «  "=È\/f- 


On  a  donc  pour  le  rapport  du  nombre  des  vibrations  longitudi- 
nales au  nombre  des  vibrations  tournantes  accomplies  dans  le 
même  temps  pur  une  même  tige  prismatique,  rapport  qui  se  dé- 
termine, dans  les  expériences,  au  moyen  des  deux  sons  musicaux 
perçus  : 


(108) 


H_4  /E  J 


$  AS.  application  à  une  tige  rectangulaire.  Vérificaiion^  par 
les  vibrations^  de  notre  formule  de  torsion  du  prisme  à  base  rec^ 
tangle. ^On  a,  pour  cette  tige  ou  ce  prisme,  b  et  c  étant  toujours  les 
deux  côtés  de  la  baçe,  et 

le  coefficient  numérique,  compris  entre  0,8/i3/^62  et  1,  donné  pour 

toutes  les  valeurs  de  -  par  le  tableau  de  la  page  362  (S  AO  de  la 

note  du  n"  156)  et  par  lequel  il  faut  multiplier  la  formule  de 

GO    6'c' 
M.  Gauchy  -^  .,     ,  pour  avoir  le  moment  de  torsion  Mf  fourni 

par  les  séries  transcendantes  : 

•''""GO  ~  3  6*+c«'  12  "^  12  • 

en  sorte  qu'on  a  pour  le  nombre  des  vibrations  tournantes  de  la 
tige  rectangulaire,  dans  Tunité  de  temps 
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et,  pour  le  rapport  (108)  du  nombre  des  vibrations  longitudinales 
au  nombre  des  vibrations  tournantes  relatives  à  cette  tige 


(110)  1  =  ^J^ 


\7l  E 


Or  voici  un  tableau  comparatif  des  valeurs  de  (x'  fournies  par 
notre  théorie  (tableau  de  la  p.  362)  et  des  valeurs  expérimentales 


(*)  H.  Cauchy  trouve,  au  4*  Totumo  dtf  Exercka  (k  Jfatft.,  foroiole  (448)  4« 
la  page  62  (66),  rexpression  suivanle  (en  remplaçant  ses  notations     «^^    8i^  SA, 

par  m',  6,  c,  et  i  =  h  par  G) 


ou  ce  que  dous  aurions  si  nous  prenions  pour  M|  les  dtuaf  tim  de  It  formule 

ce    63c» 

Mi  =  --  -T du  moment  de  torsion  donnée  par  le  même  Savant. 

'        3  6*  -f  «• 

Cela  vient  de  ce  qu'en  établissant  l'équation  du  mouvement  vibratoire  l'iUustre 
analyste  opère  celte  réduction  d'un  tiers,  qu'il  omet  en  établissant  sa  formule  d'é* 
quilibre;  réduction  qui  est  forcée,  comme  nous  l'avons  vu  par  l'expression  (v)  de 
la  note  du  §  39  (p.  625),  lorsqu'on  a  égard  au  décroissement  parabolique  des  pres- 
sions du  centre  aux  bords,  ou  lorsqu'on  tient  compte  de  termes  d'ordre  supérieur 

des  développements  en  série  entière  en  remplaçant  c* r-,  6* — ---^  par  leurs 

dydz*        dy*dz 

dp**x»  dp°xy 

valeurs  —  8  >■  ■■  ■,  —  8     ,  '  en  fonctioa  des  termea  d'ordro  inférieur,  iiréet 
dy  dz  • 

oes  équations  (<),  qui  ne  sont  autre  chose  que  deux  des  équations  définie*  ou 
équations  de  condition  (e),  (/}  de  cette  même  note,  expriqtant  la  nullité  des  pres- 
sions sur  les  faces  latérales, 
H.  Cauchy  pose  en  effet,  au  bas  de  U  page  54,  deux  groupes  d'équations  (42) 

et    (43)    déduites    de    celles    d'équilibre    (38)   -^4.  £^4-^=  Y, 

dx  dy  dz 

dpxi       dpy%       dp%% 

-T 1-  -—■  +  — r~  =  ^»  •^  9"*  reviennent,  avec  nos  notttioni,  (si  l'on  sop» 

dx         dy  dz 

pose  nulles  les  forces  accélératrices  telles  que  la  pesanteur),  à 
dx    dz    "*"  dydz  "*"  "d2«' ""  ^  rf<«  dr  '  di  ffy*dz  "*"  dy»rf«    '  dy^ï»  ""  ^  5?  5î^  ' 

ê  dx    dy    '^    dy*    "^  dydz  ^  ^  dfi  dy  '  dx  d^dz*  "^  dy»dâ»  "^  dydz^  ~  ^  dfl  dydz^  * 

et,  entfeces  quatre  équations,  Il  élimine  ce  qui  vient  des  eomposanlespyy,/)is, 
1*  44* 
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qu'on  tire  de  (110)  en  supposant  la  tige  isotrope  ou  en  y  faisant  (S  8 
de  la  note  du  n**  152,  p.  202). 

E  _6 

G""2' 

n 

et  en  y  mettant  pour  -7 :  1**  Les  résultats  qui  m*ont  été  communi- 

II 

qués  par  M.  Wertheim  en  1849(Gomptes  rendus 4 5  janvier,  t.  xxriii, 
p.  72)  de  trois  expériences  sur  des  tiges  carrées  en  fer,  en  verre 
ordinaire  et  en  cristal,  2°  ceux  de  vingt  et  une  expériences  sur  des 
tiges  tant  carrées  que  rectangulaires  qui  forment  le  tableau  de  la 
p.  320  ou  du  S  XXI  du  Mémoire  inséré  par  le  même  auteur  aux^n- 
fiales  de  chimie  et  de  physique  en  Juin  1857. 


Pyt,  en  remplaçant  d'abord,  dans  let  premieri  membres  de  la  féconde  et  de  la 
quatrième,  les  dérivées  du  3*  et  du  4*  ordre  par  leurs  valeurs  tirées  de  (e),  (/) 


en  fonction  des  dérivéet  tordre  inférieur  de  deux  unité»,  puis  ensuite 


dVf» 


d^p^y»               8  8 

et  — 3-r-  par ;  />"y,  et  —  -;  p*y,.  Il  lui  reste,  en  effaçant  un   terme  du 

oy'  c  tir  w 

3da?V       ^y  dz  J      ^  dfi\      dy  dzj* 

équation  qui,  combinée  avec  {h  bU)  et  avec  (p)  en  remplaçant  6  par  -^,  donne 

ds 


{6«  + 


^K?-^S) 


ou,  précisément,  quand  G'  =  G''  =  G,  l'équation  aux  dérirées  partielles  (99) 

^       Clé  éNf 

-r^  =  — ^  T-r  du  mouvement  vibratoire  lorsqu'on  fait  J.  égale  aux  deux  Uer$ 

dfl         p»  dsfi  ' 

de  ce  qui  résulterait  de  l'adoption  de  la  formule  de  If.  Cauchj  pour  les  prismes 
rectangles. 

Cette  remarque,  faite  aussi  par  M.  Wertheim  (mais  dont  il  tire  une  autre  con- 
clusion), vient  à  rappui  de  ce  que  nous  avons  dit  de  la  nécessité  de  réduire 
d'un  tiers  cette  formule,  si  l'on  adhère  au  genre  d'analyse  qui  l'a  fournie,  et  par 
conséquent  de  Vabandonner,  ou  bien  de  ne  s^n  servir,  à  cause  de  sa  forme  oom- 
mode,  qu'affectée  d'un  coefficient  numérique  variable  (i'  (ubie,  p.  36S)  qui  en 
fasse  coïncide  les  résuluis  avec  ceux  de  notre  formule  en  série  transcendante. 
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Rapport  è:e  an cAléa....     I        i       i 
W  d'ipiii  U  théorie....^  0^845  0,843  0,843 
^  d'aprèi  les  expériences  0,873  0,879  0,881 


I  I  1,006  I  l,00a  1,005  4,515  1,890 
0,843  0,843  0.843  0,843  0,843  0,843  0,848  0,858 
0,818  0,853  0,866  0,867  0,878  0,869  0,810  0,839 


SMiU*Bgn9tihe  i,M  3»0S5  3,60    3,00S  4,004  3,97    4,5»  4,687  4,915  6,07    8,25    8,56    11,50 
0,863  0,878  0,888  0,894  0,895  0,805  0,903  0,904  0,908  0,920  0,937  0,939    0,950 
0,898  0,865  0,944  0,877  0,894  0,861  0,897  0,861  0,896  0,837  0,868  0,897    0,863. 

Les  valeurs  fournies  par  Texpérience  sont»  ccMnme  on  voit»  tan- 
tôt au-dessus  tantôt  au-dessous  de  celles  qui  résultent  de  notre  for- 
mule théorique  en  série  transcendante,  et  on  ne  saurait  guère  dé- 
sirer un  accord  plus  complet,  vu  la  difficulté  des  observations  et 
rincertitude  où  Ton  est  sur  Tisotrople  des  matières  mises  en  expé- 
rience. 

S  ft6*  Ohiervation  sttr  VampiUuâe  des  vibraiiont  9oU  taumanies 
soit  longitudinales  ou  transversales.  Elle  n*est  bien  utile  à 
calculer  qu^en  supposant  tme  masse  étrangère  unie  à  la  tige 
immédiatement  après  le  choc*'^  Ce  qui  précède  suiBt  à  notre  otjet 
actuel.  - 

Quant  à  TampUtude  4»  de  la  rotation  dans  le  cas  des  vibrations 
tournantes»  ou  u  du  déplacement  dans  le  cas  des  vibrations  longi 
tudinalos»  elle  est  bien  aussi  intéressante  à  connaître  pour  en  dé- 
duire les  plus  grands  glissements,  qui  dépendent  de  la  torsion 

e=  ^#  OU  les  plus  grandes  dilatations  longitudinales  j  »  à  limi- 
ter pour  obtenir  la  stabilité  de  la  cohésion  ;  et  cette  connaissance 
s'obtient  par  la  détermination  des  coefficients  A»  B,  G,  D  des  séries 
transcendantes  telles  que  (102) ,  (103)»  (104).  Mais  c'cstlOfiqae  les  vi- 
brations sont  produites  par  des  chocs  qu'on  est  dans  le  cas  de  faire 
ces  calculs  de  stabilité  ou  de  résistance  vive;  et  alors»  comme  la 
tige  commence  à  vibrer  accompagnée  d'une  masse  étrangère  (celle 
qui  Fa  heurtée}»  les  coefficients  m  (S  &1)  ont  pour  valeurs»  non  plus 

la  suite  de»  nombres  naturels  multipliés  par  «  ou  |,  mais  les  âi«- 

verses  racines  d'une  équation  transcendante,  ainsi  que  nous  le 
verrons  par  la  suite»  surtout  pour  les  vibrations  transversales  (*), 


p)  Société  philomttique,  %h  Jtnvfer  4854,  ou  Jdaroal  rîtutiiui,  15  février  1854. 
>  CompUt  rendue  de  T Académie,  10  août  1857|  t«  XIV,  p.  304. 
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et  les  coefficients  A,  B,  G,  D  ont  besoin  d'être  déterminés  d'une 
autre  manière  que  quand  la  tige  est  isolée  comme  dans  les  expé- 
riences sur  les  sons  produits. 

Disons  seulement  encore  ici,  pour  Téclaircissement  de  ce  qui  est 
relatif  à  une  tige  vibrant  seule  :  1*  que  la  formule  (102)  du  cas  où 
les  deux  extrémités  sont  fixes,  est  identique  à  celle  qui  a  été  donnée 
par  D.  Bemoulli  pour  la  corde  vibrante,  et  prouve,  si  on  suppose 

la  vitesse  initiale  nulle  ou  ^  =  0  pour  ^=0,  que  le  mouvement  ef- 
fectif résulte  de  la  superposition  d'une  suite  de  mouvements  vibra- 
toire simples  coexistants,  dont  chacun  serait  représenté  par  une 

expression  comme  celle  de  Taylor  (')  J»  =  B  sin  —  x  cos  —^<,  ré- 
pondant au  cas  où  la  rotation  initiale  ^  des  sections  est  supposée 
exprimée  par  4'=Bsin  — x;  2*  que  la  suite  des  coefficients  A,  B, 

dont  chacun  répond  à  une  valeur  de  n,  se  détermine  facilement, 
pour  une  rotation  initiale  et  une  vitesse  initiale  connues  quelcon- 

ques  t|»=9x  et  ^  =9ia^  POur  <=rO,  en  employant  le  procédé  dont 

il  a  été  fait  usage  au  $  26  de  la  note  du  n*  156  pour  la  torsion  du 
prisme  rectangle,  c'est-à-dire  en  intégrant  de  x=0  à  x=a  les  deux 

membres  des  égalités  ipx  =  2Bsin  —  x,  <piX=— 2nA  sin  ~  x,  ou 
9x=2Bsin-^^«x,  94X=~  2(271— l)Asin-^^rx,  après  les 

é 

avoir  multipliées  par  le  facteur  dx  sin  ^x  ou  dx  sin  -^ — xt ,  ce 

qui  annule  tous  les  termes  des  2  hors  celui  où  n  a  la  même  valeur 
que  dans  ce  facteur.  Il  en  résulte  les  mêmes  formules  qui  sont 
données  par  Poisson  aux  l"*  et  2*  de  l'art.  U95  de  la  deuxième  édi- 
tion de  son  Traité  de  mécanique  pour  les  vibrations  longitudi- 
nales, en  remplaçant  u,  /,  a,  9'  par  i|^,  a,  a,  9^  En  conséquence, 
pour  une  torsion  initiale  constante  0.  d'un  bout  à  l'autre  de  la  tige 
libre  à  une  extrémité  et  sans  vitesse  initiale,  on  aurait  : 


(})  liielhoduê  inenmffitorwn  directa  et  inversa  (Londini,  4746),  p.  89.  I>rop« 
XXII,  Pi  Obi.  XVII  (definite  motum  nervitenn). 


(111) 
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,      8e„a  V  (— i)"+*    .    2?z-l  2n— 1     , 

*  =  -^  2-  (2^^11)1  '*°  -25"  ^^-cos-j^^a/, 

L      d^     ^^•/^^^«•^«^«^«^     *    ^  3ju:_  3::a^  .  1        5îa;       bzoLt  \ 


5*  Appendice.  —  Discussion   théorique  ei  expérimentale 
détaillée ,  relative  aux  relations  entre  les  coefficients  des  ' 
formules  de  Vélasticité  des  solides,  et  à  la  réductibiUté  de 
leur  nombre.  —  Remarques  sur  les  corps  régulièrement 
cristallisés. 


S  A?.  Rappel  de  la  réduction  du  nombre  des  coefficients  soit  pour 
une  contexture  quelconque  soit  pour  des  contextures  particulières. — 
Nous  avons  démontré,  au  3*  appendice,  %  20,  d^une  manière  élé- 
mentaire, les  formules  générales  linéaires  (12) 

Pvv  ^^  ^yyxx^x  "!"••••»  Pmm  =^=  ^%%x*^m  +  •  •  •  • 

Py«  =  Ayscjpt'a  "T  •  •  •  •  »  P«»=^^swB»i  <^x+  •  •  •  t  P*y      Wtjcy>gt^g~h  »  •  •  • 

des  six  composantes  de  pression  développées  à  Tintérieur  d*un 
corps  pris  dans  son  état  naturel,  par  trois  petites  dilatations  <)«,  ^y, 
ds  et  trois  petits  glissements  1^^,^  gsr*  gxy*  en  partant  de  la  seule  loi 
physique  des  actions  fonctions  continues  des  très-petites  dis- 
tances entre  les  particules  matérielles  d'une  ou  de  plusieurs  es- 
pèces qui  exercent  ces  actions  les  unes  sur  les  autres. 

Et,  au  S  21,  nous  avons  fait  voir,  aussi  très-simplement,  comme 
conséquence  nécessaire  de  la  même  loi,  la  réduction  obligée  des 
trente-six  coefficients  m  de  ces  formules  à  quinze  distincts,  pour 
une  contexture  absolument  quelconque  de  la  matière  du  corps. 

Dans  la  note  du  S  23,  nous  avons  donné,  de  cette  forme  linéaire 
des  expressions  (12),  et  des  vingt  et  une  égalités  produisant  cette  ré- 
duction, une  autre  démonstration  due  à  M.  Gaucby,  fondée  toujours 
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seulement  sur  rexisteoce  d*actions  entre  molécules  disjointes,  et 
qui  s'étend  au  cas  où  il  y  avait,  antérieurement  aux  déformations 
que  déterminent  les  dilatations  et  glissements,  des  pressions  dont 
les  six  composantes 

portent  alors  à  vingt  et  uiie  le  nombre  des  constantes  entrant  dans 
les  formules  des  composantes  p«s, p^y  après  ces  déformations. 

Il  en  résulte,  lersqu*il  y  a  trois  plans  de  symétrie,  des  formules 
à  six  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f,  au  lieu  de  douze,  puisque  ceux  que 
désignent  les  mêmes  lettres  avec  ou  sans  accents,  dans  les  expres- 
sions (30)  du  3*  appendice,  sont  égaux,  comme  on  a  dit,  ce  qui  fut 
(formules  31)  neuf  constantes  lorsqu'il  y  avait,  antérieurement 
aux  déplacements,  trois  pressions  normales  sur  ces  plans. 

£t  lorsqu'il  y  a  isotropie  ou  égale  élasticité  autour  de  chaque 
point,  il  en  résulte  des  formules  (36)  à  un  seul  coefficient. 

Mais,  depuis  quelques  années,  la  réduction  dont  nous  parlons 
a  été  contestée*  Nous  allons  rapporter  avec  détail  les  motifs  spé- 
cieux de  cette  contestation,  et  nous  essayerons  de  montrer  qu'il  n'y 
a  nullement  lieu  de  s'y  arrêter. 

S  ûS.  Conséquences  de  cette  réduction  pour  les  corps  isotropes. 
Expérience  conftrmative  de  M.  Cagniard  de  Latour.  Première  con- 
testation, par  M.  Oersted  {et  qui  porterait  sur  toutes  les  formules 
quels  que  fussent  leurs  coefficients), -^hes  formules(36)  du  cas  d'iso- 
tropie,  obtenues  en  faisant  e = e'  =  G  dans  (35)^  sont,  lorsqu^il  n'y 
avait  pa>s  de  pressions  antérieures  aux  déformations  li,  g, 

!P«B =G(3^,  +  ^y +^«)»       Py«  =  Ggy, , 
l?yy  =  G{^«  +  8<)y+c),),  p«,  =  Gg«, 

p..  =Gp,  +Dy  +  »,).  P»y  =  Ggiry , 

d'où  ces  conséquences,  déjà  tirées  en  partie  ci-dessus,  et  dont  la 
2*,  la  6%  la  5*  ont  été  reconnues  pour  la  première  fois  par  Poisson 
en  1827  (»). 

1**  Une  dilatation  d'un  corps  isotrope  produit  une  pression  nor- 


(1)  Annales  de  chimie  et  de phy^i^^  )•  série,  t.  XX3(V|(1SS7),  p.  8S5,  et 
i.  xxxvni  (IStS),  p,  339, 
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maie  trois  fois  plas  forte  sur  un  plau  perpendiculaire  à  sa  direction 
que  sur  un  plan  parallèle  (0* 

T  Quand  un  prisme  Isotrope,  dont  les  faces  latérales  sont  libres, 
est  tiré  ou  pressé  uniformément  sur  ses  deux  bases,  11  éprouve  des 
contractions  ou  dilatations  transversales  dont  la  proportion  est  du 
ilU  de  la  proportion  de  sa  dilatation  ou  contraction  lon^tudinale  ;  et 
par  conséquent  sa  section  transversale  diminue  dans  une  propor- 
tion moitié  de  celle-ci .  En  effet  (comme  on  a  déjà  vu  au  $  dû},  si  a;  est 
le  sens  longitudinal,  on  tire  de  Pyy  =^0,  pti=0  qui  expriment  que 
les  faces  latérales  du  prisme  et  de  ses  éléments  prismatiques  n'é^ 

prouvent  aucune  action,  Dy  =  î), =  —  -^. 

S""  Le  cofflclent  d'élasticité  E=:^d*extension  longitudinale  ou 
de  flexion  est  égal  &  2  fois  ^  le  coefficient  d'élasticité  G  de  glisse- 
ments  ou  de  torsion.  Car  lorsque  Dy  =:D, =—  ~  on  a  p,»  =  ^  G3«,, 
d'où  E=  I  G. 


(<)  C'est  ce  que  nous  avons  démontré  au  §  8  de  la  nott  du  n*  152,  p.  499-200., 
d'une  minière  différente  de  celle  du  <(  25  des  Appendices,  el  qui  se  rapporte  aux 
considérations  de  la  note  du  §  23,  p.  570. 

A  et  G  étant,  comme  à  cette  note  du  n*  452,  les  coefficients  de  dx  dans  pxt  et 
dan8|)««,  on  a,  arec  nos  désignations  actuelles  (note  citée  du  $  23) 

A=|Siiu^  I  ^- |ooa*rar,  et  c  =  ?Smr»f  —  -  ]oos*rxcoB*r7. 
9  \dr  rj  3  \dr  rj 

Et  si  x\  z'  sont  deux  directions  bissectrices  des  angles  de  x  aTee  z,  d'où 

co»rx  =  (oOBr«'  — coir*')!/-,    oosr«=3  (cosrar'  +  coifzOl/ -, 

la  démonstration  citée  de  A  =  3G  rcTient^p.  300}  i  élerer  i  la  quatrième  puis- 
sance la  première  de  ces  deux  eipressions  et  à  la  substituer  dans  celle  de  A ,  puis 
i  dé?elopper  et  i  effacer,  tu  la  symétrie  moléculaire,  les  sommes  od  il  entre  des 
puissances  impaires  des  cosinus. 

Hais  on  arriye  au  même  résultat  plus  simplement  et  sans  faire  ces  suppressions 
fondées  sur  la  supposition  de  molécules  égales  se  correspondant  deux  à  deux,  en 
mettant  i  la  fois  pour  cosra;  et  pour  cos rz  leurs  yaleurs  en  cosra:',  cosrz^  dans 
l'expression  de  G  qu'on  vient  d'écrire,  car  en  il  résulte 

G  =-Siiir«  ( T-  ~  1  -T  (cosVa:'— 2cosVa;'  cosVz'+cosVz^zs -  ( A— 2C  +  A) , 
%  \dr  r  /  k  > 

d'où  3G  =  A, 
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A*  La  dilatation  on  contraction  cubique  du  même  prisme,  oa  la 
proportion  de  Taugmentation  ou  diminution  de  son  volume»  sons 
cette  traction  ou  pression  exercée  sur  ses  bases»  est  moitié  de  sa 
dilatation  linéaire  longitudinale.  En  effet,  alors,  D^+dy  4'^s= 

5**  La  contraction  cubique  c  subie  par  un  corps  isotrope  qjiû 
éprouve  sur  toute  sa  surface  une  pression  constante  (telle  que 
celle  d'un  fluide)  est  les  3/2  de  la  contraction  au  dilatation  linéaire 
d  subie  par  un  prisme  de  même  matière  supportant  une  pression 
ou  traction  égale  à  celle-ci  par  unité  superficielle  de  ses  bases 
seulement.  En  effet,  rappelons  ce  qu'on  a  dit  au  $  33,  que  dans  le 
cas  d'une  pression  uniforme  q  (pression  proprement  dite  on  non 
traction)  par  unité  superficielle  sur  toute  la  surface,  les  équations 
indéfinies  (38)  et  définies  (39)  sont  satisfaites  par  pM=Pyy=pK=  —9, 

Py,=0,  p«c=0,  pmy=Oy  d'où  t>a,=î)y=î),=  ^ ,  ou  contraçtion  eu- 
bique  c=— d,— Dy— D,=  r^  =  -  |  =  ^î).  Et,  si  l'isotrople  est  par- 

faite,  cette  conséquence  c  =  ^  D  s'applique  aussi  &  la  diminution 

proportionnelle  de  la  capacité  d'un  vase  de  forme  quelconque  sous 
une  pression  uniforme  q  subie  extérieurement  et  intérieurement, 
car  il  se  changera  en  un  solide  exactement  semblable  ayant  un  vo- 

lume  moindre  danscette  proportion  c  =  ^  |,  comme  s'il  était  plein. 

Une  expérience  faite  en  1827  par  M.  Gagniard  de  Latour,  qui  di- 
latait de  C.ooe,  ou  de  i/336  de  sa  longueur,  un  fil  de  laiton  de 
2",03  plongé  dans  l'eau  d'un  tube  ayant  une  section  à  peu  près 
double  de  la  sienne,  et  qui  mesurait  par  rabaissement  du  niveau 
de  cette  eau  la  diminution  ou  contraction  correspondante  de  la 
section  du  fil,  avait  confirmé  la  deuxième  de  ces  conséquences,  dont 
toutes  les  autres  suivent  (*)• 

Mais,  vers  le  même  temps,  M.  Oersted  (*),  rejetant  une  correction 
récemment  proposée  par  MM.  GoUadon  et  Sturm  (>)  aux  résultats 


(1)  Jnnalei  de  chimie  et  de  physique,  V  série,  U  XXXVI,  p.  3S5. 
(•)  Idem,  U  XXXVUI  (48t8),  p.  326. 
(')  Idem,  t.  XXXVl,  p.  443  et  9S5. 
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des  expériences  de  compression  de  Teau  dans  les  piézomètres  ou 
petites  bouteilles  ouvertes  à  col  capillaire  gradué,  dans  lesquelles 
et  en  même  temps  autour  desquelles  on  exerce  une  forte  pression, 
contestait  un  principe  contenu  dans  la  cinquième  conséquence  ci- 
dessus,  à  savoir  que  la  diminution  proportionnelle  du  volume  et  de 
la  capacité  d*un  solide  creux  dont  l'extérieur  et  Tîntérieur  sont 
soumis  à  la  môme  pression  constante,  est  la  même  que  celle  qui 
aurait  lieu  si  Tévidement  était  un  solide  plein.  M.  Oersted,  persis- 
tant dans  une  opinion  qu'il  avait  émise  en  1823  (O*  soutienalt  au 
contraire  que  les  pressions  égales  s'exerçant  à  Tintérieur  et  à 
Textérieur  n*avaient  d'autre  efiTet  que  de  diminuer  Tépaisseur  de  la 
paroi  du  piézomètre  sans  changer  ses  autres  dimensions,  en  sorte 
que,  suivant  lui,  l'abaissement  de  l'index  dans  le  col  capillaire  gra- 
dué donnait  bien  la  contraction  réelle  du  liquide,  à  cela  près  d'une 
quantité  tout  à  fait  négligeable,  sans  avoir  besoin  d'y  ajouter, 
comme  MM.  GoUadon  et  Sturm,  la  diminution  de  capacité  du  piézo- 
mètre, évaluée  en  multipliant  cette  capacité  par  la  compressibilité 
cubique  du  verre  (*).  Il  appuyait  son  assertion  critique  de  deux 
expériences  comparatives  faites  avec  une  bouteille  en  verre  et  avec 
une  bouteille  en  plomba  qu'il  regardait  comme  dix-huit  fois  plus 
compressible  que  le  verre;  expériences  qui  lui  donnaient  pour  la 
diminution  du  volume  de  l'eau,  sous  une  atmosphère,  deux  nombres 
dont  la  très -petite  différence  n'excédant  pas  2  millionièmes  de  ce 
volume,  prouvait,  à  son  sens,  que  dans  ces  sortes  d'expériences  le 
changement  de  la  capacité  du  vase  devait  être  négligé. 


(>]  AnnaU»  de  chimie  et  phytique,  ^  lërie,  t.  XXI,  p.  99,  ei  XXII,  p.  19S. 

(')  MM.  ColladOD  et  Sturm,  après  ayoir  mesuré  la  dilatabililé  linéaire  d'une  ba- 
guette prismatique  de  yerre,  quMls  étendaient  par  traction  longitudinale,  la  tri- 
plaient pour  avoir  la  dilatabilité  ou  compressibilité  cubique ,  en  sorte  qu'ils  pre- 

naient  c  =  3u  an  lieu  de  c  =:  -  J.  C'est  que  MM.  Poisson  ot  Caucby  n'avaient  pas 

encore  démontré  que  la  dilatation  longitudinale  d'un  prisme  dont  les  faces  latérale* 
sont  libres  est  accompagnée  d'une  diminution  d'épaisseur^  et  qu'elle  a  ainsi  une 
Taleur  double  de  la  contraction  déterminée  par  une  pression  qui  s'exerce  sur  toute 
la  surface  d'un  solide.  M.  Aimé  (Jnn,  de  ch,  et  dephys,,  4843,  3*  série,  t.  VIO, 

3x 

p.  257),  fait  la  correction  en  multipliant  par  c  =  -  d,  conformément  i  la  5*  con- 
séquence ci-dessus ,  la  capacité  du  piézomètre. 
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$  ftt.  Remarque  de  M.  Eegnault  sur  le  défaut  général  éTisotropie 
des  solides  employés  dans  les  expériences.  —  On  sait  que  M.  Re- 
gnault  a  fait  précéder  ses  belles  recherches  sur  les  gaz  et  les  va* 
peurs,  d*expérieno6s  nouvelles  de  compression  des  liquides  dans 
des  piéaomètres. 

Tout  en  trouvant  sans  fondement  Tobjectlon  ci  «-dessus  de 
M.  Oersted  à  laquelle  il  a  été  répondu  suffisamment  depuis  (voyei 
ci-après),  et  en  admettant,  comme  MM.  Golladon  et  Sturm  et  comme 
M,  Aimé,  la  nécessité  d*avoir  égard  à  la  diminution  de  capacité  des 
vases  que  Ton  comprime  en  même  temps  que  le  liquide  qu1ls  con- 
tiennent, rillustre  académicien  fait  la  remarque  suivante,  explK 
quant  d*avance  et  judicieusement  les  désaccords  plus  ou  moins 
sensibles  qui  pourraient  être  trouvés  entre  les  résultats  d'expé- 
riences et  les  formules  pratiques  alors  connues  ^  toutes  déduites 
d^expressions  théoriques  relatives  aux.  seuls  corps  isotropes  {^). 

a  On  ne  peut  pas  se  dissimuler  que  les  formules  mathématiques... . 
«  ne  présentent  de  grandes  incertitudes.....  Les  géomètres  admet- 
«  tent  que  les  molécules  d^un  corps  solide  se  meuvent  avec  une 
a  égale  facilité  dans  tous  les  sens,  ou  qu'un  déplacement  égal,  suî- 
a  vaut  une  direction  quelconque,  développe  toujours  une  force  de 
a  réaction  égale.  Cette  proposition  est  certainement  inexacte. 
Il  même  dans  les  corps  à  cristallisation  confuse.  Il  est  très  pro* 
<f  bable  qu'une  molécule  d'un  corps  solide  éprouve  des  résistances 
«f  très-inégales  dans  ses  déplacements  en  divers  sens.....  » 

C'était,  comme  Ton  voit,  attribuer  les  désaccords  qui  pourraient 
être  rencontrés,  à  une  élaslioité  inégale  ou  à  un  défaut  d'isotropie 
de  la  matière  des  vases  mis  en  expérience.  C'était  accuser  ou  sus- 
pecter, non  pas  les  formules  établies  pour  des  corps  solides  qui 
seraient  certainement  d'égale  élasticité  en  tous  sens,  mais  la  sup- 
position que  cette  égalité  fût  ordinaire  tandis  qu'il  la  regardait 
comme  extrêmement  rare ,  et  n'ayant  môme  jamais  lieu  parfai- 
tement. 

M.  Regnault  signalait  d'ailleurs,  un  peu  plus  loin,  l'incertitude 


(1)  Relation  des  expériences  eolreprises  pour  dètermioer  les  priocipales  lois  phy- 
siques et  les  données  numériques  qui  entrent  dans  le  calcul  des  machines  à  Ta- 
peurs. Première  partie,  4847,  in-4*  (ou  t.  XXI  des  Mémoireê  de  Vlnstiua);  T  mé- 
moiret  De  la  compressUnlité  des  liquides,  p.  432. 
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que  peut  oflMr  la  correction,  calculée  au  moyen  d'un  coefficient 
d'élasticité  qu'on  détermine  sur  ime  tige  de  Terre,  vu  que  la  contex- 
ture  de  cette  tige  pleine  peut  être  toute  différente,  comme  il  le  re- 
marque, de  cellei  du  piézomètre,  dont  les  parois  minces  ne  sont 
probablement  pas  constituées  de  la  môme  manière  a  dans  le  sens 
longitudinal  et  dans  le  sens  transversal;  »  observation  qui  se  rap« 
porte  bien  encore,  comme  Ton  voit,  au  défaut  d'isotrople. 

S  50.  Interprétation  différente  des  faits  par  M.  JVertheim,  — 
Mais  M.  Wertheim,  invité  alors  par  M.  Regnault  à  se  livrer  à  des 
recherches  sur  ce  sujet  digne  de  son  habileté,  crut  devoir  inter- 
préter autrement  les  faits  constatés  par  lui;  et,  ne  mettant  nulle- 
ment en  doute  Vhomogénéité  (c'est-à-dire»  dans  l'acception  qu'il  y 
attache,  Visotropie)  du  laiton  et  du  verre  des  cylindres  creux  dont 
il  mesurait  simultanément  la  dilatation  linéaire  longitudinale  et 
l'augmeÂtatlon  proportionnelle  pc-f-t^y+t)»)  de  capacité  intérieure 
par  une  traction  dans  le  sens  de  la  longueur,  il  attribua  le  désac-* 
cord  entre  les  résultats  de  ses  expériences  et  l'expression  ci-dessus 

(^»-|-Dy+D,=  -^,  ft*  conséquence)  relative,  comme  on  a  dit,  aux 

m 

seuls  corps  isotropes,  à  ce  que  les  formules  théoriques  (113)  trouvées 
par  MM.  Navier,  Gauchy,  Poisson,  Lamé  et  Glapeyron  pour  les  corps 
d'égale  élasticité  en  tous  sens  étaient  entachées  d'une  grave  erreur 
et  avaient  besoin  d'être  profondément  modifiées. 

Il  8*appuya  pour  cette  modification  sur  divers  passages  des  écrits 
de  M.  Gauchy,  que  nous  allons  citer  et  discuter  avec  détail. 

S  61.  'Bemarqw  sur  ce  qui  peut  prêter  à  confusion^  à  cet  égard, 
dans  les  écrits  de  M.  Cauchy*  ~  On  connatt  le  caractère  général 
de  surabondance  des  travaux  de  ce  grand  analyste,  et  la  multipli- 
cité des  points  de  vue  sous  lesquels  il  présente  les  matières  qu'il 
traite,  sans  exprimer  de  préférence- et  en  laissant  le  plus  souvent  & 
ses  lecteurs  le  soin  de  la  discussion  et  du  choix. 

Or,  au  troisième  volume  (1828)  du  recueil  de  mémoires  qu'il  a 
publiés  comme  une  suite  de  simples  Exercices  de  mathématiques, 
après  avoir  démontré  qu'il  y  a  toujours,  en  chaque  point  d'un  corps 
élastique,  déformé,  trois  dilatations  ou  condensations  linéaires 
principales,  et  trois  tensions  ou  pressions  pnncipales^  aussi  ortho- 
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gonales,  autour  desquelles  toutes  les  autres  grandeurs  de  même 
espèce  se  distribuent  symétriquement  comme  les  diamètres  d*un 
ellipsoïde  autour  de  ses  trois  axes,  M.  Gauchy  observe  que  ai  le 
corps  a  la  même  élasticité  en  tous  sens,  les  directions  de  ces  trois 
pressions  doivent  évidemment  être  les  mômes  que  celles  de  ces  trois 
dilatations.  Puis  il  ajoute  (p.  167, 168]  «  qu*U  semble  naturel  de 
«  supposer,  du  moins  quand  les  déplacements  sont  trèsh-petits,  que 
a  les  trois  pressions  sont  proportionnelles  respectivement  aux  trois 
«  dilatations.  »  Mais  les  résultats  de  cette  hypothèse,  reproduite d^ 
mémoire  de  1822  ('),  ne  le  satisfont  bientôt  plus,  et  il  la  modifie 
ou  la  complète  (p.  177-178]  en  supposant  que  les  valeurs  des  pres- 
sions principales  se  composent  de  deux  parties,  Tune  toujours 
mesurée  par  la  dilatation  linéaire  principale  correspondante  mul- 
tipliée par  un  certain  coefficient  constant  k^  Tautre  égale  à  U  di- 
latation cubique  ou  à  la  somme  des  trois  dilatations  linéaires  au 
même  point,  multipliée  par  un  autre  coefficient  x.  De  cette  hypo- 
thèse nouyelle,  il  déduit  analytiquement,  pour  trois  autres  plans 
rectangulaires  quelconques,  par  exemple  pour  ceux  qui  sont  per- 
pendiculaires aux  coordonnées  x,  y,  z,  des  composantes  de  pres- 
sion de  môme  forme  que  celles  qui  s'accordent  avec  les  équations 
d'équiiibro  indéfinies  et  définies  de  Navier,  mais  avec  deux  coeffi- 
cients au  lieu  d'un  seulf  savoir 

,  du  .     fdu      dv  ,  dtD\  1  ,  fdv  ,  duA 

(llû)  J  P..  =  *^+^(s+^+ dij.   P«=2H^"^Si)' 

,  dw  ,     /du  ,  dv   ,  dw\  1  ,  /du  .    dv\ 

formules  qui  reviennent  à  (35)  ci-dessus  (3*  appendice,  p.  581)  en 

remplaçant 

1 
e  par  ^  A;,  et  e'  par  k. 


(<)  Bulletin  de  la  Société  philomathique,  Janyicr  4833,  p.  9.  Noie  relalire  i  des 
rocberchei  eolreprises  i  roccaiion  d'un  mémoire  de  M.  Kavier  du  44  août  4830 
(ùf.,  p.  72)  sur  la  flexion  des  plans  élastiques.  M.  Gauchy  j  donne  pour  la  pre- 
mière fois  sa  théorie  des  pretsions  iniérieurei,  géoéralement  obliques  aux  foces  où 
elles  B^exerceot,  et  de  leurs  relations  en  divers  sens  et  aux  divers  pointa  4'aD  corps 
quelconque. 
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et  qui  conduisent  Identiquement  aux  équ&tions  de  Navier  en  fai- 
sant A;  =  2k.  M.  Gauchy  les  applique,  dans  la  dernière  partie  du 
tome  de  1828  (p.  256,  838,  357),  à  des  problèmes  d*équilibre  et  de 
mouvement  vibratoire  en  faisant 

ou  en  mettant  k(0— 1)  à  la  place  de  k,  et  sans  donner  habituelle- 
ment au  rapport  0  la  valeur  =  3  répondant  à  A;=2k,  parce  que  les 
intégrations  quMl  opère  sont  tout  aussi  faciles  en  laissant  0  indé- 
terminé. 

Mais,  intermédiairement ,  ou  entre  ces  deux  parties  du  même 
volume  de  1828,  M.  Caucby,  dans  deux  admirables  Mémoires  (sur 
V Équilibre  Sun  système  de  points  matériels^  et  sur  là  Mression  ou 
tension  dans  un  pareil  système)  ne  part  d^aucune  autre  hypothèse 
que  de  celle  qui  consiste  à  regarder  les  corps  comme  composés  de 
points  sollicités  par  des  actions  mutuelles  Jonctions  de  leurs  diS" 
tances;  et,  par  une  suite  de  déductions  exactes  ou  en  ne  se  servant 
ni  de  Vintégraiion  autour  dun  point  comme  Navier,  ni ,  comme 
Poisson,  de  la  considération  peu  rigoureuse  d^un  espacement  mot/en 
des  molécules  (^)  suivie  d*un  recours  à  une  sorte  d'intégration  à 
laquelle  il  renonce  en  1829  (*)  sans  abandonner  Topinion  qui  la 
rendait  possible ,  savoir  «  que  les  actions  entre  les  molécules  les 
plus  voisines  peuvent  être  négligées  »  (')  M.  Gauchy,  disons-nous,  en 
se  passant  de  tous  ces  auxiliaires  peu  sûrs,  arrive  le  premier  à  des 
formules  générales  et  complètes  des  six  composantes  de  pression 
développées  par  de  petits  déplacements  dans  un  corps  d'une  con- 
texture  moléculaire  absolument  quelconque. 

Et  ces  formules,  étant  particularisées  pour  le  cas  de  Tisotropie  et 
d'un  état  primitif  naturel  ou  qui  soit  un  état  d^équilibre  sans  pres- 
sion, ne  sont  autre  chose  que  les  formules  (114i)  avec 

A;  =  2x , 

c'est-à-dire  les  formules  ci-dessus  (36)  ou  (113)  àun  seul  coejficient^ 


(1)  Mémoire  du  14  arril  4828  au  t.  VIII  de  rioiUlui,  p.  374. 

(*)  Mémoire  au  W  cahier  du  Journal  dé  V École  polytechnique,  p.  52. 

(')  Mémoire  du  44  antl  4828,  p.  378. 
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qui  s^écriTent,  en  exprimant  les  dilatations  et  glissements  aa  moyen 
des  déplacements  u,  v,  w  «apposés  trési>etlts  (S  30) 

^  /^du     dv  ,  dio\  ^  (do  ,  dxD\ 

Mais  Toici,  il  faut  le  dire,  une  chose  qui  prête  à  confusion  dans 
ce  beau  travail.  L'éminent  géomètre,  embrassant  le  cas  général  où 
il  y  avait  des  pressions  avant  les  déformations,  donne  des  fonnuksi 
21  constantes,  savoir  15  coefficients,  et  6  composantes  fg^  P**!*— 
de  ces  pressions  primitives  ;  et  ces  formules,  qui  sont  cdles  de 
notre  note  ci-dessus  du  %  23,  p.  572,  relatives  au  cas  où  les  dépla- 
cements Uy  V,  w  sont  très^petits,  et  où  les  plans  de  pression,  après 
comme  avant  les  déplacements,  sont  perpendiculaires  aux  coor- 
données fixes  2,  y,  ;e,  se  réduisent,  lorsque  ce  sont  trois  plans 
de  symétrie  de  contexture,  à  la  forme  suivante  (p.  230  des  exer* 
cicesy 

i?«=P%«  +  (a4-p%J  s  +  (f-P'*«)  2^  +  {e-F«)  ^i* 

|7„  =p«„  +  (e-p*,,)  ^  4-  (d-i)%.)  ^  +  (c  4-  P-»)  ^ , 
P,.=:(d+P%,)g4-(d+p%,)^, 
P,^(e+p-«)g+(e  +  p%,)g, 

et,  par  conséquent,  pour  un  corps  isotrope,  en  faisant  p*»=p*yy=: 
p\z=Pof  a=b=:c  =  3d=3e=3f=3G,  à 


(liO) 


(0  Daos  Rs  rormulei  de  M.  Cancbj  (p.  4  30)  les  p»  i obI  dMgBéi  ptf  CA,  HA,  ïà; 
cl  ce  que  noas  appelons  a,  b,  c,  d,  e,  f  par  LA,  MA,  HA,  PA,  ©A,  RA. 


(117) 
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P,»=P.  +  (6-p.)  ^  +  (8G  +P.)  I  +  (6-p.) g , 
p-  =Po  +  (G  -p.)  g  +  (G  -p.)  I  +  (3G'  +  po)  g . 

P..= (G+p.)  (^5^  +  ^  j ,  p..=(G+p.)  (^^  +  5^j ,  p^=(G+p,)  (^^P  +  35  )  (.J. 

Or  M.  Gauchy,  dans  lapeDséefon  peut  le  présumer)  de  fournir  une 
sorte  de  vérification  de  ses  précédantes  formules  à  deux  coefiElcients 
k  et  K,  basées  sur  une  hypothèse  tout  autre,  à  lui  particulière  (et 
non  encore  justifiée  sufi^amment  comme  on  vient  de  le  dire),  fait 

ce  qui  change  les  formules  précédentes  (102)  en 

4 

k—^K  ,  ,  du     ^  (du  ,  dv     'dw\  1  ,  /dv-    dw\ 

/*-nx  1  Af— 2k  ,   ,dv  ,  ^  /du  ,  dv  ,  dw\  '  1  ,fdw  ,  dit\ 


P..=-^"4.*-+K(=^  +  ^  +  g).    P.  =  |*(|+g). 


A: — 2k  .  'dw         /du     dv 
dz^     \dE^dy 


toutes  pareilles  à  (114)  sauf  la  constante  — r —  ajoutée  aux  trois 

premières. 

Il  est  fâcheux,  il  faut  le  reconnaître,  que  des  formules  comme  (114) 
et  (118),  relatives  à  deux  cas  différents^  aient  été,  ainsi,  rendues 
semblables  par  les  mêmes  notations  A:,  K  qui  représentent»  dans  les 
premières,  de  tout  autres  quantités  que  dans  les  secondes,  puisque, 
dans  le  cas  de  celles-ci,  il  y  a  des  pressions  antérieures  po  qui  étaient 
supposées  ne  pas  exister  dans  le  cas  des  premières  (114) ,  et  qui  seales 
causent  dans  (117)  et  (118)  la  dualité  des  coefficients. 

Et  ce  qui  augmente  la  confusion,  c'est  qu^'on  trouve,  aux  pages 
204  et  205  du  même  tome  III  (1828)  des  Exercices ,  des  formules 
semblables  à  (118),  mais  sans  leurs  termes  constants ^  et  qui  par 
une  autre  similitude  de  notations,  semblent  encore  représenter 


fi)  Exereicei,  l.  IV,  p.  i56,  formales  (98)  cl  (99). 
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lea  composantes  normales  de  pressions  px«,  pn<i  Pu  après  les  dé- 
placements, tandis  qn*elies  ne  représentent  que  les  excès 

lï«— P'^xx,  Pyy  — P%».  Pli— P^,»  OU  Px;.  —  j  (Ar  — 2K;,Pyy— CtC.. 

de  ces  pressions  sur  les  pressions  qui  avaient  Heu  avant  les  dépla- 
cements, et  dont  on  suppose  que  les  produits  par  les  dérivées  des 
déplacements,  u^v.w  ue  sont  pas  négligeables  ;  en  sorte  que,  malgré 
une  sorte  de  rectification  que  fait  M.  Gaucby  dans  un  article  addi- 

tionnel  (p.  327),  où  il  rétablit  le  terme  constant — ^  =  -^-r — -  =Po 

des  formules  (118),  il  peut  paraître^  à  une  première  lecture ^  que 
les  formules  de  pressions  dans  les  corps  isotropes  dont  Vétat  pri^ 
mitif  était  un  état  d'équilibre  naturel  peuvent  encore  être  à  deux 
coefficients  k,  K  sans  relation  théorique  entre  eux,  lorsqu'on  dresse 
ces  formules  sans  autre  hypotixèse  que  de  regarder  ces  corps  comme 
composés  de  points  matériels  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres, 

S  52.  Formules  proposées  par  M,  Wertheim,  Conséquences  des 
formules  à  deux  coe^den^f.— C'est  là  ce  qu'a  pensé  M.  Wertheîm. 
Il  cite  d^abord  (*)  les  formules  (116)  du  cas  de  trois  plans  de  sy- 
métrie»  mais  sans  les  termes  constants  ou  non  affectés  de  u,  r,  ?r, 
qui  sont  les  quantités  appelées  par  nous  p%,,  p"yy,  p^^  entrant 
aussi  dans  les  termes  affectés  de  ces  déplacements;  puis,  particu- 
larisant pour  le  cas  d'isotropie  ou  d'égale  élasticité,  non-seulement 
il  fait  p''xx^p%y=p''Mi  a=b  =  o,  d=:e=f,  mais,  même.  Il  admet 

aveo  M.  Gaucby 

a  =  3d; 

ou,  avec  nos  notations,  a = 3G  (puisque  d  =:  e = f  est  le  coefficient  G 
de  glissement  de  Navier). 
Mais,  d'une  autre  part»  M*  Wertbeim  n*admet  point 

/p  =  2k, 

ou  A:=2(G+po)  double  de  K=G—po;pû  pouvant, dit-il,  n^étrepas  nul 
ni  négligeable  devant  G  (quoiquUl  paraisse  bien  supposer  que  Tétat 


(})  Mémoire  lur  l'équilibre  dei  corps  solides  homogèDes,  présenté  le  40  férrier 
4818  {Ann.  de  ch  et  deph,,  3«  série,  t.  XXIII).  —  El,  aussi^  Mémoire  sur  la  lor^ 
sioui  présenté  le  49  février  485S  {idem.  Juin  4857,  p.  tl44). 
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du  corps  antérieurement  aux  déformations  est  un  état  d'équilibre 
naturel  où  les  pressions  sont  nulles;. 

Et  comme  diverses  expériences  lui  paraissent  représentées  ap- 
proximativement par  les  formules  (liû),  ou  par  (118)  sans  le  terme 

constant  — -r —  en  faisant,  au  lieu  de  k=^K^ 

le  savant  physicien  propose,  au  lieu  des  formules  d'isotropie  (113) 
ou  (115)  admises  avant  lui,  les  formules  nouvelles  suivantes 

,  /-  dtt   .   dv    .    dw\  k  fdo   ,  dtv\ 

-  fdu   .   «  de    .   dw\  k  (dw   ,  du\ 

,  /du  ,    do   ,  ^  dw\  k  fdu  .  dv\ 

k 

OUpaj»=M24)»+î)y+<^,),Py,=...,  PM=...,Py*=sgyi,P»*— •••}  1?*»=' 


(119) 


qui  donneraient  ces  conséquences  modifiées  (au  lieu  de  celles  du 

S  liS)f  que  nous  généralisons  aussi  pour     quelconque: 

1*  Une  dilatation  d'un  corps  Isotrope  produit  une  pression  normale 

deux  fois  plusforte  (au  lieu  de  trois  fois)  sur  un  plan  perpendiculaire 

que  sur  un  plan  parallèle  à  sa  difection.  Ge  serait  généralement 

k+K,  , 
^fois; 

2*  Les  contractions  transversales  sont  le  1/3  (au  lieu  du  1/6)  de 

la  dilatation  longitudinale  d'un  prisme  dont  les  faces  latérales  sont 

libres.  — Car  les  formules  (IIA)  avec  ^  et  K  quelconques,  si  on  fait 

K 
i>ff =0,  Pm=0,  donnent dy=ds=—  -jrrqv  <^«î  c'est-à-dire  (tj  re- 

n 

8  5 

3*  OnaE=5  G  (au  lieu  de  r  6)«  Car,  alors,  pxx=^x{k-h  K  —, 

faisant  A;=K,  ^A;=G; 

u  4i 


J)        1        Jl  1 

présentant  comme  ci-dessus  -c-^),  -  =  —  +  2,  ou  tj  =  rsi  A:=K; 

Je  Y]  IL  O 
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&*  La  dilatation  cabiqne  da  môme  prisme  MMimls  à  une  traction 
est  le  1/3  (au  lieu  du  1/2)  de  sa  dilatation  linéaire  longitndinale.^ 

Çarô^+\+2).=5«--2  5g:^^«  =  j:j:3j^i.,  ou|î^,si*=K. 

5*  La  contraction  cubique  c  sous  une  pression  appliquée  à  toute 
la  surface  d*un  corps  est  égale  à  la  contraction  linéaire  d^un  prisme 
de  même  matière  sous  une  pression  égale  appliquée  à  ses  bases 

seulement  (au  lieu  d*ètre  les  z  de  celle-ci);  car  pu=— g*  d«  = 

Dy=D.  donnent  c  =  - (D.4-2)v+^)=  ^^^g  =  j^P2K  E  ^"^^'^^ 
duit  &  ^  "^  Â  I  "^  E  ^^^  A^=K. 

S  53.  Opinion  sceptique  à  laquelle  leur  proposition  a  dorme  Heu. 
Nécessité  de  ne  pas  s'y  tenir,  —  Bien  que  perapnne  n^ait  qils  en 
doute  Texactitude  consciencieuse  des  expériences  de  Thabile  et 
honorable  physicien,  ses  formules  de  pression  (119)  n^ont  point 
été  adoptées. 

Leur  proposition,  seulement,  a  amené  une  sorte  de  scepticisme. 
Et  Topinion  qui  tend  à  se  former  aujourd'hui  est  que  les  formulai 
des  composantes  de  pression  dans  les  corps  isotropes  doivent  être 
à  deux  coefficients  tels  que  A;,  K  dont  le  rapport  n^est  ni  cpqstao)^ 
ment  =  2  conformément  à  la  théorie  moléculaire,  ni  constamment 
=1  comme  le  pense  M.  Werthcint,  mais  est  variable  suivant  les  ^b^ 
stances,  en  sorte  que  ce  rapport  aurait  une  valeur  pour  le  fer,  ope 
valeur  pour  le  cuivre^  ude  autre  valeur  pour  le  verrei  efc  supposés 
jouir  cependant  d'une  propriété  mécanique  commune,  Vi^otropie. 

L'adoption  d*une  pareille  opinion  semble,  au  premier  ftbord,  con^? 
forme  aux  règles  de  la  prudence.  Elle  est  d^ailleurs  à  peu  près  sans 
inconvénient  dans  les  appUoations  générales  et  purement  analyii* 
ques,  parce  que  les  équations  provenant  des  formules  à  deux  coef* 
ficients  indépendants  sMntègrent  presque  toujours  avec  autant  de 
facilité  que  les  formules  à  un  seul  coefficient.  Ajoutons,  si  Ton  veut, 
.que  dans  quelques  questions  pratiques  simples,  celles,  par  exemple, 
de  torsion  pure^  il  n'est  pas  besoin  de  prendre  up  parti  ;  car,  qomme 
il  n^y  entre  que  les  coefficients  désignés  dans  les  fprmul^  (29)  et 
(30)  par  e  et  f  (G'  et  G"  des  notes  ci-dessus),  il  importe  peu  qu'ils 
soient  ou  non  égaux  à  e'  et  f ',  e"  et  f"  ;  et  il  en  est  de  môme  dans 
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les  questions  de  flexion  pure,  parce  que»  comme  elles  se  résolvent 
par  la  seule  considération  du  coefficient  d'élasticité  d'extension  E, 
fonction  des  divers  coefficients  des  formules  (12)  k  (35),  et  mesu- 
rable directement»  11  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  rapports 
mutuels  de  ceux-ci. 

Mais  il  en  est  autrement  dans  les  questions  pratiques  complexes» 
tellesquecellesdeflexion  ettorsion  simultanées»  ou  même  dans  celles 
oà  il  y  a  à  la  Mb  à  considérer  la  contraction  linéaire  et  la  contrac- 
tion cubique  qui  dépend  du  coefficient  de  contraction  latérale 

^  =  -^  v^»  etc,  Le  doutç  n'est  plus  possible  quand  on  en  vient  aux 


chiffires.  Il  faut  sortir  de  Tétat  toujours  transitoire  où  il  laisse  V 
prit»  et  adopter  forcément  une  valeur  numérique  pour  le  rapport  en 

question  »« 

On  conçoit  donc  Timportance  de  bien  examiner  de  nouveau  et  à 
fond  si  cette  valeur  de^  n'est  pas  toute  connue  à  priori  et  théori- 
quement» afin  de  remployer  dans  la  pratique;  et»  cela»  même  dans 
des  cas  d'élasticités  plus  oi^  moins  inégales,  lorsquhine  ignorance 
absolue  du  degré  et  du  sens  des  inégalités  obligera  à  supposer  l'iso- 
tropie  comme  état  moyen  donnant  les  résultats  le  plus  probable- 
ment approchés. 

La  question  de  la  constance  de  ce  rapport  fc  :  K  des  deux  coeffi- 
cients des  formules  (il/ij  est  importante  à  un  autre  égard;  car  s'il  est 
bien  égal  à  un  nombre  constpt  2»  11  est  évident  que  toute  formule 
satisfaisant  &  l'isotropie,  comme  (HA),  dans  laquelle  ce  rapport  est 
différent  de  2  ou  indéterminé  ne  représente  absolument  rien;  elle 
n'est  l'expression  d'aucune  loi  physique.  On  peut  lui  refuser  môme 
une  valeur  empirique  ou  approximative;  et  son  emploi,  motivé  sur 
ce  qu'on  peut  la  faire  cadrer  avec  quelques  faits  Isolés^  ne/era  que 
tromper  et  empêcher  d'y  substitue!*  une  formule  vraie  qui  tienne 
compte  de  la  non-isotropie  ou  de  l'inégalité  des  élasticités  en  divers 
sens,  comme  font  les  formules  (34)  du  cas  d'un  axe  d'élasticité,  ou 
(30)  du  cas  de  trois  plans  de  symétrie»  formules  dont  les  premières 
sont  à  trois  coefficients  a,  d»  e»  et  les  secondes  h  six  coefficients  a, 
B,  c,  d,  e,  f  lorsqu'on  efface  les  accents  comme  nous  avons  dit.  La 
prudence  ne  nous  paroft  donô  nullement  permettre  de  s'arrêter  à 
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ces  formules  d^isotropie  à  deux  coefficients,  si  irrationnelles  d'a- 
près une  théorie  qu*on  regardera  comme  tout  au  moins  plausible 
si  on  n'y  acquiesce  pas,  et  quand  bien  même  il  suffirait  de  disposer 
de  ces  coefficients  ou  d'user  de  la  latitude  que  donne  leur  dualité 
pour  expliquer  approximativement  un  assez  grand  nombre  de  faits 
d'expérience. 

S  5À.  Autre  origine  de  V opinion  signalée.  Formules  à  trente'^ 
coefficients  t  données  incidemment  par  Jf .  Poisson,  —  Voyons  donc 
comment  surtout  s'est  formée  Topinion  nouvelle  des  deux  coef- 
ficients K  et  A;  indépendants  ou  ayant  un  rapport  susceptible  de 
varier  avec  la  substance  des  solides  où  l'on  prend  les  pressions. 

M.  Poisson,  qui  avait  considéré  en  1828  le  seul  cas  de  i'isotropie, 
pour  lequel  le  calcul  des  pressions  comme  résultantes  d'actions 
fonctions  des  distances  moléculaires  lui  avait  donné  les  formules 
(115)  à  un  seul  coefficient  lorsque  l'état  antérieur  aux  déplace- 
ments est  l'état  naturel  (*),  lut  à  l'Académie,  l'année  suivante,  un 
nouveau  mémoire  où  il  consacra  un  chapitre  spécial  aux  pressions 
dans  les  corps  cristallisés  et  autres  corps  non  isotropes  l*).Il  le  ter- 
minait ainsi  (au  n°  38)  : 

«  Quelle  que  soit  la  constitution  d^un  corps,  cristallisé  ou  non, 

«  homogène  ou  hétérogène supposons-le  tant  soit  peu  écarté 

«  de  son  état  naturel,  en  sorte  que  u^v^w  sont  de  très-petites  quan- 
«  tités  dont  on  néglige  les  produits  et  les  puissances  supérieures  à 

«  la  première.  Les  composantes  de  la  pression seront  nulles 

«  dans  le  premier  état  du  corps et  comme  elles  ne  pourront  dé- 

«  pendre,  dans  son  état  subséquent,  §ue  des  déplacements  relatifs 
«  des  molécules^  elles  s'expriment  par  des  fonctions  linéaires  de 


(1)  Dam  son  mémoire  du  U  a?ril  4828,  au  t.  vni  de  rinsUlut,  p.  38S,  k  re- 
présente le  coefflcient  unique,  le  même  que  notre  coefflcieot  d'élasticité  de  glisse- 

ment  G,  ou  -  A  de  H.  Caucby,  et  K  représente  la  jpreMûm  tuiUriewre  aui  déplace- 
ments (p*  ci-dessus)  quand  on  ne  la  suppose  pas  nulle.  Hais  ces  formules  sont  io- 
complètes  quant  aux  termes  affectés  de  K,  et  SI.  Poisson  n'a  donné  qu'à  son  méoioire 
de  rannée  suirante  {Joum,  de  VSc,  polytechn.,  20*  cahier,  p.  52,  form.  40),  les 
formules  complètes  du  cas  d'isotropie,  conformes  à  celles  de  M.  Gauchy. 

(*)  Mémoire  sur  les  équations  générales  de  l'équilibre  et  du  mouTement  des  corpi 
solides  élastiques  et  des  fluides,  lu  le  42  octobre  4829  {Joum,  de  VÉc.  polytechn., 
20*  cahier).  $  IV,  n"  32  à  39,  et  surtout  n"  38. 
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«  x"  '  ^  «  ^^^*'  P^^  conséquent  la  valeur  de  chacune  de  ces  forces 
«  sera  composée  de  neuf  termes,  et  pourra  être  représentée  par 

dx  dy         dz  dz         dx         dy 

dw      «^f  du         dv 

puis  M.  Poisson  réduit  facilement  les  neuf  coefficients  de  chaque 
formule  à  six  en  prouvant,  par  la  particularisation  u  =  —  ay, 
v=ax,w=^0  pour  laquelle  les  déplacements  ne  représentent  que 
de  petites  rotations  a  autour  de  Taxe  des  z,  ce  qui  ne  doit  engen- 
drer aucune  pression  intérieure,  qu*on  doit  avoir  F  =  F';  en  sorte 
que,  comme  on  peut  prouver  de  môme  D  =  D\  E=  E',  chacune  des 
expressions  des  six  composantes  doit  avoir  la  forme 

/-«  »     du    ^  dv         dw       (dv    dw\         (dw    dv\     „  (du     dv\ 

qui  est  précisément  celle  des  formules  générales  (12)  ci-dessus,  à 
36  coefficients. 

Or  on  a  vu,  aux  $$  ^h,  25, 26,  que  ces  expressions  linéaires  étant 
une  fois  admises,  on  pouvait,  en  définissant  l'égale  con texture  par 
ses  seules  conséquences  mécaniques,  c'est-à-dire  par  la  propriété 
de  donner  en  tous  sens  les  mêmes  pressions  pour  les  mêmes  défor- 
mations, prouver  facilement  que  les  36  coefficients  se  réduisent, 
lorsque  le  corps  est  isotrope,  à  deux,  savoir  : 

e  et  e' 

des  formules  (35),  les  mêmes  que  ^  A;  et  K  des  formules  (ll/i). 

Il  semblerait  ainsi,  au  premier  aspect,  qu'on  peut  établir  toutes 
les  formules  de  Télasticité  à  36,  à  12  et  finalement  à  2  coefficients, 
sans  parler  d'actions  moléculaires  réciproques  et  sans  invoquer  leur 

loi  physique,  dont  Tadmission  entraîne,  comme  on  a  vu,  la  néces- 

1 
site  de  faire  e= e',  K=:  r/:,  ou  de  réduire  les  deux  coefficients  à  un 

seul,  les  douze  à  six  et  les  trente-six  à  quinze. 

De  là  est  née  surtout  Topinion  des  deux  coefficients  indépendants, 
aujourd'hui  embrassée  par  un  grand  nombro  de  savants. 
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g  55.  Observationntr  ce  raisonnement  de  Poisson*  Il  se  fonde  tacite- 
ment sur  la  loi  des  actions  entre  molécules»  Une  fonction  de  quanti- 
tés très-petites  n'est  pas  nécessairement  linéaire.— Quand  il  y  anr&it 
réellement  possibilité  d'établir  ainsi,  sans  invoquer  aucune  loi  phy- 
sique, les  formules  des  pression  à  36  et  à  2  coefficients,  ce  ne  serait 
pas  une  raison  de  se  dispenser  d'admettre  la  réduction  des  coeffi- 
cients de  36  à  15  dt  de  2  à  1,  car  la  loi  des  actions  moléculaires  et 
de  leur  dépendance  des  distances  est  indiquée  par  un  trop  grand 
nombre  de  phénomènes  pour  qu^on  puisse  en  repousser  ou  en  né- 
gliger les  conséquences,  et  tout  ce  qui  y  serait  contraire  devrait,  à 
Topposé  ,  être  écarté  comme  faisant  naître  tout  au  moins  une 
grave  suspicion. 

Mais  Je  dis  même  que  Tadmission  de  cette  loi  des  actions  entre 
molécules  est  indispensable  pour  établir  les  formules  linéaires  (120) 
ou  (12)  à  trente-six  coefficients. 

D*Bbord,  Poisson  invoque  cette  loi  tacitement  dans  le  raisonne- 
ment cité,  car  qu'est-ce  que  faire  dépendre  les  pressions  Intérieu- 
res des  déplacements  relatifs  des  points  maiériels  d^un  corps^  si  ce 
n'est  admettre  que  les  forces  qui  ont  les  pressions  pour  résultantes 
dépendent  des  distances  mutuelles  de  ces  points,  ou  sont  fonctions 
de  ces  distances  7  Et  fonctions  continues,  ou  variant  peu  quand  les 
distances  varient  peu,  car  sans  cela  l'illustre  géomètre  n'aurait 
pas  remplacé,  dans  son  expression,  les  déplacements  relatifs  par 

les  coefficients  dlfftrenttels  ^,  ^....,  ^. des  déplacements 

at)solusu,v,  t/?. 

Il  fallait  bien  s^appuyer  sur  une  pareille  loi,  car  comment  déduire 
une  formule  physique  d'un  raisonnement  purement  mathématique? 
Autant  vaudrait  dire  qu'une  conclusion  peut  être  tirée  sans  ma- 
jeure^ ou  qu'on  peut  donner  l'expression  générale  de  tout  un  ordre 
de  phénomènes  matériels  sans  partir  d'aucune  observation  ou  d^aa* 
cune  loi  déduite  déjà  de  faits  observés. 

Mais  Je  dis  plus  :  sépafê  de  tout  ce  qui  précède,  lô  raisonnement 
cité  du  n°  38  du  mémoire  de  1820  de  M.  Poisson  ne  provoe  abeolur- 
ment  rien;  et  il  n'est  même  nullement  acceptable,  &  moins  d^une 
explication  que  l'illustre  géoin  tre  a  cru  sans  doute  pouvoir  être 
suppléée  par  ses  lecteurs  au  courant  du  reste  de  son  travail. 

En  effet,  une  fonction  d*une  ou  de  plusieurs  variables  n^est  pas 
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nôcessairetnent  Hrïéaù'et  même  a{)proximativeindDt)  par  cela  seul 
que  ses  variables  sont  ou  deTiennent  très-peiitesé  On  sait  sans  doute 
que  si  une  fonction  est  dôveloppable  en  série  suivant  les  puissan*' 
ces  ascendantes  de  ses  variables^  tous  les  termes  du  développement 
deviennent  néglig;eables  devant  ceux  qui  sont  affectés  de  la  puii^ 
sance  la  plus  basse^  lorsque  les  variables  décroissent  suffisamment 
Mais  Poisson  savait  aussi  que  tous  les  développements  ne  s'opèrent 
pas  suivant  les  puissances  entières  y  compris  ia  puissance  i.  LeK 
termes  du  premier  degré  peuvent  y  manquer  et  y  manquent  sou- 
vent, et  il  peut  s'y  trouver  aussi  des  puissances  fractionnaires  au- 
dessus  et  au-dessous  de  i*unitéi 
En  faut-il  des  exemples? 

l^attraôtlôtt  de  deux  corps  est  bien  fbnetioti  de  Yinvêrsèi^  -^  de 

leur  distance  mutuelle  n  Mais  elle  n*est  pas  linéaire  en  %  ou  pro- 
portionnelle  à  i  lorsque  i  devient  très-petit  ou  la  distance  r  extrô- 

mement  grande  \  cette  fbrce  <p  est  représentée  par  ?  î=  j^  ±=  ci» , 

G  étant  une  constante»  ou  est  proportionnelle  au  càrfé  t*  et  jatti&iâ 
àt. 

Réciproquement  la  distance  r  de  ces  deux  corps  est  fonction  de 
leur  force  d^attraction  9;  et  cependant,  quand  9  devient  insensible, 

r  n'est  pas  proportionnel  à  «p,  mais  à  <fi' 

Sans  sortir  même  de  la  géométrie  pure,  l'excès  c  ==  À— 1  de  l*by- 
poténuse  h  d'un  triangle  rectangle  sur  son  plus  grand  côté  sup- 

posé = i  est  bien  fonction  du  plus  petit  côté  k, 

A=  I  +  Cependant,  lorsque  celui-ci  devient  extrômei- 

►i         -=zj==,^>^     jjjgjjt  pg^lt^  ^_  1  u^egt  P3S  fonction  linéaire 

de  it,  car  on  a  alors  A=vi +/c»=H-2  ♦d'où 

A  —  i  »  6  proportionnel  au  carré  du  côté  k* 

Réciproquement  le  petit  côté  k  est  fonction  de  l'excès  e=h^i 
de  rbypoténuse  sur  l'autre  côté;  or>  quand  cet  excès  devient  ex- 
trèmem^t  petit ,  on  a  A?  i=  Se**  ♦  et  non  pas  k  linéaire  en  e^ 

Quelque  cbose  donc  manqué  ou  se  trouve  sous-entendu  dans  le 
raisonnement  qui  conduit  Poisson  aux  formulés  (130)% 

S  66.  Cas  général  de  linéarité.  Vraie  raison  de  la  forme  linéaire 
des  farmtdes  de  pressions.  Réduction  inévitable  de  ieurs  tren(€si$: 
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coefflcienU  à  quinte,  à  momt  de  r^eter  cetU  forme  même.  -  En 
poursuivant  les  considéraOons  du  $  précédent,  remarquons  bia. 
qu'il  en  estautrement.  ou  que  la  /tWanV,«d'une  fonction  d'une  petite 
variable  est  Incontestable  si  cette  fonction,  que  nous  appellerons  i, 
n'est  (Mitre  chose  que  la  différence  de  deux  valeur»  d'une  mtrt 
fonction  y,  et  «  sa  variable  8  est  la  différence  correspondanie  des 
deux  valeurs  de  la  variable  x  de  celles  ;  en  aorte  que  y.  et  y,  étant 
deux  valeurs  de  y  répondant  aux  vaieon  a^  et  «,  de  ï  on  ait 

^  =  yi— y..     8=1,—*.. 

Alors  A  est  bien  certolnement  fonction  Unéaire  de  8  quand  Sdevient 
très-petit,  si  la  fonction  y  de  x  est  continue. 

Ainsi,  dans  les  exemples  du  $  précédent,  en  seserrant  des  Indices 
0  et  1  avec  les  mêmes  notations  qu'à  ce  $  pour  désigner  la  même 

îr,  n,"  Z  "*""  ""''""•  '*  *«*«»<«?.-?.  de  deux  attrxv 
tiens  planétaires  ^  est  bien  fonction  linéaire  de  la  dUTérence  i  -  L 
des  deux  Inverses  correspondants  de  la  distance  r  ;  et  r,^r  dUR- 
rence  de  deux  distances,  est  fonction  linéaire  de  ç.-?  qnlLd  ces 
d|irérences  sont  très-petites,  car  en  dilTérentiant  ?  =  (S  on  a  ?.  - 

Et^ dans  le  triangle  rectangle  où  &  est  un  côté  et  e  l'excès  de 
1  hypoténuse  sur  l'autre  côté  =  1.  «.  _  «.  est  bien  fonction  linéaire 
de  *,  -  *.  supposé  extrêmement  petit,  puisque  e=^i+p~i  dlffé- 
renaé  doanee,-e.  =  ~^-(k^^]^^, 

.  Et  la  même  chose  peut  être'dlte  pour  une  fonction  de  plusieurs 

;riirv;:.rr  '•"^  '^  *"'"'"-  de  vaieu«:.';^r 

TcLlel^r'*^'™^"'^*'''^^""'''""*'*^^^^^ 

Poisson  dans  le  cas  de  son  mémoire  de  182»,  où  la  fonction  était 
une  des  composantes  de  la  pression  intérieurê  déveloZZZ 

sioS  r^'/.'T^'''^  **^*  ••««^  '^  ^  compo^ssr;^ 

^nuUe)  avant  les  déplacements,  et  où  les  variables  étaient  to 
déplacements  relatifs  des  noint.  «•«»»  *  a,     .  ewiani  ut 

i«*vs  aes  points,  c  est-à-dire  les  excès  (positife  ou 
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■ 

négatifs)  de  leurs  distances  mutuelles  noutelles  sur  leurs  distances 
mutuelles  anciennes.  Gomme  la  composante  de  pression  n'est  qu'une 
somme  de  composantes  de  forces  moléculaires  qui  sont  fonctions 
continues  de  ces  distances  r,  la  composante  développée  est  fonction 
linéaire  des  changements  de  distance  r,  —  r.  si  ceux-ci  sont  très- 
petits;  et  comme  ces  changements  sont  eux-mêmes  exprimables  li- 

néairement  au  moyen  des  neuf  dérivées  ^«  etc. ,  de  i/,  v,  tr,  lorsqu'on 

suppose  très-petits  ces  déplacements  absolus,  la  composante  déve* 
loppée  est  bien  fonction  linéaire  ou  du  premier  degré  de  ces  netif 
dérivées. 

Avec  cette  explication  ou  ce  développement  nécessaire,  la  dé- 
monstration de  Poisson  devient  admissible.  Elle  coïncide  alors  à 
peu  près,  pour  le  cas  des  déplacements  très-petits,  avec  celle  que 
nous  avons  donnée  au  S  20,  pour  des  déplacements  absolus  quelcon- 
ques, des  formules  générales  (12)  de  la  p.  556. 

Mais  on  voit  ainsi  que  la  démonstration  vraie  ou  complète  de  ces 
formules  linéaires  (12)  ou  (120)  à  trente-six  coefficients  est  essen- 
tiellement et  inévitablement  fondée  sur  Tadmisslon  de  la  loi  des 
actions  moléculaires  fonctions  continues  des  distances  mutuelles 
des  molécules. 

Et  comme  une  conséquence  nécessaire  de  cette  loi  est ,  ainsi 
qu'on  a  vu,  la  réduction  des  36  coefficients  à  15  pour  unecontexture 
quelconque,  d'où  celle  des  12  coefficients  à  6  pour  une  contexturo 
symétrique  par  rapport  &  trois  plans,  et  celle  des  deux  coefficients 
à  un  pour  une  contexture  isotrope,  il  est  Inévitable  d'admettre, 
pour  ces  trois  contextures,  des  expressions  à  15,  &  6  coefficients,  et 
finalement  &  un  seul. 

Si  l'on  s'y  refuse,  il  faut  rejeter  jusqu'à  la  forme  des  expressions 
des  composantes,  ou  i^enoncer  &  toute  théorie,  et  laisser  les  phé- 
nomènes de  l'élasticité  des  solides  dans  le  domaine  de  l'empirisme 
pur. 

S  57.  Accord  de  la  théorie  avec  les  expériences  de  M.  Regnault 
SUT  les  piizomètres  en  cuivre  et  en  /at/on.— Mais  comment,  dira-t- 
on, accorder  les  formules  d'isotropie  (113)  ou  (115)  de  Poisson,  etc., 
à  un  coefficient,  avec  les  faits  cités  par  M.  Wertlieim  dans  son  mé- 


I 
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mofre  de  i8&8,  où  il  les  explique  pal*  ses  formules  modifiées  (11!^)? 
Je  réponds  d'abord,  en  ce  qui  concerne  la  double  expérience  pié- 
sométrique  de  M.  CBrsted  (S  &9),  qui  a  été  le  point  de  départ  des 
doutes  élevés  sur  la  théorie  fondée  par  Navier,  que,  quel  que  soit 
le  rapport  adopté  entre  les  deux  coefficients  k  et  K  (S  61),  les  f6r- 
mules  prouveront  toi]^ours ,  comme  le  montre  aussi  M,  Wertheim, 
et  contrairement  à  Topinion  conçue  par  Tillustre  physicien»  qu'une 
pression  exercée  uniformément  et  également  sur  toute  la  surface 
tant  intérieure  qu'extérieure  d*un  solide  isotrope  creux,  tel  qu'on 
vase  &  parois  minces,  doit  diminuer  dans  une  proportiOû  eonstanle 
non-seulement  son  épaisseur,  mais  aussi  ses  autres  dimensions,  de 
manière  à  en  faire  un  solide  d'une  forme  semblable  à  sa  forme  pri- 
mitive, en  sorte  que  la  capacité  creuse  diminué  comme  âitaiifiuerait 
un  pareilvolume  massif  de  même  matière.  Ëtles  mesurages  compara- 
tifs faits  par  M.  GErstedde  lacompressibîlité  apparente  de  Teau  dans 
une  bouteille  en  verre  et  dans  une  bouteille  en  plomb  ne  sont  point 
de  nature  à  prouver  le  contraire;  car  M.  Wertheim  fait  très-bien 
remarquer  (fin  de  son  mémoire  de  1848}  que  la  compressibilité  du 
plomb  n*est  pas  dlx>buit  fois  celle  du  verre,  mats  trois  fois  et  un 
tiers  seulement,  le  coefiicfentd'élasticité  Ëétantenvironl  800000000 
pour  le  plomb  et  6  000  000  OOO  pour  le  verre,  ce  qui  donne  respec- 
tivement pour  leurs  diminutions  de  volume  sous  une  augmentation 
uniforme  de  pression  d'une  atmosphère  ôti  de  10333^"  =g  par  mè- 
tre carré  de  surface 

c  =  -  I  =  0,000  008  61  pour  le  plomb  et  0,000  002  68  pour  le  verre. 

Ces  deux  nombres,  qui  sont  à  défalquer  de  la  compressibilité 
réelle  de  Teau  pour  avoir  les  compressibilités  apparentes  fournies 
par  les  piézomètres  des  deux  substances  dliTèrent  entre  eux  de 
6  millionniômes.  C'est  le  iriple  des  deux  niîUiotinîèmes  dô  dîlTé- 
rence  trouvés  par  M.  OErsted,  et  on  a  encore  le  double  avec  les  for- 
mules A=K  qui  donnent  c  =^.  Mais  M.  Wertheim  observe  très- 

bien  encore  qu*on  a  moins  si  le  verre  dont  M.  CBrsted  s'est  servi  se 
rapproche  de  la  qualité  du  cristal  et  si  le  plomb  contient  de  Tal- 
liage,  supposition  très-probable  ;  et  le  désaccord  qui  reste  entre  la 
formule  et  l'expérience  peut  s'expliquer  par  les  défauts  d'isotropie 
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et  par  une  détormaUoD  permanente  du  plomb,  substance  bien  peu 
propre  à  donner^  en  pareille  matière,  des  résultats  sur  lesquels  on 
poisse  compter.  Il  n*y  a  donc  pas  lieu  de  6*arrôter  aux  objections 
de  rillustre  physicien  danois,  dont  personne  n'a  adopté  l'opinion 
sur  ce  siget  dont  il  &*est  incidemment  occupé. 

Ensuite,  quant  aux  expériences  faites  par  M«  Regnault  avec  un 
piézomètre  dans  lequel  une  ingénieuse  Combinaison  de  robinets 
permettait  d'exercer  successivement  une  pression  à  Vextérùur  seu^ 
lement^  puis  à  tintérieur  seulement^  enfin  à  rinUrieur  et  à  Vèxté'^ 
rieur  à  la  fois,  Je  dis  que  leurs  résultats  s'accordent  tout  autant: 
qu'on  pouvait  l'espérer  avec  les  formules  Navier-Polsson»  etc.  (113), 
(ou  ilApour  A;=2/c). 

En  effet,  si,  en  premlei*  lieU,  le  piésomètre  est  une  sphère  creuse 
et  si  on  appelle 

R  et  a'  le  rayon  Intérieur  et  le  fayon  extérieur; 

h  r' 

V  =  s  icr'  la  capacité,«et  h  =  ■  ^^  i  son  rapport  au  volume  de 

l'enveloppe  solide; 

P  la  pression  exercée,  ou  plutôt  son  excès  sur  celle  de  l'atmos- 
phère, dont  on  n'a  pas  à  tenir  compte  (JS  23  et  Si)  en  n'é* 
valuant  les  contractions  qu'à  partir  de  Tétat  où  elle  agissait 
seule  ;  cet  excès  P  étant  évalué  lui-même  en  atmosphères 
ou  représentant  un  nombre  de  fois  10333^  de  pression  par 
mètre  carré  de  surface  (poids  de  0"  "  76  de  mercure  &  0  de- 
gré); 

c  la  compressibilité  cubique  de  la  matière  du  piézomètre,  ou  la 
proportion  de  sa  diminution  de  volume  sous  un  excès  de 
pression  d'une  atmosphère  tant  intérieurement  qu'extérieu- 
rement ;  en  sorte  que  [comme  à  la  fin  du  $  53  en  faisant 
q  =  10333)  on  a 

,^,,  «10333         3*     10333 

^^^     '       ^=^i+3K=jq:2K-¥-' 

b>'  (avec  M.  Regnault)  la  diminution  de  la  capacité  V  lorsque  la 
pression?  nagii  qu*à  V  extérieur  ;  diminution  qui  est  accu- 
sée par  l'eau  expulsée  du  piézomètre,  ou  par  le  volume  de 
la  partie  du  coi  gradué  qu'elle  envahit  en  y  montant; 
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une  expression  trouvéeen  même  temps  (iS28)  par  M.  Poisson  (})  et  par 
MM.  Lamé  et  Glapeyron,  et  déduite  des  formules  (113)  ou  (115)  donne, 
en  la  modifiant  pour  les  formules  (ll/i)  à  deux  coefficients  K  et  i  : 

(122)  „'=10333P.v(^+^)_^.(.,. 

3  10333 
d'où  Ton  tire,  eu  égard  à  ce  que  (106)  c  =   *     ». 

■ 

1123}  ^-  pv-3;fc+k)  "Ï5         PV*d(ik+K)(N+l) 

ou,  pourA;=2K 

w'   4r'»— R»      «'4    1 


(124)  c  = 


PV9     r"         PV9K+1' 


expression  identique  avec  la  première  de  celles  du  tableau  n*  1  de 
la  page  440  de  M.  Regnault  (qui  appelle  k  la  contraction  ici  appe* 
lée  c). 

Outre  le  volume  a>',  M.  Regnault  mesuf e,  avons-nous  dit,  deux 
autres  volumes,  savoir  : 


(*)  jénn.  dech.  et  deph,,  3*  série,  t.  XXXVIII,  p.  330. 

(*)  Mémoire  de  MM.  Lamé  et  r.lapeyron  au  t.  IV  des  Savanit  étranger»,  n*  S8. 

L'eipression  (4SS)  que  nous  donnons,  éUnt  ptrticularisée  pour  A:=SK,  est  le 

D 
produit,  par  le  Tolume  intérieur  V,  de  la  proportion  —  3  -  de  la  contraction  du 

R 

volume  intérieur  de  rsyon  a,  déduite  de  l'expression  c  =  ...  do  déplacement  dans 

le  sens  du  rayon,  page  348  ou  $  46  de  ce  mémoire,  en  Taisant  r=: a,  P  =  0, 

p'  =  40333P  icilogrammes  par  unité  superficielle,  et  remplaçant  A  par  K. 

Et  on  peut  vérifier  que  U  représente  l'accroissement  du  rsyon  Tectenr  r  d'un 

U 
point  quelconque  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  d*oû  les  déplacements  «= — or , 

1)  U 

V  =  -  y.  tr  =  -  z,  en  différentiant  ces  déplacements  pour  substituer  dans  les  six 
r  r 

oompountes  de  pression  (444)  k  deui  coefficients  ft  et  K,  puis  ces  composantes 

dpxx 

dans  les  trois  équations  d'équilibre  intérieur  (38)  -^ 1.  ...  =  0,  etc.  On  recon- 

dx  _ 

natt  que  ces  trois  équations  à  seconds  membres  nuls  sont  satisfaites  si  ran  a 

h 
U=:(ir  •{-  — ,  a  et  6  étant  deux  constantes  quelconques.  Et,  en  déterminant  cescon* 

stantes  a,  h  par  la  condiiion  que  pgx,  pour  z  =  r  =  K,  80it=: —  P,  et,  pour 

h 
a;  =  r  =  n',  soit  =  —  p'^  on  a,  en  substitusnt  dans  aa  +  -^t  l'expression  de  U 

citée,  dont  (423)  est  une  conséquence. 
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<i>,  diurne  abandonné  par  Peau  en  baissant  dans  le  col  gradué 

quand  la  pression  P  n*agit  qu*à  Tintériear, 
bi'\  iderriy  quand  P  agit  à  la  fois  à  Tintérieur  et  à  rextérienr. 

Ce  dernier  lui  fournit,  pour  la  compressibilité  cherchée  de  Teau 
sous  une  atmosphère*  compressibilité  qu'il  appelle  |jl  : 

ta" 

(125)      (iL  »  py  +  c ,  (c  étant  fourni  par  Texpression  123); 

car  la  contraction  apparente  ta''  du  volume  d*eau  V,  indiqué  par  la 
graduation,  est  évidemment  égale  à  sa  contraction  réelle  (iPV  plus 
la  diminution  cPV  de  la  capacité  du  piésomètre. 

Et  le  mesurage  du  volume  eu  lui  fournit  une  vérification  du  me- 
surage  de  w'  et  de  vi'\  car  il  résulte  du  principe  de  simultanéité  et 
de  superposition  du  $  2  de  la  note  du  n*  21  (p.  15)  que  la  diminu- 
tion de  capacité  cPV  =  (iPV  —  co''  qui  a  lieu  lorsque  la  pression  P 
agit  à  la  fois  à  Textérieur  et  à  Tintérieur  doit  être  égale  à  la  dimi- 
nution co'  résultant  de  la  pression  qui  agit  seulement  à  Textérieur 
moins  Taugmentation  oi  ^  (aPY  de  la  même  capacité  lorsque  la 
pression  s*exerce  à  Tintérieur  seulement,  d'où 

ce  qui  s'est  vérifié  &  quelques  millièmes  près  dans  toutes  les  expé- 
riences de  M.  Regnault. 

Or  ce  savant  a  opéré,  en  premier  lieu,  avec  un  piézomètre  sphé- 
rique  en  cuivre  rouge,  dont  le  mesurage  donnait  : 

Diamètre  moyen  extérieur,  2r'=  6~»«*»**»^,98, 
Épaisseur  moyenne  de  la  paroi,  r'—  r=0',0765, 
Capacité  de  la  boule,  V=r  109**%11  (mesurée  probablement  par 
le  poids  de  Teau  contenue), 

Volume  de  la  paroi,  ^  «r^  —  |wr«=111*«%97— 103"%69=8"%38. 

D'OÙ  H  =  î^^  =  13,02. 

Et  chacune  des  divisions  du  col  gradué  contenait  0  !«•■■•,  010271 
de  mercure  pesant  13*'- ,55  par  centimètre  cube,  d*où,  a  étant  le 
volume  de  cette  division, 

13,55 
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Les  résultais  de  vingt-quatre  expérieDoes  où  la  pression  P  &  varié 

•de  2»'««»iA.,80  à  7«»»-,80,  et  co',  ou  plutôt  le  nombre  — desdivialons 

^nyahies  par  l*eau,  de  16  à  A7»  étant  substitués  dima  la  formule 

(12A),  ont  fourni  des  valeurs  de  c  peu  difiTérentog  eptre  elles,  dontt 

la  moyenne  était 

c  =  0,000  OOi  317. 

Or  le  coefficient  d'élasticité  d'extension  E  du  cuivre  rouge,  d'a- 
près des  expériences  de  M.  Wertheim,  citées  par  M.  Regnault,  sur 
rallongement  élastique  de  fils  de  ce  métal  de  3  millimètres  de  dla* 
mètre  ont  donné  les  moyennes  suivantes  C) 

210333 
GQivue  éaovi  et  «tiré,  E  «  19  A&9  000  000,  d'où  c==:  -  ^r-  =  0»000  001 2A5 

Idem,     recuit,    £  =  10  619  000000,  d'où  c=  0,000  001 /^7i|. 

Le  résultat  0,000  OOi  317  fourni  par  l'expérience  de  compresaioa 
extérieure  de  la  boule  creuse  ep  ciUvre  est,  comme  lH>baerve  Mt  Re* 
gnault,  sensiblemept  moyen  entre  oes  deux  derniers. 
•   Par  conséquent  les  formules  de  pression  avec  A  =  3K  s^^CQordent 
asses  bien  avec  Texpériencé. 

Il  est  vrai,  observe  encore  M.  Regnault,  que  le  métal  de  la  boule 
creuse  devait  se  rapprocher  plus  de  celui  du  fil  recuit  qui  a  donné 

a' 

0,000  001^74  ;  mais  aussi  l'appréciation  du  nombre  n  =  -^ 3  of- 
frait quelque  incertitude^  car  la  capacité,  en  la  calculant  d'après  lo 
mesurage  du  diamètre  intérieur  2r=6%98— 2  x  0%0765,  n'eût  étô 
que  103''%59,  d'où 

En  substituant  ce  nombre  à  13,02  qui  a  été  trouvé  au  aaayen  de  là 

capacité  évaluée  par  le  poids  deTeau  contenue,  il  f^ut  multiplier 

13  02+1 
par  ,^'  ^    .  =  l,0û9û  la  valeur  de  c  obtenue plu9 hmU  d'où 
12,00 -f-i 

c  =  0,000  001 317xl,0ili9/i  =  0,000  001 382, 

hoiT)bre  qui  se  rapproche  bien  plus  du  secopd  que  dq  premier  de 
Ceux  qui  résultent  du  mesurage  du  coefficient  d'élasticité  ^. 


[I)  .JnH.  de  ch,  et  deph.,  3"  série,  l.  XII,  mémoire  prcscn'.é  le  18  Juillet  184S. 
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En  seooBdliea,  M.  Hegnaults'est  servi  d'un  piéaomètre  sphériqua 
ou  boule  creuse  eo  laiton^  dQot  le  meaurage  lui  a  fourni 

Capacité  mesurée  par  le  poids  de  Teau  conteQue,  V=102**%7i9 
Volume  de  la  paroi,  7"%66, 

Sur  cette  boule  en  laiton  fl  avait  adapté  le  même  tube  de  Terre 
gradué  qui  avait  servi  avec  la  boule  en  cuivre  rouge. 
Avec  ces  données  et  celles  de  ^6  expériences  où  la  pression  P  a 

varié  de  i«^»W h  9*^,i7i et  m'f  ou  plutôt  le  nombre—  des  dlvl- 

oc 

sionsdu  tube  dans  lequel  l*eau  montait,  de  10  h  59  divisions,  M.  Re* 

gnault  a  obtenu,  par  la  formule  ISA,  des  résultats  dont  la  moyenne 

est 

c=o,0O000i^O. 

Le  coefficient  d'élasticité,  d*après  une  expérience  de  M.  Wer- 
theim  sur  rallongement  d*un  fll  cylindrique  (})  serait ,  pour  le 
laiton, 

e==iO  m  OQOOOQ  d*Q<i  c»^  =^  =  0,000001925, 

nombre  un  peu  au-dessus  [de  7=]  de  0,000  001  A&O  fourni  par  Tap^ 

plication  de  la  formule  (12&)  aux  expériences  sur  la  réduction  0u 
volume  de  la  boule  creuse.  Mais  le  volume  de  la  paroi  présentait 
quelque  ineertitude;  car  ai  Ton  prend,  oomme  a  fait  M.  Regnault 
peur  la  boule  en  cuivre  rouge,  eelui  qui  résulte  du  mesurage  du 
diamètre  moyeu  extérieur  2a'  =  5%80  et  de  répalaseur  moyeoPQ 

R'— i^  =  0S07,  on  obtient  ~7CR'»  —  57CR*  =  106«**,99— 98,83=8,16, 
d'OA 

V  =  ^?î^  =  12,687.  au  Ueu  de  13,A08, 
de  qui  dpnpQ 

Cî=  ^^^^^"^^ .  0,000  001û40=l,060û .  0,000001  M0=0,000  001 627, 
12,587+1 


(1)  Jnn,  de  ch,  et  de  ph.,  3*  sôrie,  t.  xil,  p.  597^ 
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oa  la  même  chose  que  ce  qui  résulte  du  coefficient  d'élasticité  E. 

Il  me  semble  que  c'est  là  un  accord  aussi  satisfaisant  que  possi- 
ble, soit  pour  le  cuivre  rouge^  soit  pour  le  laiton,  entre  les  formu- 
les. (113)  relatives  aux  corps  isotropes  et  les  résultats  d'expériences 
faites  comparativement»  d'une  part,  sur  l'extension  des  fils  ou  tiges 
minces  étirées,  et,  d'antre  part,  sur  la  diminution  de  capacité  des 
sphères  creuses  «  formées  par  deux  hémisphères  travaillés  au  mar- 
teau» avant  de  l'être  sur  le  tour,  ce^qul  devait,  comme  l'étirage, 
altérer  l'isotropie,  mais  d'une  manière  inconnue,  et  ce  qui  n'a  pu 
procurer  non  plus  la  forme  exactement  sphérique  et  l'épaisseur  con- 
stante qu'exige  la  formule  (124)« 

Un  autre  genre  de  vérification  approchée  de  la  formule  (12ft)  don^ 
nant  la  compressibilité  de  l'enveloppe  solide,  se  trouve  d'ailleurs 
dans  la  comparaison  des  deux  valeurs  moyennes  qui  en  résultent 

eu" 

pour  la  compressibilité  (i^  =  py  +  c  de  l'eau  ;  car  M.  Regnault  trouve 

Au  moyen  du  piésomètre  en  cuivre  :  pi =0,000  0^7  700 
Idem  enlaitjon:  (1=0,0000/^8288, 

nombres  très-peu  différents. 

Avec  les  formules  de  composantes  de  pression  (119)  de  M.  Wer^ 
theim  résultant  de  la  supposition  fc  =  K  au  lieu  de=  2K,  on  aurait^ 
en  vertu  de  (12/k) 

Il  faudrait  donc  prendre  les  trois  quarts  des  valeurs  de  c  ci-des- 
sus provenant  des  expériences  piézométriques,  et  les  deux  tiers  de 
celles  qui  proviennent  des  expériences  de  traction  des  fils,  ce  qui 
donnerait 


Cuivre  rouge. 


c= 0,000000908 
000004  038 


Parie  pièiaiiiètre.J^^^jj^^j3g^    c=0. 

n-.i     «1.  (     c= 0,000  000  830 

"**^»~*»' I     0=0,000000983 

n.    1      IX-     j..      (Pour  N  =  43,408,  c  =  0,000 001  080 

Uilou {***'**P**'^"**^MPourM=48;587;c=0;00000M*5 

Par  le  fll  £ = 0,000  004  047      C) 


(1)  Les  nombret  irouTés  pour  c  par  M.  Wenbeim,  dans  son  mémoire  du  40  lé- 
vrier 4848  (Ann.  de  rh.  et  de  ph.^  3«  série,  t.  XXIll),  sont  plus  forts,  daos  la  pro- 
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Nous  ne  voyons  nullement,  dans  ces  rapprochements,  de  raison  de 
substituer  les  formules  résultant  de  A; = K  aux  formules  k=2K  don- 
nées par  la  mécanique  moléculaire. 

S  58.  Même  accord  avec  les  expériences  sur  le  piézometre  en 
verre,—  M.  Regnault  a  fait  aussi  une  série  de  trente-six  expériences 
avec  un  piézometre  en  verre  qui  avait  la  forme,  non  plus  d*une  boule 
creuse,  mais  d'un  tube  cylindrique  terminé  par  deux  hémisphères. 

La  longueur  entre  ces  hémisphères  était  .  20%87, 

Le  diamètre  extérieur  TTioyen 2%^256« 

L'épaisseur,  supposée  constante^  et  calculée 

par  le  poids  et  la  densité  du  verre.  •  •  .  0%0700. 

On  a,  avec  un  piézometre  d'une  forme  quelconque,  pour  la  com- 
pressibilité  cubique  |a  de  Teau,  toiyours  la  formule  (125) 


w" 


qui  donne  (i  quand  on  connaît  c.  Mais  si.  Ton  veut  mesurer  sur  le 
piézometre  lui-même  cette  compressibillté  cubique  c  de  sa  matière, 
au  lieu  de  s'en  rapporter  pour  cela,  comme  les  prédécesseurs  de 
M.  Regnault,  à  ce  qu'on  conclut  de  l'allongement  des  tiges  d'une 
matière  semblable,  il  faut  savoir,  comme  pour  la  sphère,  déduire  c 
de  la  diminution  de  capacité  ta'  qui  résulte  d'une  pression  10333  P 

porUon  de  4  à  3  y  que  ceux  qoe  nous  rapportons  ici  comme  ooniéquences  de  ses 
formules.  Cola  lienl  à  ce  qu'il  prend  c  =:  -  (ou  ~  en  faisant  la  pression  aUnosphé- 

rique  9  =  4)  tandis  qu'on  derrait  avoir,  pour  Jfc  ==  K,  c  =: -  -  ($  62],  d'od  rësalte 

u>'  4     4  lo'  4     4 

qu'il  calcule  e  par  l'expression  (4  Î4)  c  =  —  ^  — -  au  lieu  de  (486)  c  =r  — , 

PV  9  !I"T'4  PV  3  W"7"4 

Mais  comme  la  même  valeur  erronée  c  =  -,  combinée  avec  E  =  -  A  (§  53),  donna 

M  o 

iq  q 

c  =  -  -  au  lien  de  c  =r  -  qu'on  derrait  avoir  quand  A  =  K ,  les  deux  erreurs  se 

compensent,  et  M.  Wertbelm  arrivée  peu  près  au  même  rapport  que  nous  entre  la 
valeur  de  c  déduite  des  expérlenees  de  compression  du  piètomètre  et  la  valeur  de  e 
déduite  du  coffflcient  E  ou  de  l'allonsemenl  d'un  81  de  même  matière.  Nous  di- 
sons à  peu  prèê^  parce  que  M.  Wertheim  arrive  pour  c  à  des  chilîres  un  peu  diffé- 
rents de  ceux  ce  M.  Regnault,  quoique  se  servant  de  la  même  formule  (4S4),  ce 
qui  tient  i  ce  qnfU  adopte  des  valeurs  on  pea  antres  de  n  et  de  «• 

I.  43 
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s'exerçiBt  seulement  à  Textârieup  du  tube  employé  comme  piéio- 
mètre.  Le  calcul,  si  ce  tube,  d^une  capacité  V,  est  un  cylindre 
ayant  des  rayons  intérieur  et  extérieur  r,  r',  et  supposé  terminé 
par  des  couvercles  sur  lesquels  ses  bases  annulaires  glissent  sans 
frottement^  en  sorte  que  le  rétrécissement  puisse  être  supposé  égal 
$un  bout  à  Vautre,  donne  : 

(127)  .;=io833Py'|*±g;j^C). 

En  ajoutant  cette  diminutibn  de  capacité  d?un  pareil  réservoir 
cylindrique  à  celle  qui  est  donnée  par  la  formule  (122)  pour  une 
sphère  ou  pour  les  deux  hémisphères  de  même  diamètre  ayant  en- 
semble une  capacité  V,  et  en  remplaçant 

^   10833  R«  R» 

on  a,  pour  la  diminution  de  volume  du  cylindre  terminé  par  deux 
hémisphères, 

(«8)       »'=cp[v'£*gî(ii+i)+  V?^'^(«+l)], 


(<)  Celle  «xprMtiOB  (4117],  parUcularifée  pour  k  as  %%,,  est  le  produit,  par  la  ca- 

u 
.  padté  V,  de  la  proportion  —  c  —  t  -  de  la  contraction  du  Tolnme  intérieur,  d^ 

n 

dulte  des  eiprettioos  c  =  ....  de  la  proportion  de  Pallongement  da  cylindre,  et 
D  =  ••.  du  déplacement  dans  le  sens  ^u  rajon,  de  la  page  518  ou  du  $  46  du  mé- 
moire de  MM.  Lamé  et  Clapeyron  (t.  IV  des  Savante  étrangers)  en  faisant  r=  R, 
P  =  0,  P'  =.  40333  P,  et  en  remplaçant  A  par  K. 
Eton  peutyérifler  que^  U  représentant  l'accroissement  du  rayon  yecteurrd'un  point 

U  C 

du  cylindre  creux  dont  les  coordonnées  sont  x,Vy  z  d'où  «=-ar,  v=*y,ii7  =  er. 

r  r 

et  en  différentiant  oes  déplacements  pour  substituer  dans  les  six  composantes  de 

pression  (444)  à  deux  coefficients,  puis  ees  composantes  dans  les  équations  d*é  - 

quilibre  (38)  ~- h  •••• =0^  etc.,  ces  équations  à  teeond  membre  nul  sont  aatin^ 

b 
faites  ai  l'on  aU=:ar4--,aetè  étant  deux  oonsuntes  quelconques.  Et  en  dé- 


terminant ces  constantes  a,  b  et  la  dilatation  longitudinale  inconnue  c  par  la 
dilion  :  4«  que  prm  t  pour  ^  =  r  =:  H,  soit  =  —  P;  3*  que  pour  «  =  r  =  R'  Il 
soit  =  —  P',  et  3«  (pour  l'équilibre  des  oouvercles)  qu'on  ait  pM(itR'*^«R*)s= 

P.  ff-R* —  P'.  icR'*,  on  a ,  si  Ton  substitue  dans  —  c— -(oR-f-J,  uneexpression 

qui  multipliée  par  V  se  rédnit  à  celle  (497)  de  ta*  en  (liisant  p  =r  0,  P'  =  403S3P. 
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d'où  Ton  tiret  en  faisant  k:=:  2K, 
(129)  c  = 


p[|r(M+i)+?v(H+i)] 


valeur  qui  est  la  première  du  tableau  de  la  p.  ua  de  IL  Regnault 
(c  étant  ce  qu'il  appelle  k). 

Avec  cette  formule  (129)  appliquée  aux  trente-aix  expérienoea* 
qu'il  vérifie,  comme  a?ec  lasphère,  par  celles  qui  donnent  ca,  car  01:=: 
0)'+  ù)'^  (00  étant  toiyours  le  volume  abandonné  par  Teau  dans  le  col 
gradué  lorsqu'on  ne  fait  agir  la  pression  10383?  qu'à  l'intérieur), 
M.  Regnault  trouve»  en  moyenne,  pour  le  verre  de  son  piésomètre, 

c=  000  002  368(0 

qui  répond  it  un  coefficient  d'élasticité  £=  ^     .  -^1^^,  ou,  pour 

A  =  2K 

£=1^^^^^6645000000. 
2      c 

Mais  il  observe  que  le  coefficient  d'élasticité  du  verre,  déduit  de 
l'allongen^ent  des  tiges  pleines,  varie  dans  des  limites  trop  étendues 
pour  qu'on  puisse,  de  la  comparaison,  rien  induire  pour  ou  contre 
les  formules.  k\  avait  observé  précédemment  aussi,  comme  nous 
avons  vu,  que,  pour  même  composition  chimique,  la  contexture 
mécanique  d'une  tige  pleine  ne  pouvait  guère  être  comparée  à  celle 
d'une  enveloppe  mince;  et  d'ailleurs  le  tube  n'avait  ni  un  diamètre 
ni  une  épaisseur  bien  uniforme.  Cependant  le  nombre  6545  millions 
est  sensiblement  égal  à  la  moyenne  6560  entre  les  six  nombres  ci- 
tés par  M.  Regnault,  à  la  p.  434  de  son  mémoire,  comme  résultats 
des  expériences  de  Savart  et  de  MM.  Ghevandier  et  Wertheim  ;  ces 
dernières,  il  est  vrai,  faites  par  le  mesurage  de  la  vitesse  du  son 
dans  les  tiges» 

Au  reste,  avec  ce  piézomètre  cylindrique  en  verre»  M.  Regnault 
a  trouvé  pour  la  compressibilité  cubique  de  l'eau  la  valeur  moyenne 
(4=0,000046677.  La  différence  avec  0,000047709  et  0,000^48288, 
trouvés  au  moyen  de  sphères  creuses  en  métal,  est  faible,  et  peut 
très-bien  s'expliquer  par  la  remarque  suivante  de  M.  Regnault 

— —        I  I  — —  ■—■———  — ^— — ^M^— — ^— ■— — P»»— — » 

t 

(1)  M.  Regnault  a  trouré,  lorsque  le  liquide  intérieur  4tait  du  mercure, 
c  =  0,000  002  374,  qui  en  diffère  très-peu. 
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p.  656}  «  que  le  calcul  suppose  une  régularité  parfaite  dans  les  en- 
«  veloppes,  et  que  cette  régularité  est  impossible  à  obtenir  dans  la 
«  construction  des  appareils.  On  s'en  éloigne  surtout  dans  le  piéao- 
«  mètre  en  verre...  dont  Tépaisseur...  a  des  parties  plus  faibles  les 
«  unes  que  les  autres...  d*où  doivent  résulter  des  déformations  qui 
«  changent  la  figure  du  plézomètre  et  produisent  des  anomalf  es  dans 
«  le  changement  de  capacité. ..  La  déformation  de  Tenveloppe  sphé- 
«  rique  peut  aussi  donner  facilement  des  erreurs  notables. ....  car  si 
«  la  surface  ne  reste  plus  sphérique,  il  pourra  y  avoir  diminutioa 
«  véritablede  capacité,  bien  que  Tenveloppe ait  subi  une  extensfoo.» 
En  faisant  A= K  comme  M.  Wertheim,  on  aurait,  au  lieu  de  ii29}. 

Cl» 


p[yV'(M+l)  +  3V{!f+l)]' 

en  sorte  que  (M.  Rognault,  p.  462),  comme  V'=76***,499,  V=6**«,i74^ 
M =3,598,  N  =  2,248,  il  faut,  pour  avoir  cette  valeur  de  la  cooi- 
pressiblllté  c,  multiplier  la  valeur  précédente  0,000002368  par 

15879^  =  0,72814,  ce  qui  donnerait 

0=0,000001724; 

10333 

répondant,  pour  A;  =  K,  à  un  coefficient  d'élasticité -E  = = 

=  5994000000  (*).  De  ce  que  ce  nombre  se  rapproche  plus  que  ce- 
lui de  6545  millions,  de  6040  donné  par  une  expérience  d  allonge- 
ment d'une  tige  de  verre  à  gobelet teriejin  à  base  de  soude  (le  verre 
à  gobeietterie  c(*mmun  aussi  à  base  de  soude  avait  donné  6722),  Je 
ne  vois  pas  que  ce  soit  une  raison  d'adopter  A;=K,  qu'aucune  théo- 
rie n'indique,  plutôt  que  k=2K.  que  donne  la  théorie  moiéculaira 


(*)  M.  Werthcim  trouve,  poar  c,  une  valeor  0,000 00ÎS897,  ou  des  4/3  de 

0,000  004  7S4  que  dous  venons  de  déduire  de  son  hypothèse  Jk  =  R.  Cest,  eotaat» 

40333 
pour  le  plézomètre  sphérique,  paroe  qu'il  prend  c  =  tandis  qnVee  ft  =  K 

3  40333 
on  a  (S  5S)  c  =  ^  — — .  Mais  U  en  eonelut  i  peu  prés  la  même  valeur  de  E  par 

4  40333 

une  eompenution  mutuelle  de  deux  erreurs,  vu  qu'il  prend  B:= 

3     c 
*  40333 

lien  de=s qui  résulle  de  /^ rz  k. 

c 
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S  59.  Expérience*  de  M.  Weriheim  et  de  M.  Clapeyron  sur  le 
caoutchouc^  etc.  —  M.  Wertbeim  a  fait  aussi  (et  c'est  môme  ce  qui 
paraît  lui  avoir  suggéré  l*idée  de  proposer  A:=  K)  des  expériences 
sur  deux  barreaux  de  caoutchouc,  l*un  de  0">^^,36775  de  longueur 
entre  deux  repères,  sur  O'^^fOASeo  de  côté,  Tautre  d'environ 
0"^,30  sur  O'^^-yOOOAS.  il  les  étendait,  puis  il  mesurait,  pendant 
leur  retour  &  une  longueur  moindre,  qui  durait  environ  vingt-quatre 
heures^  les  distances  successives  des  deux  repères  marqués  non 

loin  des  extrémités,  et,  en  môme  temps,  le  côté  de  leur  base  carrée. 

1 
Le  rapport  -  du  changement  proportionnel  de  la  dimension  longi- 
tudinale au  changement  proportionnel  de  la  dimension  transver- 
sale, au  lieu  d*ètre  constamment  4  comme  il  résulterait  des  for- 
mules avec  k  =  2K.,  ou  3,  comme  il  résulterait  de  A:  =  K,  a  varié 
irrégulièrement  de  i  1/2  à  5  V^-  ^^  valeurs  les  moindres  répon- 
daient aux  changements  de  longueur  n'excédant  pas  i  pour  iOO,  et 
ses  plus  grandes  valeurs  à  des  changements  qui  allaient  jusqu'à  dou- 
bler la  longueur.  Les  rapports  moyens  ont  été  2,63  et  3,743  pour  le 
gros  barreau  étendu  verticalement,  puis  horizontalement,  et  3,69 

pour  le  barreau  mince  étendu  horizontalement. 

1  k     i 

De  ces  diverses  valeurs  de  -,  et  de  l'expression  :i;=--— 2  (S  52, 

2*  conséquence  généralisée),  il  résulterait  des  valeurs  de  ^  variant 

1  1 

de  — xà  Sx,  et.  en  tous  cas,  en  se  tenant  aux  petits  changements 

de  longueur,  plus  rapprochées  de  A;  =  K  que  de  A  =  2K. 

Mais  d'après  des  expériences  de  M.  Clapeyron,  communiquées  à 
l'Académie  le  i*'  février  1858  (*),  la  comparaison  de  la  compressibi- 
lité  cubique  c  de  la  môme  matière  (le  caoutchouc)  avec  son  coeffi* 
oient  d'élasticité  d'extension  £  a  donné 

A?_    1    . 
K  "  1101  * 


(t)  Comptas  reodus  t.  46,  p.  S4S.  M.  Clapefroo,  eomiM  M.  Limé  [Ltçom  nar 

4  40000 

niaêticUé,  4863)  appelle  -  ou  plulôt.-^— ce  que  nou  appelons  E  avec  HaTier^ 

E  E  ^f 

ei  9u,  \  ou  plutôt----— ,•-——-.,  ce  que  nous  appelons  A,  K  avic  Caachr  et 

40000     40000  ^  rr  t  4 

U,  Werthelm  en  prenant  le  mètre  carré  et  le  Ulognmne  ponr  unitèft 
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car  M.  Glapeyron  a  trouvé  0,00009295  pour  la  compressibilité  ca- 
bique  du  caoutchouc  sous  une  pression  de  10,000  kilogrammes  par 
mètre  carré  de  surface  (pression'à  peu  près  égale  à  celle  d^une  at- 
mosphère qui  est  10333),  ou  environ,  comme  il  le  remarque,  deux 
fols  seulement  la  compressibilité  de  Teau  ;  et,  pour  de  très-faibte 
allongements,  il  a  trouvé  Ë  =  lZi6590,  environ  cent  mille  fois  moins 
que  pour  le  fer  ;  en  sorte  qu^on  aurait  pour  le  caoutchouc,  en  y  i^ 
pliquant  les  expressions  généralisées  de  la  fin  du  $  52 

3.10000     ^^^^^^^^     k+SK,      -.^t-v* 

k         1 

d'Où,  comme  nous  disons,  -=  =  rjzrr. 

De  ce  rapprochement  d'expériences  qui,  interprétées  avec  les 
formules  (llû)pM=(*+K)d«+Ki)y+Xd>f|>yy= ,  etc»,  doiment  pour 

-  deux  valeurs  dont  Tune  est  onze  cents  ibis  plus  petite  que  la 

JDk 

moyenne  des  autres  (en  aocordant  que  cette  moyenne  soit  1),  nous 
concluons  simplement  que  les  formules  (lia),  et  même  des  formules 
linéaires  quelconques,  ne  sont  pas  applicables  au  caoutchouc,  liquide 
coagulé  ou  épaissi  plutôt  que  solidifié,  et  d'une  nature  en  quelque 
sorte  intermédiaire  entre  les  fluides  et  les  solides. 

n  existe  bien  d'autres  matières  à  la  fois  élastiques  et  très-molles, 
résultant  d'une  coagulation  sans  cristallisation.  Que  Ton  comprime, 
par  exemple,  dans  un  vaisseau  fermé«  de  la  gélatine  tremblante, 
on  une  gelée  végétale,  ou  de  Tempois,  ou  une  huile  siccative  k 
demi-flgée,  ou  du  gluten,  ou  certaines  pâtes  à  base  dégomme,  etc., 
il  n*est  guère  douteux  que  la  résistance  à  la  diminution  de  volume 
ne  soit  très-considérable,  et  de  même  ordre  que  oelle  d'un  Uqmde; 
tandis  que  la  résistance  au  changement  de  forme  est  presque  nulle. 

En  sorte  que,  le  coefficient  de  glissement  relatif  ou  de  torsion 

1 

6  =  H  ^  ^^^^t  très-fUble ,  on  aurait  pour  ces  matières  des  valeurs 

k 
xtrèmement  petites  de  =  ;  et  il  est  vraisemblable  que  si  on  les  sou- 


I 


mettait  à  des  expériences  d'extension  longitudinale  avec  mesurage 
des  contractions  latérales  correspondantes  on  trouverait,  comme 
pour  le  c&ûutchûuc,  des  valeurs  tout  autres  du  même  rapport. 
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Cm  oontrtdiotlonB  peuvent  s'expliquer  en  considérant  qu^ine  partie 

de  leur  substance  est  restée  à  l*état  liquide  et  emprlBonnée  dans 

des  cellules,  qu'elle  se  comporte  probablement  comme  un  liquide 

dans  les  changements  de  forme,  et  que  d'ailleurs,  tout  fût-il  figé, 

une  sorte  de  réseau  ou  de  tissu  ne  saurait  résister  à  la  manière 

d'un  corps  dont  la  contexture  est  une  et  dont  les  parties  sont  dans 

une  dépendance  mutuelle  intime.  Or  le  caoutchouc,  substance  si 

différente  d'elle-même  après  avoir  été  réchauffée  et  maniée,  doit 

ofll^ir  dans  sa  structure  quelque  chose  d'analogue  aux  composés 

dont  on  vient  de  parler.  On  ne  peut  donc  rien  inférer  contre  la 

k 
constance  du  rapport  ^  dans  les  vrais  solides^  réellement  et  tota- 

lement  cristalisés,  quoique  à  cristallisation  confuse,  de  ce  que  ces 

agglomérations  mixtes  peuvent  présenter. 

Aussi,  à  la  même  note  de  1858,  M.  Glapeyron  observe  que, 

E 
pour  le  fer,  le  rapports;  des  coefficients  d'élasticité  d'extension  et 

de  torsion  a  été  trouvé  de  1,805  à  2,8/iZi  dans  les  expériences  de 
Coulomb  et  de  Duleau,  ce  qui  ne  contredit  nullement  la  valeur  théo- 
rique k  =  2K  donnant,  pour  le  même  rapport,  le  nombre  2,5  que 
M.  Glapeyron  est  en  effet  d'avis  d*adopter  pour  ce  métaL 

S  60.  Expériences  de  M.  Wertheim  sur  V allongement  des  cy-- 
Imdres  creux»  —  Mais  examinons  maintenant  les  résultats  de  nom- 
breuses expériences  que  M.  Wertheim  regarde  comme  plus  impor- 
tantes, et  qu'il  a  faites  avec  tout  le  soin  qu'on  peut  attendre  de  son 
habileté  et  de  son  esprit  attentif.  Elles  ont  consisté,  conformément 
à  un  conseil  de  M.  Regnault  (*),  à  étendre  longitudinalement  de  longs 
cylindres  creux  les  uns  en  laiton  les  autres  en  crista.l,  fermés  et  pleins 
d'eau,  et  à  mesurer  simultanément  :  1*  leur  allongement  linéaire  Mi, 
ou  la  petite  quantité  dont  s'écartent  deux  repères  à  la  distance  L 
l'un  de  l'autre  ;  2'  l'augmentation  AU  de  leur  capacité  intérieure  U, 
estimée  au  moyen  du  changement  de  niveau  que  Teau  éprouve  dans 
un  tube  capillaire  gradué  qui  communique,  d'un  côté,  avec  Tinté- 
rieur  du  cylindre,  et,  de  l'autre,  librement  avec  l'atmosphère. 

Le  tube  capillaire  et  le  cylindre  creux  ont  été  calibrés  en  pesant 


0)  Mémoire  de  1848,  p.  451  458. 
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respectivement  le  mercure  et  Peau  distillée  qu'ils  conti6m:ieiit  sur 
une  longueur  déterminée. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  si  la  matière  est  bien  isotrope,  si 
les  cjliDdres  à  base  circulaire  n'éprouvent  pas,  en  s'allongeant,  ces 
changements  de  forme  dont  M.  Regnault  pensait  que  ses  piésom^ 
très  sphériques  avaient  pu  ne  pas  être  exempts,  et  si  on  appelle 

p  la  tension  par  unité  de  section  transversale, 

Mi 
d  =  -y-  la  proportion  de  la  dilatation  linéaire  ou  de  l*aiigmeii- 

tation  de  la  longueur  L , 
B=—  celle  de  la  dilatation  cubique ,  ou  de  Taugmentation 
de  la  capacité  U, 
on  doit  avoir  (S  52) 

8  =  ^~2.<)  =  (i-^2^)D; 


d'où 


d      A;4-2K      i  2  si  A;==2Kc<mforméinentàlamieani^piemoléciilùi«, 


^  o  }     ^—      1^      —  1 3  g|  /f  —  £  BuiTant  M.  WerUwnm. 

Ces  expériences,  envisagées  comme  moyen  de  déterminer  le  rap- 
port de  A:  à  K,  si  la  valeur  de  ce  rapport  est  en  question,  seraient 

favorables  à  l'hypothèse  de  M.  Wertheim,  car  ^  a  varié,  .pour  le 

laiton,  entre  2,69  et  3,&1,  et  a  offert  une  moyenne  3,15  ;  et,  pour  le 

cristal,  il  a  varié  entre  2,60  et  A,02,  et  sa  moyenne  a  été  3,06,  ou 

plutôt  2,90,  en  écartant  le  résultat  anormal  /i,02. 

Nous  n'y  voyons  cependant  pas  de  motif  pour  abandonner,  à  Té- 

A; 
gard  des  solides  isotropes,  la  valeur  ^  =  2,  donnée  par  la  loi  des  ac- 

tions  à  distance,  et  pour  adopter  une  valeur  moitié  moindre  de  ce 
rapport  de  deux  coefficients  qui,  comme  nous  avons  vu,  n'apparat- 
traient  même  pas  si  l'on  tirait  toutes  les  conséquences  de  cette  loi, 
absolument  nécessaire  à  invoquer  pour  établir  la  linéarité  des  for- 
mules de  composantes  de  pression  comme  nous  avons  vu  %  54. 

Il  peut  y  avoir,  en  efTet,  dans  les  expériences  citées,  une  ou  plu- 
sieurs causes  constantes  d'augmentation  du  rapport  ^  de  la  dilata- 

0 


■:^ 
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tion  linéaire lODgitttdinale  des  cylindres  creux  à  la  dilatation  cubique 
de  leur. capacité  :  telle  est  la  disposition  consistant  à  faire,  aux  ex- 
trémités, pour  pouvoir  opérer  la  traction,  leurs  parois  considérable- 
ment plus  épaisses  que  sur  le  reste  de  leur  longueur,  ou  bien  à  les 
mastiquer  dans  de  fortes  douilles,  ce  qui  rend  la  contraction  trans- 
versale à  peu  près  nulle  aux  extrémitésdes  tubes  et  doit  avoir  de  Tln- 
fluence  sur  une  certaine  longueur  en  haut  et  en  bas,  en  sorte  que  ra- 
baissement mesuré  de  la  colonne  d*eau  dans  le  tube  capillaire  gradué, 

AU 
et  par  conséquent  ■jr=^^  doit  ôtre  sensiblement  au-dessous  de  ce 

qu'on  aurait  sans  cette  circonstance,  ce  qui  teild  à  rendre  r  plus 

fort. 

Et  puis  des  cylindres  de  laiton  étirés  ne  doivent  point  être  isotro" 
pes^  vu  la  forte  compression  latérale  due  à  la  filière,  et  de  gros  tubes 
de  cristal  ne  doivent  pas  Tétre  non  plus,  vu  les  circom>tances  de  leur 
fabrication  et  de  leur  refroidissement.  Ils  ne  doivent  pas  même  être 
homogènes^  car,  à  la  surface  intérieure  comme  à  la  surfoga  exté« 
rieure,  la  contexture  est  très-probablement  autre  qu>((£]^iy&[^^d^  '  P  H  .-^  ù^ 
l'épaisseur.  /  •       '  •         ^ 

VVl  /l'USITY 

S  61«  Effets  â!un  défaut  iTisoiropie.  Il  explique  le^^!ir  4e  plu^     vt^  ^'   "^ 
sieurs  manières,  —  Or  examinons  seulement  les  effets  deiîkçtm-iBO^    •  **     ^ 
tropie,  en  supposant  d'abord,  au  lieu  d'un  tube,  une  tige  douée,' 
du  reste,  de  l'homogénéité  parallèle  {$  22},  et  ayant  partout  trois 
plans  de  symétrie  de  contexture  qui  rendent  applicables  les  for- 
mules (30)  de  composantes  de  pression,  dont  les  trois  premières 

Pa«=aD,+f<),+e'0„  i>w=r'>x+bî),+d'<)„  i>„=e'2).+d"<)y+cî), 

donnent,  si  py^=0^  |>m=0,  comme  noys  avons  vu  au  $  34,  et  en  ap- 
pelant £c  le  coefficient  d'élasticité  d'extension  dans  le  sens  x  : 

_  — D,  _  cF— dV     ,_— D,_be^~rd^^ 
'^  "■  J).  ""bc-d'd"'  "^  ""57""  bc--d'd"' 

E.  =  ^=a-7ir-Ve^'; 

ou,  en  effaçant  les  accents  d'après  le  principe  de  réductibilité  du 
nombre  des  coefficients,  appelant  Ey  le  coefficient  d'élasticité  dans  le 


682  SECT.  1.  BÊSISTAHCfi  DES  SOUDES. 

aeoB  y  (ou^i^qiund  bn  a  p.*  =  0,|^  3=  0)  et  Haisant  «ttentioA  qut 

5  =  — ST"- 

c  f ^e  5®^^ 

,         dd     d      ,     dd d     ô      ^ 

abo-ad*— bè"— cf*+îdef    Ex    ca— «» 


E.= 


bc-Hi*  '    E,     bc-d*" 


b   c      a  6    f 

Or,  pour  peu  que  g,  5  «*  -  diffèrent  de  3,  et  ^,  g  diffèrent  de  I 

(nombres  vers  lesquels  ils  convergent  quand  la  contexture  approche 
d'être  isotrope),  1)  et  ri  pourront  difiërer  très-sensiblement  de  1/&, 
prendre,  par  exemple,  des  valeurs  telles  que  1/3  ou  1/5,  ce  qui 

donnera  au  rapport  c  =  1  —  1)  -*  V  de  la  dilatation  de  volume  à  la 

dilatation  de  longueur  une  valeur  encore  plus  différente  de  1/2,  qui 

£      E 

est  sa  valeur  relative  au  cas  d*isotropie,  et,  aux  rapports  —,  ~  des 

coefficients  d'élasticité  d'extension  et  de  gUsBement,  des  valeors, 
aussi,  très-sensiblement  différentes  de  5/d. 

Même,  en  supposant  quMl  y  ait  égaie  contexture  transversale»  on 
que  %  floit  on  axe  d'élasticité  (S  25},  ce  qui  donne  b=rc = 3d,  e= (^ 
ou  ce  qui  réduit  les  formules  à  la  forme  (U)  sans  les  accents,  c'est- 
à-dire  à 

IPa»  =  aDc  H-  e^v  +  et), ,  p,,  =dgy, , 
|)yy  =  eDx+3d.5v-f d.D„  p,«=eg,x, 
Pm  =  edjr  +  di^v  +  ddds ,    p»,  =  eg«t , 

on  aurait 

MiiA\  - '-.^^  ^-ii  0-1  ^^  E*-^  *e  E._e/3a  e\ 
(134)  -^^^^YS  5-"^'-2'^-^-"2d'  T=è-2d'  Ê;==dU"  8dj' 

en  sorte  que  si  les  deux  coefficients  de  glissement  d,  e  diffèrent 
sensiblement  Tun  de  Tautre,  -^  et  y{  dilTéreront  aussi  sensiblement 

de  1/Â)  et  ^  dlfférmt  deux  fois  plus  de  1/2. 


^'' 
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B         1 

Ainsi  :  1*  On  satisfera  &  c  =  ,9  valeur quesemblent donner,  pour 

le  rapport  de  la  dilatation  du  volume  à  la  dilatation  de  la  longueur, 
les  expériences  de  M.  Wertheim  sur  les  tubes  de  laiton  et  sur  les 
tubes  de  cristal,  en  prenant 

Et  si  Ton  suppose  en  même  temps  — =^ ,  ou  le  rapport  de  8  à  3, 

que  M.  TVertheim  a  proposé  d'adopter,  entre  les  coefficients  d'é- 
lasticité d'extension  longitudinale  et  de  glissement  transversai  ou 
de  torsion,  on  tire 

3      1 
S'  Si,  au  lieu  de  r-=:s  =  0,?33,  on  prend,  vu  les  causes  qui  ont 

pu,  comme  nous  avons  dit  p.  681 ,  donner  un  résultat  trop  faible, 

8      3  Ex     8 

j  = -  =  0.876.  avec -  =  3, 

il  en  résulte 

e     6      _6     a_79  E«_3ii5_,      ^ 


3*  Si  Ton  prend 


1  =  1  =  0,376,  avec|.=|=2,6, 


il  en  résulte 


Ces  valeurs  1,27  à  iM  du  rapport  =r  entre  le  coefficient  d^élas- 

ticité  d'extension  longitudinale  d'un  prisme  donné  et  le  coefficient 
^u^on  obtiendrait  en  en  extrayant,  pour  le  soumettre  à  la  traction, 
un  petit  prisme  dont  la  longueur  serait  prise  dans  un  sens  transver- 
sal, n^ont  rien  que  de  vraisemblable,  car,  pour  des  bois  durs, 
MM.  Wertheim  et  Ghevandier  ont  trouvé  jusqu'à  des  valeurs  9  et 
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12,  et,  pour  les  bois  tendres,  jusqu'à  des  valeurs  20  et  30  de  ce 
même  rapport  (^).  Il  D*y  aurait  donc  pas  lieu  de  s'étonner  que, 
pour  les  métaux  fibreux,  et  même  pour  le  verre,  auquel  le  refroi- 
dissement donne  une  autre  contexture  dans  le  sens  de  la  longueur 
et  dans  le  sens  de  l'épaisseur,  ce  rapport  variftt  entre  i  1/A  et  1  iy2. 

Ces  explications  des  faits  d'expérieoce  seront  encore  plus  variées 
si  l'élasticité  n'est  pas  supposée  la  même  dans  les  deux  sens  trans- 
versaux, ou  si.  en  se  bornant  toi\jours  aux  cas  de  trois  plans  de  sy- 
métrie partout,  on  se  sert  des  expressions  (132)  à  six  coefficients , 
au  lieu  des  expressions  (13à)  &  trois  coefficients. 

Observons  de  plus  que  ces  expressions  (132)  supposent,  comme 
les  formules  (30)  dont  elles  dérivent,  une  tige  douée  de  l'homogé- 
néité parallèle  ($  22).  S*il  s'agit  d'un  cylindre  plein  ou  creux  qui 

n'a  que  l'iiomogénéité  semi-polaire  (même  S)«  on  trouve  facilement 

8 
que  la  forme  même  des  expressions  de  £ ,  î)  ,  c-  se  trouve  changée; 

les  coefficients  a,b  passent  en  exposants  s'ils  ne  sont  pas  égaux, 
et  le  rapport  même  des  rayons  Intérieur  et  extérieur  influe  sur  la 
valeur  de  ces  trois  quantités  (*).  ' 

Â  plus  forte  raison  les  faits  s'expllqueront-ils  avec  une  contexture 
sans  symétrie  en  chaque  point,  et  encore  si,  outre  le  défaut  d'iso- 
tropio,  il  y  a  quelque  défaut  d'homogénéité,  par  exemple  plus  de 
roideur  à  la  surface  qu'au  centre,  et  si,  en  raison  de  cette  circon- 
stance, il  y  avers  l'axe  de  la  tige  (ainsi  qu*il  a  été  dit  au  S  22),  et 
avant  tout  allongement  opéré  dans  les  expériences,  un  état  de  ten- 
sion,  comme  il  peut  arriver  dans  les  prismes  qui  ont  été  coulés  et 
promptement  refroidis,  ou  un  état  de  jire^^ton,  comme  11  peut  ar- 
river dans  ceux  qui  ont  été  étirés. 

•  k 
S  62.  Observation  sur  la  proposition  de  prendre  ^  =iconsta$n- 

ment  —  Nous  n'avons  pas  besoin  de  réfuter  cette  proposition.  LV 
doption,  pour  un  rapport,  d'un  nombre  rond  et  simple,  tel  que  Tu- 


(})  Mémoire  sur  lei  propriétés  mécaniqqet  des  bois,  présenté  le  5  octobre  4S46 
et  imprimé  en  4848  aux  Jnn.  de  ch,  et  de  ph.  Tableau  n»  XVI^  p.  430-494. 

(S)  Mémoire  sur  les  di?ers  genres  d'homogénéité  mécanique  des  corps  élastiques, 
ei  principalement  sur  l^homogénéiié  cylindrique  ou  semi-polaire,  etc.  la  i  l'Aca- 
démie le  21  mai  1860  (Comptes  rendus,  t.  L,  p.  930.) 
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nité,  a  besoin  d*uDe  raison  théorique.  Elle  manque,  et  on  a  môme 
vu  que  la  théorie  moléculaire  qui  envisage  les  corps  comme  com- 
posés de  points  matériels  exerçant  les  uns  sur  les  autres,  à  des  di* 
stances  très-petites,  des  actions  fonctions  continues  de  ces  dislan- 
ces, c'est-à-dire  la  théorie  qui  coudait  à  la  linéarité  des  formules 
et  à  toutes  les  explications,  donne  en  même  temps  l'égalité  du  co- 
efficient K  de  dy  dansp,«  au  coefficient  ^k  de  gc,  dans  p^y  ($  21), 

c'est-à-dire  k=i^SL\\  faudrait  dire  quelle  autre  loi,  conduisant  aussi 
à  la  forme  linéaire  de  Pm<*- Psy  en  De,.  g«y  pourrait  donner  A:  =:K, 
'  ,ou  le  premier  des  deux  coefficients  dont  nous  parlons  double  de 
Vautre.  Jusqu'à  ce  qu'on  le  fasse,  on  devrait,  si  Ton  se  croit  auto- 
risé à  employer  toij^ours  les  formules  linéaires  (lU)  satisfaisant  géo- 

'    k 

métriquement  à  risotropie,  et  si  l'on  regarde  =  comme  le  mèlne 

pour  toutes  les  matières  de  contexture  isotrope,  se  borner  à  pren* 
dre  pour  ce  rapport  la  moyenne  fractionnaire  des  nombres  trouvés 
dans  les  expériences;  ou  plutôt  il  conviendrait,  comme  nous  avons 
dit,  d'adopter  des  formules  qui  ne  supposent  pas  l'isotropie  parfaite, 
telles  que  les  formules  (30)  ou  ij&k)  sans  accents  (p.  577  et  581)  à  six 
ou  à  trois  coefficients  {}). 


(*)  Nous  n'avons  pas  besoin  non  plus  de  oombaUre  longuement  la  manière  dont 
le  même  physicien  a  essayé,  dans  son  mémoire  cité  du  40  février  484S,  p.  87,  d'ao» 
eorder  sa  proposition  A=K  avec  la  théorie  de  l'élasticité  des  corps  considérés  comme 
eomposés  de  molécules  qui  agissent  les  unes  sur  les  autres.  M.  Werlheiro  prend  les 
formules  que  cette  théorie  fournit  k  M.  Cauchy  pour  les  excès  des  composantes  de 
pression  J9x«»  etc.,  sur  leurs  faieurs  primitif  es  p°c«,  etc.,  quand  on  tuppote  que 
Finfiuence  de»  intenntée  de  jp^xxt  etc.,  «tir  [es  groMdeun  de  ce»  excè»  n*e»tpa»  né- 
gligeable, c'est-i-dire  les  formules  rapportée»  ci -dessus  sous  le  n*  (446),  p.  654. 
Il  les  particularise  pour  l'isotropie  ce  qui  lui  donne  les  formules  (447) 

p,«-.|).=(3r.+l».)^  +(C— jpjj^  -H(G— JP.)  —,  Pfy  =  etc. 

/dv      dw\ 
p,,  =  (GH.i».)(^-  +  5^j.  P«=etc., 

4 
qui  sont,  qotad  on  fait  avec  M.  Canchy  G-fp«£=-A,  C  — p»=:K,  la  même 

ehoseqoe(448) 

A— SK  .    .  tfu  .      /du      dv  .  dw\  4  ^  fdv      dw\ 

Or  II  roa  ittppoae  A  si:  K  il  en  résulte 
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S  63.  Expériences  sur  les  viinratûms  tounuxnies,  —  Noos  ne  dts- 

cuteroDs  pas  longuement,  non  plus,  les  preuves  qu'on  a  voulu  tirer» 

k  £       8 

à  Tappui  de  =r  =  i,  on  de  —  =  ?«  <1^  expériences  comparatiTes 


eeniéqaence  deTUt  laquelle  M.  Weriheim  ae  recule  pu  (MMBOîre  4e  4S4S,  p.  19; 
et,  aussi,  Mémoire  sur  la  torsion,  Jnn.  de  ch.  et  de  jpA.>  juin  4857,  §  VI,  p.  945, 
ou  «  <le  l'extrait).  U  admet  Baême,  4'apréa  M.  Cancby,  les  eipreaaions  (49)  et  (96) 
ci-dessuv  (noie  du  $  43,  p.  568  et  570)  des  valeurs  des  prestiona  primiliTea  et 
coefficients  des  formules  des  pressions  ultérieures,  savoir 

Po=J»"aMr=jSmRrco8«(r,x),  G=a*xyy=  jSmr»[  —  -  Jcoa«(r,«)  oos*(r,y}; 

en  lorte  qne  G  =  —  3ji,  lui  donne 

S«M*( -- -  jcoi^r»  oo»*r|f=:— 3S«artlcof*rx. 


Or,  TU  Piaotrapie,  le  aeeond  oMnbre  eat  la  mène  elioae  tfm 

—  (SmrReoa'rx+Sairlleos^rsr  +  SwrR  coa^rs)  =  —  Smrlt  ; 

et  on  obtient  une  autre  Taleur  du  premier  membre  de  la  même  équation  en  obier^ 
▼ant  que  si  on  déroloppe  la  seconde  des  deoi  espresaions  égdea 

Smr>f  --  -  jr=:  Sntr*  I  —  -  )  (coa'rar  -f  oos'ry  -f  C08*rz)' 

Ton  a  aix  fois  la  somme  Smr*  i |  cos^rx  oos*ry  plus  trois  fois  la  somme 

\dr  rj 

Smr^  (  'T  '  )  ^^^^  <l"i  ^  ^^  l®  triple,  eomme  on  a  tu  (note  du  $  47  ci  dwana). 


dans  les  corps  isotropes;  ce  qui  fait  45  fois  le  même  premier  membre,  en  sorte 
que  M.  Wertheim  change  l'équation  en 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  en 


«*^ 

£  R__ 
drr~' 

SmrR, 

e,  en 

S- 

'Ç-) 

=  0 

*ria 

dr 

i  laquelle  il  remarque  qu'on  salisAilt  en  posant 

R  =  ir^  (ou  plutdt'R  =  Cf^'^,  C  étant  une  eoaitanle). 

Donc,  dit-il,  la  force  moléculaire  décroU  en  raiton  inverse  de  la^  fnatorzième 
^puissance  de  la  distance;  résultat  que  nous  rapportons  ici  parce  que  M.  Werlbeioa 
Ta  reproduit  dans  un  écrit  de  4859. 

SMl  en  était  ainsi,  la  force  serait,  suivant  le  signe  de  C,  ou  constamment  attrac" 
llve  ou  constamment  répulsive  quelle  que  fftt  la  distance^  Les  ppiiita  matéri^ 
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du  son  rendu  par  les  vibrations  longitudinales  et  par  les  vibrations 
tournantes  des  tiges  élastiques  soit  rondes,  soit  carrées  ou  rectangu* 
laires.  Nous  avons  inséré  à  ce  sujet,  le  15  janvier  18/i9,  aux  comptes 
rendus  de  TAcadémie  (t.  xxviii,  p.  69)  une  note  à  laquelle  M.  Wer- 
theim  a  répondu  le  22  du  môme  mois  (td  p.  126).  Elle  donnait  les 
nombres  suivants,  calcinés  avec  les  formules  du  $  M  (  4*  Appen- 
dice, p.  640)  au  moyen  des  rapports  —,  antérieurement  obtenus 

II 

par  divers  expérimentateurs  entre  les  nombres  r,  h'  des  vibrations 
des  deux  espèces  : 

Tiges  rondes,  d'après  Cliladni^,=:  1,50  0);d'oû?=^^y=2,250 

—  d*après  Savart  (*)  1,6668  2,778 

—  d'aprèsM.Wertheim(<)    1,6309  2,660. 

Pour  les  tiges  carrées,  M.  Wertheim,  bien  que  sachant  déjà  que 
nous  pensions  tout  autrement  que  lui  sur  les  valeurs  de  -  et  de 

^ ,  a  eu  Tobligeance  de  nous  communiquer  alors  (18&9)  des  résul- 
tats inédits  obtenus  par  lui.  QuoiquMl  nous  ait  reproché  (^)  de  nous 
en  être  servi  pour  continuer  à  combattre  son  opinion,  nous  ne 
pensons  pas  avoir  rien  fait  alors  ni  rien  faire  encore  de  contraire  à 
une  loyale  discussion  scientifique  en  les  rapportant  avec  les  con- 
séquences que  nous  en  tirons.  Voici  ces  résultats  : 

Tige  carrée  de  fer       ^  =  1,6919,  d'où  f  =  0,84346  (  ^\  1=  2,414, 

/(2.  de  verre  ordinaire        1,6863  2,399,, 

Id.  de  cristal  1,6846  2,394. 


s'atUnraleni  jusqu'au  contact,  ou  bien  se  repousaoralent  et  s'éloigneraient  ind^ 
Animent;  il  n'j  aurait  ni  état  d'équilibre,  ni  solidité,  ni  élasticité. 

Hais  sans  aller  jusqu'à  l'expression  R  =  Cr-^*,  il  est  éyident  que  déjà  l'égalité 
G  =:— 3p«  était  inadmissible,  car  le  coefficient  d'élasticité  de  glissement  ne  sau- 
rait être  proportionnel  à  la  pression  —  p«  antérieure  aux  déplacements',  pression 
ordinairement  nulle  et  que  M.  Wertheim  supposait  telle  dans  les  cas  de  toutes  ses 
expériences» 

(*)  Acoustique,  $  86» 

(*)  Ann,  de  chimie  et  de  phytique. 

(')  Idemy  3*  série ,  t.  XXV,  dernière  page  de  la  note  sur  la  torsion  des  ? erges 
homogènes. 

i*)  Comptes  rendus,  t.  XXVni,.p.  4  S6,  et  Ann.  dêch^etéeph.,  Juin  4  857,  p.  4  99. 


5S8         SECT.  I.  RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

Nous  disions  alors  que  la  moyenne  de  ces  six  valeurs  était 

I  =2,483 

5 
plus  rapprochée  de  -  =  2,5  donné  par  la'  théorie  moléculaire  oo 

8 
par  Ap  =  2K  que  de  ^  =  2,6667  donné  par  la  supposition  k=ilL 

Bfais,  n'attachant  pas  à  une  pareille  moyenne  plus  d'importance 
qu'elle  n*en  méritait,  nous  reconnaissions  que  si  Ton  rejette  le  ré- 
sultat tiré  de  Texpérience  ancienne  de  Ghiadni,  ceux  des  tiges 
rondes  sont  plus  favorables  au  rapport  2,667  de  M.  Wertheiony 
tandis  que  ceux  des  tiges  carrées  sont  plus  favorables  au  rap- 
port 2,5  de  la  mécanique  moléculaire. 
Bl*  Wertheim,  dans  sa  réponse  du  22  Janvier,  confirmait  nos  cî- 

tations,  et  trouvait  ainsi,  comme  nous,  -  =  2,4  environ  en  appli- 

E  /n\* 

quant  notre  formule  ^=:  0,843  (-;]    des  tiges  carrées.  Mais  il 

mettait  en  doute  le  coefficient  0,843.  Or,  en  mettant  un  coefficient 
moindre,  qu'il  regardait  comme  résultant  des  expériences  de  tor- 

sion  de  Duleau  et  de  Savart  ($  40),  on  aurait  pour  =^  des  nombres 

(j 

encore  plus  petits,  ou  plus  éloignés  de  la  valeur  2,667  qu'il  attribue 

à  ce  rapport 

On  a  v|i  d'ailleurs  au  4*  Appendice,  $  45,  que  les  expériences 

récentes  et  bien  plus  nombreuses  du  même  savant,  de  vibrations 

de  tiges  carrées  et  rectangulaires,  s'accordaient  assez  bien  avec 

£ 
notre  formule  en  y  faisant  y;  =r  2,5. 

Ainsi,  quoique  ses  cinq  expériences  nouvelles  (même  mémoire 
publié  en  1857)  sur  les  tiges  cylindriques  à  base  de  cercle  et  à  base 
d'ellipse  donnent  une  moyenne  approchant  de  2,67,  nous  pensons 
qu'on  ne  peut  rien  inférer,  à  l'appui  de  A;=K,  de  ces  divers  ré- 
sultats, surtout  si  l'on  se  reporte  à  ce  que  nous  avons  dit  plusieurs 
fois,  de  la  difficulté  d'opérer  sur  des  solides  bien  isotropes,  diffi- 
culté qui  a  paru  telle  à  Savart  que,  pour  ses  expériences  les  plus 
délicates  sur  l'équilibre  de  torsion  des  tiges  rectangulaires,  U  a  cm 
devoir  rejeter  les  métaux  et  le  verre,  et  se  servir  de  tiges  en  plâtre^ 
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malgré  le  pea  d*étendue  des  déformations  qu'on  peut  faire  subir  à 
une  pareille  matière  sans  la  rompre  ou  sans  altérer  sa  contex- 
ture  («)• 

S  6&.  Considérations  'présentées 'par  M,  Cauchy  en  1851.  Elles  ne 
s*appliquent  qu^au  cas  éTune  cristallisation  régulière,  qui  exclut 
risoiropie.—ExsLminoua,  avec  plus  d^étendue,  un  raisonnement  fait 
par  M.  Cauchy  dans  un  rapporc  du  3  mairs  1851,  approbatif  des  tra- 
vaux de  M.  Wertheim  et  de  la  recherche  expérimentale  du  quotient 
de  ces  deux  coefficients  A;  et  K  que  contiennent  les  formules  d'iso- 
tropie  (114)  déduites  par  Tillustre  analyste,  en  1828  (comme  nous 
avons  dit  au  S  51)  de  sa  deuxième  hypothèse  sur  les  relations 
entre  les  pressions  et  les  dilatations  principales  dans  les  corps  en- 
visagés comme  des  masses  continues  (tome  III  des  Exercices  de  ma-  . 
thématiques). 

M.  Cauchy  commence  par  reconnaître  que»  d'après  les  formules 
plus  générales  données  par  lui  dans  le  même  volume  pour  les  com- 
posantes des  pressions  dans  un  système  de  pointe  matériels,  ce  quo- 

tient  ■=■  (qu'il  appelle  8)  a  nécessairement  la  valeur  2  lorsque  les 

pressions  étaient  nulles  dans  l'état  d'équilibre  primitif  ou  antérieur 
aux  déplacements  opérés.  Mais,  ajoute-t-il,  cette  remarque,  à  la- 
quePe  il  semble  au  premier  abord  qu'il  n'y  a  rien  à  répondre,  n'est 
plus  applicable  lorsque  les  molécules,  au  lieu  d'être  supposées  ré- 
duites chacune  à  un  point,  sont  regardées  comme  composées  de 
groupe  de  plusieurs  points  élémentaires  ou  atomes.  Car  alors,  dit- 
il,  si  le  corps  est  un  cristal^  les  coefficients  des  déplacements  et 
de  leurs  dérivées  dans  les  équations  d'équilibre  intérieur  ne  sont 
plus  des  quantités  constantes,  mais  deviennent  des  fonctions  pé- 
riodiques dés  coordonnées.  Or,  en  traitant  ces  équations  de  manière 
à  en  obtenir  d'autres  ne  contenant  que  les  valeurs  moyennes  des 
déplacements  inconnus,  c'est-&-dlre,  au  lieu  des  déplacements  in- 
dividuels des  atomes,  ne  contenant  que  les  déplacements  des  cen- 
trés de  gravité  des  molécules  ou  groupes  d'atomes,  on  arrive, 
quand  les  pressions  primitives  sont  supposées  nulles,  à  d'autres 


(1)  Jnn.  de  ch,  H  depk,,  t.  LXI,  4839,  p.  373. 

44 
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équations  où  les  36  coefficients  n'ont  pas  néceasairemeot  entre  eux 
les  rapports  d'égalité  qui  les  réduisent  à  15.  En  sorte  que,  poormiU 
M.  Gauchy,  particularisées  pour  le  cas  de  risotropiet  les  équations 

k 

contiendraient  deux  coefficients  A:  et  K  dont  le  quotient  ==  ne  serait 

pas  nécessairement  =  3. 

Nous  avons  eu  Toccasion  de  nous  entretenir  avec  M*  Gauchy  de 
cette  sorte  de  réfutation  qu'il  faisait,  en  1851,  des  résultats  de  ses 
plus  belles  recherches  de  1828,  qui  sont  relatives  à  Téquilibre  des 
corps  envisagés  comme  des  systèmes  de  points  matériels^  quand  on 
les  particularise  pour  régale  contexture  en  tous  sens.  Nous  pouvons 
assurer  qu'il  ne  tenait  point  à  son  idée  nouvelle,  et  qu'il  était  prêt  à 
revenir  aux  formules  d'isotropie  à  un  seul  coefficient,  ou  à  ib=2K. 

Son  objection  de  1851  tombe  en  effet  d'elle-même  lorsqu'on 
remarque  que  le  raisonnement  qu'on  vient  de  rapporter,  qui  éta- 
blirait la  possibilité,  pour  des  corps  non  isotropes,  d'avoir  plus  de 
quinze  coefficients  distincts  afTectant  les  dérivées  du  premier  ordre 
des  déplacements  moyens  des  groupes,  ne  s^ appliqué  qvCaux  corps 
qui  sont  régulièrbmbnt  cristallisés^  ou  (comme  M.  Gauchy  l'avait 
expliqué  dans  des  communications  antérieures  auxquelles  il  se  ré- 
fère) aux  corps  à  structure  périodique^  partageables  par  trois  sys- 
tèmes de  plans  parallèles  et  équidistants  en  cellules ,  réticules  ou 
cases  dans  lesquelles  les  atomes  sont  homologuement  de  même  na- 
ture et  disposés  de  la  même  manière.  Or  Visotropie  exclut  absolu- 
ment cette  divisibilité  régulière,  qui  rend  nécessairement  la  con- 
texture autre  dans  les  sens  obliques  que  dans  les  sens  parallèles  aux 
côtés  des  cases  parallélipipèdes.  L'isotropie  n'est  compatible  qu'avec 
une  cristallisation  cor\fuse,  ou  avec  une  disposition  des  molécules  oa 
groupes  atomiques  suivant  toutes  sortes  de  directions  ou  d'orienta- 
tions; de  sorte  que,  quelle  que  soit  la  direction  suivant  laquelle  on 
chemine  dans  un  corps  qui  en  est  doué,  on  rencontre  moyenne- 
ment le  même  nombt^  de  molécules  tournées  de  chaque  manière. 

Nous  pourrions  nous  contenter  de  cette  réponse,  et  par  consé- 
quent ne  tenir  aucun  compte  de  Tobjection  soulevée  en  1851  par 
M.  Gauchy,  dans  un  l^enveillant  rapport,  contre  ce  qu'il  avait  si 
bien  établi  vingt-quatre  ans  avant,  et  démontré  môme  mieux  que 
Navier  et  Poisson  (S  51  ci-dessus). 
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S  65.  Comment  la  siructwre  cristalline  ou  périodique  pourrait  al- 
térer un  peu  lesvingtetune  égalités  entre  les  coefficients.  Elle  ne 
les  altère  pas  nécessairement.  —  Mais  il  convient  Ici  de  faire  voir 
comment  la  structare  cristalline  régulière^  qui  fait  revenir  pério- 
diquement, en  trois  sens,  à  des  points  semblables  et  semblablement 
environnés  lorsqu^on  augmente  ou  diminue  leurs  cordonnées  rec- 
tangulaires ou  obliques  de  multiples  des  dimensions  trèè-petites  des 
cases  moléculaires,  peut  être  susceptible  d'altérer  quelquefois  les 
21  égalités  deux  à  deux  entre  les  36  coefficients  des  dilatations  et 
glissements  dans  les  six  formules  de  composantes  de  pression,  et 
empêcher  ainsi  leur  réduction  à  15;  puis,  démontrer  qu*ane pareille 
altération  ne  peut  pas  avoir  lieu  dans  les  corps  à  cristallisation  con- 
fuse, comme  lé  verre,  les  métaux  ordinaires,  les  bois,  les  pierres  à 
bfttir,  et  comme  doivent  être  nécessairement  les  solides  supposés 
isotropes  ou  d'égale  élasticité  dans  toutes  les  directions. 

Remarquons  d*abord  que  la  cristallisation  régulière,  ou  la  con- 
texture  périodique,  n^entratne  pas  nécessairement  cette  altération 
des  21  égalités  en  question,  ou  cette  augmentation  du  nombre  15 
des  coei&cients  distincts.  Loin  de  là,  cette  contexture  peut  même 
ren4re  mathématiquement  rigoureuses  les  six  formules  à  15  coef- 
ficients (12)  p«B=a;ca»5.-h ,  î)»„~a«yyD«+ ,  etc.,  qui,  pour 

les  corps  à  cristallisation  confuse,  ne  le  sont  que  sensiblement,  en 
ce  que  dans  ces  corps  les  ti^is  dilatations  d  et  les  trois  glissements  g 
ne  résultent  que  de  moyennes  prises  pour  un  nombre  tcès-con* 
sidérable  de  couples  iholéctilaires. 

Qu^on  se  figure,  par  exemple,  un  solide  composé  d'atotnes  disposés 
par  rangées  &  égale  distance  suivant  trois  directions  rectangulaires 
bu  obliques  (comme  dans  les a^j6m6/a^^f  étudiés  par  M.  Bravai8}(*)« 
et  qu'on  supposé  dès  déplacements  n'altérant  ni  réquidistance  ni 
la  rectilinéité  dés  rangées,  en  sorte  que  les  atomes  voisins  occu- 
pent, après  comme  avant  les  déplacements,  les  sommets  de  petits 
parallélipipèdes  tous  égaux.  Les  dilatations  d  estimées  dans  trois 
directions  rectangulaires  seront  partout  les  ml&mes,  quels  que 
sdient  leè  couples  d'atomes  dont  on  se  serve  pour  les  calculer  fil 
ëh  sera  de  même  des  trois  glissements  g,  et  les  démonstnttions 


(^)  Joumai  de  PÉcoie  polytechnique,  33*  cahier,  t.  XIX,  4850. 
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donnéesci-dessus  (SS  20  et  21  et  note  de  23}  des  formuleB(i2) decom- 
possDtes  de  pression  à  15  coefficient?,  réductibles  à  S  (fonn.  9&) 
quand  il  y  a  trois  plans  de  symétrie,  subsisteront  et  seront  même 
alors,  comme  on  vient  de  dire,  tout  à  fait  rigoureuse*^  on  n'exi^fr- 
ront  pas  qu'on  ait  substitué  des  changements  moyens  d  et  g  aux 
changements  individuels  de  pr&ndeurs  et  dUncIinaisons  mutuelles 
des  lignes  de  joncti<m  atomiques. 

Mais  il  en  sera  autrement  si,  le  cristal  étant  un  assemblage  de 
molécules  ou  groupes  atomiques  tous  semblables  et  semblable^ 
ment  orientés,  le  jeu  des  actions  mutuelles  y  est  tel  que  ces  groupes 
éprouvent  des  déformations  toutes  semblables  aussi,  mais  autres 
que  celles  de  V ensemble  des  groupes;  de  sorte  que  les  atomes  com* 
posants  ne  participent  pas*  purement  et  simplement  aux  mouv^ 
ments  généraux  résultant  des  dilatations  d*,  dy ,  d^ ,  et  des  glisse- 
ments gy,,  gjc,  g«y  subis  par  les  lignes  de  jonction  des  centres  de 
gravité  des  groupes.  Une  pareille  supposition  se  réalisera  si,  par 
exemple,  une  dilatation  générale  D  imprimée  dans  un  sens  fait  tour- 
ner tous  les  groupes  sur  eux-mêmes,  ou  bien  amène,  dans  chacun 
d'eux,  des  dilatations  d*une  autre  grandeur  ou  d*un  autre  sens  ;  ou, 
encore,  si  les  glissements  relatifs  g  des  diverses  droites  et  des  di* 
vers  plans  réticulaires  passant  par  les  centres  des  groupes  dévelop- 
pent des  actions  atomiques  qui  produisent,  dans  chaque  groupe, 
ou  des  dilatations,  ou  bien  des  glissements  d'une  autre  grandeur. 

Dans  ce  cas-là,  comme  dans  celui  de  la  cristallisation  confuse 
où  les  groupes  moléculaires  affectent  toutes  sortes  d'orientations, 
imaginons  que  Ton  tire,  avant  les  déplacements,  une  ligne  droite 
dans  Tintérieur  du  corps,  et  qu'après  les  déplacements  on  trace  ce 
qu'elle  est  devenue^  c'est-à-dire  que  Ion  joigne  d'une  manière  con* 
tinue  la  suite  des  points  partageant  les  distances  des  atomes  voisins 
dans  les  mêmes  proportions  que  faisait  la  droico  primitive  :  on  aura 
une  ligne  nécessairement  ondulée  ou  festonnée,  dont  la  forme  gé- 
nérale sera  sensiblement  rectiligne,  en  ce  qu'elle  oscillera  antonr 
d'une  ligne  droite  ou  très-peu  courbe ,  si  les  dilatations  et  glisse- 
m^ts  de  l'ensemble  sont  supposés  constants  ou  peu  variables;  mais 
es  diverses  petites  parties  de  cette  ligne  ondulée  seront  des  courbes 
imperceptibles  possédant  des  courbures  diverses  et  très-pronon- 

Or  l'effet  de  ces  ondulations,  quant  aux  coefficients  des  formules 
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de  composftDtes  de  pressions»  sera  difléreDtt  selon  qu'elles  auront 
une  marche  irrôgulière  ou  qu'elles  auront  une  marche  régulière- 
ment  périodique. 

Voyons  d*abord  comment  on  le  prouve  à  la  manière  de  M.  Cau- 
chy.  Mous  le  prouverons  autrement  ensuite. 

L*éminent  analyste  se  sert  d'une  méthode  employée  déjà  par  lui 
en  1838  (et  auparavant,  sous  une  autre  forme,  par  Navier  en  18^1} 
pour  poser  directement  les  équations  de  VéquUibre  intérieur  sans 
^passer  par  rétablissement  des  formules  de  pression.  Pour  cela  il 
égale  à  zéro  (comme  nous  avons  dit  à  la  fin  du  S  30)  trois  sommes 
de  composantes 

mSmR|COs(r| ,x),    mSmR|COS(r„y),    mSmR|C0s(r|,2) 

des  actions  R  devenues  R^,  qu'exercent,  après  les  déplacements,  sur 
un  seul  atome  m  dont  les  coordonnées  a;,  y ,  z  sont  devenues  x  +u, 
y+Vf  2+t^«  les  atomes  environnants  m,  m,...  qui  en  étaient  à  des 
distances  très-petites  r  devenues  r,.  En  appelant 

Au,  Av,  ^w 

les  augmentations  qu'éprouvent  les  déplacements  u,  v,  tr,  quand 
on  passe  du  point  m  au  point  m,  ou  quand  x.  y,  z  augmentent  de 

Ùa:  =  rc08{r,x),    Ay  =  rcos(r,y),    àz=rcos(r,«), 
on  a 

(135)  r^'^*''-  — 7, — '  "^^y-     7,     •  ^^"^^"^^ ;:; — » 

(  r^'^r^tku  cosrx+^v  cosry+^tc?  cosrr; 

et,  si  le  rapport  -^-^  est  très-petit,  de  manière  qu'on  puisse  en 
négliger  le  carré ,  etc.  :  • 

u  en  résulte,  «nsttbstitnuit,  les  trois  éqoatioiwd'éqatHbresulTantes  : 

(187)   J  S«[R+(7^co8rx+^cosry+^coe«).r«-^](co8«+^)=0. 
Sm [....] ^cosry  +—J=0,    S>n[ ]fcoi«!  + -j^Wo. 
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Or  la  sérîe  de  Taylor  à  trois  yariables  donne  les  développements 

'  ^         du  du  du 

Au  =  ^rcosrx+g-rcosry  +  T-rcosr*  + 

En  substituant  dans  (137)  et  développant,  on  pourra  faire  passer  les 
dérivées  deu.v^w  hors  des  signes  S,  et  négliger  les  produits  de  ces 
dérivées  entre  elles  vu  la  petitesse  de  u,  v,  w.  On  effacera  aussi  les 
termes  SmRcosrx,  SmRcosry,  SmRcosrz  qui  sont  nuls  vu  quele  polDlm 
était  en  équilibre  avant  les  déplacements,  et  Ton  pourra  el&oer  ansBi 

tous  les  termes  affectés  des  dérivées  du  premier  ordra  -r- ,  ^. ... .. 

dx'dy^ 
dv 
^ , f  car  Us  auront,  pour  coefficients,  des  sommes  S  contenant 

un  ou  trois  cosinus,  sommes  qui  sont  nulles  comme  se  composant  de 
termes  égaux  deux  &  deux  au  signe  près,  en  vertu  de  rhomogénéîté 
qui  produit  une  distribution  égale  des  atomes  de  part  et  d'autre  de 
m  sur  chaque  droite  passant  par  ce  point.  Si,  de  plus,  on  suppose 
(comme  nous  avons  presque  toi]UOurs  fait)  nulles  les  pressions  avant 
les  déplacements,  Il  .faut  encore  supprimer  six  des  termes  du  se- 
cond ordre,  savoir  ceux  qui  seront  aflbctés  de  sommes  telles  que 
SmEcos^rx,  SmRcosrycosrs;,  contenant  deux  cosinus,  car  elles  sont 
nulles  alors,  d*après  ce  qu'on  a  vu  à  la  note  du  $  23.  Il  en  résulte  trois 
équations  d'équilibre  dans  lesquelles  les  termes  du  second  oitlre,  «u 
nombre  de  dix-huit,  ne  sont  affectés  que  de  sommes  à  quatre  cosinus, 
au  nombre  de  quinze  distinctes;  et  ces  termes  sont  par  suite  j^réct- 
sèment  les  mêmes  que  ceux  des  équations  qu^on  obtient  en  substi- 

tuant  lessix formules  (12)p.,=:a.««  ^  + ...  +  a«„  (g+^U..., 

Pyy  = .....  etc.,  aussi  à  quinze  coefficients,  du  cas  de  w,  »,  w  très- 
petits,  à  la  place  de  p««,  p^y,  etc.,  dans  les  trois  équatûms  diqui- 

«6re (38)^  +  ^  +  ^=0 =^,  ...  =  0  du  $27. 
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Mais  ces  équations,  bornées  ainsi  au  second  ordre»  qui  peuvent 
être  regardées  comme  exactes  quand  les  déplacements  u,  t?,  w  ont 
une  marche  simple  ou  quand  leurs  dérivées  secondes  varient  fort 
peu  en  passant  d*un  point  à  un  autre,  et  encore  très-suffisamment 
approchées,  comme  on  va  voir,  pour  les  corps  homogènes  à  cris- 
tallisation confuse ,  ne  suffisent  plus  dans  le  cas  supposé  de  la  con- 
texture  cristalline  régulière,  ou  de  la  forme  périodiquement  ondulée 
des  lignes  primitivement  droites  qui  y  ont  été  tirées;  et  il  faut, 
pour  ce  cas,  dans  les  développements  (138]  de  Ai/,  Àv,  tkw^  prendre 
des  termes  des  ordres  supérieurs  au  second. 

w 

Alors,  en  effet,  ce  sont  seulement  les  valeurs  moyennes,  appelées 
par  M.  Gaucby 

Kl    fo»    tt^a» 

des  déplacements  t/,  v,  w  dans  chaque  groupe  atoiAique  ou  dans 
chaque  case  moléculaire,  qui  ont  une  marche  assez  simple  d*un 
groupe  ft  Tautre  pour  qu*on  puisse  se  contenter  de  considérer  leurs 
dérivées  du  premier  et  du  second  ordre.  Les  déplacements  réels  des 
atomes  individuels  ont  une  marche  compliquée;  ils  se  composent 
i*  de  ces  déplacements  moyens,  ou  des  déplacements  u»,  v,,  tr.  des 
centres  de  gravité  des  groupes,  2*  d'une  partie  'périodique  à  très- 
courte  période  ;  car  en  appelant,  pour  les  sens  a;,  y,  ;r, 

a,  b,  c 

les  dimensions  des  petites  eases  (supposées  rectangulaires  pour  fixer 
les  idées),  les  parties  u^-^u.^  i?— v«,  %d-:-w^  redeviennent  les  mêmes, 
dans  une  certaine  petite  étendue,  toutes  les  fois  qu^on  augmente 
ou  diminue  respectivement  les  coordonnées  parallèles  k  x^  y^  z 
d'un  nombre  entier  de  fois  a,  b^c. 
Alors  donc  on  peut  poser,  A^  J9, étant  des  constantes  : 

2icx             2jcv  .           ^nz            2icc              ^       /iflx 
w=Uo+-4cos h  Bco8-ï^4-Ccos h-^sin f- ...  4--4iC0s hetc 

a  o  c  a  CL 

» 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  A,  B......  étant  d'autres  constantes 

réelles  ou  imaginaires  : 

fit»  H»  *ic« ,  «w»  fity ,  , 

-:rv-*       -A-*^-»       -TT*^^        — ^rv'-*        --r-v-i 
îi=MoH-Ae*       +Ite*       +Ce''       +A'e    *       +B'e  4- 


>ic« 


'^  +C'c  +DVff         J  +etc. 

t?=»,+Aje  *       +f«f    u:=tr,+  A^"       +....f 
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Substituant  dans  les  équations  (137)  après  qu^on  y  aura  remplacé 
LUf  Av,  iiw  par  leurs  développements  infinis  (138)  on  aur»,  pour  le 
corps  cristallisé,  trois  équations  d'équilibre  dont  les  Jtermes  seront 
affectés  de  sommes  de  la  forme 

Smr".  g-.  cos»'rr.co8»"ry.c08**'rz, 

qui  servaient  déjà  de  coefficients  aux  dérivées  successives  de  u,  o,  w 
après  la  substitution  de  (138)  et  avant  celle  de  (139).  Or  M.  Gaochj 
observe  que  ces  coefficients  S  sont  périodiques  eux-mêmes,  car  ils 
varient  quand  on  promène  le  point  (x,  y,  z)  dans  Tintérieur  d'one 
case,  et  ils  reprennent  les  mêmes  valeurs  quand  on«en  sort  pour  le 
placer  en  des  points  d'autres  cases,  homologues  à  son  emplacement 
primitif.  Chacun  de  ces  coefficients  S  est  donc  exprimable  par  on 
développement  analogue  à  ceux  (139)  djs  ii,  v,  w. 

Substituant  ces  développements,  effectuant  les  multiplications  et 
ordonnant,  on  pourra  égaler  à  zéro,  dans  chacune  des  trois  équa- 
tions d*équilibre,  les  polynômes  affectés  d'une  même  puissance  ou 
d'un  même  produit  de  puissances  des  exponentielles  Imaginaires 

telles  que  e  a  ^  .  11  en  résultera  une  série  d'autres  équa- 
tions, entre  lesquelles,  en  les  bornant  à  ce  gui  réstUte  dun  nombre 
déterminé  de  dérivées^  ou  de  termes  des  développements  (138),  on 
pourra  éliminer  toutes  les  quantités  inconnue^,  telles  que  A,  B,  G, 
A', ...,  A|,...,  de  manière  qu'il  reste  trois  équations  ne  contenant 
que  les  dérivées  des  dèplacemenis  moyens  ti«,  t?,,  tr,  des  groupes,  et 
où  l'on  pourra  ne  conserver,  d'après  ce  qu'on  a  dit  tout  à  l'heure 

de  leur  marche  simple,  que  les  dérivées  du  second  ordre. 

dîHt 
Or,  continue  U.  Cauchy,  les  coefficients  de  ces  dérivées-^ , 

T^*  ****  "d^  *  '"'  "^^  **'  °^  ^^^^  P^  1^  mêmes  et  n'auront 

pas  entre  eux  les  mêmes  relations  d'égalité  que  quand  on  peut  ré- 
duire de  prime  abord  t^  v,  tr  à  leurs  moyennes  «<•,  v«,  to^.  Donc, 
dans  les  formules  des  six  composantes  de  pression,  ces  coeffidenta, 
qui  sont  les  mêmes  que  dans  les  trois  équations  d'équilibre  d'un  élé- 
ment, ne  se  réduisent  pas  nécessairement  de  36  à  15,  lorsque  le 
corps  est  cristallisé  ou  à  structure  homogène  pértodigue,  et  que  les 
groupes  atomiques,  en  éprouvant  des  rotations  ou  desf  déformatioas 


APPENDICE  Y.  697 

autres  que  celles  de  Tensemble,  engendrent  des  déplacements  ato- 
miques indi?iduels  différents  de  ceux  de  leurs  centres  de  gravité. 

S  66.  Autre  moyen  de  se  rendre  compte  de  cette  même  altération^ 
simplement  possible,  et  de  ses  limites»  Remarque  générale  sur  les 
produits  moyens  de  quantités  périodiques  qui  ont  des  moyennes 
nulles.  —  Les  considérations  qu'on  vient  de  présenter  sont  compli- 
quées. M.  Cauchy  en  a  Indiqué  l'application  à  la  théorie  de  la  lu- 
mière, en  réduisant  les,  termes  des  expressions  (138)  de  Atz,  Au,  ^w 
aux  trois  premiers  ordres  de  dérivées,  comme  moyen  d'expliquer 
certains  phénomènes  qu'offre  la  propagation  des  ondes  lumineuses 
dans  les  cristaux  (si  la  matière  éthérée  s'y  trouve  àPétat  cristallin^ 
ce  qui  est  peu  probable).  Mais,  pour  représenter  par  un  développe- 
ment de  Taylor  le  cours  d'une  ligne  ondulée  ou  festonnée  (S  précé- 
dent), engendrée  par  des  déplacements  u^v^wûes  points  d'une  ligne 
primitivement  droite,  ou  pour  obtenir  les  valeurs  de  Au,  Ào,  ^w  re- 
latives &  un  de  ses  points  en  fonctions  des  dérivées  de  divers  ordres 
de  u,  Vf  10  pour  un  autre  point  qui  peut  en  être  séparé  par  plusieurs 
ondulations  ou  sinuosités  successives,  il  faudrait  sans  doute  tenir 
compte  d'un  très-grand  nombre  de  termes  ou  de  dérivées. 

Nous  pouvons  arriver  à  la  conclusion  de  M.  Cauchy  par  une  con- 
sidération plus  simple  qui  offrira  en  outre  l'avantage  de  porter  sur 
les  composantes  dépression  elles-mêmes,  de  s'appliquer  aux  cas  où 
les  déplacement  sont  des  grandeurs  quelconques,  pourvu  que  les  di- 
latations et  glissements  généraux  D  et  g  qui  en  résultent  soient  très- 
petits  (S  20),  et  enfin  de  pouvoir  nous  donner  une  idée  dû  degré 
de  l'altération,  probablement  faible,  et  même  insensible,  que  peu- 
vent subir,  disons-nous,  les  21  égalités  entre  les  36  coefficients  des 
formules  pour  les  seuls  corps  régulièrement  cristallisés. 

Reprenons  pour  cela,  mais  avec  des  développements  analytiques 
empruntés  à  la  note  du  $  23  (p.  567  à  570),  et  en  les  modifiant  con- 
venablement, les  raisonnements  qui  ont  été  présentés  aux  JS  20  et 
21  d'une  manière  élémentaire. 

Par  le  point  (x,  y,  z)  où  nous  plaçons  le  centre  de  la  petite  face 
plane  sur  laquelle  se  prend  la  pression,  supposons  toigours  menées, 
avant  les  déplacements ,  trois  droites  parallèles  aux  coordonnées 
rectangles  x,  y,  z.  Elles  resteront  droites  si,  le  corps  étant  réguliè- 


t 
« 


698  SEGTt  !•  BÉ8I8TÀIfCB  DBS  aOUMS. 

lièremeot  crfstalliflé,  les  plans  qui  le  divisent  en  cases  moléenlaires 
identiques  sont  supposés  perpendiculaires  aox  mêmes  coordonnées, 
car  ces  droites  passeront  toujours  par  des  points  homologues  des 
diverses  cases.  Sinon,  ces  lignes,  comme  nous  avons  dit,  devien- 
dront ondulées  ou  oscilleront  régulièrement  ou  lirégnlièronent 
autour  de  trois  lignes  droites 

^it  Vu  ^i« 
Ce  sont  les  trois  angles  des  directions  de  ces  lignes  droites  qoi  dé- 
tenninent,  dans  les  corps  à  cristallisation  soit  régulière,  soit  con- 
fuse, les  trois  glissements 

g,.=cos(y,.«i),  g,.  =  cos(ari,Xj),  g«,=eos(xt,yi); 

et  ce  sont  leurs  longueurs  moyennes,  comparées  aux  longueois  pri- 
mitives, qui  déterminent  les  trois  dilatations  générales 

de  la  portion  de  corps  solide  dont  on  s^occupe. 

Or  en  considérant,  de  part  et  d'autre  de  la  petite  ftce  où  Ton 
prend  la  p^ession,  les  deux  atomes  m' et  m",  dont  la  ligne  de  Jonc- 
tion primitive  r  avait  pour  projections  orthogonales  rco8(r,2], 
rco8(r,y),  rco6(r,z),  projetons  obliquemerU  la  nouvelle  ligne  droite 
de  jonction  r^  sur  les  trois  directions  nouvelles  X|,  yi,  Z|,  au  moyen 
des  plans  pandlèles  à  y^  et  ;E|,  à  z^t  Xj,  à  x^  et  y^,  passant  par  les 
extrémités  de  rj,  et  appelons 

les  proportions  des  excès  respectifs  de  ces  trois  prqjections  obliques 
sur  les  projections  primitives  et  orthogonales 

m 

rcoarXf  rcosry,  rcosrz. 

La  ligne  r^  est  ainsi  la  diagonale  d*un  paralléliplpède  légèrement 
obliquangle,  dont  les  trois  côtés  ont  pour  longueurs 

(i+^'J^'COsrx,  (i-^yy)rcosryf  (l+<)'z)rcosrz, 

et  font  entre  eux  des  angles  presque  droits  dont  les  cosinus  sont  les 
trois  glissements 

gysf  gMf  g«v 

Le  théorème  connu  du  carré  de  la  diagonale  d*un  parallélipipède 
le  même  que  celui  de  la  résultante  de  trois  forces,  $  57  de  la  note 
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da  Q*  156»  p.  AôO)»  on  bien  raddltion  des  cairéi  de  trois  ôqua*» 
tions  comme  celies  (23)  de  la  note  du  $  33  (3*  Appendice),  donne, 
pour  r^*,  la  somme  des  carrés  des  trois  côtés  et  des  trois  dou- 
bles produits  de  ceux-ci  et  des  cosinus  de  leurs  angles;  d*oA, 

en  mettant  le  carré  r^^  sous  la  forme  r*(  1  +^^^^\  ,  développant 

et  divisant  par  2  après  avoir  retranché  1  des  deux  membres  i 

(140)     -î — =à',BOOsVa5+D',cos*ry+^',co8V2  +gy«cosryco«r2+ 

+gMCOsrzcosrx+gcyC06rxco6ry. 

Prenons  la  pression  sur  Tunité  superficielle  du  plan  yiZ^  primi- 
tivement perpendiculaire  aux  x ,  et  estimons-la  (parce  que  c*est  ce 
ce  qu*il  7  a  de  plus  simple)  suivant  les  trois  directions  , 

X'.  y',  z' 

respectivement  perpendiculaires  aux  yisr^,  ^la^n^iVi»  faisant  par 
conséquent  entre  elles  trois  angles  presque  droits^  et  anec  Xp  y^^  z^ 
trois  angles  très-petits.  Nous  aurons  ainsi,  diaprés  ce  qui  a  été 
dit  au  %  23,  p.  563,  les  mêmes  coefficients  des  dilatations  et  glis- 
sements, dans  les  composantes  de  la  pression,  que  si  ces  com- 
posantes étaient  prises  suivant  trois  directions  rectangulaires  et 
très-peu  différentes  de  x',  y',  z'  ou  de  Z| ,  y^,  z^^  vu  que  nous  ne 
nous  occupons  ici  que  des  termes  qui  existent  seuls  lorsque  les 
>   pressions  primitives  sont  nulles  (S  23). 

Désignons  par  S«  la  somme  des  composantes,  suivant  une  direc- 
tion quelconque,  de  toutes  les  actions  moléculaires  qui  s'exercent  à 
travers  la  petite  face  primitivement  perpendiculaire  aux  z,  rapportée 
à  Tunité  de  cette  petite  face  y^z^^  ou  divisée  par  sa  superficie.  Cette 
somme  de  termes  relatifs  aux  diverses  lignes  de  Jonction  r,  de  points 
deux  à  deux  A  travers  la  face,  n'est  pas  de  même  nature  que  celles 
que  nous  avons  appelées  S  à  la  note  du  S  22,  et  qui  étaient  relatives  à 
des  actions  sur  un  seul  point  matériel,  substituées,  comme  équiva- 
lentes, aux  actions  entre  couples  de  points  divers  ;  genre  de  substi- 
tution dont  nous  nous  abstenons  ici,  afin  de  ne  raisonner  que  sur 
les  forces  réellement  en  Jeu.  Nous  aurons,  R  et  R|  désignant  tou- 
jours Taction  entre  deux  atomes  m\  m"  avant  et  après  les  déplace- 
ments, par  unité  de  masse, 

(141)  p«w,=sS«m VR|COsr|X',  |i«^r=Sym'm'li|00Br|y',  p«nr=S,mWRiCOsr|Z^. 
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La  projection  droite  de  r|,  sur  la  normale  if  an  plan  y,?, ,  est 
r^cofir^x'.  Gomme  elle  s*opère  par  les  deux  mêmes  plans,  parallèles 
à  y^z^  et  passant  par  les  deux  extrémités  de  r, ,  que  la  projection 
oblique  de  r^  sur  x^,  elle  est  égale  à  cette  dernière  projection,  que 
nous  avons  appelée  (!-)-<)  c)rcosrx,  multipliée  par  le  cosinus  de 
Tangle  très-petit  de  x^  avec  rc',  cosinus  que  Ton  peut  regarder 
comme  égal  à  Tunité.  Donc  on  a  la  première  des  trois  expressions 
suivantes,  dont  les  deux  autres  s*obtiennent  de  même  : 

(142)    C08r,x'=^*+=^'^'^'^.  cosry=^-i±^»-îr£^,  ^        (I40'.)reosrr 

''l  ''l  »'l 

Substituant  dans  (l/il),  en  ayant  égard  à  ce  qu*on  a  (comme  ci* 

R        R  r 

dessus,  form,  136)  ~*  =  -  +  [r^-^r)  t-  vu  la  petitesse  de  r^—r^  et 
faisant,  pour  abréger, 

dr 
on  obtient 

(143)    p,,a:i=sJwWTV+a'^l(i+Dyco8ra;,p,,,j,,=SJ..0(i+ô'»)cosry, 

p,n,  +  S,[..  3(1  +^  ycosrar. 

Mettons  pour  ^  —  sa  valeur(lA0)ci*des8as,  et  effectuons  les  mul-  • 

tiplications.  Nous  pourrons  eflkcer,  non-seulement  les  termes  con- 
tenant des  produits  de  quantités  très-petites  d  ou  g  entre  elles,  mais 
aussi  tous  les  termes  contenant  R,  car  les  uns,  tels  que  Sxm'm'Hcosrx, 
représentent  les  composantes  des  pressions  primitives  supposées 
nulles,  et  les  autres,  tels  que  S«m'm'llcosrx.()'«,  sont  des  sommes 
de  produits,  par  les  quantités  très-petites  et  peu  différentes  entre 
elles  d'«,  de  direrses  forces  parallèles  mWRcosrx  dont  la  somme 
est  nulle.  Il  restera  : 

p„„=S«^cos*raî.î)'i,+Sjc<^cosra:cos*ry.<)'y  +  S^cosncos'rz.«)'«+ 
gy  «Sx^cosrxcosry  cosrz + gssSx^cos*rxcosrr+g«yS^cosVzcos7y, 

(IW)     {p«'»i=S,^cos'rxcosry.  D'x+Sa^cosVy«<>'y+S«Aco8ryc0BV:r«ô',  + 
gysSa;,^cos*rycosr;r+gMS«^cosrxcos9^cosrz+g«yS«e^{l(K>sr^^ 

pmnt^^^ 


\ 
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Les  quantités  D  «,  d'y,  d'.,  supposées  légèrement  variables  d'un 
couple  d'atomes  à  Tautre,  diffèrent  extrêmement  peu.de  leurs 
moyennes  respectives 

dà,     dy,     (^21 

qui  sont  les  dilatations  généraîes  de  la  petite  partie  de  corps  que 
Ton  considère.  Si  Ton  peut  les  remplacer  par  ces  moyennes,  elles 
passent  hors  des  signes  S;^  comme  les  glissements  g;  et  alors  on  voit 
que  le  coefficient  de  Dy  dans  pg„,  est  bien  le  même  que  celui  de  g^y 
dans  ps;y,  ;  que  le  coefficient  de  gy«  dansp«»/  est  aussi  le  même  que 
celui  de  g„  dansp^^y,  etc.  ;  d*où  les  21  égalités  deux  &  deux  entre  les 
36  coefficients  des  dilatations  et  glissements  D,  g,  coefficients  qui 
se  réduisent  bien  alors  à  15  distincts,  comme  nous  avons  dit  au 
S  21. 

Or  cette  substitution,  à  D'^,  D'y,  D's.  de  leurs  moyennes  D»,  Dy,  D^, 
est  permise  lorsque  le  corps  est  à  cristallisation  confuse  ou  que  ses 
groupes  atomiques  Imperceptibles  sont  tournés  indifféremment 
dans  toutes  les  directions  sans  affecter  de  régularité  ni  de  périodi- 
cité pour  aucune.  Bn  effet,  les  termes  Sg,  qui  les  contiennent  sont 
des  sommes  d^un  nombre  extrêmement  considérable  de  produits  de 
quantités  telles  que  Acos*(r,x),  ^cos(r,x)cos*(r,y)  susceptibles  de 
toutes  sortes  de  grandeurs,  par  ces  quantités  y  qui  sont  presque 
égales  ou  qui  s'écartent  très-peu  au-dessus  et  au-dessous  de  leurs 
.  moyennes  d.  li  n'y  a  aucune  raison,  avec  la  contexture  supposée, 
pour  que  les  écarts  d'— d  au-dessus  correspondent  plutôt  que  les 
écarts  D  ^d'  au-dessous,  ou  ceux* cl  plutôt  que  ceux*là,  aux  valeurs 
les  plus  grandes  des  multiplicateurs  AeoB\r,x)^  Aco6(r,a;)cos*(r,y), 
etc.  il  doit  donc,  en  vertu  de  la  loi  même  dos  grands  nombres,  y 
avoir  compensation  entre  les  effets  de  ces  très- petits  écarts  en  deux 
sens.  Ainsi,  pour  les  corps  dont  nous  parlons,  comprenant  tous  les 
matériaux  employés  dans  les  constructions,  et  aussi  nécessairement 
tous  les  corps  isotropes^  les  six  composantes  de  pressions  doivent 
être  regardées,  avec  toute  rapproximation  que  comportent  les  for- 
mules de  ce  genre,  fomme  représentées  par  des  expressions  telles 
que  (lû/i)  avec  D»,  ()y,  d,  mis  pour  d'«,  D  y,  <)'«,  et  en  dehors  des  S«, 
c'est-à-dire  par  des  expressions  comme  celles  (12)  à  quinze  coeffi- 
cients a^mirt  atMeyy  =  a^y^y,  OtC. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  revient  alors,  simpiemeht,  avec  des 
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M 


^ 


^ 


'ni 


développements  analytiques,  aux  démonstrations  plus  élémentaires 
des  SS  20  et  21  du  3*  Appendice. 

Si,  au  contraire,  le  corps  est  régulièrement  cristallisé  on  à  struc- 
ture périodique,  et  sHl  est  supposé  de  ceux  où  le  jeu  de^  aciioms 
atomiques  peut  être  tel  (comme  nous  avons  dit)  qu^une  dilatation 
de  r ensemble  amène ^  dans  les  petits  groupes,  des  moitrements 
d^une  autre  nature ,  par  exemple  des  rotations  toutes  ^ales  sur 
eux-mêmes,  etc.,  les  projections  rc03(r,x).  (i+^'x)  des  lignes  r^  de 
jonction  d^atomes  deax  à  deux  n*auront  pas  les  mêmes  rapports 
avec  leurs  valeurs  .primitives  rcos(r)2;},  pour  deux  atomes  non  ho- 

mologues  m',  m",  que  pour  deux  atonies 
f      ;    _t     I      ,     I       homologues  n',  n'^  pris  dans  deux  caser 

ou  groupes  ac^  ac;  en  sorte  que  c^  «  sera 
tantôt  au-dessus,  tantôt  au-dessous  ded«. 
r  Mais,  parmi  les  lignes  de  jonction  m'm' 
traversant  la  petite  face  AMB  où  se  prend 
la  pression,  si  Ton  passe  de  l'une  d*^es« 
—  r,  à  celles  qui  en  diUèrent  trè9i>eu  en 
direction  et  en  grandeur,  en  la  prone- 
Dftnt  à  peu  près  parallèlement  à  elle-même  dans  trois  sens  x,  y,  z, 
cette  ligne  reprendra  périodiquement  des  grandeurs  et  des  direc- 
tions exactement  les  mêmes  quand  nC  aora  pareom  un  nombre 
exact  de  fois  Tune  des  trois  dimensions  a,  6,  c  des  cases  mMaoe^ 
laires;d\yù  il  suit  que  d'^r,  pour  ces  diverses  lignes  de  jonction  m'nif 
sensiblement  parallèles,  peut  être  représentée  par  la  moyenne  '^^ 
plus  une  fonction  périodique  des  coordonnées  de  Tatome  m'. 

Semblable  chose  peut  être  dite  de  chaque  quantité  telle  que 
^cos'(r,x)^  ^cos(r,a;)cos*(r,y)  ;  elle  reprendra  évidemment  les  mê^ 
mes  grandeurs  quand  on  passera,  d*une  case  à  rautre,à  des  atomes 
m\  m"  semblablement  situés  ;  en  sorte  que,  pour  les  diverses  lignes 
r  »  m W  sensiblement  ^;ales  et  parallèles,  ou  pour  toutes  les  ac- 
tions R  que  nous  ajoutions  ensemble  comme  égalesf  à  la  note  du 
S  23,  en  les  remplaçant  par  Taction  d^un  point  matériel  unique  (au- 
quel nous  attribuions  la  maste  de  toute  la  matière  contenue  dans 
un  cylindre  oblique),  on  voitque  chacunedôces  quantités  ^C06^r,a;), 
^cos(r,x)c6s*(r9y)i  etc.,  est  aussi  égalé  à  une  certaine .  valeur 
moyenne  plus  une  fonction  périodique  des  coordonnées  de  m'. 
Chaque  terme  tel  que  ScJB4X)6'(r,x];  d'«  peut  ainsi  être  regarda 
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commeunesommedeprodultsbiDairesdecertainesvaleursfnoyeiines 
augmentées  de  fonctions  variant  et  s^annulant  pôriodiqnement. 

Or  le  produit  de  deux  fonctions  périodiques,  si  elles  sont  de  même 
période,  peut  avoir  une  moyenne  différente  de  zéro,  quoique  cha- 
cune d*elles  oscille  autour  de  zéro  et  ait  une  moyenne  nulle  (^).  Les 
termes  tels  que  S:r^cos'(r,x).<)«,  S«^cos(r,a;;cosVr,y).D'y,  etc., 
dans  les  corps  régulièrement  cristallisés^  pourront  donc  différer  de 
D*  •  S«^co8'{r,x),  Dy .  S^cos(r,x)cos«(r,y),  etc. 

Les  fonctions  périodiques  à  ajouter  aux  moyennes  d.  (par  exem- 
pie)  pour  avoir  lesd'«  dépendront  nécessairement  du  mode  de  dé- 
formation qu'a  subi  le  corps,  c'est-À-dire  des  trois  dilatations  <)«, 
dy ,  Ds  et  des  trois  glissements  gy„  g«x9  gcf  qui  y  ont  été  produits.  Le 
terme  Sa^cos'(r,x).d«,  transformé  en  mettant  à  la  place  desd'* 
leurs  valeurs,  pourra  donc  fournir  six  termes  affectés  respective- 
ment  des  trois  dilatations  d  et  des  trois  glissements  g. 

Il  en  sera  de  môme  des  autres  termes  contenant  les  y  ou  les 


(*)  C'etl  ce  dont  on  peol  so  rendre  compte  géométriquement  si  l'on  suppose  i 
par  eiemple,  que  ce  tont  des  fonclioAs  d'une  seule  variable ,  en  la  prenant  pour 
abscisse,  et  en  traçant  les  deux  courbes  sinueuses  dont  les  ordonnées  sont  ces  fonc- 
tions périodiques.  La  moyenne  des  ordonnées  seranulle  pour  chacune  des  deux  courbes 
puisqu'elles  prennent,  dans  chaque  demi- période,  des  valeurs  égtlés  et  de  signe 
contraire  aux  râleurs  qu'elles  ma  eues  dans  la  demi-période  précédente.  Mais  il 
n'en  sera  pas  de  même  pour  ^p  troisième  courl>e  qu'on  tracerait  atec  des  or« 
données  proportionnelles  aux  ^oduiU  de  celles  des  deux  autres  pour  même  ab- 
scisse, car  les  ordonnées  négatires  multipliées  entre  elles  donneroiit  des  pro-s 
duits  politifs  tont  comme  les  ordonnées  positives  ;  en  sorte  que,  généralement  ^ 
la  somme,  on  la  moyenne  de  ces  produits  de  quantités  de  même  période,  de  sera 
pas  thro. 

On  s'en  rend  eompta,  aussi,  analytiquement  en  remarqnant  que  la  moyenne 


-\  cos  —  «rt^T— ^'«^^ — •": — 7^1  acos— sin--— -6sin — eos-;-| 
CJ  a  6  Scie  a^-**\  ah  ah) 


dès  graildeurs  des  produits  des  deux  quantités  périodiques  cos ,  cos  ---,  pour 

a  h 

tlne  étendue  c,  eit  nulle  si  les  périodes  a,  h  sont  différentes  entre  elles  et  si  c  est 

a   h 
Un  miilttple  à  la  fois  de  a  et  de  (,  ou  seulement  de-,  -  supposés  commensura- 

.....  ••*     ** 

bics  ;  en  aorte  qtàe,  m  tin  étant  deux  nombres  entiers,  on  ait  c  =  -— -  =  v  ^  ^ 

a   h 
fainnt  aussi  la  remàtque  que  si  -,  ^  sont  inoonmensorabies ,  on  peut  toujours 

atténuer  indéflpiaênt  It  grandeur  absolue  de  cette  mène  moyenne  en  prenant  e 
sufisammont  grandi  puisque  la  pareathèso  ne  pent  derenir  pins  grande  qw  a-^h 


7M  SBCT.  I.  RÊSISTAKCë  0£S  M)L1D£S. 

allongements  subis  par  les  projections  des  diverses  distances  molé- 
culaires individuelles  r;  en  sorte  qu'en  réunissant  ensemble  ce  qui 
sera  afTecté  de  chaque  dilatation  d  et  de  chaque  glissement  g,  les 
36  coefficients  par  lesquels  ces  dernières  quantités  se  troaveront 
multipliées  dans  les  six  formules  de  composantes  de  pression  n*aii- 
ront  pas  entre  eux  les  mêmes  relations  que  lorsque  les  d' peuvent 
être  remplacés  par  les  d  correspondants. 

Il  est  donc  bien  vrai  que,  dans  les  corps  régulièrement  cristalli- 
sés, ou  plutôt  dans  quelques-uns  de  ces  corps,  savoir  ceux  où  les 
groupes  atomiques  ne  participent  pas  purement  et  simplement  aux 
déformations  générales  imprimées  &  leur  ensemble»  ces  trente-six 
coefficients  pourront  n'avoir  pas  entre  eux  les  vingt  et  une  égalités 
qui  les  réduisent  à  quinze  distincts  dans  les  autres  corps. 

S  61,  ValiératùmdesvingleturœégaliléfenireUscoejffîcienUfSi 
elh  a  lieu^  doit  être  insensible. — Mais  maintenant,  je  le  demande, 
ces  égalités  entre  les  coefficients  pourront-elles  être  jamais  consi- 
dérablement altérées,  de  manière,  par  exemple,  que  le  coefficient 
de  dy  danspcc  devienne  double  de  celui  de  g«y  dans  p^y,  au  lieu  de 
lui  être  égal? 

Bien  que  tout  soit  {nconnu  dans  le  jeu  des  forces  atomiques,  nous 
sommes  persuadé  que  personne  ne  le  croira. 

m . 

ni  plat  petite  que  ^  a  —  fr  ;  mais  que  li  a  =  6  ou  «•  lu  pèrioda  «ouf  Uê  tmétmM; 
on  a.  pour  la  moyaDiie,  la  valeur  finie 


'4 


cot* di;=-.-=  -, 

a  c   S       S 


f,                     X      linasootou? 
ce  qui  vient  de  ce  que  l'intégrale  ^dx  coi*  ou;  =  ^  H ^ f-  couUBtt 

X 

contient  une  partie  non  périodique  -. 

Si  les  deui  quantité*  dont  les  moyennes  sont  nulles  oscillent  autour  de  léro 
irrégulièrement  et  non  pas  réguUèrement  ou  périodiquement^  leur  produit  aura 
aussi  léro  pour  moyenne,  en  la  prenant  sur  une  étendue  suflisamment  grande,  car 
les  oscMlations  de  ces  quantités  ne  sont  point  concordantes  ;  et  Von  suppose  que 
leurs  grandeurs,  répondant  aux  mêmes  valeurs  de  la  yariable  doint  elles  dépen- 
dent, ne  sont  ni  plus  ni  moins  souTeot  de  même  signe  que  de  signe  contraire,  en 
sorie  qu'il  doit  arrJTer  ici,  à  fortiori^  ce  qui  arrive  lorsqu'il  y  a  oscillation  par  pé- 
riodes régulières  inégales.  C'est  le  cas  des  corps  i  crisUlli«ation  confuse,  oà  l'on 
peut,  comme  noua  avons  dit,  remplacer  les  d'  par  leurs  valeurs  moyennes  D  avec 
toute  rapproximation  que  comporte  le  genre  de  calcul  qui  nous  occupe. 
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Si  Ton  fait  SQbir  à  une  portion  de  corps  cristallisé  une  certaine 
déformation,  c'est-à-dire  si  l^on  imprime  à  son  ensemble  certaines 
dilatations  et  certains  glissements,  peut-on  imaginer  que  les  grou* 
pes  atomiques,  qui  sont  unis  les  uns  aux  autres  latéralement,  pren- 
nent jamais  des  déformations  particulières  très-sensiblement  diffé- 
rentes de  celle  de  Tensemble?  Nous  ne  pouvons  le  pensQr. 

Et  si  les  petites  dlflTérences  entre  les  déformations  particulières 
et  la  déformation  générale  font  osciller  périodiquement  les  valeurs 
de  certaines  quantités  autour  de  leurs  moyennes,  est-il  supposable 
que  les  concordances  possibles  des  signes  de  leurs  écarts  (note  du 
S  précédent)  suffisent  jamais  pour  rendre  les  valeurs  moyennes  de 
leurs  produits  très-sensiblement  plus  grandes  ou  plus  petites  que 
les  produits  de  leurs  valeurs  moyennes?  Nous  ne  le  croyons  pas 
non  plus,  et,  pour  peu  qu'on  y  réfléchisse,  il  nous  semble  que  tout 
le  monde  verra  de  même,  quoiqu'on  n'ait  aucune  donnée  sur  Tin- 
tensité  des  causes  qui  peuvent  influer  à  cet  égard. 

Aussi  M.  Poisson,  qui  le  premier,  en  1828,  avait  présenté  (conltae 
on  a  dit  au  S  64)  des  formules  à  36  coefficients  sans  se  livrer  alors* 
à  aucune  recherche  des  expressions  de  ceux-ci,  a  réduit^  depuis^  le 
nombre  de  ces  coefficients  à  16  distincts^  même  pour  les  corps  cris- 
tallisés, dans  son  dernier  mémoire  relatif  spécialement  &  ces  sortes 
de* corps  0),  et  il  a  admis  ainsi,  pour  tous,  les  21  égalités  de  ces 
coefficients  denx  à  deux. 

Si  ces  21  égalités  peuvent  être  altérées  par  tes  raisons  tirées  de  la 
périodicité  et  signalées  par  M.  Gauçhy,  nous  pensons  donc  que  cela 
doit  être  de  peu  de  chose,  et  dans  des  proportions  ordinairement 
négligeables. 

S  68.  Cette  altération  ne  regarde  pas^  en  tous  cas,  les  corps  à 
crisfallisation  confuse.  —  Et,  si  elle  existe,  cette  altération  ne 
peut  regarder  que  certains  cristaux  réguliers.  Elle  n*est  jamais 
relative  aux  corps  à  cristallisation  conruse,  comme  sont  tous  les 
matériaux  de  construction ,  et  comme  sont  aussi  tous  les  corps 
isotropes  ($$  6A,  66).  Il  n'y  a  donc  aucune  raison  de  changer  les  for- 


•■ 


(t)  MAaoiret  d«l'taidtat,  t.  XVm  (4839),  art.  36;  37. 

I.  4ft 
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mules  trouYées  depuis  ua  tiers  de  aièele  pwr  les  ptossiOBS  iUfts 

ces  sortes  de  eerps» 

S  69.  Opinion^  sur  ce  sujet,  de  divers  Savants  de  V Angleterre  et  de 
r Allemagne.^  VAippen^CQ  complémentaire  ci-sq[>rès sera  consacré 
en  partie  à  analyser  les  travaux  récemment  venus  à  noftre  connaîfi- 
sance,  de  plusieurs  célèbres  géomètres- physiciens  de  ces  deux 
pays,  sur  la  théorie  qui  nous  occupé,  l^ous  devons,  en  attendant, 
examiher  et  discuter  ici  ce  (Juë  nous  y  avoûs  trouva  de  relatif  au 
strjët  du  présent  appendido,  ô^eât-à-dire  au  iiombre  des  coeticients 
réellement  distincts  et  inégaux  a^cc,  ...ày.y.,  etc.,  des  formu- 
les (12},  etc.,  des  pressions  produites  dans  lin  corps  par  des  défor- 
matiôtis  ^^  ..gys...  subies  à  piHîr  de  Pétàt  dit  naturel  ($$  20,  ^,  &Ô}» 
od  il  n*y  avait  aucune  pression.  Nous  le  ferons  dans  ce  $  et  dans 
les  quatre  suivants  avec  Tatteniion  que  méritent  leurs  importants 
travaux  où  ils  traitent  les  questions  d'une  manière  large  en  y  ap- 
pliquant avec  avantage  les  méthodes  de  la  Mé(;anique  analytique  de 
Làgràftge,  dont  on  ne  s'étaft  point  seHr!  en  Ft^ance  dëptils  qaêN&- 
viét  les  8  èiirployêès  aVè6  ^dbcès  h  sa  brfllanté  et  si  ntflé  dêcdtltertâ 
dé  la  tHêOMé  de  Pélàstiefté. 

Lé  deitilêi'  qdi  dit  écrit,  le  èavànt  M.  Netimàâà,  de  Ëalle  ('),  se 
ptx>nonce,  feomme  ndu^^  pour  tti  tiéwciioh  dès  coefftdienh  clû 
ntomâiv  vtorftbte:  Sbtt  Jttialyse,  bien  tjué  différente  de  ceUës'  de 
Cauchy  et  de  Poisson,  se  base  en  effet  de  méfitiê  sbi'  h  loi  ptitsiqdd 
des  aciiofis  réciproques  entré  iâoléeUIes  stLiVatit  iMTi  t%ties  âe 
joBetlen^  d'où  les  fuift»  eoeffitienU  ê^ulénmii^êB  là  fc^Mftë  (S^ 

I  j^Twr*  -T-  cos*(r,  x),  etc.,  ci-dessus  (p.  570),  si  on  la  cïévéîop^ 

pour  le  cas  général  d'une  contexture  quelconque  (Voyez  app.  sapj^, 
SS  SA,  85),  et  un  seul  coefficient  pour  le  cas  d'isotropie  considéré  par 
M.  Neumann,  outre  la  pression  (p.  ci-dessus,  g  26,  p.  583),  qu'il  sup- 
pose exister  antérieurement  aux  déplacements  relatifs  des  points  (*). 
C'est  à  la  même  conclusion  qu'était  arrivé  M.  Haughton,  de  V^'- 

i})  Zur  Théorie  der  Elasliciiàt,  au  Journal  de  Crelle^  t.  67,  4'  lÎTraison,  4860. 

(*)  Daoê  lei  rormulës  (Tisotropie  auxquelles  arrive  M.  MeumauD  au  §  7  ou  i  la 

fia  de  rart.  4«'  de  soq  Mémoire,  et  qu^il  dit  irèa-bien  être  i  idenUques  à  wUw  te 
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mûf  dfttfâf  «M  pfeiiiiér  «t  phiê  bttàil  mémitëi  \û  lé  M  ttM  iSW  f«), 
od  11  fondé  rétabliâi^ttient  déd  éCftiatlofi»  d'éqtillibfè  et  dé  ffiOttVé^ 
ment  Jntérietir  et  par  siUté  leë  loië  dé  lA  pfopsgtttioii  de  U  luimlèfiè 
sur  le  calcul  des  attractious^t  répulsions  mutuelles  dés  poïûtn  Itlft*- 

térieis  Émitam  lëtifs  liguer  dé  Joftdtiofi,  Méti  «ittll  ait  dana  tit  autre 
travail  i  dd  8  Janvier  1849,  «ru  potmt  concéder  fl  dètiifc  llludtfea 
eompatriote»  qti'on  peut  établir  \eê  éqtiatkMa  •  ëaoé  faire  aucune 
restriction  jmr  la  tiattiré  dé  raétiôfl  lâélééiflaifô  ir,  et  divisé  énsdftè 
les  fnilieiix  en  trois  groupés,  dont  lès  dent  premiers  scmt  paréitiëtit 
Idéant,  et  le  troislèftié,  sédl  réet^  est  préclséinént  ««dut  qu'il  avait 
considéré  à  son  précédent  mémoire  (*}. 

(Test  aussi  sur  le  calcd  des  actions  entré  moléctilés  Hoivënî  Mm 
ligues  de  jcmdtioti,  qdé  M/OlébsOh  a  fbddé  sa  belle  théMe  âéS 
mitiêust  qui  polarUtmî  cittalah^einent  ("),  blet  qu'il  ait  cf tt  dèfvotr 
ensuite,  dans  son  traité  classique  de  Télastlcité  déS  corps  SÊfllddSv 


■*i  ■     .1  I  fil 


i^oisâon  »  (âé  4é<d,  (I.  Èi  tffi  i¥  eàhtdf  de  l'ÉC.  (ml.,  et  nm  âé  h^  té  èdéill- 

oient  propraBitfiri  dH  «M  ap^M  9A9  M  9K  déttg&tf  te  prgnimi  atièrieaM  ttft 

déplacomenlB  ;  consUoles  qut  PoistOD  défigne    par   A  et  K^  et  Cauchy  par 

k  +  %K  k  —  2K 

RAsn  -~ — -  et  QAsx  ■■«  j-    >  La  S*  partie  de  oe  l^u  iraratl  n'Sit  nialiV^ 

<|U*èr«lalH4«eai«ntSé  tormutei  àptfKsÉbtes  I  dM  tffiléiBM  ipWtMnqtfe*  ds  ièST»' 
dooBées. 

(^)  On  1A«  Équilibrium  and  Motion  of  ioUd  a$td  fluid  Bodiet;  au  vol.  Xll  dÀ 
TraDsaclioDi  or  the  Royal  Irisb  Acadetny,  p.  451. 

(*)  CM»  a  e!a«fi/lni<fMi  ef  ËUMit  Media,  léetot  vol.  IXIt.  L«  premier  dii  Croii 
groupes  se  compose  de  ces  fluides  dits  parfaits^  i  pressioas  eiclosiTemeot  oor- 
males  et  égales  ea  tout  sens,  ou  sans  aucun  frottement^  qui  ont  fait,  on  peut  le 
dire,  Id  désespoir  de  d'AlcmberC  el  d'Ëuler  qaand  il»  dn(  VauJu  éxHiq^et  fi  tèftit- 
lanee  des  fliMes  (v<^.  Gompiea  rendus,  46  férrief  KWt^  l.  XXIV,  p.  1l43}|  ^ 
second,  encore  plus  imaginaire  s'il  est  possible,  se  composerait  de  milieux  «  oA 
les  actions  moléculaires  produiraient  dei  forces  exctmfvefneîit  lan^enttellèi  i\  tel 
refrréseiirAtlOnir  ^uè  a.  Konglrtoii  Mt  k  H.  Mae-Cdlitgh  VSts  Ht  ••  de  Oe  «MMM 
montreraient  qu'il  -ne  eroit  guère  è  leur  possibilité.  Reste  donc  le  groupe  des 
corps  ou  des  milieux  <  dont  les  molécules  s'attirent  et  i>e  repoussent.  • 

(')  Théorie  der  circutarpolarisirenden  Medien,  (Journal  de  Grelle^  57*  Tol*, 
4*  liTraison]. 

On  peut  encore  citer  au  nombre  des  travaux  traités  au  même  point  de  Tue  plu- 
sieurs mémoires  de  M.  Brlol  sur  la  lumière,  qui  ne  sont  encore  connus  que  pft^  de 
courts  extraits  (Comptes  rendus^  4859,  4860,  4864,  t.  XLIX,  p.  888;  L,  p.  444  ; 
UI^  p.  393).  Le  sarani  Maître  de  conrérences  particularise,  même,  la  forme  de  la 
fonction  qui  représente  l'action  moléculaire,  en  la  supposant  pi  oportionoelle  I  une 
puissance  négative  des  diétanees^  mais  on  peut  arriver  aux  rnOmes  résultats  sans 
liére  hypothèse,  qu'il  lui  sera  Jifncilé  de  faire  accepier. 


cette  dernière 
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alsser  arbitraire  le  rapport  des  deux  élasticités  d^extensioa  et  de 
glissement  de  manière  à  s'accommoder  à  toutes  les  opinioDS,  almi 
que  nous  faisons  nous-mêmes  quand  U  n*y  a  pas  nécessité  de  iioas 
prononcer  (•).  • 

On  peut  également  citer  M.  dausius,  Téminent  professeur  de 
récole  polytechnique  de  Zurich  (*) ,  au  nombre  de  ceux  qui  trou- 
vent parfaitement  exactes  les  formules  à  un  seul  coefficient  da 
cas  d^isotropie,  pour  représenter  les  relations  entre  les  actions  et 
les  déplacements  ou  déformations  qu^elles  produisent  i$nmédiaie- 
ment,  bien  qu'il  ait  adopté  Tavis  de  les  modifier  si  on  veut  les 
rendre  applicables  aux  effets  de  cette  aciion  élastique  uUérieure 
(elastischo  nachwirkung),  observée  par  M.  Weber  sur  les  fils  de 
soie  pendant  une  durée  de  vingt-quatre  heures,  et  que  M.  Glanslus 
croit  entrer  en  jeu  pour  les  métaux,  etc.,  pendant  des  temps  bien 
plus  courts  (Voyez  S  ''*)• 

Tous  les  savants  étrangers  que  nous  avons  encore  à  citer  recon- 
naissent, comme  ceux-ci,  et  sans  exception,  qu'il  ne  doit  y  avoir 
que  quinze  coefficients  pour  (e  cas  général  et  qu'un  seul  pour  la 
contexture  isotrope  dès  qu'on  réduit  les  farces  intérieures  à  des 
actions  réciproques  s^ exerçant  entre  -points  matériels  suivant  leurs 

lignes  de  jonction  deux  à  deux Et,  néanmoins,  la  plupart  se 

rangent  à  Tavis  exprimé  pour  la  première  fois  par  George  Grées, 
qui  porte  ces  coefficients  à  vingt  et  un  dans  le  cas  général,  d*où 
encore  deux  dans  le  cas  de  IMsotropIe. 

Cette  vue  de  Green  constitue  une  troisième  origine  (SS  50  et  hh) 
de  Topinion  qui  domine  aujourd'hui  et  que  nous  combattons. 

C'est  en  1837  (*)  et  en  1839  (^)  que  Tillustre  physicien  anglais  a 
énoncé  cette  opinion  alors  nouvelle,  dans  ses  deux  célèlx'es  mé- 
moires sur  la  lumière,  où  il  la  considère,  ainsi  qu'avait  fait  Gauchy, 
comme  propagée  par  les  petits  mouvements  du  milieu  éthéré  sup- 
posé vibrer  à  la  manière  d'un  solide  élastique  de'  contexture  iso- 


(>)  Théorie  der  ElastScitlt  feiter  KSrper.  Carlinibe,  1868. 
t  (*j  Vêber  die  reronderungen.,.  Sur  les  cbaDgemenU  qui  sont  derenus  nécd* 
uires,  etc.  Aon.  de  PoggeodoiiT,  vol.  LXXVI,  p.  46. 

(>)  Od  the  Laws  of  the  Refleiion  and  Refraciion  of  Light  (Ttaauetioos  of  tha 
Cambridge  philosophieal  Societf,  vol.  VU,  part.  I^  4S39). 

(«)  On  the  Propagation  of  Ugbt  in  erjstaUiied  Media,  id.,  part  II,  4844 . 
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trope  dans  Tair  ou  le  verre  non  comprimé,  et  hétôrotrope  dans  les 
corps  transparents. qui  produisent  la  double  réfraction.  L*analyse 
avait  montré  à  Cauchy  (*)  que  tout  ébranlement  se  décompose  en 
trois  systèmes  d'ondes  se  propageant  parallèlement  avec  des  vitesses 
différentes,  et  où  les  mouvements  moléculaires  vibratoires  sont  gé- 

I 

néralement,  à  Pintérieur  de  ces  derniers  corps,  un  peu  obliques  à 
la  direction  de  propagation,  ce  qui  n*empôche  point,  moyennant 
certaines  relations  nullement  improbables  entre  les  coefficients, 
les  rayons  de  pouvoir  y  suivre  exactement  les  directions  indiquées 
par  la  surface  courbe  d'onde  du  quatrième  degré  dont  la  décou* 
verte  est  due  au  génie  de  Fresnel.  C'est,  d'après  la  même  analyse, 
seulement  à  Témergence  dans  Tair  que,  par  suite  de  nouvelles  dé- 
compositions, les  vibrations  deviennent  les  unes  exactement  trans- 
versales, les  autres  exactement  longitudinales;  et  Cauchy  explique 
Tinvisibillté  du  troisième  rayon  (auquel  les  mouvements  étaient, 
avant,  presque  parallèles,  tandis  qu'ils  étaient  presque  perpendicu- 
laires aux  deux  autres)  par  la  trop  faible  proportion  qu'il  donne 
alors  de  vibrations  transversales  de  l'étber,  les  seules  qui  soient 
perceptibles  à  Forgane  de  la  vue,  de  même  que  l'organe  de  l'ouïe 
ne  perçoit  que  les  vibrations  longitudinales  de  l'air. 

Green  ne  se  trouvant  point  satisfait  apparemment  par  ces  ré- 
sultats que  fournissent  les  formules  à  un  seul  coefficient  pour  les  mi- 
lieux isotropes  et  à  quinze  au  plus  pour  les  autres,  mais  attribuant 
néanmoins  toijgours  la  propagation  de  la  lumière  aux  attractions  et 
répulsions  mutuelles  des  particules  de  l'éther,  avança  que  Pbypo- 
tbèse  «  des  actions  entre  leurs  points  suivant  les  directions  des 
lignes  de  jonction  de  ceux-ci  »,  faite  par  Cauchy,  était  trop  res- 
trictive; et,  vu  notre  ignorance  complète  de  la  véritable  loi,  il 
«  choisit,  pour  base  de  son  raisonnement  »,  un  principe  plus  gé- 
néral ainsi  énoncé  :  «  De  quelque  manière  que  les  parties  d'un  sys- 
tème matériel  agissent  les  unes  sur  les  autres,  si  l'on  multiplie 
toutes  les  forces  s'exerçant  ainsi  à  son  intérieur  par  les  éléments 
de  leurs  directions  respectives,  la  somme  totale  des  produits,  pour 
une  portion  déterminée  quelconque  de  la  masse,  est  toujours  une 


(')  Exercices  de  maUiéiDiliquef,  A*  aanée  (4830),  p.  49-7S.  Et  BoUelfn-Fèrufiae, 
UXOI,ii*S47,  p.44|. 
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dlffldpwittoU»  WMto  de  i|aelitii«  fonetio»  {«)•  •  fi  fMe  «aiMliliiB 
o*^toit  pas  ramplto»  4ii>-U  pl(i«  loio  (*)•  te  mouromanl  punWHiwi 
NTftit  pofsibto  (VoyM  iû-<tprè#,  {  70)  ;  or  npus  avpbs,  aû»ttAy&4'il« 
tont^  Mu«09  d4  p^mm  que  las  fonie«  de  U  OAtom  «pot  diqKwta 
du  miipière  à  l#  intudi^  ImpoMible, 

1|*|0  Qrepa  Dd  ^e  hprpp  point  à  cAtte  hypotb^tOt  mi  ^  ee  i^iaaipt 
'Ifttti  eo pffot  ost insiiffîwnl )  Dune  voit mèoio point qu*U r«ipriiii€ 
aMlytiquamopt  conforménuMit  k  900  éooiioâ,  oar  U  n'ept  f «wfitiQnt 
iva»  mn  «énoiro»  ni  dni  aottopi  indiriduellas  doi  patUhuIm»  ni 
4i  tair»  di>«e^m#,  qu'il  n  déciaré,  do  prlm^abord,  ignonsr  pon^ 
piétemonl»  Faisant  donc  3ttecéder,  comme  il  arrive  toujoon»  le 
dof  matjffine  an  doute  sfetématiquemen^  embracné»  il  admet  que  la 
fooetioQ  inoonnue  dont  il  a  parlé»  ou  plutôt  aon  intégMle  antre  te 
limitée  dee  petites  défonnatiooe  éprouféea  par  un  élitoent  q^^ 
penque  du  milieu,  dépend  dns  troia  aUengemeota  suWe  par  lei 
ofttéa  de  oet  élément  aupposé  de  tonne  parallélipipMe  priiqitlveF 
ment  rectenile,  et  dea  Ireia  opainua  dea  anglea  légèvemeot  aigni 
en  obtua  quelle  forment  meintenaat  entre  eux*  e'eatrArdlpe  préei' 
sémept  dea  ebi  quantitée  que  noqa  avena  appeléea 

Otet    ^1/9   t'i»    ?»«»   Ç»«»   ?iry» 

parée  qu'il  eut  évident  que  oette  fonetien  nestarala  mène  (■)  ai  Im 
eôtéa  et  lea  englea  du  parallélipipède  ne  ebangent  plue.  iSn  outre,  et 
ee  qui  eat  bien  neina  évident,  il  suppoae  que  eette  quantité  f  (epfMiée 
par  lui  pal^nOaHe  danad'autres  mémoiaes»  eemmeendiFa  nu  fiSff , 
êii  développablê  en  une  êtdtê  oonvergmitê  dâ  foneiions  homogènes 
ékê  dk^rés  mtiem  t ,  â ,  3 ,  ete.,  dea  lix  variablea  dont  elle  dépend 
et  que  noua  venons  de  dénommer.  Il  supprime  lea  puissiuicea  et 
produit?  dp  0v  degré  k  cause  de  la  petitesse  de  ees  variablea,  mais 
il  ponaeave  eemi  du  ^  parée  quf  1  trouve  que  la  semme  des  veleuiv, 
pour  tout  le  corps»  de  la  partie  aflfeetée  des  premiènes  pulnanees, 
doit  étve  nulle  d|uis  le  eas  oà  Tou  part  d'un  état  d'équilibre  naturai 
en  sans  pressions*  La  quantité  ip  se  trouve  ainsi  réduite,  dans  es 


(>)  4*  mémoire,  p.  4. 

(')  Idsm»  P-  4t  «a  bBf. 

(»)  1"  mémoire,  p.  5,  et  2',  p,  124. 
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riablesd«, g^y. 

Qette  fonetien  a  9i  termes  (6  aflfectés  des  carrés,  15  des  pro- 
Mis  deax  à  deui],  et  par  ceaséquent  vm^{  et  un  coefficients  ;  et  ces 
coefficients  sont  préelsémeot  ceux  qai  dohrent  entrer  dans  ies  six 
fomnles  des  composantes  de  pression  ainsi  que  dans  ies  équa- 
tions diffêrentieiles  de  l*éqaiiibre,  car  on  les  tire  de  cette  fonction 
f  traitée  de  cortaines  manières  (comme  on  verra  $$  70,  SA). 

Or,  iorsqu^on  dispose  ainsi  de  vingt  et  un  coefficients  réputés  iné- 
gaux ou  indépendants,  on  se  trouve  à  l*aise  et  l^on  peut  obtenir 
(on  le  conçoit),  bien  des  résultats  et  bien  des  explications  où  Ton 
ne  pouvait  arriver  avec  quinze.  Le  premier  usage  qu'A  fait  de  cette 
latitude,  pour  les  milieux  isotropes,  où  les  Si  se  réduisent  à  deux, 
proportionnels  respectivement  aux  carrés  des  vitesses  de  propaga^- 
tion  des  vibrations  longitudinales  et  des  vibrations  transversales, 
est  de  supposer  extrêmement  considérable  et  comme  infini  le  rap- 
port  du  premier  au  second  (*),  afin  de  réduire  presque  à  rien  (faute 
de  pouvoir  l'annuler ),  la  proportion  de  lumière  ou  de  vibrations 
transversales  fournie  par  le  rayon  à  vibrations  longitudinales  ou 
non  éclairantes  après  qu^une  nouvelle  réft-action  l'a  modifié.  Quant 
aux  milieux  bétérotropes  de  lintérieur  des  cristaux,  Green,  tout  en 
reconnaissant  très-bien  que  les  vibrations  peuvent  y  être  oblique», 
non-seulement  aux  rayons  mais  même  aux  ondes  planes  qui  les  en- 
^4;r^  ffr  la  subite  des  Intersections  de  ienrç  pljsuas,  maja  ayant 
f *i^tencion  dç  tenir  coippte  an^  de  diverse;^  ^i^res  don^vê^,  telles 
^dii^e  Jes  pressions  antérfei^res  qui  doi^yent  six  constantes  de 
l^us,  jetCy  se  ^^sti^int,  dit-il  ('],  pour  j^  pasf  s^ng^er  dans  .d^ 
^culs  trop  co^pUqués  ejt  sans  chances  d'èU«  aj^pUcables^  ^  )a 
«^jqJe  considération  ^  pes  n^euic  dan^  le^quelle^  les  yibratioi^s 
.ç^feraient  au  principe  fpndapBnta^vamsé  par  ^^resne),  p'est-^- 
/life  iexicuteraisnt  exqcfemenf  (aceurately^  rigoixwudy)»  d^in^  fe 
pfan  ifiêmfi  4es  ,oii(jl^ 

Cette  condition,  analytiquement  exprimée,  exige,  entre  les  vingt 


(1)  4*'  mémoire^  p.  î. 

(^  %•  mémoire^  Propagatfon  in  crjuUlfised  Media^  p.  4. 
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et  un  coefficients,  quatorze  relations  {%  comme  nous  Yerrone  ploi 
loin. 

Les  vues  de  Green  devaient  plaire  généralement  4ux  nmdyrtef , 
car  non-seulement  elles  paraissent,  au  premier  abord,  réduire  Né- 
tablissement  de  la  théorie  de  rélasticité  à  une  affaire  de  pure  ana- 
lyse sans  rinvocation  d^ancune  loi  physique»  mais  encore,  on  re- 
marque que  la  plupart  des  conséquences  qu^on  tire  des  formules  à 
21  coefficients  n'ont  pas  plus  de  complication  que  celles  qu'on  tire 
des  formules  à  15,  en  sorte  que,  dans  Tintérèt  de  la  branche  d'a- 
nalyse qui  se  trouve  liée  à  la  théorie  en  question  et  qui  pourra 
trouver  d'autres  usages,  il  pouvait  paraître  convenable  de  con- 
server ordinairement,  Jusqu'aux  applications,  ces  21  coefficients 
de  Green. 

Aussi  ces  vues  ont  été  adoptées  par  beaucoup  de  savants,  et  des 
plus  éminents,  dont  plusieurs  ont  cherché  à  les  étayer  de  diverses 
raisons  puisées  dans  les  faits. 

Avant  de  les  discuter  (ce  que  nous  ferons  aux  $$  71,  72),  nous  al- 
lons exposer  un  point  qui,  dans  les  considérations  de  Green,  parait 
définitivement  acquis  à  la  science ,  et  de  nature  à  être  admis  par 
tout  le  monde  sans  contestation,  savoir  cette  réduction  nécessaire, 
à  21  au  plus,  du  nombre  des  coefficients,  ne  s'opposant  nullement 
à  la  réduction  plus  considérable  (à  15),  basée  sur  les  autres  mo- 
tifs exposés  S  21  et  note  du  S  23. 

S  70.  Preuve  donnée  par  MM.  Green^  Thomson^  Kirchhoff^  de 
la  nécessité  de  réduire,  à  vingt  et  un  au  plus  y  les  trenie^six  cùeffi- 
dents  9Lxx  XX  t  etc.,  des  formules  dépressions  et  des  équations  d'é- 
quilibre.— Les  composantes  p,,, ...  p^y  sont  les  dérivées  partielles 
d^une  même  fonction  par  rapport  aux  dilatations  et  glissements 

d«, gry.  —  Soit  un  petit  élément  parai iélipipède  primitivement 

rectangle  et  ayant  ses  cô^  parallèles  aux  x,  ^,  2.  Les  pressions 
agissant  sur  ses  six  faces  ont  produit,  en  changeant  légèrement  sa 
forme,  un  travail  mécanique  qui  doit  nécessairement  être  fonction 


(^)  Celte  aDalyie  est  analogue  i  celle  qui  a  été  donuée  par  H.  Lamé  en  4852 
(Leçons  fur  l'élaaUcilé,  §§  93  et  93)  ;  seulement,  le  Géomètre  françaii  exige  94 
relaiioni  comme  condition  de  biréfringence  aTec  vibrations  eiacieraent  transfar- 
saies  dans  le  crlsul  comme  dans  l'air  parce  qu'il  suppose  36  coefScients  indépen- 
dants au  lieu  de  %\ . 
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des  changements  de  grandeur  et  d'inclinaison  des  côtés,  c'est-à^lire 
des  dilatations  et  glissements  éprouvés.  On  peut  donc,  en  appelant 
4»  ce  travail  par  unité  du  volume  de  Télément,  et  7  la  caractéris- 
tique d*une  fonction  (quf  n'est  autre  que  celle  que  Green  désigne 
par  la  m$me  lettre) 

(iÛ5)  *  =  ?  Pa,',  ^y,^Mf  gy.  ,  g«,  gwyh 

Si  Ton  n*accordait  pas  cela,  ou  si  Ton  regardait  le  travail  comme 
dépendant  encore  d'autre  chose,  par  exemple  de  Tordre  dans  le- 
quel les  six  (jéformations  partielles  D,  g,  ont  été  imprimées,  ce 
serait  admettre  qu'en  ramenant  Télément  d'une  autre  manière 
(ou  dans  un  ordre  non  exactement  inverse)  à  sa  forme  et  à  ses  di- 
mensions primitives,  il  en  résulterait  un  travail  non  égal  et  con- 
'  traire ,  et  qu*on  pourrait  par  conséquent,  à  Taide  d'un  corps  com- 
pressible et  extensible,  créer  de  toutes  pièces  du  travail  sans 
consommation  de  moteur  ou  de  chaleur;  ce  qui  serait  bien,  suivant 
la  remarque  de  Green ,  la  possibilité  du  mouvement  perpétuel^  ou 
la  négation  du  principe  de  transmission  du  travail  et  des  puis- 
sances vives  (*). 

Or  soient 

X,  y,  z 

les  longueurs  primitives  des  côtés  très-petits  de  l'élément  dans  les 
sens  X,  y,  2.  Supposons  que  la  dilatation  d.  déjà  subie  par  le  côté  z, 
par  exemple,  vienne  à  prendre  un  accroissement  infiniment  petit 

les  deux  faces  opposées  et  égales  xy  s'éloignent  de 

z.  (£)x9 

et  les  composantes  normales  de  pression  p„  exercées  par  la  ma-< 
tière  environnante  sur  l'unité  de  ces  faces  :y  produisent  un  travail 

xyp».  zdb^^ 

ce  qui,  par  unité  du  volume  xyz,  fait 


{})  Ce  D'eti  pai  le  lieu  d'examiner  fi  ee  grand  prfncipe  lai*mènie,  on  celai  des 
vitestes  vinuellea,  peal  te  démontrer  autrement,  pour  un  eorpt  ou  un  ly^lème, 
qu'en  Invoquant  la  loi  des  aeiions  mutuelles  entre  points  matériels  suiTant  leurs 
lignes  de  jonction  deux  à  deux. 
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mn^  l^y  ylQQt  ^  wgmepter  de 

te  tomiMMMite  l;|D8eati6UA  ii.,  mit  Fiuiité  de  Taotre  liMa  xy  pm- 

duit  un  travail 

eu*  zdg^y  6s(  ce  dont  s*accrott  le  cheminement  de  cette  deuxième 

f^f^  ou  son  glissement  devant  rautrç  dans  un 
sens  parallèle  ^x  y  ou  ^  la  composfiQte  p,,. 
Quant  4  te  coiQposante  jyp^^  sur  ^  première 
fape  xy,  ejle  n*^  pro4uit  ^ucuq  trayail  puisque 
cette  face  pe  s*est  pas  déplacée;  et  11  ei^  est  de 
ffième  des  composantes  zxp^^  qui  s'exerpeot  dans 
)e  seo^  z  sur  les  4(îux  face§  adjacent^  i^,  car 
^pe9  fapeSf  qui  oq|;  légèrement  Ijourné  autour  de  leurs  arèt^ss  j.  d*is- 
l^rsfecUoo  avec  les  faces  .xy  »  n'ont  pris  ^ucun  piouveffi^i^lt  dans  le 
sens  z  qui  est  celuÂ  de  (:es  dejux  composantes;  en  sorte  <^u^  te  ^vail 
total  des  composantes  ayant  Tintensité  p«y  =Py»  par  }iuit6  superfi- 
cielle des  quatre  faces,  est  pour  Tunité  du  volume  xyz  de  J'i^ipent  : 

Bt  Pon  aurait  la  même  eliose  ri  la  première  faoe  xy»  aa  Uea  ée 
rester  fixe,  avait  Ce^raé  autour  d^une  arête  x  d*un  petit  ^ugte  é^ 
portion  de  dgy, ,  car  la  faœ  adjacente  n'aurait  teurné  %q«  é»  Tantre 

portion  dg^'=  dg^» --dg'^  ce  qui  aurait  donné,  de  la  part  des  com- 
posantes de  pression  s*exerçant  dans  le  sens  y  sur  les  faces  xy 
perpendiculaires  aux  z,  et  dans  le  sens  z  sur  les  faces  zx  perp^~ 
diculaires  aux  y,  un  travail  total 

Xjp,y .  ttïg"  +  aPvM .  y dg'  œ  XyX .  Py^gyx 

qui,  divisé  par  le  volume,  donne  toujours  Py^dgyt. 

En  évaluant  de  même  te  travail  des  autres  composantes,  puis 
ajoutant,  Ton  obtient  pour  raAcrQi;5;sej9aez)|t  ipfinime^l;  p^t  tol^il  à^ 
travail  ^,  dû  aux  accroissements  des  trois  dilatations  et  des  trois 
glissements,  Texpression 

(146)  d<I»=p,xdD.4-pyyC©y4-p«(0.  +  Pv«<igy»4-p.*dg,«H-p^(fgi,  (*)• 
(1)  On  arriTO  encore  i  ceHe  expresflon  en  optnaA  à  ffm  fii»«9PHtf  It^'^ 
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Or  nous  venoQS  de  voir  que  ^  (3st,  comme  les  composantes 
Pxx9  •••  Pxy»  une  fonction  9  des  six  variables  Us, ....  g^y.  Z^j  rà^ 
composantes  de  pression  sont  donc  les  dérivées  partielles,  par  rap- 
port aux  dilqiaiionfi  et  glissements  de  mêmes  directions ,  d'urie 


M.  I^fqaé,  au  $  38,  p»  80,  49  ses  teçom  (4858)  pour  lémoDlrer  afi  théoréai^  de 
M.  ClapeyroB.  Ajouloot  eosemble,  en  effet,  les  trois  équations  d'équilibre  indéfl- 

atos(38)^  ^^  +  ^  :=::fi,  ....  =  0,  ....  =  0,  «MiltipUéM  rtspecti. 
^x  dy  dz 

Tement  par  €»,  tv,  ôto  représentant  des  portions  infiniaient  petites  des  déplace- 

fimntf  aMppotéfi  tr^-peilts  u,  r,  w  d'un  point  quoteopqi^,  pui«  ipul^ipUoos  par 

d^dydsi  et  }B|éj(rpos  poi^jr  tout  le  corps  élastique  om  pour  une  por^ofi  déjb^j^ip^ 

de  ce  corps.  Le  terme  à  \  \  -j^  àu49dy4x  dovieodra,  ep  faisait  rip0gr«tfP9  iHf 

parties  et  désigono^  pir  les  aoceniuaMoBi  '  e|  "  lef  retours  ^9P  ei  âe  11  aux  ex- 
trémités d'une  parallèle  aux  x  traversant  toute  cette  portion  : 


H 


rfy*r(p"««W  -  f^'xxWO  -  Ç  ^  ^  >***  7^  ^'^y^'- 


jjj       ^^ 


Or  le  premier  terme  lyftont^copime  on  |ait|  et  cpmme  d'ailleurs  op  le  démontrera  an 
$84,  i  \  (fÛGos(n,  x)psafiu,  si  dû  est  un  élément  de  la  sorfaoe-enTeloppe  û 

du  corps,  à  laj)i|elle  Tintégrale  ^  eêt  eotléremept  étendue,  et  §1  n  p«t  la  direc- 
tion de  la  normale  i  cet  éléroepf ,  ipenée  constamment  du  côté  du  dehofs  ;  U 
n'est  autre  chose  que  le  travail  des  composantes  pg^e  des  pressions  extérieures  sur 
cette  surrace  enveloppe,  pour  les  petites  portions»  6i«  des  déplacements  «.  pt  le 
second  terme  revient,  en  transposant  les  caractéristiques  4  oi  S|  i 

—  \  \  \  dxdydzps^^ . 

I^s  ip^fjitions  pajr  p^rM^s  4es  autres  termes  de  Téqua^on  totale  donneront 
j)'9u)res  portions  d^  trfvail  def  forcer  extérieures  sur  la  surface,  et  des  termes, 
pp  do  méipe  formç  que  cflui  que  nous  venons  d'o|)tenir,  ou  de  cette  autre  Torme 

—  \  V  \  dxdydzpy/—  +  —J  =  -  \  \  V'*?rfyrf«P»«««f*. 

Le  tout  (^lapt  égal  ^  1^0,  op  p,  piwr  riqpilibre,  l'égili^  du  trfvf il  ^t«|  ilps  pr«i* 
sions  exlérieures  sur  la  surface-enveloppe,  i  l'intégrale 

V  \  V  dxdjf4g{p9xidx  +  Pyy^y  -f  P*t^*  +  P^Ayj  +  Pu^»x  +  />x»8g«»). 

La  qniintilé  entre  parenthèses,  semblable  au  second  membre  de(U6)  (saof  la 
earac0ristique  8  que  nous  avons  employée  ici  au  lieu  de  d  pour  éviter  la  eopfu- 
sion  aveçlçs  différentiellçi  des  déplacements  par  rapport  aux  coordopnées),  repré- 
UPPio  ione  bien  l«  frprail  iw  /oroes  im^imu»  çêur  VuuUé  4o  r^lune  4$  «b«q«o 
élément  éxdydz. 
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même  fonction^  qui  est  celle  dont  nous  venons  d^éerire  la  dlflënsi» 
tielle  complète  (1^6) ,  et  i*on  a 

Or,  il  en  résulte,  en  prenant  les  dérivées  du  second  ordre, 
dpzts  __  dpyy   dpxx  __  dpy»   dp^gm  _  dp  MX  dpyt  _  dptj}^ 

c*est-àrdire,  en  admettant  comme  déjà  prouvée  (S  20),  la  linéraliU 
des  expressions  de  p^»^ ....  py,,  ....  ou  eu  égard  aux  valeurs  (12) 

Pcx  =  acM»d«  +  a^yy^y  + ,   otc   dc  cos  six  composantes  de 

pression,  les  quinze  égalités  suivantes,  en  même  nombre  que  les 
combinaisons  deux  à  deux  des  six  variables  d ,  g  : 

ayyss  =  asxyy  ,   ^%%x*  =^  aMtxs  »    ajcxyy  "^^  SyycK  I 

a^^xys  -—  Syix*  ,     ayysjB  — "  ^XXyy  %     Scxjpy    =  a^yju  , 

(149)  \    ^^s^y  ^^  *«!y«x»  d'xyys  ^^  ^sss  t   «hf*"»  ^^  ^*f*  f 

Sysyy  ^^  ^yy>i    Sjxi»  ^  a^uc  ,   a^ycc  -—  &«Bcy  , 

SyiH    =ajay4,    a>scsc  ^=  SiSJBS*  »     ajfyyy  ^«yy^y. 


On  aurait  IroQTé,   comme  H.  Lamé,  la  même  égalité  arec  u,   v^  w  «i 

^cf  <^y»  •••  Scy  su  lien  de  8u^  8v,  hp  et  de  tôc,  8dy, ...  tgmy  ai  Hon  avait  maltipliè 
les  équations  d'équilibre  (38)  par  «,  v,  tr  au  lieu  de  Su,  (v,  du;  avant  de  lei 
ajouter  et  dMniégrer.  Hais  obsenroni»  qu'on  n'aurait  pas  eu  ainsi  le  travail  de  dé- 
formation dû  aux  déplacements  très -petits  mais  finis  «,  v,  lo;  car  les  forces 
intérieures  p^x  •••  px^  ne  sont  point  constantes  pendant  que  ces  déplaeemeais 
s'efTectuent  ;  elles  commencent  par  zéro  et  n'acquièrent  que. lorsqu'ils  sont 
les  râleurs  pour  lesquelles  elles  figurent  dans  les  équations^  en  sorte  que  si 
accroissement  jusque-li  est  supposé  s*opérer  uniformément,  le  travail  total 
^ue  la  moitié  depjj)^  +  i>yy^y  +  •••  +  PxyêxyX  et  si  des  presaions  sitArieares 
agissaient  dès  le  premier  instant  avec  ces  intensités,  Il  j  aurait  puisiaaoe  vivs 
acquise  et  l'état  d'équilil^re  serait  outrepassé. 
Au  reste  cette  ezpreasion  moitié 

(US)  *=  ^PxJfim  +  jPyyOy  +  -  Pz^x  +  jl»y*«y»  +  5  P««gi«+  jl>«»«ry. 

se  vérifie  facilement,  car  si  on  la  différentie  par  exemple  par  rapport  à  <^c  elle 

+  jj  (^zrnx^x  +  ayya«Dy  -H ...  H-  ajcyx»gav)  ;  ^^  d'après  (4ï)  et  (449),  -  -  = 

4,4  d^  d^ 

=  -  Pm»  H-  r  P*»  =  p«r«.  El  on  trouverait  de  même  ^r- = pyy> . • .  j—  =i>jByt 

ou  les  égalités  (447). 
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En  sorte  que  les  coefficients  où  les  sous-lettres  forment  les  deux 
mêmes  combinaisons  binaires  sont  égaux ,  et  qu'on  peut  interver- 
tir les  deux  premières  soos-lettres  avec  les  deux  dernières  à  la 
fois  sans  en  changer  la  valeur. 

Ce  raisonnement  des  Illustres  savants  que  nous  citons  (>),  et  qui 
parait  péremptoire,  réduit  bien  à  vingt  et  un  au  plus^  les  trente-six 
coefficients  »  des  formules  (12). 

Il  exige  évidemment  que  le  corps  auquel  on  fait  subir  les  défor- 
mations D,  g  soit  pris  dans  Tétat  naturel  y  ou  que  les  pressions 
Pm9  ••••l'«y  soient  dues  entièrement  à  ces  déformations,  et  non 
pas  aussi  à  des  pressions  antérieures  p*««, ....  2>°«y  ($  23],  en  sorte 
que  les  16  égalités  deux  à  deux  ne  portent  que  sur  les  36  coeffi- 
cients m  qui  affectent,  dans  les  formules  les  plus  générales  (iU) 

depgw ou  celles  qu*on  en  déduit  pour  jp^t (p<  572,  note], 

les  termes  (dep^M, ....)  indépendants  de  ces  pressions  antérieures 
p*  s*il  y  en  avait  (*). 

Les  égalités  complémentaires  des  mêmes  coefficients  a,  qui 


(1)  M,  Ttaoïnson,  prinetpal^ent  dans  soo  ménioire  On  the  thermo-tlatlic  and 
thèrino-^magnetic  Properiiei  ofMatler,  lu  cd  aTiil  4855  (et  imprimé  la  mène  année 
au  Quarlerly  Journal  of  pure  and  applied  HatbematicB,  p.  ^),  elM.  Kirebboff  (Deber 
du  Gleichgewicht...  sur  Téquilibre  et  le  mouyenent  d'une  Uge  infiniment  mince, 
au  56*  volume  de  Crelle,  p.  S90)  lui  ont  donné  cette  forme  i  peu  de  cboso  près. 

(*)  Les  compressions,  dilatations  ou  déformations  des  corps  sont  généralement 
accom^gnées,  il  est  vrai,  d'une  élévation  ou  d'un  abaissement  de  tempéra- 
tore.  Hais  la  prise  en  considération  de  cette  circonstance  ne  cbango  rien  à  la 
conclusion  qui  vient  d'être  tirée;  car  on  peut  supposer  que  l'élément  soit  contena 
dans  une  enveloppe  imperméable,  ne  permettant  la  perte  ni  l'admission  d'aucune 
quantité  de  cbaleur,  ou  bien,  que  ses  rayonnements  inévitables  aient  été  juste- 
ment compensés  par  ceux  d'éléments  ou  de  corps  environnants,  de  sorte  que,  ra- 
nnné  i  son  premier  volume  et  i  sa  première  forme,  il  le  soit  également  i  sa 
première  température  et  j^outienne  la  même  quantité  de  chaleur  qu'avant  ;  ou,  si 
l'on  veut,  que  ses  molécules  possèdent  la  même  quantité  de  cette  puistanc*  vive 
vibratoire  dans  laquelle  la  chaleur  parait  consister.  Aucun  travail  n'a  pu  être  créé 
on  détruit  an  total,  et  la  conséquence  subsiste. 

1^.  iLircbhoCr  invoque  même  i  ce  sujet,  en  ciunt  M.  Thomson  comme  pre- 
mier auteur  du  raisonnement  qu'il  emploie,  le  principe  de  VtqMvaUnce  du  tra- 
vail et  de  la  chaleur,  de  Sadi  Carnot  (Rèfleslons  sur  la  puissance  moirice  du  feu, 
4Si4,  ou  Mémoire  de  II.  Clapeyron  au  33*  cahier  du  Journal  de  l'École  polytech- 
nique], parce  qu'il  suppose  que  pendant  la  déformaiioii  de  l'élément  on  lui  enlève 
de  la  chaleur  de  nMBièré  que  sa  température  ne  varie  pas.  Il  me  semble  qu'on  peiat 
se  dispenser  de  ces  considérations  en  supposant,  comme  nous  venons  de  faire,  que 
le  corps  conserve,  au  lieu  de  sa  température,  sa  quantité  de  chaleur  sans  déper- 
dition ni  teqnititioB. 
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sont  à  sg'ôQter  aux  quinze  égalités  (1/^9)  pour  réduis  ces 
cients  à  quinze  inégaux,  conformément  aux  $$  précédents  et  à 
qui  a  été  prouvé  surtout  au  $  21  par  d^autres  considératioi»*  sont 
les  six  suivantes  : 


(i50)         { 


a^f  ia  =c  a^cyc ,   à»Bmâ  ^=  SubM  »  ^m^n  ^^'Vt  f 

permettant,  comme  on  voit,  la  permutation  même  ^une  éës  déox 
premières  sous-lettres  avec  une  des  deux  dernièréi  de  <shju)tie 
coefficient  m ,  ce  dont  résulte  la  réduction,  à  un  seul,  des  dâoi 
eoeifteients  de  Tisotropie,  qui  subsistent  indépendants  si  Voh  n*ad- 
met  que  les  quinze  éj^téâ  (1/^  de  Green. 

S  71.  Examen  ée$  raisonnements  par  lesqttels  diters  GéMtêirês 
étrangers  établissent  les  formules^  sn  apparent  sans  ^toeppàt^êr 
sur  la  loi  des  actions  entre  points  matériels  srùtant  lettre  lignes 
de  jonction»  —  Plusieurs  d'entre  eux  se  contestent  de  ^Bre  qiit  par 
cela  seul  que  les  six  variables  appelées  par  nous  d»,  ..^  g»,,  aoal 
très-petites,  les  pressions  ne  peuvent  en  être  que  foi&ctioiis  li- 
néaires. C'est  le  raisonnement  qu'a  paru  faire  Poissoa^  à  la  p«  tt 


n*  38  de  son  mémoire  cité  de  1829.  Noos  avons  montré 
ment,  au  %  55,  p.  662 ,  qu'il  pèche  par  sa  base ,  à  moins  qu^on  ne 
Tappuie  tacitement,  comme  vraisemblablement  le  faisait  Poîssod^ 
sur  cette  loi  des  actions  à  distance  qui  est  ce  dont  les  àtiteaf^ 
dont  nous  parlons  veulent  précisément  éluder  remploi  aâa  de  a« 
pas  en  admettre  les  conséquences. 

Pareille  chose  peut  être  dite  du  raisonnement  fait  par  Green 
(S  69),  lorsqu'il  pose  pour  sa  fonetioa  potentielle  ^  o«  f  «ae 
somme  de  fonctions  homogènes  entières  des  degrés  i,  2,  8,  ...«  tîn 
géomètre  tel  que  luisavait  cependant  que  tout  développement  d'une 
fonction  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  aseeofdantes  de 
ses  variables,  ne  commence  pas  nécessairement  par  des  termes  des 
degrés  1  ^t  2.  Il  avait  donc  égard  apparemment ,  sans  s'en  rendre 
compte,  à  la  nature  particulière  de  la  fonction  et  de  ses  six  variante 
très-petites  d,  g,  qui  ne  sont,  comme  nous  l'avons  remarqué  (même 
%  55),  que  des  projections  moyennes  ^accroissements  d'autres  v»- 
riabies,  les.  distances  moléculaires.  C'est  uniquement  parce  que  les 
forces  en  jeu,  dont  9  exprime  le  travail,  sont  dirigées  suivant  les 
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drdltefa  cjut  ttëémt*éf<it  des  distance!)  et  sont  foilctiôtis  contlnties  de 
leurârgT&âdeurs,  que  Gfeeù  à  pii  êtfe  autorisé,  dans  son  développe- 
ment qui  fevieùt  à  celui  de  Tajrtor  à  siJc  variables,  à  affecter  des 
puissances  i  et  2  les  premiers  termes. 

Et  si  Ton  prétendait  que  les  forces  réciproques  dépendent  bien 
des  grandeurs  des  lignes  de  jonction  des  points  mais  ne  s^exercent 
peut-être  pas  suivant  leurs  directions,  ne  serait-ce  pas  boulever- 
ser, pour  le  besoin  d'une  cause,  les  plus  simples  notions,  «^engager 
dans  le  vague  et  même  dans  le  non-sens,  et  nier  d^ailleurs  le  prin- 
cipe de  réaction  contraire  à  Faction,  duquel  il  résulte  que  la  direc- 
tion d^iùe  force,  puisqu'elle  ne  peut  tendre  qn*au  point  qu'elle 
meut;  no  peut  partir  que  du  point  dont  elle  émane. 

Semblable  observation  peut  être  faite,  à  fortiori,  sur  lè  double 
axiome  que  M.  Maxwell  (')  propose  comme  extension  de  la  loi  ex- 
périmentale de  Hooke  :  1*  S!  des  pressions  s^exefcent  en  un  point 
d'uû  borpÈ  (R  le  suppose  isotfôpe)  suivant  trois  directions  rectan- 
gulaires, leur  somme  est  égaie  k  celle  des  tfols  compressions  qu'elles 
produisent,  multipliées  par  uU  premier  coefficient;  if  la  différence 
de  deux  qtielconques  de  ces  trois  pressions  est  ^gale  à  la  différence 
des  compi^essioiiS  correspondantes  multipliées  par  un  deuxième 
coefficient,  dont  M.  Maxwell  regarde  le  rapport  avec  le  premier 
coinme  variable  suivant  la  nature  du  corps.  Rien,  évidemment,  ne 
peut  Justifier  radoption  à  priori  de  ces  prinelpest  et  leur  subeli- 
tution  à  la  loi  des  actions  à  distance  entre  points  élémentaires  sui- 
vant tes  lignes  de  Jonction  de  ceui-ci  deux  à  deux. 

Un  savant  éminent  du  même  pays,  M.  Stoke§,  M  lieu  do  se  borner 
à  des  raisonnements  purement  mathématiques,  ou  bien  à  des  asser- 
tlonSf  invoque  judicieusement  un  fait  d'expérience: 

«  La  capacité,  »  dit-il,  é  que  les  solides  possèdetit  d'être  mis  dauâ 
«  un  état  de  vibrations  isochrones  montre  que  les  pressions  qui  j 
a  sont  appelées  en  action  par  de  petits  déplacements  dépendent  de 
«  fonctions  homogènes  du  premier  degré  de  ces  déplacements  (*). 


(1)  On  Sptilibrrmn  of  eUêUc  Bodiet ,  lu  le  48  férHer  ISSO  et  inséré  flQ 
l.  XX  (4863)  des  TtanmeUonM  of  the  B&yal  Society  of  EiitiBittjfh,  p.  87. 

(^)  Onihe  Theoriet  of  the  Mtmml  Friction  of  FUtktt  in  MotiofH,  aM  of  the 
g^iUbrium  and  Motion  of  eUutic  SoUét,  lu  le  U  kvHT  f848  et  inpriltié  au 
volume  VIII,  part.  IH  (4847)  det  Traii8«  Cambridge,  p.  84  4. 
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c  En  supposant  de  pins»  »  continue-t-ll,  «  conformément  an  prin- 
«  cipe  de  superposition  des  petites  quantités,  que  les  pressiODs 
«  dues  à  divers  déplacements  s'ajoutent^  les  pressions  en  sont  fosc- 
«  tiens  linéaires.  » 

Nous  reconnaissons,  dans  ce  fait  de  «  Tisochronisme  des  vibra- 
tions, »  attesté  par  les  phéDomènesdu  son,  etc.,  une  excellente 
preuve  que  les  forces  développées  par  les  déplacements  relatifs, 
c'est-à-dire  par  les  changements  très-petits  de  distances  matuelles 
des  points,  sont  proportionnelles  à  ces  changements.  Mais  quelles 
sont  ces  forces  qui  se  trouvent  réellement  en  jeu  une  fois  que  le 
corps,  légèrement  déformé  par  une  application  momentanée  de 
quelque  force  extérieure,  est  abandonné  à  lui-même?  Nous  ne 
voyons  pas  que  ce  soient  les  pressionsy  qui  ne  sont  après  tout  que 
des  forces  fictives  comme  toutes  les  résultantes  ou  les  sommes  de 
composantes.  Ce  qui  agit  pour  produire  ou  pour  continuer  le  mou- 
vement vibratoire,  ce  sont  les  actions  moléculaires  iq^livlduelles, 
dont  la  considération,  loin  de  pouvoir  être  éludée,  a  paru  néces- 
saire, même  pour  définir  les  pressions^  aux  savants  qui  ont  voulu 
en  donner  la  définition  d'une  manière  rationnelle  (0  ;  et  le  fait  des 
petite9  vibrations  isochrones  des  solides  nous  semble  la  pins  forte 
preuve  de  Texistence  de  ces  actions  mutuelles  k  distance,  recon- 
nues dès  Tantiquité  ('),  et  dont  la  loi,  indiquée  par  Newton  ('), 


(*)  On  a  quelquetois  défini  la  pression,  dans  un  corps  solide  on  fluide,  TaciK» 
qui  y  serait  exercée  sur  uae  petite  surface  plane  qu'on  imagine  i  son  intèrieor 
si  cette  face  deTenatl  rigide;  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  la  force  qu'il  faa- 
draii  y  appliquer  sur  chaque  élément  de  son  plan  pour  maintenir  en  équilibre  la 
partie  du  corps  située  d'un  de  ses  deux  côlés  si  Ton  venait  à  auppriroer  toute  la 
partie  siiuée  de  l'autre  côté  du  naênie  plan  (Exercices  de  M.  Cauchy^  9*  année, 
4827,  p.  42,  et  l"  Leçon  sur  l'élasticité  de  If.  Lamé). 

Mais  M.  Lamé  a  très-bien  montré  (idem,  §  5)  que  cette  déOnition,  en  apparence 
plus  simple  que  celle  qui  fait  consister  la  pres«lon  en  une  résultante  d'actions  mo- 
léculaires, ne  dofine  aucune  idée  exacte^  et  que  sa  simplicité  n'est  même  qu'une 
pure  illusion.  Elle  pouvait  se  faire  accepter  du  temps  que  l'on  croyait  (et  on  ne 
l'a  Jamais  cru  généralement)  à  la  continuité  de  la  matière  et  à  l'aciion  au  con- 
tact seulement  ;  mais  l'action  sur  une  surface  n'a  plus  aucune  signification  de- 
puis qu'on  sait  que  les  forces  s'exercent  à  distance,  et  que  par  conséquent  (con- 
tinue M.  Lamé)  les  actions  répulsives  et  attractives  émanent  non-seulement  de  U 
première  couche  infiniment  mince  mais  aussi  des  couches  postérieures  jusqu'i  Is 
dislance  où  elles  cessent  d'avoir  une  grandeur  sensible. 

(')  Bacon.  De  la  Sagesse  des  anciens,  XV. 

(>)  Surtout  i  la  fin  du  Traité  d^optique,  question  XXXI. 
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a  été  admise  et  appliquée  avec  succès  par  Laplace,  Fresnel, 
Ampère,  Gauss^-etc.»  avaot  d'être  Tobjet  des  calculs  plus  déve- 
loppés de  Navier,  Gaucby,  Poisson-,  MM.  Lamé  et  Clapeyron,  etc., 
relatifs  aux  corps  élastiques,  et  est  aujourd^bu!  mise  en  tête 
des  traités  de  Mécanique  ou  de  Pbysique  les  plus  suivis. 

Aucun  des  raisonnements  apportés  pour  établir  les  formules 
linéaires  de  Télasticité  sans  invoquer  cette  loi  dA  actions  à  de  pe- 
tites distances,  ne  parait  donc  acceptable,  et  il  faut  Tadmettre 
avec  ses  conséquences  (150)  comme  (149J  limitant  le  nombre  des 
coefficients  inégaux  qui  entrent  dans  les  formules. 

S  72.  Examen  des  motifs,  censés  tirés  des  faits'^  sur  lesquels 
plusieurs  d^ entre  eux  appuient  la  conservation  de  vingt  et  un  coeffi^ 
*  dents  pour  le  cas  général  de  contexture^  et  de  deux  pour  celui  de 
risotropie.  —  1*  George  Green.  —  Le  motif  de  cet  illustre  physicien 
a  été  évidemment,  avons-nous  dit  ($  69),  la  faculté  que  donnent 
les  coefficients,  portés  à  ce  nombre,  de  se  rapprocher  davantage 
de  la  théorie  de  Ttesnel,  c^cst-à-dire,  en  premier  lieu,  non  pas  do 
supprimer  le  rayon  invisible,  ou  troisième  rayon  de  Gauchy  à  vi- 
brations longitudinales  non  éclairantes  (car  Green  reconnaît  que 
sans  son^ntervention  il  est  impossible  de  satisfaire  aux  conditions  à 
la  surface  de  séparation  de  deux  milieux),  mais  d^atténuer  considé- 
rablement la  petite  proportion  de  vibrations  transversales  ou  éclai- 
rantes qu^il  fournit  à  l'émergence;  et,  en  second  lieu,  de  rendre 
possible  Texistence  de  quelques  corps  transparents  biréft*ingents 
dans  rintérieur  desquels  ces  vibrations  puissent  être,  comme  dans 
Tair,  les  unes  exactement  transversales  ou  parallèles  aux  plans  des 
ondes  comme  le  pensait  Fresnel,  les  autres,  par  suite,  exactement 
longitudinales  ou  perpendiculaires  aux  mêmes  plans.  Green  recoq- 
nalt  bien,  comme  nous  avons  dit  au  même  paragraphe,  qu*un  cristal 
peut  être  transparent  et  biréfringent  sans  que  les  choses  se  passent 
rigoureusement  de  cette  manière;  mais,  ajoute-t-il,  vu  le  grand 
nombre  des  éléments  du  calcul,  «  la  nécessité  absolue  pour  tirer 
«  des  conséquences  qui  aient  quelques  chances  d^application  pra- 
«  tique,  d'introduire  des  restrictions  arbitraires,  nous  conduit  à 
«  examiner  Jusqu'à  quel  point  la  fonction  (7]  due  aux  forces  inté- 
«  rieures  peut  être  limitée  en  se  bornant  à  la  considération  de  ces 
I.  46 
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«  milleax  où  les  vibrations  transversales  peavent  toujours  étro 
«  exactement  parallèles  aux  plans  des  ondes,  s 

Green  trouve  que  pour  donner  cet  exact  parallélisme,  les  vingt 
et  un  coefficients  doivent  être  aaéi^jettis  à  qmtorxe  conditions  ou 
relations  qui,  avec  nos  notations,  sont  les  suivantes  : 

(ioij  tijcxxx  =  >^yt^yv  ^^^  ^uxs  =^  2ayayi  +  a^yss  =  23^x1x4"  ^xisx  ^^^  2axyjry  +  û^xy»» 

(152)  .  ftjtzyt  "T  «a^^Xy  ^^  Vf      ayysx  4"  2aiyya  =  0,      ^Uzy  4"  SSyijjc  =  0, 

(153)    ayyy,:r=o,  a^^y  =  0,  a»M  =  0,  ajcx]c<==0,  ax«Y  =  0,  ayyyx=0. 

Commençant  par  le  cas  particulier  de  trois  plans  de  S3rmétrie,  Green 
prouve  que  ces  conditions  (réduites  alors  aux  cinq  premières  (151) 
puisque  les  coefficients  compris  aux  neuf  autres  sont  déjà  nuls  dans 
ce  cas)  sont  les  mêmes  s^il  y  a  des  pressions  extérieures  se  trans- 
mettant à  rintérieur  et  y  produisant  déjà  des  pressions  p^'a»,  p^yy  > 
p^nx  avant  les  mouvements,  car  celles-ci  disparaissent  dans  le  calcul. 
Nous  avons  reconnu,  en  généralisant  Tanalyse  de  Green,  que  la 
même  disparition  a  lieu  pour  le  cas  de  contexture  le  plus  générai  ; 
les  pressions  primitives  p'^vtj'^y y »?*"«#  p%i9P*M»p*^  peuvent 
donc  avoir  toutes  les  grandeurs  qu^on  veut  sans  rien  changer  aux 
conditions  (151),  (152),  (158)  d'exacte  transverscaUé^  qui  régissent 
ainsi  les  seuls  coefficients  a(*). 

Si  Tou  admet  entre  les  coefficients  »,  outre  les  quinze  égaliU'^ 
(lAO)  do  Green,  les  six  égalités  complémentaires  (150)  dft  Gauchy 
et  de  Poisson  ayy,x  =  Sysys,  a««y.=  hux^  etc.,  conséquence  de  la 
loi  des  actions  moiéculaires,  les  quatorse  relations  Green  (151), 
(152),  (153)  se  réduisent  à 

a^jw»^^  Syyy=S  atX3t=  Ohf$yt^^  O^tXSK^^^  Oa^yjcy ^^SSyjf  sa^^OStirjP^  wSrjryy 

et  tous  les  autres  coefficients  a  ==  o  ; 


(1}  Voici,  «ucciDeioRieiit,  c«Ue  tnalyM  géfiêr«iii6o. 

Si,  p  reprèscDUDl  la  densité  du  milieu  élhcré,  et  t  le  temps.  Von  met,  daos 

...  =  p  -T^  entre  les  pressions  cl  les  inerties,  pour  pxx»  ...p«y  leurs  valeurs 

Icâ  plus  générales  rcUlifes  au  cas  où  il  y  a  des  pressions  antérieures />Vx  . . .  p^xf 
tt  qui,  comme  nous  atons  dit  à  la  noie  du  §  Î3,  p.  57î,  sobUenncnt  en  mcV 
tanl  dons  les  foroulet  (U)  de  la  p.  664,  pour  les  sis  cosinus  Cy,,,  c^jy,  etc.,  les 

vakurs  (t7)  Cyi,  =  -p-  ♦  ...  cy ig  =  -  -  «ie  la  p.  571,  et  pour  D*,  t^y  . . .  gry  leur* 
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c'ûst4-dire  (S  69}  que  la  vraio  conditjon  du  parallélisme  des  vi- 
brations à  toutes  les  ondes  est  Visofropie  du  milieu  ;  ou  que,  confdr- 


..     du    dv  du      dv 

▼alcurs  (M) --,--,  ...--4----  du  g  29  relalÎTCS  aux  déplaccménls  uèi- 
dx'  dy  dy      dx        ^ 

petits  (Toycz  d'ailleurs  ces  formules  (S  12)  au  §  84)^  Ton  reconnaît  que  les  termes 

nôgaiirs  en  p'*  sont  détruits  par  d'autres,  et  Ton  obtient 

T — :; 1 — j —  i — 3 — > 

ivMi  ^^       ^y       ^^ 

d^w  dho  ,  dho   ,  ^         d^w    ,  dp^g^  .  cf/)*«,  .  dp^„ 

équations  dont  les  parties  en  p^  peuTent  aussi  s*obtenir,  comme  on  verra  â  l'Ap- 
pcndfce  complémentaire  (fin  du  S  S4),  sans  se  servir  des  formules  (H)  ni  In- 
voquer explicitement  la  loi  des  actions  moléculaires  qui  a  servi  à  établir  ces 
formules;  et  où  p^g-gy  p^yy^ ...  p^^y  représentent,  comme  au  §  23  et  à  sa  note, 
les  expressions  suivantes  (13) 

du  dv 

-  +  a^.yyjj  + +acxr» 

.   .     du  dv  (du      dv\ 


p  XX  —  ax«  «;«---  +  •««  yy  T"  "i" H*  •«'  ■ 


\dy  ^  dxy 


1         d«  .  cf»  /du       dv\ 

P'^y  =  ixyzr  ~  +  a,»  y  y  —  + +  «^l^xy^^Jj^  +  — j. 

Or,  en  remarquant,  avec  M.  Lamé  (11*  leçon,  p.  138)  qu'à  une  grande  distance 
du  lieu  d'un  ébranlement  quelconque  on  peut  considérer  comme  pianos  des  por- 
tions d'unei  certaine  étendue  des  ondes  produites,  et  calculer  la  suite  du  mouve- 
ment comme  %\  l'ébranlement  s'était  opéré  suivant  un  plan  où  toutes  les  mole- 
cales  auraient  des  déplacements  égaux  et  parallèlet,  raisons,  comme  Groon 

(Ib6)  u=xf^!x-\-my-\-nZ'-\i),  t7=6/([te-fmy+»i2— V(),  v;=yf(îx-\-my+nZ'^\i)] 

expressions  qui  représentent  bien  les  trois  projections,  sur  les  ar,  y^  2,  de  dépla- 
cements moléculaires  (périodiques  ou  non)  tou|  parallèles  ei  égaux  sur  un  néroe 
plan,  et  se  propageant  par  ODdes  planes  avec  une  vitesse  V,  si  /* désigne  une 
fonction  quelconque,  a,  6,  y  les  eosinas  des  angles  constants  que  sont  supposés 

faire  avec  les  ar,  y,  z  les  déplacements  résulunts  V«"  +^  +  «•*♦  •*  '>  ••«  •■  '*• 
cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  mènes  coordonnées  la  direction  n  de  la  nor- 
male commune  aux  plans  de  toutes  les  ondes  i  en  Ix  -{-  my  -{-  nz  =  n,  projec- 
tion, sur  cette  normale^  du  rayon  vecteur  mené  de  Torlgine  au  point  quelconque 
(z,  y,  z),  représente  aussi  la  distance  de  Torigine  au  plan  d'onde  contenant  ce 
point;  et  comme,  après  un  temps  écoulé  <=:T,  les  déplacements  des  points ma- 
iériels  du  roCrac  plan  d'ooJc  ont  tous  pour  grandeur  ^(n— VT\  ils  sont  les  mêmes 
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niément  à  ce  qu*a  reconnu  Gauchy,  ce  parallélisme  est  incom- 
patible avec  la  double  réfraction. 


qu*éuient,  avant  ce  iempê^  oi|  pour  tszO,  les  déplaoements  de  to»  les  poinls  do 
plan  i  UDe  disUnce  n  —  VT  de  rorigine,  ce  qui  donne  bien  V  pour  la  vilesse  de 
propagation,  dans  un  sens  perpendicnlaire  aux  ondes,  do  ces  mouTenenU  oo 
déplacements  supposés  tous  parallèles  entre  eux,  égaux  pour  tous  les  points  de 
chaque  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  n ,  et  dont  la  variation  d'un  plan  i  l'aulra 
est  exprimée  par  la  fonction  f  â  chaque  Instant. 

En  substituant  dans  les  équations  différentiellet  (454)  les  valeurs  (456)  ainsi 
composées,  pour  reconnaître  é  quelles  conditions  elles  peuTent  bien  être  prisée 
par  les  déplacements  moléculaires  «,  v,  tr.  Ton  peut  ensuite  dïTiser  tout  par 
^f\lx-\-my-\-nZ'-\f)  ;  et  en  faisant,  pour  abréger 

A=a,xx«i*-fa«yr^*+«»««»*+î»»««^»+Sax««««^4-îajMj«»ïm, 

(457)  {  C=a*x,x/*+ayïyïm*  +  a»jMn*4-2a»«y,m»  +  aaMi;:iil-f  SayMztoi, 

D=a«rvP+«yir»»«*+a«*v»»*+  {a»f«»+»»»»«^  •»»  -1-(aKxy+ay„,)  ni  -f-  (a^^^+a -,^)|«, 

E==a«ix«*+»«w«**'+«"»»"*+(«"v«+*f"*J««+(«»»«+««"«)«l+(a««,.H-a,*r»)/»S 

1  F=a«,x»P+ay»«^*+a,„.n»+(ay^»+a,|^,)m»H-(aac^+a,M,)f»/+(a,«^+ax,.  ,)&•, 

on  trouTO  pour  ces  conditions,  entre  la  vitesse  de  prpagation  V,  la  direction 
(/,  m,  11)  de  la  normale  aux  pians  des  ondes,  et  la  direction  (a,  6,  y)  des  mouTC- 
menls  moléculaires,  trois  équations  contenues  dans 

(i|58)  A»-l-F6+ET_Fa-hB6-hDT^E(i+D6+CT_  ^_p 

^  a  6  T 

€   y 
L'élimination  des  -,  ~  entre  elles  donne,  eo  V*,  cette  équation  du  troisième 

s   s 

degré  (en  opérant  comme  on  Terra  au  §  84) 
(459) 

A+P-pV«)(0+.P-pV«)(C+P-pV«)— D*(A+P— pV«)-E»(B+P-pV«)— F«(C+P— pV»)+«DEF=0, 
prouTant  que  les  conditions  (458)  du  mouTcment  par  ondes  planes  sont  satis- 
faites par  trois  systèmes  de  valeurs  de  dz  V  et  par  suite  de  (a,  é,  y),  c'est-à-dire 
par  trois  grandeurs  de  la  vitesse  de  propagation  et  trois  directions  correspon» 

dantes  des  déplacements  moléculaires  y^it'-f  v*-|-tt>»  dans  l'espace,  pour  chaque 
direction  arbitrairement  choisie  (Z,  m,  n)  de  la  normale  n  aux  ondes. 

De  plus,  comme  on  obtient  que  quatrième  fraction  égale  i  ceUes  des  trois 
premiers  membres  de  (458)  en  prenant  pour  numérateur  la  somme  de  leura 
numérateurs  et  pour  dénominateur  la  somme  de  leura  dénominateurs  après  les 
avoir  multipliés  haut  et  bas  par  a,  €,  y  respectivement,  ce  qui  donne 

'(460)  Aa«  +  B6«4-CY«H-«D6y  +  ÎEYa  +  8Fa6=:pV«-p, 

équation,  en  coordonnées  polaires,  d'un  ellipsoïde  dont  le  rayon  vecteur 

Vpv*— p 

fiilt  avec  les  x^  y,  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  6,  y;  d'où,  de  nouveau, 
les  équations  (4  58)  comme  condition  de  maximum  et  de  minimum  du  rayon  vec- 
teur en  combinant,  avec  a*  +  6>  +  7*=  4  d'où  ocTa  +6d€  +  yây  =  0,  la  diflé- 
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Mais  voyons  ce  que  peuVeat  signifier  les  quatorze  relations  (151), 
(152),  (153)  de  Green  quand  on  n'admet  point  les  six  égalités  com- 


reotlello  in  4**  nembra  do  (460)  égalée  i  lëro,  on  foil,  el  U  fornie  eonniM  Jet 
équalloM  (15S)  et  (459)  monire  d'ailleurs  : 

4*"  Que  les  iroii  deml-uei  de  eet  ellipsoïde  dont  réquaUon  en  coordonnées 
ordinaires  esl 

(4  64  )  âa:»  4-  By»  +  Cz"  +  Ithyz  +  %Ezx  +  aFapy  =  4 

donneront,  en  grandeur,  les  inverses  des  trois  Tslenrs  de  Vpv«— P. 

9*  Que  leurs  dlrecUons,  reelangulaires  entre  elles,  donneront  celles  des  mon* 
Yements  moléculaires  correspondants. 

Et  eomue,  lorsque  le  milieu  est  Isotrope,  ou  que  les  S4  eoelBclents  ixxzx,  etc., 
se  réduisent  aux  deux  e,  e'  du  S  S6,  et  les  composantes  f>ui  etc.,  i  une  seule  po, 
les  équations  (459),  (460)  prennent  la  forme 

\      «  (**  +  y*  +  «•)  +  (e  +  eO  (te  +  »y  +  i«r)*  =  4 , 

l'ellipsoïde,  coupé  alors  suiTsnt  des  cercles  par  tous  les  pians  d'onde  te+my+Nz= 
constante,  devient  de  réTolulioo,  et  les  mouvements  moléculaires  de  deux  des  trois 

VPo  -i-  e     4  /p«  4*  a^yctf 
=^\/  ' ^-^1  «ont  Èranà- 

vmaux,  6'eit-i«dire  parallèles  aux  plans  des  ondes,  tandis  que  les  mouvements  du 


troisième  se  propageant  avec  une  vitesse  W   ■*^-  =  \/  -^ — 


P 
sont  ïoHgUudinaux  on  dans  le  sens  de  propagation,  perpendiculaire  aux  ondes* 

On  voit  bien  que  dans  les  milieux  isotropes  les  deux  premières  ondes  se  confon- 
dent, et  U  n'y  en  a  cilnat  qti^unê  à  vUfraUotu  tratuvertaUê  ou  vUihUe» 

Green,  qui  arrive  aux  résultats  préeédenu,  reconnaît  comme  on  voit,  avec 
Caucby,  qu'une  onde  plane  excitée  dans  un  milieu  se  décompose  généralement 
es  trois  autres  ondes  parallèles,  se  transmettant  avec  des  vitesses  différentes  et  où 
les  molécules  vibrent  dans  trois  directions  aussi  différentes^  rectangulaires  entre 
elles;  ou  que  lorsqu'un  rayon^  dont  les  points  successifs  sont  la  suite  continue 
des  intersections  de  plans  d'onde  peu  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  pénètre  dans 
un  cq^lal  où  l'étber  est  i  l'état  bélérotrope ,  Il  engendre  trois  autres  rayons, 
qu'on  peut  dire  polarisés  parallèlement  aux  trois  axes  d'un  certain  ellipsoïde  dé- 
pendant, et  de  la  direcUon  du  rayon,  et  des  élasticités  en  divers  sensi  Pour  ex- 
primer que,  dans  deux  des  ondes,  les  mouvements  moléculaires  soient  ce  que 
suppose  Fresnel,  ^est^à-dire  exactement  parallèles  à  leurs  plans,  il  remarque 
(p.  437  de  son  S*  mémoire)  que  le  mouvement  moléculaire  dans  la  troisième  onde 
doit  être  perpendiculaire  i  son  plan,  ou  que  les  équations  (458)  doivent  être  saUs- 
faites  en  mettant  f,  ni,  »  à  la  place  de  s,  6,  y,  ce  qui  donne 

'4  63)  i  ^^  ""  ^'*'  "*■  '^^*'  ""  ^^  "^  """"•  ""  ^'"^  ^  ^• 

^      '  ((6-C)mJi  +  D(»«  — m«)-hFnZ— E/w=iO. 

On  voit  bien,  ainsi  que  nous  avons  annoncé^  vu  que  ces  équations  ne  contien- 
nent point  P^  qu'elles  sont  indépendanlee  des  composantes  P*xs,p*yyt  •*»p*xy, 
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plémentaires  (150)  oiUa  rédaction  d6s  coefficients  à  quiose  dietiaets. 

Nous  avons  trouvé,  en  nous  servant  de  formules  de  changenaents 
d'axes  facilement  déduites  de  celles  (U)  et  (11),  des  $%  17  et  19  : 

i**  Qu'il  suffit  que  ces  l/i  conditions  soient  remplies  relativement 
h  on  système  d'axes  x,  y^  x  pour  qu'elles  le  soient  relativement  à 
tout  autre  système  rectangulaire  x',  xf^  ^^  et  pour  que  le  coefficient 
aj:yz/x,x/  ait  la  même  valeur  en  tous  sens  ou  quelle  que  soit  la  direction 
de  a;';  en  sorte  qu'il  est  égal  à  la  somme  ^n^,v  +  ay^,„s,  quelles 
que  soient  les  directions  de  y'  et  de  z'  rectangulaires  entre  eux  et 
à  x*  ;  que  ac,x;xfy/  est  nul  quelles  que  soioït  les  directions  rec- 
taiigulaires  de  x'et  '^\  enfin  que  toutes  les  sommes  telles  que 
a»ixry»f  -f  Sagic^x/y»  sout  nuUos  aussi. 

2*"  Que,  réciproquement,  une  de  ces  conditions,  si  elle  est  remplie 
en  tous  sens  ou  quelles  que  soient  les  directions  de  x',  y\  z',  en- 
traîne les  autres  (451),  (152),  (153),  et  pour  toutes  les  directions 
rectangulaires  possibles  ('), 


en  sdfte  qu'on  ne  peut  pat  chercher  dans  TexisteDce  possible  de  pressions  anté- 
rieures U  réponse  aux  difficultés  auxquelles  nous  allons  voir  que  conduit  l'hypo- 
thèse qiM  Green  et  Fresnel  se  sont  Imposée. 

En  y  metunt  pour  A,  B,  •.•  F  leurs  valeurs  (457)  en  2,  m,  f»,  on  déduit  de  ces 
deux  équations  (463)  qiie,  dans  tout  milieu  bélérotrope^  l'exact  parallélisme  det 
vibrations  a  lieu  seulement  pour  certaines  valeurs  de  l;  m,  Ji,  ou  pour  certainot 
directions  dos  plans  des  ondes  (voy.  Appendice  complémentaire,  §  87). 

Mais  Green  cberohe  queilei    conditions  doivent   remplir  les  SI   coefficients 

axxMf  etc.,  pour  que  ce  parallélisme  ait  lieu  qm\UM  que  Boient  les  dirêcUonM  des 

ondeê,  U  faut,  pour  lea  obtenir,  égalera  téro  les  coefficients,  dans  (463),  de  chaque 

m    n 
puissance  ou  produit  du  quatrième  degré  des  rapports  y ,  -  des  cosinus.  On  trouve 

S8  équations  dont  \h  rentrent  dans  les  autres  et  qui  se  réduisent  ainsi  aux  f4 
conditions  (451),  (459),  (453)  du  texte.  •     • 

(4)  En  elTet  nons  trouverons,  dans  rAppendicc  complém",  §  86,  qu'en  général 
si  n,  s,  p,  q  sont  quatre  directions  prises  parmi  celles  des  axes  nouveaux  x',  y',  z', 
et  si,  comme  au  §  23,  c,j  désigne  le  cofinus  de  l'angle  de  deux  directions  t,^. 
Ton  a  l'expression  générale  suivante,  où 

sont  de  purs  symboles  qui  par  leur  multiplication  algébrique  engendrent  les 
coefficients Sxzra;,  etc.,  en  mettant  leurs  sous-lettres  i  la  suite  les  unes  des  autres 
dans  l'ordre  où  les  multiplications  sont  indiquées  : 

(464)  inipq  =  (a«Cn«  +  ayeny  +  aaCoi)  (arCi*  +  aye^y  +  a«CM)  X 

X(»xCp*  -f  aycpv  -f-  Sicpi)  (aacqj  -f-  Sycqy  -f-  a^qi). 
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On  voit  que  rexaote  iransversaliié  des  mouvement»  moléculaires 
dans  deux  des  ondes  pour  toutes  les  directions  des  plans  de 
celles-ci  exige  raccomplissament  d*une  foule  de  conditions  qui 
sont  généralement  caractéristiques  des  corps  ou  des  milieux  iso* 
tropes;  surtout  celle  que  nonnseulement  une  dilatation  d«'  ne  pro- 
duise dans  un  corps  qvCune  pression  normcHe  p^^  sans  aucune 
composante  tangentielle  sur  une  face  quelconque  perpendiculaire 
à  sa  direction  2;'(a«,y,«,2,  =  0,  ^zt^^xw  =  0),  et,  aussi,  qu'un'  glisse- 
ment sur  une  face  n*y  engendre  Jamais  que  des  composantes  tan- 
gentielles  i^^mi^^i  =^  0)«  mais  enoore,  qu*en  tous  sens^  ou  quelle  que 
soit  la  direction  de  of  dans  ce  corps,  una  égale  dilatation  D»  en^ 
gendre  dans  ce  corps  une  pression  d^égale  intensité  p^w 
(tixtxixtst  constant). 


Or  on  en  déduit,  par  ezemplo, 

Zxixixtxt  =  ^xxxzC^xxi  4"  •yyyyC*yx#  4-  istxzt^sxi  +  ^(Sayjyt  +  *yy%»)t^yxif^»xt  + 

+  8(2»*z»»  +  Utsoxjthxif^xxt  +  2(*««y*w  +  ««a5yy)c*«j/«*v«i  +  9  aulres  tormea^ 

et  ceax-ol  •on.t  nuls  al  les  oonditlona  (15S),  (153)  sont  remplies,  ce  qui  dit,  si 
(151)  sont  remplies  également, 

ixtrtztxt  ==  9xrzic{f^xxf  +  C  yxi  +  ^MXf)   ^^^^  ^xxxx» 

Donc  Zxtxtxixt  est  le  même  quelle  que  soit  la  direetion  de  x\ 

On  trouvera  la  même  expression  Zjtxxx  pour  3ax;y>«/y;  H~  *c/«'y'y/  qoeltes  qu4 
foieot  lei  directions  de  9*  et  de  y'. 

On  trouverait  de  la  même  manière  que 

Et  a«fx/y/f  /  -h  2a«isw/y/ = la  même  choae  + 

-j-  Sa#9JS9(e«;SfCjtyf  +  CyXlOyyi  +  Oc^fCfyf)  (fixMfixpi  +  Cy«rCy«#  +  CwiC«*»), 

et  sont  par  conséquent  =  0  tons  deux  pour  tontes  les  direetiona  de  c'y  y',  z', 

Réciproquement  si  ixmmxi  ^=^  9xx99  OU  si  Ton  peut  poser,  quelle  que  soit  la 
direction  de  x' 

0  =  9xixixixt  —  a«zx«(c'xx/  +  C'yz;  +  C*«x»)*, 

on  trouT.e,  en  substituant  Texpresslon  trouvée  tout  à  Pheure  pour  tx'xtxtxt  et 
plaçant  d'abord  x*  dans  le  plan  wy,  une  équation  qui  réduite  et  divisée  par 
CxxtCfixi  donne  a^cxy  =  0  quand  on  y  fait  Cxti  =  1 ,  et  ayyy«  =  0  quand  on  y  fait 
Cxx/=  0.  La  même  équation  donne,  par  suite,  axxyy  +  Sa^yxy  -r  axxxx=  0,  ce 
qui  permet  d'effacer,  dans  Péquatlon  non  particularisée,  tout  excepté  des  termes 
susceptibles  d'être  divisés  par  Cs«fCy«rCsxi,  et  l'on  obtient  alors  axcys+^i«cry=0 
en  faisant  Cxx;  ==  1 .  D'où  tontes  les  conditions  (151),  (153),  (153). 

Le  même  procédé  prouve  que  ces  quatorze  conditions  sont  également  entraî- 
nées soit  par  ax/xrx/v;=0,  soit  par  »xtxtynt-{-^9%fxixiyt=^(^9  soit  par  axr«;xrxf=S 

=  Saxfy/«fvf +  2«/cryryf=0,  sl  Toue  de  ces  trois  égalités  a  lieu  pour  toutes  les 
directions  de  x',  y',  s';  ce  qui  démontre  toutes  les  réciproques. 
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Or  une  pareille  égalité  est  contraire  à  toutes  les  idées  qu^on 
peut  se  former,  d*après  les  ftdts,  des  corps  doués  de  la  double 
réfraction.  Us  sont  cristallisés  sous  des  formes  polyédriques  non 
régulières  et  variées,  ils  offrent  des  clivages  dans  des  directions 
particulières,  etc.,  ils  sont  en  un  mot  ^'une  contexture  essentiel- 
lement inégale  et  qui  doit,  tout  porte  à  le  présumer,  rendre  iiié« 

gaux  en  divers  sens  x' ,  dans  Téther  dont  ils  sont  imprégnés,  les 

• 

rapports  ^^  =  a«,«/<;xi  des  pressions  p  aux  petites  dilatations  D  qui 

les  engendrent,  et,  aussi,  rendre  les  pressions  obliques  aux  dilata* 
tiens,  excepté  pour  un  petit  nombre  de  sens  principaux. 

Cette  présomption  se  change  en  certitude  si  Ton  se  rappelle  le 
fait  de  la  biréfringence  artificiellement  produite  par  une  com- 
pression donnée  dans  un  seul  sens,  ou  inégalement  dans  plu- 
sieurs, à  un  corps  amorplie  primitivement  isotrope  et  uolré- 
fringont,  tel  que  le  verre.  On  tire  facilement  (voy.  Appendice 
complémentaire  $  90),  des  formules  telles  que  (26)  ai»;«   =;: 

2  s  '"^  Ir  ^^(''•^î»  *»m  =  5  S'"^*^  cos*(r,y)  du  S  23,  p.  570/ 

que  quand  les  molécules  sont  inégalement  espacées  dans  les  sens  x 
et  y,  les  coefficients  a^M»*  ayyyy  sont  inégaux.  Si  l*on  rejette  ces 
formules  parce  que  Ton  refuse  d*admettre  la  loi  d'actions  molé- 
culaires qui  a  servi  k  les  établir  (et  qui  ne  préjuge  pourtant 
rien  quant  à  la  forme  de  la  fonction  Jr  des  distabces  moléculaires}, 
il  est  impossible,  quelque  chose  qu'on  puisse  concevoir  à  la  place 
de  cette  loi,  ou  quelque  inexpugnable  que  soit  le  scepticisme  der- 
rière lequel  on  se  retranche,  de  ne  pas  convenir  que  Tinégai  rap- 
prochement moléculaire  en  divers  sens  doit  influer  sur  la  grandeur 
des  élasticités  directes  a«ecc  et  ne  pas  se  borner  à  influer  sur 
celle  des  élasticités  tangentielles  a«ycy,  ay,y,  ou  bien  des  élasti- 
cités latérales  a««yy,  a^y..»  qui  certainement  sont  inégales  dans  les 
milieux  biréfringents.  Un  corps  ou  un  milieu  ne  peut  être  élas- 
tique et  vibrant  si  ses  parties  n'agissent  pas  les  unes  sur  les  autres 
à  distance  ;  et,  quel  que  soit  le  mode  de  leurs  actions,  il  n'est  pas 
possible  d'imaginer  qu'elles  rendent  celles-là  parfaitement  égales 
en  tous  sens  et  inégales  colles-ci. 
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Concluons  que  les  quatorze  égalités  ou  relations  (151),  (lô2)« 
(15â)  trouvées  par  Groen  comme  condition  pour  qu^un  milieu 
élastique  propage  en  tous  sens  des  vibrations  exactement  parallèles 
aux  plans  des  ondes,  n*exprlroent  que  Vuotropie  du  milieu  ou  la 
complète  symétrie  de  sa  contexture  en  tous  sens;  ce  qui,  comme 
on  a  vu,  exclut  la  double  réfraction  en  réunissant  en  un  seul  les 
deux  rajons  capables  d'aifccter  le  sens  de^  la  vue  par  le  mode  des 
vibrations  qu*ils  propagent. 

Les  tentatives  de  conciliation  de  la  biréfringence  avec  l'exacte 
transversalité  des  vibrations  se  propageant  sans  décomposition  dans 
Viniérieur  des  corps  transparents  qui  en  jouissent,  n'aboutissent 
donc  qu'à  une  illusion  et  ne  fournissent  aucun  motif  d'admettre 
21  coefficients  a  inégaux  ou  de  rejeter  les  6  égalités  complémen- 
taires (150)  que  fournit  l'analjse  et  même  le  simple  examen  ($  21) 
des  actions  entre  molécules,  et  qui  réduisent  ces  coefficients  à  qumze. 

Il  faut  en  revenir,  pour  les  phénomènes  de  double  réfraction,  & 
l'explication  de  Caucby,  d'après  laquelle,  dans  ces  corps,  la  traus- 
versabilité  des  vibrations  pour  les  deux  rayons  perceptibles  n'est 
qn^approchée  ;  ce  qui  n'empêche  point  les  rayons  réfractés  de 
pouvoir  suivre  très-approximativement  ou  même  (rien  ne  l'em- 
pêche) tout  à  fait  exactement  la  marche  indiquée  par  la  surface 
d'onde  de  Fresnel  qui  résume  en  quelque  sorte  la  partie  la  mieux 
confirmée  de  ses  immortelles  découvertes,  et  dont  les  particula- 
rités étudiées  depuis  avec  sagacité  par  M.  Uamilton,  ont  donné 
des  résultats  curieux  si  admirablement  vérifiés  par  l'expérience  ('). 


{*)  Les  conditions  Grecn  ne  lonten  effet  nuliement  nécesMires  pour  obtenir, 
mime  exactement,  la  surface  de  Fresnel  ;  car  si  nous  rapportons  le  milieu  ètbérà 
aux  Intersections  x,  y,  z  des  trois  plans  de  symétrie  qu*il  possède  toujours  dans 
l'intérieur  d'un  cristal  biréfringent  de  forme  même  irrégulière  (to;.  app. 
complém.),  et  si  nous  faisons  pour  abréger,  comme  an  §  S4  et  eu  égard  aux 
égalités(U9)  ayyss  =  axsyy  etc. 

*      '  (  ayyM  =  d',   aux«=e'j  a«yy=r, 

réquation  du  3«  degré  (459)  en  V  se  réduit  i 

(i66) 
(ait  _^  f«i + «t» + P— pT«)(fi« + bm« + dn«  -f  P—  pf«)(eZ«+  di(i*4-  c»«+  P— pt») 
— (d+d<)«(ai«+  f««+  en»+P—  p?«)iii««»—  (e+  e')«(fl«4  bm«+  dn«-|-P—  pT«,»V 
— Cf+n'(«^  +  <l«'  +  «»*  +  P— P^'/«»'l-2(d  +  d'){e4-e'JCf+r)A»«»»=:0. 
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Ga  n'e^t  qu'à  rémergonce  des  rayons,  ou  à  leur  passage  dans 
Pair  ou  tout  autre  milieu  isotrope  ou  isophane  que  les  yibratlona 
deviennent  partie  exactement  transversales  partie  exactement 
longitudinales.  Gelles*oi  sont  insensibles  à  TcbU  et  forment  presque 


El  si,  w  lieu  dei  relations  Green  qui  se  réduisent  alors  à 

(467)  1  =  b  =  c  =  îd  +  d'  =  te  4  e'  =3  Jf  +  r, 

l*on  a  seulement  ces  quatre  relations,   moins  oombreoseï  et  plos  générales 

(46S 
(b— d)(c-Ht)-^dH-d')fcO,  (c-e)(«-eW«-f«1*=0,  (a— f)(b--l)-(f+l')*=0| 
(t-e)(b-0  (c-d)+(»-0  (b-d)  (c-.e)-2(d+d')  (e+e')  (f+f)  :=  0, 

celte  équation  (466)  derient  décomposable  et  peut  Otre  mise  tous  la  forme 

(469) 

rov»-  P-  âH-  bm^  ent^  (  (P^»-  P)«- [(e+0P+(f+d)««4-  (<<+e)»*](pî*-P)  »  —  o 
(pv-P-al«-.bm^e»»)jv«'        +(cf<«  +  Wm«+defi»)(««+m«+W  I"" 

En  effet,  si,  pour  un  moment,  on  désigne  par  L,  H,  N,  Q,  R  les  premiers  mem- 
bres respectifs  des  équations  (468)  et  (469),  on  peut  vèrlûer  par  des  défelop- 
pemenls  eomparatife  que  l'équation  (466)  refient  i  —  R4-L(a2S4-f«l*  + 
^-  en»  -f  F—  pf»)  m«ji«+  M  {tfl  4-  bm«+  du»  -f  P  —  pv*)nV  ^-  K(el«  -j-  dm*  -f- 
4- c«Hi*—p^')^*— Q'*^****=0.  •«  réduisant,  ▼u(468),  é  R=:Oouà  (469). 
Or,  en  mettant  pour  P  sa  râleur  (457)  p^xx  ^  +  p*yy  m*  +  p*,g  n*,  l*éqna» 
lion  (469),  oa  même  plus  généralement  l'équation  (466)  pu  (459),  peot  être  re«- 
gardée  oomme  roprésenlaot  en  coordounéus  polaires  une  siirfaco  dont  les  rajons 
fecteurs,  faisant  arec  les  x,  y,  z  des  angles  dont  les  cosinus  sont  /,  m,  n,  ont 

pour  longueurs  les  ipverses  -  des  vitesses  de  propagation  des  opdes  planes  pur* 

pendicQlaires  aux  directions  de  ces  rajons;  surface  dont  Téquation  du  6*  degré 
en  coordonnées  ordinaires  serait  obtenue  en  divisant  simplement  par  V^  et  écrivant 

s,  y,  z  â  la  place  de ,  Cette  surface  à  trois  nappes,  qui  a  son  centre  i 

i^origine,  n'élt  autre  cbose^  comme  l'a  remarqué  M.  Hailgbton  (Irish  Academy, 
vol.  XXI,  p.  479),  que  la  pofatrerfctpro^ue,  par  rapporta  une  sphère  a;*+9*+2^*=^  » 
de  la  surface  d'onde  courbe,  enveloppée  et  touchée  i  Tinstant  t  =  4  par  toutes 
les  ondes  planes  qui  se  croisaient  à  son  centre  à  rinslant  antérieur  <  =  o.  En 

elTct  si  0  P  =  V  est  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  centre  0  sur  un  plan  P  M  tangent  en 
M  à  la  surface  d*onde  courbe,  et  si  S  N  M, 
^y  nnm,DACB  figurent  les  coupes  diamétrales, 
par  le  plan  OPM,  4*  d'une  nappe  de  cette  sur- 
face, S*>  de  la  nappe  de  la  surface  (469)  répon- 
dant aux  mêmes  valeurs  de  V,  et 3*  de  la  sphère 
de  rayon  4 ,  le  plan  tangent  P  M  a  pour  pôle  le 
point  m,  intersection  de  OP  par  la  droite  qui 
unit  les  points  do  contact  A,  B  des  tangentes  menées  par  P  au  cercle  D  A  G  B  ;  et 

comme  le  triangle   recungle  OAP  donne  OA    =4  =  0mX01^>   l'on  » 
Om  =  -  et  par  conséquent  le  pOle  m  appartient  bien  i  la  surface  (469)  dont 
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tout  06  qui  Tient  du  3"*  rayoB,  en  conséquence  Invisible,  sans 
qu'on  ait  besoin,  pour  l'expliquer,  d'introduire  dans  les  formules 
d'isotropio  deux  coefficients  ayant  entre  eux  un  rapport  très-grand; 
tandis  que  les  vibrations  longitudinales  ne  forment  qu'une  très- 


lef  rayonf  Teoteara  lont  Im  invenet  des  viteiMC  de  furopagalion  des  ondei  planes 
diDi  leurs  directions.  Et  ou  sait  que  réciproquement  la  surface  d'onde  N  N  M  est 
la  polaire  réciproque  de  la  surface  (469)  n  n  m  par  rapport  i  la  mèmekphèro  con- 
centrique DACB. 

Or  la  forme  de  T^quation  (469)  prouve  qiie  U  polaire  réeiproqne  do  Vende  se 
compose  : 

4"  D'un  enipuorde  al*  -j-  bm»  +  en*  -f  P  =  p  \>,  ou,  en  dlrlsint  par  p  v*  et 
I  m  n 

en  faisant  -r=:ar,  — =«,  -  =  2: 
T  f  ▼ 

(HO)  îilTii  ^-^  îi±^  y«+  Î±£:î!  .«=4 

p  p  ,  p 

dont  la  réciproque  est  un  autre  eUlpsoIde  ayant  des  coefflcients  ou  des  demi- 
ues  ioTerses;  coUe-ci  est  Tonde  des  filmions  presque  longitudinales  et  inTisiblos, 
S°  De  la  surface  dn  4*  degré  en  l^m^n  résultant  de  raccolade  ou  du  2*  fac- 
teur de  (469)  égalé  i  léro  quand  on  a  mis  de  même  pour  P  sa  valeur  jfixx  ^  + 
+  j>*yv  m*  +  p'*u  »'>  et  qui  donne  U  propagation  des  vibrations  presque  trans*  ' 
versales.  Si  cette  pression  pfimlilTe  P  exercée  sur  les  plans  d'onde  dans  les 
directions  de  leurs  normales  antérieurement  aux  mouvements  est  supposée  coos- 
tante  ou  indépendante  de  l,  m,  n,  ce  qui  a  lieu  quand  p*^=p*yy  =i)%«i  ol  si 
l'on  fait 

d  4.P  e  4-P  f  4-P 

P  P  P 

eette  équation  du  4*  degré  peut  être  écrite  sous  la  forme  suivante,  comme  on 
peut  le  vérifier  par  un  développement  comparatif 

(  \  72)  V*— [(ft»+c»)/«+(c*+a*K+(a«+6«)««]  v«+(t«c»i«+c»a«mH  a«&»»*)(PH-  mH«*)=0, 

équation  semblable  i  celle  (36)  do  la  47*  leçon  de  M.  Lamé,  et  d'où  Ton  déduit 
celle  de  la  surface  de  presnel  en  remplaçant  les  paramétrel  a^  6,  e  par* leurs 

inverses  —  7 après  avoir  divisé  par  v*  et  écrit  ar,  y,  2  pour  Tf-Ç"  y  • 

Les  ç«ii<re  relations  ou  conditions  (468)  sons  lesquelles  on  arrive  à  ce  résultat, 
et  qui  ont  été  données  par  Caucbj  en  4830  dans  un  mémoire  (Exere.  de  math. 
5*  année)  souvent  dié  mais  trop  peu  étudié,  n'ont  rien  d'arbitraire  ni  de  bixarro, 
bien  qu'elles  soient  d'une  forme  moins  simple  à  ooup  sûr  que  las  ctn^  conditions 
Green  (467)  qui  n'en  sont  qu'un  cas  particulier  (revenant  é  celui  de  l'isotropie 
comme  on  a  vu).  Eu  effet  lorsque  les  trois  coefficients  d'élasticité  directe  a,  b,  c, 
entre  lesquels  elles  permettent  telle  inégalité  qu'on  veut,  ont  des  rapports  mutuels 
n'excédant  pas  4  j  ou  S,  Il  est  facile  de  s'assurer  par  des  calculs  qu'elles  sont,  numé- 
riquement, presque  identiques  aux  relations  3d-fd'=  vbo,)e-f  e'=  ^ëi,^f-\-V=: 
=  ^th  quo  nous  verrons  (à  l'appendice  complémentaire)  être  celles  qui  donnent 
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faible  proportion  de  ce  qui  vient  d€s  deux  premiers  rayons,  d*où  il 
suit  que  les  mesurages  photométriques  peuvent  donner  une  égalité 
approximative  entre  la  quantité  de  lumière  reçue  sur  un  cristal 
et  la  somme  des  quantités  qu'il  réfléchit  et  quMi  réfracte,  surtout 
si  Ton  considère  que  le  rayon  émané  du  soleil  pouvait  contenir 
une  certaine  proportion  de  vibrations  longitudinales  ou  Invisibles 
qui,  en  se  transformant  partiellement  en  vibrations  transversales 
ou  visibles  &  la  rencontre  du  cristal,  ont  pu  faire  compensation 
aux  pertes  ou  aux  transformations  contraires  (*}. 

La  raison  tirée  des  recherches  de  Grcen  sur  les  vibrations  de 
réther  lumineux  se  trouvant  écartée,  examinons  celles  par  les- 
quelles d^autres  illustres  savants  ont  cherché  à  appuyer  son  opi- 
nion en  se  basant  sur  des  faits  relatifs  aux  corps  élastiques  ter- 
restres et  pondérables. 

S  73.  Suite.  2*  Mâf.  Slokes  et  Maxwell. -^Uen  que  MM.  W.  Thom- 
son (*]  et  6.  Kirchhoff  (*)  aient  adopté  Topinion  de  G.  Green  qui 
porte  les  coefficients  au  nombre  de  21,  on  ne  voit  dans  leurs  écrits 
aucun  raisonnement  qui  tende  à  repoussçr  pas  plus  qu'à  adopter 


la  dif  IribttUon  It  plus  timple  des  élas ticités  autour  de  ehsque  poinl  dans  les 
corps  hélérotropes,  et  appartenir,  au  motos  avec  une  grande  approximation,  aux 
corps  dont  risotropie  primitive  a  été  altérée  par  de  simples  compressions  ou  di* 
latations  inégales,  c'est-à-dire  généralement  aux  corps  amorphes  ou  é  crislallt^ 
sation  confuse.  Or  tous  les  physiciens  admettant  que  c'est  seulement  i  cet  état 
d'inégal  rapprochement  moléculaire  en  divers  sens  que  se  .trouve  l'éther  dans  les 
cristaux  dont  la  forme  n'est  pas  un  polyèdre  régulier.  Il  y  a  donc  tout  sujet  de 
penser  que  les  relations  Caucby  (468)  ont  toujours  lieu  ou  exactement  ou  i  très- 
peu  §rès ,  ce  qui  ^xplique  Taccord  des  faits  avec  l'analyse  de  Fresnel ,  sans  re- 
courir aux  relations  Green  et  sans  rejeter  les  fix  égalités  complémentaires  (450) 
tgg  yy  =-  Sary  xy  etc.  que  fournit  le  calcul  des  actions  moléculaires. 

On  ne  parle  pas  d'une  autre  manière  d'arriver  à  Téquation  (473)  de  Fresnel,  que 
Caucby  a  présentée  dans  un  seul  de  ses  écrits,  en  4830  (t.  XVlll  des  Mém.  de 
l'Acad.),  par  esprit  de  concession  é  une  opinion  qu'il  avait  combattue  (celle  de  la 
perpendicularité  des  vibrations  aux  plans  de  polarisation)  ;  car  celte  nhanière  est 
sujette  é  une  grave  difficulté  que  n'oUta  point  celle  de  4830,  bien  préférable  à 
notre  avis  (Voy.  Compiee  rendus,  47  août  4863,  t.  LVII,  p.  387).  ' 

(>)  Société  philom.  9S  décembre  4855,  ou  VJnsUiui  S3  Janvier  4856  n*  4454. 

(*)  On  the  thermo-elastic  and  tbermo-magneiic  Properties  of  Matter,  April  4  855 
(The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Ifalhematics,  vol.  I,  4857). 

(S)  Ceber  das  Gleichgcwicht  und  etc.  Sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d'une 
tige  élastique  infiniment  mince.  Journal  de  Crello,  56*  vol.  4*  liv.  p.  S90  (not^ 
et  p.  S98. 
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les  six  égalités  complémentaires'  (150)  réduisant  ce  nombre  à  15 
dans  le  cas  général,  et,  par  suite,  le  coefficient  unique  pour 
risotropie. 

11  en  est  autrement  de  M.  Stokes,  dont  le  mémoire  remonte 
à  1845  (*),  et  de  M.  Maxwell  qui  a  reproduit  en  1850  une  partie  d^ 
ses  arguments  en  les  développant  (*). 

Ils  tirent  surtout  leurs  ingénielix  et  spécieux  arguments  de  la 
comparaison  de  ce  qui  doit  se  passer  dans  les  deux  états  de  soli- 
dité et  de  fluidité  parfaite,  regardés  comme  extrêmes.  Examinons 
d*abord  le  mémoire  de  M.  Stokes  ayec  toute  Tattention  que  mérite 
un  si  important  travalL 

L'éminent  professeur  de  Cambridge  s*occupe  d'abord  des  fluides, 
qu'il  considère  dans  Tétat  de  mouvement  Après  avoir  réduit,  par 
une  analyse  nouvelle  et  remarquable,  les  vitesses  des  molécules 
d'un  élément  fluide  quelconque  à  une  vitesse  de  translation  et  à 
une  vitesse  de  rotation  communes  à  toutes,  et  à  trois  vitesses  re- 
latives principales  dirigées  parallèlement  à  trois  droites  rectan- 
gulaires, et  à  leur  tour  celles-ci  à  unevitesse  de  dilatation  moyenne 
égale  en  tous  sens  et  à  des  vitesses  de  défomuition  (shifting)  qui 
sont  deux  à  deux  égales,  de  signe  contraire  et  perpendiculaires 
Tune  à  l'autre,  il  observe  que  ces  dernières  doivent  avoir  des  gran- 
deurs proportionnelles  au  nombre  des  sauts  moléculaires  (start) 
ou  des  passages  d'un  état  à  un  autre  état  d'équilibre  stable,  qui 
ont  lieu  dans  l'unité  des  temps,  et  qui  font,  dit-il,  l'eifet  de  chocs 
intérieurs  successifs.  11  en  conclut  que  les  inégalités  des  pres- 
sions des  fluides  dans  l'état  de  mouvement,  ou  les  différences 
qu*ofiï*ent  entre  elles  celles  qui  s'exercent  normalement  aux  trois 
faces  rectangulaires  déterminées  par  les  directions  des  vitesses  de 
déformation,  doivent  être  à  chaque  instant  proportionnelles  aux 
grandeurs  de  ces  vitesses  de  déformaiion. 

En  partant  de  là,  l'analyse  montre  que  le  frottement  des  fluides, 


(*)  Od  ihe  Théories  of  Uie  {nternal  FricUon  of  Fluidf  In  Motion  and  the  Equi- 
librlum  and  Motion  or  elasticSollds;  laie  44  arrii  48i5  (Transactions  of  the 
Cambridge  Society,  yol.  Vili,  part.  III). 

.  (>)  On  Equiltbrium  of  elastic  Dodiès;  la  le  48  février  4850  (Tome  XX,  4853, 
des  TrsDS.  of  Uie  Royal  Societj  of  Edlnburgh,  p.  87). 
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conformémeut  à  riijpQthèse  de  Newton  (*)  et  au  raisoaneoiefit  de 
Coulomb  (*}  (avec  lequel  celui  de  M.  Stokes  a  quelque  analo^) 
est  proportionnel  aux  très-petites  vitesses  de  glissement  relatif 
que  prennent  leurs  couches  contiguês;  ce  qui  fournit  des  équations 
fiifii^ntielles  analogues  à  celles  où  d'autres  hypothèses  ont  con- 
duit Navier  en  1822  ^  et  Poisson  en  1829  {%  épuatlons  qui  ont 
été  données  aussi  par  M.  Gauchy  en  1828  (^)  comme  pouvant  re- 
présenter le  mouvement  intérieur  des  corps  plastiques  dénués 
d'élasticité  (•). 

Appliquant  ensuite  aux  corps  solides  des  considérations  toutes 
semblables,  M.  Stokes  décompose,  pour  un  point  quelconque»  les 
trois  dilatations  principales  rectangulaires  y,D",y  (les  mêmes  que 
celles  qui  ont  été  découvertes  par  M.  Cauchy,  %  51  ci-dessus)  eu 

une  dilatation  moyenne r égale  en  tous  sens,  et  on 

o 

deux,  ou  plutôt  (pour  la  symétrie)  en  trois  déjonnaiions  (shifting) 
consistant,  chacune,  en  une  dilatation  et  en  une  contraction  égale 
dans  deux  directions  rectangulaires;  décomposition  qui  est  tou- 
jours possible  puisque  si  Ton  fait 

3 =  ^ 

Ton  a  identiquement 


3  3     '  3  3    '  '3  3 

en  sorte  que  celle  des  trois  dffofunaiions  qui  est,  par  exemple. 


{})  Principes.  Livre  S*,  secUon  0«  et  dernière*  iTypoibèso  el  Proposition  LI. 

(*)  Kipérieoces  desUnéei  i  délenuiner  la  coliâslon  des  flakies  et  les  lois  de 
leur  résistance  dans  les  mouvcmenis  Irèa-lcnls.  Tome  3*  des  Uôm.  de  la  classe 
des  Se.  pli.  el  maih.  de  l'Insiilut. 

(S)  Tome  Vt  dos  Mèm.  de  TAc.  des  se.  de  riostiuil. 

(^)  Joarnal  de  TÊcole  polytechnique  SO*  cahier  p.  153. 

{^)  exercices  de  UaUi.  3"  année  (4  828),  p.  485. 

(S)  Nous  les  avons  aussi  démontrées,  dans  une  Note  relative  à  la  Dynamique 
des  fluides  (Comptes  rendus  S7  novembre  4843,  t.  XVH  p.  4240),  en  partant  de 
cette  simple  supposition  que,  sur  chaque  face,  le  frottement  est  nul  dans  le  seul 
sens  od  le  glissement  est  nul,  et  est,  psr  suite,  i  soa  maximum  dans  le  sens 
où.  la  vitesse  de  glissement  relatif  est  la  plus  grande.  M.  Stokes  s  bien  voulu  citer 
telle  Noie  dans  un  iravail  sub<cqucMt. 
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perpendiculaire  au  sens  de  D'  consiste  dans  les  dilatations  égaies  et 
de  signe  contraire  — 5 —  et —  suivant  les  sens  respec- 

tifs  de  y^  et  do  d%  ne  changeant  absolument  rien  au  volume  nou* 

veau  d'un  élément,  qui  n*a  ainsi  été  altéré  que  dans  la  proportion 
3Ô  =  D'  +  D"  +  5'^. 

Invoquant  alors  le  principe  de  linéarité  qn'Il  croit  pouvoir  déduire, 
avons-nous  dit  (%  71,  p.  719],  du  fait  de  Tisochronlsme  des  oscil- 
lations, M.  Stokes  conclut  que  pour  obtenir,  dans  un  corps  sup- 
posé isotrope,  la  pression  sur  Tun  quelconque  des  plans  princi- 
paux, celui  par  exemple  qui  est  perpendiculaire  à  la  direction 

D'  4-  ()"  4-  D*' 

do  D',  il  faut  ajouter  la  dilatation  générale  ô  =    ,        mul- 

tipliée  par  un  certain  coefficient  d'élasticité  A,  avec  les  déforma- 

tiens  — g —  multipliées  par  un  autre  doefflcîenl  2B,  ce 

qui  donne  pour  cette  pression 

ty\t  ___^  >//  ___  \w 

A8  +  2B^Ï i l-=A8+2B(y-.8). 

D'où,  en  se  servant  de  formules  de  changement  de  plans  do  pres- 
sion comme  (U)  et  (11)  (SS  17  et  19) ,  Ton  tire  aualy tlquemcnt  les 
expressions  suivantes  des  composantes  sur  trois  plans  rectangu- 
laires situés  d'une  manière  quelconque  dans  le  corps»  et  dont  les 
intersections  sont  prises  pour  axes  coordonnés  des  x,  y,  z  : 

A-  .  on/'d^     -\     A-h/t3  du  ,  A~2D  dv  ^  A— 2B dic 

(173)  \Pyfi  ==  •••#••  \  Psz  =^  ..•••• 

.Jdv   ,    dw\  ... 

^**~     \S       'dur       Pw  =-••••»  P*if  =  --*«('; 


(*)  développons  ici  cclto  dêducUon  analytique^  qai  revieol  à  ccllo  par  laquelle 
Caucby  a  oblena  les  rormuleft  (444)^  oomae  nous  Pavona  dii  laoa  déreloppeiDeDi 
page  65S,  en  partant  de  celles  qu'il  avait  posées  pour  les  trois  pressions  dans  les 
directions  principaUt, 

Ea  appelant  x',  ^,  z'  ces  trois  directions  qui  sont  telles  qu'on  a  (§§  81  et  8S 
d-après) 
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formules  qui  sont  identiques  à  (lii^)  en  faisant  B=  ^  ^»  A=il-  +  3  £ 

et  à  (35)  en  faisant  B  =  e,  A  =  2e  +  3e'  (ou  avec  celles  des  Le- 
çons de  M.  Lamé  en  faisant  B  =  (i,  A  =  2  (ji  +  3  X}. 

M.  StokeSy  en  les  appliquant,  montre  : 

i^  Que  A  est  bien  le  coefficient  d^élasticité  de  dilatation  ou  con^ 
traction  générale,  c^est-à-dire  le  quotient  d^une  pression  uniforme 
—  p^g  =  —  pyy  =  —  p..  exercée  sur  toute  la  surface  d'un  corps, 
par  la  compression  linéaire  ~  d^  =  —  dy  =  —-  ^^  qu*elle  produit 
en.tous  sens.  Et  c'est  ce  qui  résulte  de  la  fin  de  notre  S  52,  p.  658, 

où  nous  avons  trouvé  ~-  =  ifc  +  3  K  =  A. 

1/3  c 

2"  Que  B,  coefficient  d'élasticité  de  déformation,  est  aussi  celui 
de  glissement  ou  de  torsion,  que  nous  avons  désigné  par  G. 

« 

A 

On  aurait,  contioue  M.  Stokes,  ^  =  5  d'après  les  formules  de 

M.  Poisson  et  des  autres  auteurs  qui  ont  fondé  leur  analyse  sur 
le  calcul  des  actions  entre  molécules  suivant  leurs  lignes  de 
Jonction  deux  à  deux. 

Mais,  objecte*t-il  (p.  317-318  de  son  mémoire),  ce  rapport  =  des 

deux  espèces  d'élasticité  (de  contraction  générale  et  de  défor-. 
mation)  «  n^est  pas  le  même  pour  tous  les  corps  (même  les  corps 
«  isotropesdont  il  s'occupe  exclusivement).  Infini  en  quelque  sorte 
«  dans  les  fluides  en  repos,  et  toujours  très-considérable  dans  les 

«  liquides  en  mouvement,  =  excède  probablement  5  dans  les  so- 
ie lides,  môme  les  plus  roides  et  les  plus  cassants,  et  doit  être  très- 
a  sensiblement  plus  grand  dans  les  métaux  qui  tous,  sans  en 
«  excepter  le  fer  et  le  cuivre.  Jouissent  d*un  certain  degré  de 


on  oblieDt(4'«forin.  (4) 

p**=PxVcW  +  p/v'cV  +  p.VcV=(A-  aD)Ô+SB|ô'c»«,'  +  ô"cV+ 

+  0'"  cV)  =  Aô  +  SB  (;)«  —  6) 

puisque  It  première  formnle  (HJ  donne  D,  =:«^c«,,'  +  t)"c**y'+  â'V*/- 
Et  on  a  aussi  (4*  formule  (4)} 

puisque  la  4*  formule  (44)  donne  gys  =xle  double  de  la  parenthèse. 
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tt  ductilité  Gt  de  plasticité.  »  11  lui  semble  donc  qu*il  n^existe 
aucune  ligne  de  démarcation  entre  les  solides  plastiques  et  les  * 
liquides  visqueux,  la  distinction  pratique  de  ces  deux  sortes  de 
corps  ne  résidant  au  fait,  dit-il,  que  dans  an  certain  rapport  entre 
les  forces  de  pesanteur  et  de  cohésion.  Tel  corps,  contînue-t-ll, 
qui  se  comporte  sur  la  terre  comme  un  solide  ductile,  s'affaisserait 
sur  lui-même  s'il  était  transporté  sur  la  surface  du  soleil,  et  se 
nivellerait  alors  comme  un  liquide  visqueux  sous  l'action  d'une 
pesanteur  qu'on  ss^it  être  vingt-huit  fois  plus  considérable,  et,  cela, 
indépendamment  de  tout  accroissement  de  sa  température;  et  tel 
liquide  visqueux  terrestre  so  comporterait  comme  un  solide  plus 
ou  moins  mou  s'il  était  placé  à  la  surface  d'une  petite  planète 
comme  Pallas,  où  la  force  de  pesanteur  est  réduite  au  vingtième 
de  ce  qu'elle  est  sur  la  terre. 

M.Stokes  pousse  cette  doctrine  de  la  continuité  jusqu'à  elTacer 
(break  down)  la  distinction  entre  les  liquides  et  les  gaz ^  en  se  fon- 
dant sur  jquelques  faits  de  changement  d'état  en  vase  clos. 

Ilpensemème  que  le  rapport  A  :B'des  deux  sortesd'élasticité  est  en 
core  extrêmement  grand  dans  les  solides  à  la  fois  mous  et  élastiques 
ou  revenant  tout  àf  ait  à  leur  forme  première  après  des  déformations 
considérables,  comme  le  caoutchouc  (Indian  Rubber)  et  les  gelées. 
Il  dit'  enfin  que  lorsqu'un  corps  est  comprimé  ou  dilaté  unifor- 
mément en  tous  sens,  ses  molécules  «  ne  peuvent  pas  utilement 
«  prendre  de  nouveaux  arrangements  mutuels  pour  s'affranchir 
«  de  cet  état  forcé  (relieve  from  constraint)  mais  qu'elles  le  peuvent 
«  efficacement  lorsqu'on  a  fait  éprouver  au  corps  une  simple  dé- 
«  formation  »  diminuant  une  de  ses  dimensions  pour  en  augmen- 
ter une  autre  dans  la  même  proportion  ;  d'où  il  suit  que  dan«;  ce 
second  cas  la  résistance  est  bien  moindre;  et  que,  même,  s'il  n'y  a 
pas  encore  re-arrangèment  moléculaire,  il  se  développe  toujours 
une  tendance  à  l'amener,  qui  n'existe  pas  dans  le  premier  ca 
(celui  de  compression  égale  en  tous  sens);  et  cette  tendance 
explique,  suivant  lui,  la  petitesse  du  coefficient  B  d'élasticité  de 
déformation  par  rapport  à  A,  coefficient  d'élasticité  de'  compres- 
sion  ou  dilatation  générale. 

A  ces  considérations  de  M.  Stokes,  M.  Maxwell  ajoute  que  comme 
la  nature  offre  des  corps  «  à  tout  état  intermédiaire  entre  la  par- 
«  faite  liquidité  et  la  parfaite  solidité  »,  et  comme  les  liquides  ré^ 
1.  47 
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sistent  éoergiqueinent  au  cluinganent  de  volume  mais  nullement 
au  changement  de  forme,  ces  deux  sortes  de  résistance  ou  d'élas- 
ticité qu'il  £4)pel]e  Tune  cubique  Fautre  linéaire  ne  peuvent  être 
pour  tous  deux  dans  la  même  proportion,  «  d*oà  la  nécessité 
«  de  deux  coefficients.  »  ATopposédes  gelées  dont  la  résistance 
à  la  compression  est  comnarahie  à  celle  de  Teau,  le  savant  écossais 
cite  le  liège  qui  se  laisse  facilement  comprimer  mais  dont  la  ré- 
sistance au  glissement  relatif  des  parties  est  bien  plus  forte  que 
celle  d^s  gelées;  cette  citation  prouverait  que  M.  Maxwell  regarde 

le  rapport  —  comme  pouvant  descendre  au-dessous  de  5,  limite 

inférieure  que  lui  assigne  M.  Stokes. 

Ces  objections,  que  nous  n'avons  pas  cherché  à  affaiblir,  pour^ 
raient  être  sérieusement  opposées  à  Tunité  du  coefficient,  si  les 
formules  de  la  théorie  de  Télasticité  devaient  s'appliquer  aux  corps 
et  aux  déplacements  du  genre  de  ceux  qui  viennent  d'être  consi- 
dérés. Mais  les  inventeurs  de  ces  formules  n'ont  pas  eu  Tintention 
de  leur  attribuer  un  tel  degré  de  généralité;  jmiais  nous  ne  les 
appliquerons  jusqu'à  un  pareil  point,  et  l'on  se  garde  bien  d*en 
approcher  pour  les  matériaux  dans  la  pratique;  une  ibis  produit 
cet  écrouissage  préalable  dont  nous  avons  plusieurs  fois  parlé 
(SS  6  de  la  note  du  n"  1,  et  9  et  10  de  celle  du  n*"  31),  et  qui  amène 
le  système  moléculaire  à  l'état  stable  auqu^  les  calculs  s'appliquent. 
Les  formules  n  ont  point  été  dressées  pour  régir  les  déplacements 
moléculaires  produisant  des  forgeages,  pétrissages,  laminages, 
estampages  ou  emboutissages  des  corps  ductiles,  même  lentement 
et  sans  percussion.  Dès  qu'un  solide,  en  se  déformant,  se  comporte 
le  moins  du  monde  à  la  manière  d*un  fluide  dont  les  parties  se 
meuvent  sensiblement  les  unes  par  rapport  aux  autres,  c'est-à-dire 
dès  qu'il  y  a,  dans  ce  solide,  passage  successif  de  certains  arran- 
gements moléculaires  à  d'autres;  dès  que  la  limite  d^un  éUd 
d'équilibre  stable  est  franchie  pour  sauter  (to  start)  à  un  autre 
état  où  l'équilibre  peut  subsister  ou  s'établir  sans  forces  exté- 
rieures, alors  les  pressions  ou  résistances  intérieures,  bien  que 
dues  toujours  aux  actions  entre  molécules,  changent  tout  à  fait 
de  nature  et  de  marche,  en  supposant  même  qu'elles  puissent  se 
trouver  représentées  par  des  formules  ayant  à  peu  près  le  môme 
aspect  ûA  lés  vitesses  remplacent  las  déplacements  (comme  celles 
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(le  Navier,  Poisson,  etc. ,  et  M.  Stokes  po.ur  les  fluides).  Les  pressions 
développées  dépendent  dès  lors,  en  effet,  d'un  travail  dynamique 
où  Vinertie  joue  un  rôle  capital,  parce  que  ce  travail  se  trouve 
transformé,  pour  \s^  plus  grande  partie,  en  force  vive,  ou  con- 
sommé à  produire  les  ébranlements  imperceptibles  qu'amènent  les 
Start  ou  sauts  successifs  d'un  arrangement  k  celui  qui  suit,  effet 
que  M.  Stokes  compare  à  ce  qui  résulterait  d'une  série  de  chocs. 
Et  non-seulement,  tout  au  contraire,  les  formules  de  la  théorie 
de  l'élasticité  des  solides  demandent,  pour  être  vraies,  que  les 
déplacements  restent  dans  les  limites  de  la  stabilité  de  Tarrange- 
ment  moléculaire  primitif,  mais  elles  exigent  encore  absolument 
qu'ils  soient  peu  considérables  par  rapport  à  retendue  que  ces 
limites  comprennent,  et  elles  cessent  d'être  applicables  si  les  dé- 
placements vont  seulement  jusqu'à  approcher  de  cette  tendancy 
at  a  re^arrangement  que  M.  Stokes  a  si  bien  signalée  et  caracté- 
risée. En  effet  dès  que  cette  tejadance  se  manifeste  et  annonce 
l'arrivée  ou  seulement  l'approche  d'une  de  ces  situations  instables 
.où  il  y  a  indifférence  entre  le  retour  à  l'état  primitif  et  le  progrès 
vers  un  état  nouveau,  les  résistances  cessent  d'augmenter  pro- 
portionnellement aux  changements  dans  les  distances  molécu- 
laires (0-  Alors  les  dérivées  secondes /"(r^  des  actions  exprimées 
en  fonction/  de  ces  distances  r  commencent  à  influer  notablement 
et  à  donner  des  termes  sensibles,  négatifs  si  l'on  dilate  et  positifs 
si  l'on  comprime;  et  les  formules,  dont  la  forme  linéaire  est  Jon» 
dée  'précisément  sur  ce  qu'on  néglige  ces  termes  du  second  ordre 
dans  les  développements  des  actions  nouvelles  mises  en  jeu,  cessent 
d'être  suffisamment  approchées.  L'argument  tiré  de  la  plasticité  des 
métaux  ou  de  diverses  manières  de  se  comporter  intermédiaires  entre 

celles  des  solides  parfaits  et  celles  des 
liquides  parfaits  ne  prouve  donc  rien 
contre  les  formules  à  un  seul  coeffi 


(^)  cet  eut  d'indiflérence ,  quand  H  eit 
quesUon  de  deux  molécule:»  seulement, 
répond^  comnie  Ta  remarqué  M.'  Ponceiet 
(Inlroduction  i  la  mécanique  industrielle 
n°  339)  à  rabscisse  0  9  de  la  Bgure  ci- 
contre,  qui  est  celle  de  la  note  dn  $  46, 
p.  543. 
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ciept,  qui  n*oat  jamais  été  proposées  que  pour  des  solides  se  compor- 
tant comme  des  solides  élastiques  et  extrêmement  peu  déformés,  et 
nullement  pour  des  corps  intermédiaires  entre  les  solides  et  les 
liquides,  ou  bien  pour  des  ressorts  forcés  ou  sur  le  point  de  Tètre. 

L'in^nieuse  considération  de  ce  que  deviendraient  divers  corps 
en  les  transportant,  sans  changement  de  température,  de  la  sur- 
face de  la  terre  sur  celle  d*autres  astres,  ne  prouve  pas  davantage 
la  nécessité  des  detix  coefficients  dont  le  rapport  varie  avec  la  sub- 
stance; car  si,  à  la  surface  du  soleil.  Ton  soumet  du  cuivre,  du 
fer  doux,  etc.,  à  des  forces  qui  soient  à  celles  auxquelles  ils  sont 
habituellement  soumis  sur  la  terre  dans  le  rapport  28  :  i  des  pe- 
santeurs, ces  métaux,  en  supposant  même  qu'ils  ne  prennent  pas 
Taspect  fluide  ou  qu'ils  ne  se  brisent  pas,  se  trouveront  forgés  ou 
emboutis,  et  leurs  modifications  ne  seront  plus  régies  par  les  for* 
mules  de  Télasticité,  qui,  disons-nous,  ne  s^appliquent  point 
jusque-là  à  beaucoup  près. 

Mais  il  y  a  plus.  Ces  formules  ne  sont  mathématiquement  don- 
nées pour  vraies  que  quand  les  déplacements  sont  in^nimejif  pe- 
tits; cas  extrême  et  unique  où  elles  conviendraient  même  aux 
masses  liquides  ;  et  elles  ne  sont  données  pour  approximativement 
exactes  et  applicables,  pour  des  solides  quelconques,  que  lorsque  les 
déplacements  relatifs  dans  chaque  portion  très-petite,  c'*est-à-dire 
les  dilatations  et  glissements,  sont  extrêmement  faibles^  ou  restent 
dans  des  limites  fort  resserrées  qui  peuvent  varier,  au  reste,  d*un 
corps  à  Tautre.  Il  suffit  donc  que  les  changements  de  volume  et  de 
forme  y  soient  quelque  peu  considérables,  comme  ceux  qu^on  peut 
faire  subir  au  caoutchouc  et  aux  gelées,  sans  qu*il  y  ait  encore 
tendance  à  un  arrangement  nouveau  et  persistant,  pour  que  les  for- 
mules linéaires  des  pressions  cessent  de  s'y  appliquer.  Alors,  en 
effet,  les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier  sont  encore  in- 
fluents et  ne  peuvent  être  négligés. 

Il  ne  faut  pas  oublier  d'ailleurs  que  ces  deux  sortes  de  sub- 
stances, comme  nous  avons  dit  ($  59),  et  sans  doute  aussi  la  plupart 
de  celles  que  M.  Graham  désigne  sous  le  nom  de  colloïdes  par  op- 
position aux  corps  cristalloïdes  ('),  ne  sont  probablement  que  des 


(1)  1>c  la  DiiTusion  liquide  appliquée  j|  l'analyse  (Compte!  rendus  de  rAcadèniiri 
42aoûl4864  1.53,  p.  275}. 
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espèces  de  réseaux  ou  d'épongés  dont  les  mailles  ou  cellules  se  trou- 
vent remplies  de  quelque  liquide  se  comportant  comme  tel  dans  les 
déformations  et  compressions.  Ce  liquide  se  manifeste  môme  dans 
le  caoutchouc  fortement  frotté  ou  pétri,  qui  devient  collant  et  glu- 
tineux  parce  que  ses  cellules  apparemment  se  trouvent  brisées.  On 
ne  peut  donc  toujours  rien  inférer,  contre  les  formules  à  un  seul 
coefficient,  de  Ténorme  rapport  que  quelques  expériences  ont 
montré  entre  la  résistance  à  une  diminution  du  volume  et  la  ré- 
sistance aux  changements  de  la  forme  de  pareilles  substances. 

Et  puis.  Je  le  demande,  les  mêmes  substances  ou  gommeuses 
ou  demi-fluides  opposeraient-elles  une  résistance  aussi  énergique 
à  une  augmentation  égale  du  volume  si  Ton  pouvait  les  y  soumettre 
par  Tapplication  d'une  traction  uniforme  sur  toute  leur  surface? 
Je  ne  le  pense  pas,  et  personne  probablement  ne  le  croît  davan- 
tage, lia  compression  effectuée  sur  le  caoutchouc  dans  lesexpé* 
riences,  bien  que  petite,  excédait  donc  déjà  très-probablement 
cette  proportion  pour  laquelle  les  efforts  restent  proportionnels 
aux  effets,  et  sont  égaux  pour  des  effets  égaux  et  opposés.  Les  for- 
mules linéaires  cessaient  ainsi  de  s*y  appliquer  puisque  de  pa- 
reilles formules  donnent  nécessairement  cette  égalité  dans  les  deux 
,se?îs,  et  ceja  quel  que  soit  le  nombre  des  coefficients  qu'on  y  mette. 

Tout  prouvo  qu'en  général  si  Ton  dépasse  les  très-petites  pro- 
portions de  changement  de  distance  pour  lesquelles  les  dérivées 
du  second  ordre  sont  sans  influence  sensible,  il  y  a  bien  plus  de 
résistance  aux  rapprochements  qu'aux  écartements  (*}. 

Quant  au  liège,  dont  parle  M.  Maxwell,  et  aux  moelles  végétales 
qui  pourraient  être  citées  au  même  sijget,  rien  ne  prouve  que  leur 
résistance  à  une  très-petite  compression  cubique  ne  soit  pas  avec 
leur  résistance  à  une  très-petite  déformation  dans  le  rapport  qu'in- 
diquent les  formules  à  un  seul  coefficient.  Et  quand  ce  rapport 
serait  autre,  on  ne  pourrait  toujours  en  rien  conclure  contre  elles, 
car  ce  n'est  pas  non  plus  pour  des  systèmes  spongieux  dont  les 


(1)  Ce  n'est  nème  qu'à  colle  condition  (ou  qu'autant  que  la  courbe  représen- 
ta lire  des  répulsions  mulucltes,  prises  pour  ordonnées,  tourne  sa  convexité  vers 
l'aie  des  distances  prises  pour  abscisses)  qu'on  peut  eiplîquer  les  dUataiiont 
pur  Itt  chaleur,  supposée  rétider  dans  les  ribralions  atomiques  (Société  philo- 
malhique  90  octobre  4855,  au  Journal  VJtntiiutj  49  décembre,  n"  4146  p.  440) 
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ellules  à  paroi  mince  doivent  avoir  des  diamètres  bien  plus  grands 
que  le  rayon  d^activité  moléculaire,  que  ces  formules  ont  été  ra- 
tionnellement établies,  et  qu*on  a  Jamais  proposé  de  les  employer. 
On  ne  voit  donc  toujours  pas  là  de  motif  pour  faire  usa^e,  dans 
le  calcul  de  la  résistance  des  solides,  de  formules  à  plus  d'un  coef- 
ficient s'ils  sont  supposés  isotropes,  et  à  plus  de  quinze  s'ils  ne  le 
sont  pas. 

S  74..  Suite,  3*  M,  Clausius.  —  Nous  avons  déjà  dit  (S  69)  que 
réminent  professeur  de  Zurich  regardait,  nonobstant  les  objec- 
tions  élevées,  comme  parfaitement  fondé  remploi  fait  par  Gaucby, 
Poisson,  etc.,  du  principe  physique  des  actions  à  distance  entre 
points  matériels  pour  établir  les  formules  donnant  les  relations 
entre  les  pressions  appliquées  et  les  déplacements  moléculaires 
qui  résultent  immédiatement  de  leur   application.   M.  Clausîus 
montre  très-bien  q^e  Thypothèse  justement  reprochée  à  Poisson  (») 
«  que  le  rayon  d'activité  est  très-grand  par  rapport  à  rintervalJe 
moléculaire  »  n'avait  nul   besoin  d'être  faite  pour  cet  établisse- 
ment des  formules  dépression,  formules  qui  subsistent  même  quand 
l'action  entre  les  molécules  les  plus  voisines  est  supposée  avoir  une 
influence  dominante  au  lieu  d'être  négligeable ,  comme  Poisson 
croyait  devoir  le  supposer,  devant  les  actions  moins  intenses  mais 
plus  nombreuses  des  molécules  les  moins  proches;  car  ces  for- 
mules, observe-t-il,  doivent  être  envisagées  comme  s'appliquant 
non  pas  à  chacun  des  arrangements  moléculaires  particuliers  qui 
ont  lieu  dans  une  portion  du  corps,  mais  à  ce  qui  résulte  de  Ten- 
semble  d'un  nombre  toujours  très-grand  de  ces  arrangements, 
c'est-àr-dire  à  un  arrangement  moyen,  qu'il  appelle  normal  parce 
qu'il  est  le  seul  qu'il  faille  considérer  dans  les  applications.  Ge 
nest  de  même  qu'en  moyenne^  ou  en  ensemble,  et  malgré  de 
nombreuses  inégalités  des  actions  moléculaires  individuelles,  qu'un 
corps -est  supposé  ou  reconnu  d'égale  élasticité  en  tous  sens. 
,M.  Clausius  admet  donc  les  formules  de  Poisson  et  de  Gauchy, 
même  quand  chaque  molécule  serait  douée  de  polarité  ou  exerce- 
rait en  divers  sens  des  actions  inégales,  et  quand  même  aussi  les 


(>)  Voyez  $  33  cMeçsui,  flo  de  la  note. 
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actions  mutuelles  des  divers  points  de  deux  quelconques  d'entre 
elles  n'auraient  pas  toujours  une  résultante  passant  par  leurs 
centres  de  gravité,  mais  engendreraient  des  couples  capables  de 
faire  tourner  les  nvolécules  sur  ces  centres  ;  pourvu,  ajoute-t-U 
très-bien,  qu'il  y  en  ait  dont  les  faces  soient  orientées  dans  toutes 
les  directions,  comme  on  doit  le  supposer  pour  les  corps  isotropes, 
qui  sont  nécessairement  à  cristallisation  confuse  (*). 

M.  Glausius  Justifie  donc  de  tout  point,  et  avec  une  lucidité  né 
laissant  pas  de  place  à  la  réplique,  les  formules  de  Poisson  et  de 
Gauchy  qui  sont  h  un  seul  coefficient  pour  la  cou  texture  isotrope  et 
^15  pour  la  contexture  la  plus  générale;  mais  il  ajoute  :  «  En  tant 
m  que  le  changement  opéré  dans  le  corps  ne  consiste  qu'en  un 
«  simple  déplacement  (blossen  verschiebung)  moléculaire.  »  Or  le 
savant  professeur,  regardant  les  expériences  de  M.  Weftheîm, 
nouvellement 'publiées  alors,  et  que  nous  avons  discutées  ci-dessus 
($S-60, 61.  é^)  comme  mettant  en  contradiction  ces  formules  avec 
les  faits,  et  sans  songer  à  élever  un  doute  sur  la  parfaite  isotropie 
des  matières  sur  lesquelles  elles  ont  été  exécutées,  se  demande  si  les 
corps,  sous  Taction  des  forces  extérieures,  n'éprouvent  pas  un 
changement  interne  consistant  en  quoique  autre  chose  que  le  dépla- 
cement des  molécules  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

Il  pense  le  trouver  dans,  le  résultat  des  recherches  expérimen- 
tales faites  en  1835  par  M.  W.  Weber  sur  Télasticité  des  Jls  de 
soie  ('}  ;  recherches  dans  lesquelles  un  poids  àùspcndu  aux  fils  a 


"i})  M.  ClaDsfus  montre  même  que  moyennaDl  ceUe  subslUution,  en  chaque  pe- 
tite partie  du  corps,  de  l'arrangemeiit  normal  ou  d'ensemble  aux  dlTcrs  arrangc- 

menta  partienUeri  qui  j  ont  Ueu,  les  sommes  telles  que  (4  9)  ^  ^mr,  fr.  cos*  [r.x) 

el  (26)  -  ^Mir^  —  cos^  (^>^)»  c^*  dooDant  les  constantes  des  formules,  peu- 
vent être  converties  en  iniégralet  par  coordonnées  polaires  aph^riques,  comme  ont 
fait  dans  le  principe  Narter,  etc.  sans  entraîner  les  fausses  conséquences  qui  ont 
fait  rejeter  par  Poisson  ees  sortes  d'intègraliôti  (du  reste  inutiles)  ;  car,  en  admet- 
tant toujours  la  ditcontinuité  de  la  maiièro,  o«  l'isdcment  des  moléooles,  elles  ne 
se  feront  jamais  depuis  r  =  0  ce  qui  la  supposerait  continue^  mais  depuis  r  =  un 
interralle  moléculaire  minimum  imperceptible  mais  fini, 

if)  Recueil  scieniiflque  do  Gottingue,  p.  8;  ou  extrait  inséré  aux  Annales  de 
Poggendorff,  tome  34. 
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produit,  après  Taction  immédiate  et  presque  iostantaûée,  une 
action  élastique  ultérieure  ou  subséquente  (elastische  nachwir- 
Icung)  manifestée  par  un  allongement  qui  se  continue  pendant 
vingt-quatre  heures  et  qui  s^élève  jusqu*à  un  tiers  de  celui  qui  a 
été  immédiatement  subi;  allongements  qui  disparaissent  Ton  et 
Tautre  au  bout  d'un  temps  à  peu  près  égal  lorsqu'on  enlève  le 
poids  ;  en  sorte  qu'on  ne  doit  point  confondre  le  nachwtrkung  de 
M.  Weberavec  ces  allongements  permanents  ou  persistants  qui  ré- 
sultent d'altérations  de  l'élasticité  ou  plutôt  de  la  contexture  des 
corps  soumis  à  des  efforts  d'une  certaine  grandeur. 

Une  expérience  plus  ancienne  de  M.  Webcr  (*}  paraissait  avoir 
manifesté  aussi  une  action  élastique  ultérieure  dans  un  fil  méial- 
lique^  mais  avec  des  circonstances  telles  qu'il  fallait  supposer  cette 
action  consommée,  pour  la  plus  grande  partie,  pendant  le  pre- 
mier quart  de  seconde  après  l'application  du  poids.*  Malgré  cette 
particularité,  M.  Glausius  pense  que  dans  les  métaux  comme  dans 
les  substances  organiques,  on  doit  admettre  l'existence  de  cette 
deuxième  action;  il  lui  attribue  même  les  excès  notables  de  gran- 
deur qu'on  obtient  pour  le  coefficient  d'élasticité  E  de  Navier  lors- 
qu'on l'évalue  par  la  hauteur  du  son  produit  par  des  vibrations 
longitudinales  des  tiges  quand  on  le  compare  à  celui  qui  se  me- 
sure par  l'allongement  statique  dû  à  des^poids  en  repos.  Il  explique 
cette  singulière  action  (nachwirkung)  en  supposant  qu'au  pi-emier 
moment  soit  de  l'application  d'un  poids  ou  d'une  pression  exté- 
rieure soit  de  l'excitation  d'un  ébranlement,  les  molécules  ne  font 
que  s'écarter  ou  se  rapprocher  ou  n'éprouvent  que  des  transla- 
tions, mais  qu'il  leur  faut  plus  de  temps  pour  .tourner  sur  elles- 
vivmes  si  les  actions  combinées  des  atomes  ou  des  points  matériels 
(jui  les  composent  sont  de  nature  à  engendrer  des  couples  ou  à 
produire  aussi  des  rotations.  Il  conclut  que  dans  le  calcul  des  mou- 
veoj^nts  vibratoires,  dont  la  durée  est  toujours  trop  faible  pour 
permettre  Vaction  subséquente^  il  convient  d'employer  les  formules 
h  un  setil  coeffloicnt.  légitimement  déduites  de  l'analyse  des  actions 
moléculaires  développées  entre  les  points  matériels  par  leurs  dé- 
placements relatifs,  mais  que,  dans  le  calcul  des  déformations 


(l)  Ann.  de  Poggcodorff;  l.  20. 
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produites  jusqu*à  un  état  â*équiiibre  qui  s^établit  après  un  temps 
devant  être  plus  long,  il  faut,  pour  tenir  compte  de  cette  deuxième 
sorte  d'action  (nachwirkung)  recourir  aux  formules  à  deux  coef- 
ficients. 

Nous  ne  saurions  être,  sur  ce  dernier  point,  de  Tavis  du  savant 
professeur  avec  lequel  nous  avons  eu  le  bonheur  de  nous  rencon- 
trer sur  tant  d'autres.  L'action  prolongée  ou  subséquente  (nach- 
wirkung) si  manifeste  pour  la  soie  et  que  M.  Wertheim  a  reconnu 
exister  aussi  d'une  manière  non  douteuse  pour  d'autres  substances 
organiques  non  ligneuses  ni  osseuses  (^),  ne  nous  paraît  nullement 
démontrée  pour  les  métaux  et  les  autres  matières  employées  dans 
les  constructions.  Et  quand  même  elle  aurait  lieu  pour  tous  les 
solides^  nous  ne  voyons  pas  pourquoi  on  leur  appliquerait,  dans 
les  calculs  d'équilibre,  ces  formules  linéaires  à  deux  coefficients 
dont  la  forme  n'est  justifiable  que  par  là  loi  même  des  actions  mo- 
léculaires dont  une  conséquence  est,  comme  on  a  vu,  de  réduire 
les  deux  coefficients  à  un  seul  si  la  contexture  est  isotrope.  Que 
les  changements  intérieurs  subis  sous  Taction  des  forces  ne  de- 
mandent qu*un  temps  inappréciable  ou  qu'ils  exigent  un  quart  de 
seconde,  ils  dépendent  toujours  des  déplacements  des  points;  ce 
sont  mêmes  ces  déplacements  u,  r,  w  ou  leurs  dérivées  qui  entrent 
dans  les  formules  soit  à  un  soit  à  plusieurs  coeflScients;  11  suffit  que 
ces  déplacements  soient  au  total  extrêmement  petits,  avec  ou  sans 
rotations  des  groupes  atomiques  composant  les  diverses  molécules 
orientées  confusément  dans  toutes  sortes  de  directions,  pour  que 
les  actions  moléculaires  qu'ils  développent  doivent  recevoir  (au 
moins  en  moyenne  comme  dit  très-bien  M.  Clausius)  les  valeurs 
qui  leur  sont  attribuées  par  le  calcul  de  Gauchy  et  Poisson,  et  pour 


{})  Mémoire  sur  l'éUsUcité  des  principaux  tissas  du  corps  humain  (28  dé- 
cembre 4846,  aoD.  de  ch.  et  de  pb.  t.  XXI).  C'est  surtout  lorsque  ces  tissus  con- 
serYaient  leur  humidito  que  racUon  subséquente  était  considérable.  M.  Wertheim 
remarqua  aussi  que  les  allongements  totaui  et* comprenant  une  partie  persistante 
croissaient  dans  un  rapport  mmndre  que  la  charge^  à  l'opposé  de  ce  qui  a  lieu 
pour  le  fer  doux  cl  les  autres  métaux  ductiles,  et  comme  il  nous  semble  qu'il 
arri?e  aussi  pour  les  lanières  de  caoutchouc;  ce  qui  y  offk'irait  peut-être  une 
preuTe  de  plus  de  l'existence,  à  Pétat  liquide,  de  cette  sorte  d*buile  qu'un  long 
pétrissage  manifeste,  en  sorte  qu'on  ne  doit  pas  appliquer  à  cette  matière  les  for- 
mules relatives  aux  ?rais  solides. 
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que  les  formules  basses  sur  ce  calcul  doivent  être  acceptées.  II 
y  a  donc  lieu  de  conserver  ces  formules,  en  interprétant  comme 
nous  avons  fait  ci~dessus  les  résultats  de  M.  Wertfaeim  qui  ne 
les  contredisent  qu*en  apparence. 

$  75.  Résumé  de  ta  disciLSsion  du  cinquième  Appendice,  —  fions 
allons  récapituler  cette  discussion  à  laquelle  nous  avons  donné 
beaucoup  de  développement  au  risque  de  nuire  à  la  force  des 
preuves  par  leur  multiplicité,  parce  qu'à  nos  yeux  les  convictions 
tardives  sont  les  meilleures  si  elles  sont  les  mieux  assises  et  les  plus 
durables.  On  concevra  à  peine,  un  Jour,  la  nécessité  où  nous  avons 
été  de  nous  y  livrer  si  longuement,  lorsqu'on  apercevra  bien  qu'elle 
ne  tend  en  définitive  qu'à  faire  prévaloir  les  plus  simples  consé- 
quences du  principe  de  physique  générale  le  mieux  avéré  et  le 
plus  universellement  accepté,  ou  tout  au  moins  à  repousser  comme 
infiniment  improbable  ce  qui  y  est  manifestement  contraire. 

Tous  les  phénomènes  montrent  que  les  particules  des  corps 
agissent  à  distance  les  \ines  sur  les  autres.  Cette  action  réciproque 
c'est-à-dire  constamment  accompagnée  de  réaction  égale  et  di- 
rectement co'ntraire  est,  aujourd'hui,  prise  d'une  manière  expli- 
cite pour  base  de  la  Mécanique  envisagée  et  enseignée  au  point 
de  vue  des  réalités  physiques  substituées  aux  suppositions  ab- 
straites de  corps  parfaitement  durs,  de  matière  continue,  de 
fbrces  agissant  instantanément  et  au  seul  contact,  etc.,  qu'on  a 
abandonnées  non-seulement  comme  contraires  aux  faits  mais 
encore  comme  ne  fournissant,  pour  les  théorèmes  relatifs  aux 
corps  finis,  que  des  démonstrations  illusoires.  La  loi  qui  régit  cette 
action  est  môme  implicitement  renfermée  dans  les  principes  ma- 
thématiques de  la  Mécanique,  et  on  ne  saurait  la  nier  sans  sup- 
primer cette  science  en  tant  que  géométrique  ou  essentiellement 
liée  à  celle  de  l'étendue.  Toute  force  qu'on  y  considère  a  en  effet 
un  point  d'application;  et  si  les  particules  sont  étendues  ou  com- 
posées, c'est  sur  chacun  de  leurs  ppints  élémentaires  que  les  forces 
s'exercent,  et  c'est  sur  les  points  d'autres  particules  que  s'exercent 
les  réactions  contraires.  Or,  pour  qui  admet  cela,  il  n'est  pas  dou- 
teux, et  tous  les  faits  le  montrent  d'ailleurs,  que  l'action  entre  les 
deux  mêmes  points  ne  soit  la  même  pour  même  distance,  qu'elle 
ne  change  quand  la  distance  change,  et  fort  peu  si  celle-ci  ne 
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change  que  dans  une  faible  proportion;  ce  qui  est  bien  admettre 
que  Vaction  est  fonction  de  la  distance,  et  fonction  continue.  Enfin 
puisque  l'action  de  m  sur  n,  dirigée  vers  le  point  de  l'espace  oc- 
cupé par  7î,  doit  être  directement  opposée  à  la  réaction  de  n  vers  le 
point  occupé  par  w,  cette  action  mutuelle  ne  peut  avoir  d'autre 
direction  que  celle  de  leur  ligne  de  jonction  mit.  C'étaient  même 
déjà  des  actions  réciproques  de  ce  genre  (sauf  le  changement  des 
distances  qui  étaient  abstractivement  traitées  comme  invariables), 
qu'on  substituait  toujours  aux  liaisons  lorsqu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer, à  l'ancieu  point  de  vue,  la  mécanique  des  systèmes. 

Si  la  pr  udence  scientifique  prescrit  de  ne  pas  se  fier  à  toute 
hypothèse  elle  n'ordonne  pas  moins  de  tenir  pour  fortement  sus- 
pect ce  qui  est  manifestement  contraire  à  une  grande  synthèse 
reliant  admirablement  la  généralité  des  faits,  en  sorte  qu'on  ne 
puisse  lui  refuser  la  plus  immense  probabilité  (à  défaut  d'une  cer- 
titude qui  n*est  pas  de  ce  monde  en  pareille  matière),  et  sur 
laquelle  ceux  même  qui  en  révoquent  eh  doute  la  légitimité  ne 
peuvent  s*empôcher  de  s'appuyer  implicitement  comme  sur  une 
base  mathématique  indispensable.  Aussi  repoussons-nous  toute 
formule  théorique  en  contradiction  formelle  avec  la  loi  des  actions 
fonctions  continues  des  distances  des  points  matériels  et  dirigées 
suivant  leurs  lignes  de  Jonction  deux  à  deux.  Si,  en  recourant  à  une 
telle  formule,  on  explique  plus  facilement  certains  faits,  nous  la 
regarderons  toujours  comme  un  expédient  trop  commode  pour 
répondre  à  quelque  chose  devrai,  et  ne  produisant  qu'une  illusion 
et  uu  faux  [repoâ,  propres  à  arrêter  les  recherches  et  à  ajourner 
indéfiniment  la  découverte  des  explications  véritables  (telles  que 
la  mise  en  compte  d'une  hétérotropie  non  d'abord  aperçue). 

L'opinion  de  deux  coefficients  pour  l'isotropie,  et  de  plus  de 
quinze  pour  le  cas  général  de  contexture,  que  nous  combattons 
dans  cet  Appendice,  a  eu,  dans  deux  pays,  des  origines  dilTérentes 
en  apparence»  mais  se  rapportaut  également  à  l'adoption  d'un 
expédient  de  ce  genre,  explicatif  de  faits  superficiellement  exa- 
minés et  interprétés,  qu'on  croyait  incompatibles  avec  la  théorie 
déjà  établie. 

En  France,  les  formules  des  composantes  de  pression  (113)  et 
(115)  à  un  seul  coefficient,  qui  longtemps  avaient  été  reçues  sans 
contestation  en  tant  qu'applicables  aux  corps  isotropes  ou  d'égale 
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contexture  en  tous  sens, «avaient  reça  une  confirmation  expéri- 
mentale du  mesurage,  par  M.  Gagniard  de  Latour  {$  âS),  de  ral- 
longement et  de  Tamincissement  simultané  d'un  gros  fil  de  fer, 
c'est-à-dire  d'un  cylindre  p/Wn,  Cependant,  à  la  suite  d'expérîencfâf 
sur  la  compression  de  Teau  dans  des  vases  ou  piézomètres  eux- 
mêmes  comprimés,  une  objection  de  M.  OErsted,  que  personne 
n'a  admise  (S  â8),  et  qui  tendrait  à  exclure  toute  formule,  a  été 
roccasiond'undouteélevéparM.  Regnault,  noupassurTexactitudc 
analytique  des  formules  dressées  par  Navler,  Poisson,  Gaucby  et 
MM.  Lamé  et  Giapeyron  dans  les  mêmes  termes  par  des  marches 
dilTérentes,  en  supposant  la  matière  isotrope,  mais  sur  l'existence 
supposée  fréquente  de  cette  qualité  physique  (l'isotropie)  qu'il  re- 
garde au  contraire,  avec  Savart,  comme  n'ayant  lieu  Jamais  exac- 
tement,  même  dans  les  solides  coulés  tels  que  le  verre,  la  fonte,  etc. 

Or  cette  hétérotropie  ou  cette  inégale  élasticité  avait  déjà  été 
prise  en  considération  par  M.  Gaucby  lorsqu'il  donnait,  en  1828, 
pour  le  cas  de  contexture  le  plus  général,  ses  formules  à  quinze 
coefficients,  qui  se  réduisent  à  six  lorsqu'il  y  a  trois  plans  de  symé- 
trie, et  à  trois  lorsqu'il  y  a  un  axe  de  symétrie  de  contexture,  et 
ne  se  réduisent  à  un  seul  que  lorsqu'on  revient  à  la  contexture 
isotrope  ;  les  pressions  étant  supposées  nulles  dans  Tétat  primitif 
ou  antérieur  aux  déformations  opérées,  car,  lorsque  le  contraire  a 
lieu,  l'illustre  analyste  trouvait  qu'il  fallait  ajouter  aux  coefficients 
six  autres  paramètres  ou  constantes,  réductibles  à  trois^  à  deux  et  à 
U7i  dans  les  mômes  cas  particuliers. 

Mais  M.  Wertheim  crut  devoir  ($  50)  interpréter  les  faits  autre- 
ment que  ne  l'avait  indiqué  M.  Regnault  (0  ;  et,  en  partant  du  ré- 


(1)  Au  moment  où  sMmprimait  (1860-1864)  la  première  ptrUe  de  la  diseuesioa 
qui  précède,  nous  ne  connaissiooi  pas  encore  la  fin  prématurée  (49  janyier  4S64) 
de  cet  estimable  physicien,  qui  eût  pu  longtemps  encore  enrichir  la  science  des 
rcsuUats  de  ses  laborieuses  et  consciencieuses  recherches  expérimentales,  et  sur 
les  traraux  duquel  notre  confrère  à  la  Sociélé  pbilomalique,  M.  Verdet,  a  publié 
une  intéressante  n«.tico  insérée  au  journal  VJnutitvt  (n^  443^,  4433,  1434)  et  au 
Builciin  de  cette  société  en  d*ate  des  42^  49  et  26  juin  4864.  L'appréciation  qui  y 
est  faite  du  résultat  de  ses  recherches  ne  peut,  au  reste,  modifier  en  rien  notre 
avis  sur  le  point  litigieux  que  nous  avons  traité. 

Au  reste  Wertheim,  dans  son  dernier  écrit  (Comptes rendus,  17  décembre  1860, 
t.  Ll,  p.  974  et  974),  reconnaissait  que  le  rapport  des  coefficients  A:  et  K  des 
formules  pourrait  n'aroir  pay,  pour  tous  les  solides,  la  valeur  =r  4  qu'il  lui  avait 
assignée  d*après  ses  expériences  de  4848. 
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sultat  d'uD  essai,  par  M.  Gauchy,  de  rétablissement  de  formules 
de  rélasticité  des  corps  envisagés  comme  des  masses  continues, 
au  moyen  d'une  certaine  hypothèse  (S  51}  proposée  en  1822  et 
essentiellement  modifiée  en  1828  sans  en  faire  cesser  Tarbitraire» 
M.  Wertheimr  avança  que  l'analyse  ne  pouvait  fournir,  pour  le  cas 
d'isotrople,  que  des  formules  à  deux  coefficients  distincts  k  et  K, 
dont  le  rapport  mutuel  ne  serait  déterminable  qu'expérimentale-^ 
ment;  opinion  à  laquelle  a  pu  prêter  la  similitude  des  notations 
dont  M.  Gauchy  a  fait  usage  dans  deux  cas  essentiellement  diffé- 
rents (S  51,  p.65/i-655),  où  il  y  a  et  où  il  n'y  a  pas  de  pressions 
antérieures  aux  déformations.  En  conséquence,  M.  Wertheim, 
croyant,  sur  de  légers  indices,  à  la  parfaite  isotropie  des  matières 
employées  dans  ses  expériences,  a  proposé  (S  52)  des  formules 

k 
nouvelles  (119),  où  l'on  a  -  »  1  au  lieu  de  2  comme  on  l'admettait, 

et  comme  le  donne  la  théorie  fondée  sur  la  considération  des  ac- 

tiens  moléculaires  à  distance.  Les  formules  de  M.  Wertheim  n'ont 

pas  été  adoptées,  car  on  n'a  pas  trouvé  qu'il  y  eût  lieu  de  prendre, 

sans  raison  théorique,  un  nombre  rond  et  constant  tel  que  1  pour 

le  rapport  regardé  comme  inconnu  de  A;  à  K  ;  mais  il  est  résulté 

de  leur  proposition  que  beaucoup  de  physiciens  et  même  de  géo- 

k 
mètres  ont  pensé  (S  53)  que  la  grandeur  de  ce  rapport  =z  ne  pou- 

Ai 

vait  pas  être  fournie  par  la  théorie  et  qu'il  variait,  pour  les  diverses 
substances  de  contexture  mécanique  isotrope,  avec  leur  nature 
chimique,  bien  que  les  actions  chimiques  n'entrent  point  en  jeu 
dans  les  phénomènes  de  l'élasticité. 

Cette  opinion  semble,  au  premier  abord,  devoir  être  une  consé- 
quence de  la  manière  dont  Poisson  ($  5&)  a  proposé  incidemment 
d'établir  les  formules  de  composantes  de  pression  relatives  au  cas 
général  d'une  distribution  quelconque  de  l'élasticité  autour  de 
chaque  point;  car  il  fonde  sa  démonstration  de  la  linéarité  de 
ces  formules  sur  ce  qu'on  peut  négliger  les  carrés  et  les  puis- 
sances supérieures  des  dérivées  des  petits  déplacements  devant  leurs 
premières  puissances,  en  sorte  que,  sans  invoquer  en  apparence 
le  principe  des  actions  fonctions  continues  des  distances  molécu* 
laires,  il  obtient  des  expressions  à  36  coefficients  paraissant  in- 
dépendants, qui  rqpteraient  au  nombre  de  2  sans  aucun  rapport 


\ 
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mutuo]  néccssair<4  lorsqu'on  introduit  analytiqueinept  la  condition 

d'isotropie, 

Mais  (§  55),  ce  raisonnement  de  Poisson  suppose  tacitemeat 
admis  par  ses  lecteurs  ce  qu'il  invoque  précédemment  dans  tout  le 

reste  de  son  ipémoirCt  à  savoir  la  loi  des  actions  fcmctiont  conti- 
nues des  distances  moléculaires;  car  c'est  seulement  en  se  baant 
sur  cette  loi  que  les  pressions,  résultantes  des  actions  entre  molé- 
cules, peuvent  être  regardées  comme  dépendant  nécessairement  des 
petits  déplacements  relatifs  ou  des  dérivées  de  leurs  déplacements 
absolus,  et,  surtout,  qu'on  peut  regarder  leurs  développements  sui- 
vant les  puissances  qscendantes  de  ces  derniers  comme  commença»! 
certainement  par  les  puissances  i.  Or,  cette  loi  des  actions  molé- 
culaires étant  admise,  on  démontre»  ou  à  la  manière  de  M.  Gauchy 
(note  du  §  23),  ou  même  par  le  raisonnement  très -élémentaire  (S  21) 
prouvant  l'égalité  nécessaire  des  coefficients  de  Dy»  gy»  dans  p^,  à 
ceux  de  g^y,  g»  dans  pny  C)  «  Que  les  36  coefficients  se  réduisent 
à  15  daqs  les  corps  d'une  contexture  quelconque,  et,  par  suite,  qoe 
les  deux  coefficients  A;  et  K  des  corps  dont  la  contexture  ^t 
isotrope  se  réduisent  à  un  seul  à  cause  de  l'égalité  A=  âK  qui  se 
déduit  matiiénatiquement  de  cette  loi.  Si  Ton  se  refuse  à  cette 
conséqucDCÇ,  il  faut  rejeter  jusqu'à  la  forme  des  expressions  des 
composantes  de  la  force  élastique  ou  pression,  et  laisser  dans  le 
domaine  de  l'empirisme  pur  ce  qui  regarde  l'élasticité  des 
solides. 

Nous  avons  vu  aussi  ($$  57,  58,  50}  que  les  expériences  ne  prou- 
vaient rien  contre  les  formules  d'isotropie  avec  k  =  2K.  Elles  expli- 
quent aussi  bien  que  les  formules  aveo  k  =  K,  de  M.  Wertheim, 
les  faits  observés  par  M.  Regnault,  dans  les  limites  d'exactitude 
sur  lesquelles  la  nature  des  matières  employées  permet  de  compter 
d'après  cet  illustre  physjcien.  On  ne  peut  rien  inférer  des  expé- 
riences sur  le  caoutchouc  (S  59),  car  celles  de  M.  Giapeyron  don- 


(I)  Un  raiionnetnenl  de  ce  genre  a?a|l  déjA  été  fail  par  II.  Hacquorn  Rankine  au 
§  lU  ihéorèmo  IV  do  son  mëmoiro  Laws  of  Eluslicity  of  solid  Bodiet,  lu  le 
•1*'  avril  1860  (Cambridge  and  Dublin  mathcroaùcal  Journal,  vol.  V]  pour  prouver 
que  dans  l'hypothèse  des  actions  entre  points  maiÉricIs  qu'il  appelle  le  système 
de  Uoscovich,  les  deux  coefllcienls  û'élasUeité  latérale  i^ryy  et  Syy  «f»  et  le  coef- 
flcient  de  rigidité  a^y  xy  sont  nëcessaireroent  égaux  eoire  eux. 
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k 
nent  aa  rapport  -  onze  cents  fois  moindre  que  celui  qui  est  con- 

clu  par  M.  Wcrttieim  de  celles  qui  lui  sont  propres,  et  il  y  a  lieu 
de  penser  que  cette  sorte  de  matière,  provenant  plutôt  d'une  coa- 
gulation que  d*une  solidification  d'une  substance  fluide,  et  qui 
affecte  tant  d'états  divers  selon  qu'elle  a  été  plus  ou  moins  ma- 
laxée, frottée  ou  réchauffée,  n'est,  dans  son  état  ordinaire,  comme 
les  gelées,  etc. ,  qu'un  réseau  ou  une  éponge  dont  les  cellules  peu- 
vent contenir  un  liquide  se  comportant  comme  tel  dans  les  défor- 
mations et  les  compressions;  et  les  anomalies  qui  lui  sont  propres 
peuvent  d'ailleurs  s'expliquer  encore  (S  73)  en  remarquant  que  les 
modifications  de  ce  genre  qu'on  lui  fait  subir,  sont  toujours,  bien 
que  réputées  petites,  beaucoup  plus  fortes  que  celles  auxquelles 
on  soumet  les  solides  proprement  dits,  et  qui  peuvent  seules  être 
représentées  par  les  formules  linéaires  ;  formules  dont  une  consé- 
quence, au  reste,  il  ne  faut  pas  Toublier,  est  Tégalité  des  forces 
opposées  capables  de  produire  deux  effets  contraires  et  égaux,  ce 
qui  n*aurait  vraisemblablement  pas  lieu  pour  ces  sortes  de  sub- 
stances et  pour  la  grandeur  des  modifications  subies. 

Et ,  quant  aux  expériences  de  M.  Wertheim  soit  (^60)  sur  l'aug- 
mentation de  capacité  répondant  à  l'augmentation  de  longueur  des 
cylindres  creux^  soit  (§  63]  sur  les  vibrations  tournantes  des  tiçes 

E 
rondes  (qui  semblent  donner  -  =  9,67,  tandis  que  les  tiges  carrées 

OU  rectangulaires  donnent  2,5  au  plus),  leurs  résultats,  dus  peut- 
être  à  certaine^circonstances  de  l'opération  {$  60)  peuvent  s'expli- 
quer autrement,  d'une  foule  de  manières  (§  61  et  $  93  ci-après),  par 
un  léger  défaut  d'isotropie,  qui  doit  avoir  une  influence  bien  plus 
marquée  sur  les  tiges  creuses  que  sur  les  tiges  pleines,  et  qui  est 
rendu  extrêmement  probable  par  un  grand  nombre  d'autres  faits 
observés,  tels  que  ceux  qui  avaient  déterminé  Savart  &  n'opérer 
que  sur  des  tiges  de  plâtre  en  rejetant  les  métaux  et  le  verre,  dans 
ses  expériences  les  plus  délicates  (*). 


(*)  M.  Kirchhoff  (Mémoire  sur  le  rapport  de  raUongcment  à  la  contraction 
transversale  dans  les  barreaux  d'acier  trempé;  Annales  de  roggendorfT,  nq- 
yembrc  1859,  t.  CVIU,  p.  369,  ou  Annales  de  ch.  et  de  ph.,  août  18G0,  t.  UX, 
p.  498),  en  mesurant  par  un  moyen  ingénieux  la  torsion  et  la  flexion  prises  si- 
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Oa  a  aussi  mentionné  et  développé  de  deux  manières  {$$  64, 66) 
le  raisonnement  par  lequel  M.  Cauchy,  en  1851,  dans  un  rapport 
approbatif  de  Tusage  fait  par  M.  Wertheim  de  certaines  de  ses  for- 
mules de  1828,  montre  que  les  coefficients  affectant  les  dérivées 
des  déplacements  moléculaires,  qui  ne  sont  que  les  valeurs  mojeo- 
nes  des  déplacements  des  atomes  ou  points  matériels  composant 
chaque  molécule,  peuvent  bien  avoir  des  grandeurs  différentes  de 
celles  qu^on  trouve  quand  on  dresse  les  formules  en  attribuant  les 
mêmes  déplacements  à  tous  les  atomes  d'une  même  molécule, 
comme  il  le  faisait  implicitement  dans  ses  principales  recherches 
de  1828  ;  d'où  il  suivrait  que  ces  36  coefficients  peuvent  n'avoir  pas 
toujours  entre  eux  les  21  égalités  trouvées  en  1828  et  les  réduisant 
à  15  distincts. 

Mais  on  a  vu  ($$  6/ii,  65),  et  M.  Cauchy  le  dit  lui-même,  que  ces 
différences  simplement  possibles  (et,  nous  le  croyons,  toujours 
insensibles  si  elles  existent)  (§  67)  dans  les  grandeurs  relatives  des 
coefficients  des  formules  de  pressions,  ne  regardent  que  certains 
solides  à  cristallisation  régulière,  ou  à  structure  périodique 
(SS  6A  &  68)  :  elles  viennent  des  concordances  de  périodicité  qui 
peuvent  donner  une  valeur  finie  à  la  moyenne  des  produits  de 
quantités  dont  chacune  a  zéro  pour  moyenne  particulière.  Ces 
différences  de  grandeur  dos  coefficients  n'ont  donc  pas  lieu  pour 
les  corps  à  cristallisation  confuse,  comme  sont  tous  les  matériaux 
de  construction,  et  comme  sont  aussi,  rtécessairement^  tous  les  corps 
isotropes,  ce  à  quoi  paraît  n'avoir  pas  pensé  l'émînent  analyste 
dans  la  conclusion  du  raisonnement  qu'il  a  présenté  en  quelques 
lignes. 


multaiiëment  par  des  barreaux  cylîDdriques  horizontaux  de  (rois  millimëires  en- 

Yiron  de  diamètre  sur  deux  fois  quinze  centimèlres  de   longueur  fixés  à  leur 

E 
milieu,  trouve  moyennement  -  =:  3  (4  +  0,  294)  =  S,  588  pour  le  rapport  des 

G 

deux  coefficients  d'allongement  E  et  de  torsion  ou  glissement  G.  La  difTérenoe  entre 

ce  nombre  et  2,5  que  donnent  les  formules  â  un  coefQcient  est  assez  petite  pour 

qu'on  puisse  Tatlribuer  à  un  défaut  d'iaolropie  et  d'homogénéité  des  barreanz. 

M.Wertheîmdit  Acesujet(Compte8rendus,47décembre4860fl.LI,p.  973)  :  «C'est 

«  bien  gratuitement  qu'on  doterait  d'isotropie  un  corps  trempé  :  l'action  que  te 

«  verre  trempé  exerce  sur  la  lumière  polarisée  le  prouve  surabondamment,  et  si 

«  l'on  avait  k  rechercher  le  moins  homogène  parmi  les  corps  non  cristallisés,  c'est 

«  sur  une  substance  trempée  que  devrait  tomber  le  choix.  » 
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En  Angleterre,  c'est  à  Toccasion  ($$  69»  72)  de  recherches  sur 
Ta  propagation  des  ondes  lumineuses  qu'a  pris  naissance  Topinion 
ici  discutée  et  combattue.  Green  admet  bien  avec  Cauchy  que  les 
lois  de  réquilibre  et  du  mouyement  d'un  milieu  élastique  doivent 
être  déduites  de  la  considération  d'actions  Intérieures  variables 
avec  les  situations  relatives  ou  les  distances  mutuelles  des  parti- 
cules qui  les  composent  ;  et  il  reconnaît  que  les  coefficients  des 
formules  se  réduisent  incontestablement  aux  15  de  Cauchy  si  Ton 
regarde  ces  particules  comme  des  points  dont  les  actions  sont  di- 
rigées suivant  leurs  lignes  de  jonction.  Mais  comme  il  désire  sinon 
annuler,  ce  qu'il  reconnaît  impossible,  au  moins  rendre  incompa- 
rablement plus  petite  que  ne  fait  l'analyse  Cauchy,  la  proportion 
de  lumière  engendrée  par  le  troisième  rayon  quand  une  réfraction 
le  modifie,  et  obtenir  pour  les  ondes  se  propageant  dans  les  cristaux 
cette  exacte  iransversalité  des  vibrations  qu'il  croit,  ainsi  que 
Fresnel,  conciliable  avec  la  biréfringence,  Tillustre  physicien  an- 
glais rejette  comme  «  trop  restrictive  »  la  supposition  de  Cauchy 
relative  aux  directions  des  actions  (comme  si  les  actions  des  parti- 
cules, supposées  étendues,  pouvaient  se  composer  c^autre  chose 
que  des  actions  de  leurs  points).  De  là  l'hypothèse,  plus  générale, 
«  que  le  travail  virtuel  des  actions  intérieures  est  une  dilTérentielle 
«  exacte  d'une  certaine  fonction  »  ;  à  laquelle  il  est  obligé  de 
.  joindre  immédiatement  une  autre  hypothèse,  consistant  à  regarder 
cette  fonction  potentielle  comme  àomme  de  deux  fonctions  homo- 
gènes l'une  du  premier  l'autre  du  second  degré  des  six  quantités 
que  nous  avons  appelées  dilatations  et  glissements.  Avec  les  21  coef- 
ficients m  fournis  par  les  termes  du  second  degré,  l'exacte  trans- 
versalité  devient  possible,  en  apparence',  moyennant  que  l'on 
astreigne  à  ih  équations  de  condition  les  grandeurs  numériques  de 
ces  coefficients. 

Mais,  tout  en  nous  empressant  de  reproduire  le  raisonnement, 
à  nos  yeux  péremptoire  (S  70)  par  lequel  ce  savant  et  ceux  qui  ont 
développé  son  idée  réduisent  à  21  au  plus  les  36  coefficients  des 
formules  des  composantes  p^x,  ..•  pry,  qu'ils  ont  reconnues  être 
les  six  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  par  rapport  aux  six 
quantités  d«,  •••g»y»  nous  n'avons  rien  trouvé  dans  l'ingénieuse 
analyse  de  Green  qui  dispense  d'invoquer  la  loi  des  actions  molécu- 
Uires,  et  de  reconnaître  une  réduction  plus  grande  encore  du 

I.  48 
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nombre  des  coefficients  constants  qui  y  entrent  D^abord  (SJ  09, 71) 
les  deux  hypothèses  dont  il  parle  sont  fort  arbitraires,  et  ne  peu- 
vent être  justifiées  qu'à  Faide  de  cette  loi  qui  est.prédsÊmeiit  ce 
qu'il  veut  éluder.  Ensuite  (S  72)  Gâuchy  a  reconnu  que  roncte 
courbe  du  h*  degré  qui  résume  en  quelque  sorte  la  partie  la  pim 
fondamentale  et  la  mieux  confirmée  des  découvertes  de  Fresnâ  est 
parfaitement  compatible  avec  l'obliquité  des  vibrations  sur  les  pians 
des  ondes  planes  (ou  sur  les  plans  tangents  à  cette  onde  ooorbe), 
moyennant  qu'il  y  ait,  entre  les  coefficients,  certaines  relations 
moins  nombreuses  et  moins  restrictives  que  celles  de  Greeo,  et  qui 
doivent  s'observer,  ou  exactement  ou  à  très-peu  près,  à  Tétat  où  se 
trouve  réther  dans  Tintérieur  des  corps  transparents  (comme  nous 
le  ferons  voir  à  Tappendice  complémentaire);  enfin  qu'il  snfllt  que 
cette  obliquité,  reconnue  possible  par  Green  lui-même,  soit  peu 
considérable  pour  réduire  à  rien  les  difficultés  élevées  au  sujet  du 
troisième  rayon,  et  des  quantités  de  lumière  réfléchies  et  trans- 
mises, comparées  à  la  quantité  incidente.  Quant  aux  14  conditîoits 
auxquelles  Green  assvgettit  les  2i  coefficients  «m  m»  •>••  s^if  «y  dans 
la  vue  que  toute  obliquité  disparaisse,  six  d'entre  elles  expriment  la 
nullité  des  coefficients  tels  que  axx«y  qui  sont  toujours  nuls  dans 
les  milieux  isotropes  puisqu'une  dilatation  d«  n'y  produit  jamais 
qu'une  composante  normale  p«»  de  pression  sur  une  ûce  perpendi- 
culaire à  sa  direction  x;  taNÀa  autres,  établies  entre  six  coefficients 
qui  sont  également  nuls  quand  2i  y  a  isotropie,  expriment  la  nullité 
de  leurs  sommes  deux  à  deux  telle  que  a»  ys+2aK«  «y  ;  enfin  les  cinq 
autres  conditions  expriment  non-seulement  les  relations  telles  que 
a«c  M  =  3  a^py  «y  +  a«c  yy  qul  out  aussi  lieu  pour  Tisotropie,  mais 
même,  en  y  appliquant  les  formules  de  changements  d'axes,  Té^o- 
lilé  en  tous  seng  des  élasticités  directes  a**  ««•  et  par  conséquent 
l'égalité  comme  la  constante  normalité  des  pressions  produites  par 
d'égales  dilatations  d«  dans  toutes  les  directions  x  possibles. 

La  contexture  singulière  que  constituent  ces  quatorse  conditions 
n'est  dans  le  fond,  que  Visatropie.  Une  pareille  égalité  ne  saurait 
exister,  en  effet,  dans  un  cristal  de  forme  polyédriquenoa  régulière, 
ni  se  concilier  avec  la  double  réfraction  d'après  les  expériences 
d'inégale  compression  qui  rendent  le  verre  biréfringent,  tandis 
qu'elles  devr^ent  le  rendre  opaque  si  a«c  «  égal  en  tous  sens  était 
une  condition  nécessaire  pour  la  transparence;  car  de  quelque 
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manière  que  s'exerce,  sur  les  bolécules  de  l*éther,  raction  des 
molécules  tant  du  même  fluide  que  des  corps  solides  qui  en  sont 
imprégnés,  il  est  impossible  que  Tinégal  rapprochement  de  celles- 
ci  en  divers  sensL  rende  inégaux  lés  coefficients  d'élasticité  tangen- 
tîelle  aysys,  a»»,  a^y  cy  on  ceux  d'élasticité  latérale  a^y,,,  a»^, 
a«9  yy  et  laisse  égaux  les  coefficients  d'élasticité  directe  a»,  m,  ayy  yy , 
a,.  M  (voyez  l'appendice  complémentaire). 

Nous  concluons  que  l'exacte  transversallté  des  vibrations  est 
incompatible  avec  la  biréfringence,  et  que  les  considérations  tirées 
des  phénomènes  lumineux  ne  commandent  nullement  de  porter  à 
vingt-un  le  nombre  des  coefficients  m  des  formules  les  plus  gêné- 
raies  de  l'élasticité. 

En  examinant  aussi  les  raisons  données  dans  un  beau  travail 
d'un  autre  éminent  professeur  de  Cambridge,  nous  n'avons  pas 
ti'ouvé  (S  71)  que  le  fait  cité  de  l'isochronisme  des  petites  vibra- 
tions des  corps  élastiques  suffit  pour  permettre  de  poser  à  priori 
des  formules  linéaires  pour  les  pressions,  en  se  dispensant  d'invo- 
quer la  loi  des  actions  moléculaires  à  distance,  dont  ce  fait  géné- 
ral offlre  une  des  meilleures  preuves.  Sans  doute,  et  nous  l'avons 
reconnu,  le  rapport  A  :  6  de  la  résistance  aux  diminutions  du  volume 
et  de  la  résistance  aux  changements  de  la/orme^  rapport  que  les 
formules  d'isotropie  à  un  seul  coefficient  font  =  5,  a  une  valeur 
comme  infinie  pour  les  liquides;  mais,  aussi,  ces  derniers  change- 
ments, ou  les  glissements  relatifs  des  parties,  ne  sont  Jamais  consi- 
dérés, dans  les  liquides,  qu'autant  qu'ils  font  franchir  une  ou  plu- 
sieurs fois  des  limites  de  stabilité«d'arrangements  moléculaires  et 
qu'ils  conduisent  à  des  arrangements  nouveaux  par  des  sortes  de 
chutes  pendant  lesquelles  se  développe  un  travail  moteur  compen* 
sant  le  travail  résistant  antérieur,  sauf  la  petite  partie  qui  vient  des 
inerties  mises  en  Jeu  comme  nous  avons  dlc^  Et  s'il  est  vrai  que  les 
corps  plastiques  ou  malléables  off^nt  une  manière  de  se  comporter 
intermédiaire  entre  celle  des  liquides  et  celle  des  corps  roldes  ou 
vitreux,  ce  n'est  de  même  que  pour  des  changements  de  forme 
conduisant  à  des  arrangements  nouveaux  après  une  suite  de  sauts 
moléculaires,  comme  dit  M.  Stokes.  Or  les  formules  de  l'élasticité 
des  solides  n'ont  Jamais  été  données  comme  allant  jusqu'à  s'ap- 
pliquer à  de  pareils  changements;  elles  ne  conviennent  même  qu'à 
des  déplacements  qui  réfutent  petits  par  rapport  à  retendue  que 
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comprennent  entre  elles  les  limites  de  stabilité  de  chacon  des  «r« 
rangements.  Dès  qu'on  approche  seulement  de  cette  tendamce  à 
arrangement  nouveau  qù^  signale  très-bien  M.  Stokes  et  dans  la- 
quelle U  reconnaît  une  cause  suffisante  de  rjnfériorité  relatire  du 
coefficient  B  de  résistance  à  la  déformation  ou  au  glissement,  les 
dérivées  secondes  des  forces  moléculaires  cessent  d*ètre  n^gUgiea- 
blés,  et  les  [formules  ne  peuvent  plus  représenter  les  pressions, 
même  en  multipliant  le  plus  possible  le  nombre  de  leurs  coelfi- 
cientSy  si  on  leur  conserve  la  forme  linéaire. 

Sans  aller  même  jusqu'à  la  tendance  en  question,  il  suffît  que  les 
déplacements  cessent  d'être  très-petits  pour  que  les  dérivées  du 
second  ordre  influent  sensiblement,  en  augmentant  beaucoup,  par 
exemple,  la  résistance  de  certaines  substances  à  la  compression 
cubique,  et  en  diminuant  considérablement  au  contraire  leur  ré- 
siRtance  &  la  dilatation  ;  tandis  que  les  formules  linéaires,  quel  que 
soit  le  nombre  des  coefficients  Indépendants  qu'on  y  mette,  font 
toujours  parfaitement  égales  ces  deux  résistances  opposées.  Cette 
raison  doit  contribuer  pour  beaucoup  aux  résultats  anormaux, 
que  nous  avons  d'ailleurs  autrement  expliqués  tout  à  l'heure^  des 
diverses  expériences  sur  le  caoutchouc. 

Enfin  nous  avons  examiné  les  raisons  tirées  d'une  action  élas- 
tique subséquente  (nachveirkung)  observée  surtout  dans  les  fils  de 
soie  et  dans  d'autres  matières  animales,  pour  changer  le  rapport 
=  2  des  coefficients  A;  et  K  dans  les  calculs  de  l'équilibre  mais  non 
dans  les  calculs  du  mouvement  vibratoire;  et,  en  admettant  même 

• 

que  ce  prolongement  d'action,  ^'ugé  pouvoir  aller  jusqu'à  un  quart 
de  seconde  dans  les  métaux,  fût  réel  et  bien  dû  à  des  rotations 
moléculaires  crues  plus  lentes  que  les  translations,  nous  n'avons 
pas  trouvé  que  pour  les  corps  à  cristallisation  confuse  où  les  mo- 
lécules composées  affectent  toutes  sortes  d'orientations,  il  pût  y 
avoir;  dans  ces  petites  rotations,  dont  les  effets  doivent  se  com- 
penser, un  motif  d'évaluer  autrement  les  développements  d'action 
entre  les  molécules,  ni  de  changer  les  formules  basées  sur  cette 
évaluation. 

Au  reste  l'adoption  des  formules  à  deux  coefficients  pour  l'iso^ 
tropîe,  et  à  plus  de  quinze  pour  une  contexture  quelconque,  n'est 
point  unanime  à  l'étranger  non  plus  qu'en  France,  comme  on  a  pu 
voir  par  nos  citations. 
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S  75.  Conclusion  de  cet  appendice.  —  Si  donc  l'expérience  vient 
à  montrer  que  la  proportionnalité  des  effets  aux  efforts  (ut  tensio  sic 
vis)^  troQTée  par  Hooke  pour  les  ressorts  d*acier,  s'observe  encore 
pour  des  corps  tenant  à  la  fois  des  solides  et  des  liquides,  comme  les 
corps  coagulés^  ou  bien  pour  des  réseaux  cellulaires  telsqueleliége» 
ou  pour  des  corp9  malléables  dont  les  déformations  approchent  de 
celles  où  ils  offirent  une  partie  persistante  très-sensible,  tels  que 
l'étain,  etc.,  ou  bien  que  cette  loi  continue  de  s'observer  pour  des 
déplacements  relatifs  considérables  comme  ceux  qu*on  peut  impri- 
mer au  caoutchouc  vulcanisé,  etc.,  et,  ce  qui  est  tout  aussi  essen- 
tiel mais  bien  peu  probable,  si  Ton  reconnatt  que  les  corps  dont  nous 
parlons  off^nt  réellement  la  même  résistance  à  une  augmentation 
du  volume  qu'à  une  diminution  égale,  ainsi  que  le  veulent  toutes 
les  formules  linéaires,  enfin  si  Ton  juge  qu'il  est  de  quelque  utilité 
(malgré  de  fortes  raisons  de  le  mettre  en  doute)  de  poser,  pour  ces 
sortes  de  corps  et  pour  ces  sortes  de  cas,  des  formules  de  compo- 
santes de  pression  en  fonction  des  dilatations  et  glissements,  nous 
accordons  volontiers  qu'on  y  mette  deux  coefficients  lorsque  la  con- 
texture  est  isotrope  et  Jusqu'à  vingt  et  un  si  elle  ne  l'est  pas.  Mais 
nous  soutenons  que  de  pareilles  formules,  si  Jamais  on  les  emploie, 
ne  doivent  être  considérées  que  comme  purement  empiriques*  ou 
représentatives  de  faits  qu'une  théorie  saine  prouve  n'être  point 
généraux  et  qui  ne  peuvent  s'observer  que  dans  certaines  limites 
avec  une  approximation  plus  ou  moins  grossière,  si  jamais  ils  s'ob- 
servent, ce  qui  est  bien  douteux  vu  la  dernière  condition  (celle  de 
l'égalité  de  résistance  aux  augmentations  et  aux  diminutions  de 
volume  de* Tordre  de  grandeur  des  dilatations  et  glissements  ' 
sensibles  qu'on  veut  faire  entrer  dans  les  formules). 

Et,  encore,  il  ne  faut  pas  se  dissimuler  que  faire  une  pareille . 
concession  c'est  accorder  que  les  rapports  mutuels  des  coefficients 
des  formulés  linéaires  sont  autres  pour  les  déplacements  simple- 
ment petits  qu'on  veut  y  mettre  que  pour  dés  déplacements  encore 
plus  petits^  puisque,  s'ils  étaient  infiniment  petits,  les  coefficients 
devraient  avoir  entre  eux  les  rapports  fournis  par  les  formules  dé- 
duites du  calcul  des  actions  moléculaires.  Ces  coefficients  ne  se- 
raient donc  plus  constants,  ils  changeraient  avec  les  grandeurs  de 
ce  qu'ils  affectent  Or  ce  serait  la  condamnation  de  la  forme  li- 
néaire donnée  aux  expressions.  On  ne  pourrait  espérer  représenter 
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suffisamment  les  faits  qu'en  renonçant  k  cette  formet  comme  a  fait 
M*  Eaton  Hogdkinson  qui  a  proposé,  pour  les  forces  capables  de 
donner  aux  barres  de  fer  ou  de  fonte  des  allongements  détenninés, 
des  expressions  empiriques  du  second  degré.  Il  y  aura  toujours  iiea 
de  se  défler  de  formules  linéaires  en  contradiction  avec  la  loi  des 
actions  entre  points  matériels,  dépendant  de  leurs  cHstances  et  diri- 
gées suivant  leurs  lignes  de  Jonction»  môme  quand  dles  paraî- 
traient satisfaire  très-approximativement  à  tout  un  ordre  de  faits 
observés  dans  des  limites  plus  ou  moins  étendues. 

On  peut  bien  cependant,  pour  les  recherches  analytiques^  quand 
ce  ne  serait  qu'aûn  de  rendre  les  conclusions  générales  indépeo* 
dantes  de  points  controversés»  conserver  detix  coefficients  dans  les 
formules  du  cas  d'isotropie*  comme  a  fait  M.  Lamé  et  comme  nous 
avons  fait  nous-môme  et  ferons  volontiers  encore,  et,  d^près  le 
môme  principe,  vingt  et  un  coefficients  (mais  pas  plus,  outre  les  six 
composantes  de  pression  antérieure  p*  si  elles  ne  sont  pas  nulles) 
dans  le  cas  général  de  distribution  quelconque  de  la  oontexture  an 
tour  de  chaque  point.  On  sait  que  Ton  se  sert  môme  quelquefois  avec 
avantage,  en  analyse  pure,  de  cette  désignation,  par  deux  lettres  dif- 
férentes, de  deux  quantités  qu'on  sait  ôtre  égales,  et  qui  entrent  àun 
double  titre  dans  des  formules,  pour  mieux  faire  comprendre  et 
ressortir  la  raison  et  la  loi  des  résultats  obtenus.  Et  puis  on  reoon- 
natt  que  le  plus  souvent  les  calculs,  les  intégrations  môme,  ont 
autant  de  simplicité,  et  que  les  mômes  résultats  généraux  sont 
aussi  facilement  obtenus  avec  31  coefficients  qu'avec  15;  et  la  con- 
servation de  21  ne  peut,  on  le  conçoit  encore,  que  lUre  avancer 
>  davantage.  la  branche  d'analyse  à  laquelle  est  liée  Ih  théorie  de 
rélasticité,  et  qui  pourra  avoir  par  la  suite,  des  applications  à 
d'autres  suiets  pour  lesquels  les  six  égalités  complémentaires  (150), 
entre  les  coefficients,  n'auraient  pas  lieu. 

Nous  effkcerons  donc  à  Tavenfr,  des  formules  théoriques  ser- 
vant de  base  à  ces  i^herches  générales,  une  partie  seulement 
des  accents  dont  nous  avons  affecté,  dans  les  formules  des  SS  lA  à 
26,  appendice  lll,  les  lettres  représentant  les  coefficients  qui  doi- 
vent ôtre  égaux  selon  nous,  ce  qui  donnera  : 


** 
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Pour  le  cas  où  le  plan  yt  est  un  plan  de  symétrie  de  contexture 

j)^=aD,  +fOv +eO,+hg,„ 

(17Û).       p..=eO.+d'J,+cD.+lg...  (     ,9(rtducUW..à».«éu.i 

«alleu de  (34)  Jp„=h3.  +ka,  +K.  +dg,.. |     ,„  ,^„  ,„,  ^^,) 

,p,^=h'gMi+fg*»i 
Pour  le  cas  où  n  y  a  trola  plans  de  symétrie  de  contexture 

Ip^c^ada+ft^y  +eO«  l'y»=dgy,  j  à  0  eoeffldeDU  au  Hea 
p„=«.+W,  +dO.  etp„=eg..  te  «  (réaaciibh.  i 
P„=e'a.+d'D,+cD,      p^=ftx»)    «•»4u«Hm««wiu). 

Pour  le  cas  où  II  y  a  un  93»  de  symétrie  parallèle  aux  x 

I     an  lieu  de  6 

p,.=eO.+(2d+dTD,+d'3.etp„=eg„     |rMa«ibi«u 
p„=e'Dai+d'Dy+(2d+d')^«     P«f=eg«»)    aceenii). 

Enfin ,  pour  Fisotrople  : 

Lei  romules  (35)  i  9  coefOcieDU  e,  e'(r6dncUblei  à  un  leul  en  ÔUntles  aocenli). 

Observons  aussi  qu*on  peut  se  dispenser  de  prendre  un  parti 
lorsqu'il  n'y  a  à  calculer  qu'une  flexion  simple  (en  négligeant  les 
effets  de  glissement  qui  raccompagnent  ordinairement),  ou  bien 
une  torsion  simple;  car  le  calcul  se  fait,  pour  la  flexion,  au  moyeu 
du  module  E,  fonction  des  coefficients  m  des  formules,  mais  donné 
directement  par  des  expériences;  et,  pour  la  torsion,  par  d'autres 
coefficients  déterminables  aussi  expérimentalement,  savoir  G  quand 
il  y  a  un  axe  de  symétrie  parallèle  aux  arêtes;  G'  et  G"  quand  il  y 
a  trois  plans  de  symétrie  ($  39  delà  note  du n*  156)  ;  enfin  G\  G''  et  H 
(vu  l'égalité,  prouvée  au  %  70  des  appendices,  de  n^'  et  B'^  du  %  35, 
form.  65, 75  etc.,  p.  605,  609)  quand  il  n'y  â*  qu'un  plan  de  sfymé- 
trie,  perpendiculaire  aux  arêtes. 

Mais  dans  les  autres  cas  où  Ton  passe  à  la  pratique  et  où  il  faut, 
pour  en  venir  à  des  résultats  particuliers,  attribuer  forcément  des 
valeurs  déterminées  aux  coefficients;  c'est-à-dire  dans  les  cas  où  il  y 


160  SECr.  I.  EÉSISTANGE  DES  SOUDES. 

a  liea  de  calculer  des  effets  slmnltaiiôs  de  flexion,  tocsloa»  extansleii, 
glissement,  ou  d'évaluer  des  contractions  latérales,  des  compics- 
siens  cubiques,  etc. ,  etoùils^agitblendecorps  réeUement  solides  et 
élastiques,  excessivement  peu  comprimés  ou  déformés,  oonme  le 
sont  les  matériaux  dans  les  limites  des  charges  auxqueDes  on  les 
soumet  d*une  manière  permanente  dans  les  constructions,  et  esL 
supposant  môme  que,  jusqu^à  écrovûsage  dans  le  sens  des  défor- 
mations il  y  ait  quelques  parties  persistantes  très-petites,  il  faut 
réduire  les  coefficients  au  moindre  nombre,  on  effacer  tons  les 
accents  des  formules  qu'on  vient  ^'écrire.  Aucune  considération, 
même  de  prudente  abstention,  ou  de  conformité  plus  grande  aux 
résultats  de  quelques  expériences,  ne  doit  déterminer  à  faire  nu- 
mériquement, dans  le  cas  d'isotropie  par  exemple,  e'  différent  de  e, 
ou  k  différent  de  2K.  Les  formules  ne  représentendent  absolu- 
ment rien,  et,  loin  d'offï'ir  de  la  sécurité,  elles  n'offriraient  qn^lm 
expédient  fâcheux  et  trompeur,  propre  à  ajourner  indéfiniment 
la  découverte  de  la  vraie  explication  d'un  fait,  ou  bien  elles  donne- 
raient le  change  en  empêchant  de  recourir  à  remploi  des  vraies 
formules  relatives  au  cas* qui  serait  à  traiter;  car  lorsque  les  résul^ 
tats  des  expériences  diffèrent  trop  sensiblement  de  ceux,  par  exem* 

pie,  des  formules  d'isotropie  à  un  seul  coefficient  e  =  e'  ou  -  £:  =  K, 

ou  lorsque  le  corps  est  fibreux  comme  les  bois,  les  fers  laminés  on 
étirés,  etc.,  c'est  des  formules  de  non-isotropie  (176},  (175),  (£74) 
sans  accents  à  3,  6,  9  coefficients,  ou  autres  pouvant  en  avoir 
jusqu'à  15,  qu'il  faut  se  servir,  ainsi  qu'il  a  été  fait  déjà  aux  notes 
des  n*'  ihk  et  156  ($  62)  lorsque  nous  avons  donné  et  appliqué 
à  divers  exemples  numériques  des  formules  relatives  à  des  cas  oom* 
plexes. 

Ces  coefficients  des  formules  d^hétérotropie  ou  d'élasticité  iné- 
gale en  divers  sens  devront,  au  reste,  être  pris  dans  des  rapporte 
mutuels  tels  que,  pour  les  diverses  directions  autour  d*un  même 
point,  la  suite  des  valeurs  des  modules  d'élasticité  £  et  même  des 
valeurs  que  prendraient  les  coefiicients  m  eux-mêmes  avec  de  nou- 
veaux axes  x',  y\  z',  n'offre  pas  une  loi  de  variation  compliquée  et 
improbable,  et  qu'ils  n*aient,  ainsi,  qu'un  petit  nombre  dedirections 
de  maximum  et  de  minimum;  que,  par  exemple,  lorsqu'il  y  a  trois 
plans  de  symétrie  do  contexture,  il  n'y  ait  de  maxîma  et  minima 
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floit  de  E  soit  de  a«y«V  que  dans  les  trois  directions  principales 
x^  y,  Zf  rectangolalrês  entre  elles,  déterminées  par  les  intersec- 
tions de  ces  plans,  sansquMl  s'en  trouve  d*autres  intermédialrement 
Cela  exige,  comme  on  verra  à  V Appendice  complémenlaire^  S  88, 
en  ce  qui  regarde  la  variation  de  a/AV  dans  lès  plans  yx,  zx,  xy 

que  3d  reste  compris. entre  b  et  c, 
3e  entre  c  et  a, 

df  entre  a  et  b. 

et,  pour  qu*il  n*7  ait  pas  non  plus  de  maximum  ou  de  minimum  de 
a»  xV«  dans  Tintérieur  des  huit  angles  trièdres,  que  les  trois 
quantités  : 

(b-3f)  (c-3e)  +  9  (f— d)  (d— e), 
(c--3d)  (a-3f)  +  9  (d-e)  (e-f), 

(a-3e)  (b-3d)  +  9  (e-f;  (f-d), 

« 
n*alent  Jamais  trois  valeurs  de  même  signe;  et  que  cependant, 

pour  que  les  variations  soient  régulières,  on  ait 
d<e<fsia>b>c; 

enfin  qu'on  ait  des  relations  analogues  en  ce  qui  regarde  les  va- 
riations de  E  en  divers  sens. 
Toutes  ces  conditions  sont  remplies  lorsque  Ton  a 

(177)  3d=v^,    3c=v/cir.    3f=v^; 

et  nous  verrons,  au  même  Appendice,  que  pour  les  corps  amorphes 
ou  à  cristallisation  conAise,  comme  sont  les  matériaux  de  con- 
struction, surtout  lorsqu'ils  offrent,  dans  les  divers  sens,  ainsi  que 
les  métaux,  les  pierres  etc.  des  élasticités  ne  variant  pas  dans  un 
rapport  de  plus  de  i  1/2  ou  2  ai,  les  trois  conditions  (177)  que 
nous  venons  d'écrire  et  que  nous  appellerons  conditions  de  dùiri^ 
buiion  ellipsolidale  des  élasticités,  doivent,  pour  d'autres  raisons 
encore,  être  remplies  à  très-peu  près;  ce  qui  réduit  à  irois  les 
coefficients  indépendants  du  cas  des  formules  (175)  et  à  deux  ceux 
des  formules  (176). 
C'est  avec  les  formules  ainsi  réduites  à  trois  coefficients  indépen- 


762  SECr.  I.  RËSISTANGB  DES  SOUDES. 

dants  quand  il  y  a  trois  plans  de  symétrie  de  contextore  et  à  deox 
quand  il  y  a  un  axe  de  symétrie,  qn'on  essayera  généralement  de 
représenter  les  résultats  des  expérienœs,  et  qu*il  coQ^fendrm  de 
calculer  les  résistanoes  des  corps  non  isotropea 

Et  si  Ton  n*a  aucune  donnée  sur  les  différences  des  élasticités 
ou  des  résistances,  en  divers  sens,  d^un  corps  dont  on  s^occupe, 
on  risquera  toujours  moins  de  se  tromper  en  lui  appliquant  les 

formules  d'isotropie  à  un  seul  coefficient,  ou  avec  e'=er  -^  /?=K» 

ainsi  que  le  conseille  M.  Glapeyron  pour  le  fer  (fin  du  S  59;, 
qu^ayec  toute  autre  supposition  et  toute  autre  formule. 
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fixpérleiftees  eonUmiAirlees.  —  Convldérallons  sur  des  points 
préeédemnieiftC  irallés.  —  EllIpiioVdefi  des  pressions  et  des 
dllAtdtlons.  —  VsAse  du  potentiel  des  «étions  noléeulalres. 
—  Dlstrlbntlon  des  élasticités  en  divers  sens.  —  Leur  distri- 
bntlon  elllpsoVdale  dans  les  eorps  amorplies.  —  Vravnnx  de 
M.  Clel^seli.  —  Béinonstration  nonTelle,  par  M.  Klreblioir^ 
des  formules  de  la  torsion  et  de  la  aexion* 


S  77.  Objet  de  cet  appendice.  -*  Nous  noas  proposons,  surtout, 
d'y  rendre  compte  des  travaux  récents  et  remarquables  d'illustres 
géomètres  allemands  et  anglais  déj&  cités  &  la  dernière  partie  du 
5*  appendice. 

Mais  nous  y  rapporterons  d'abord  (S  78)  quelques  faits  nouvelle- 
ment observés  en  France,  et  tous  confirmatlfs  de  ce  qui  précède  ; 
quelques  développements  (79,  80)  sur  des  points  susceptibles  d'être 
éclaircis  ou  traités  un  peu  autrement  que  ci-dessus;  puis  (81,82), 
deux  théorèmes  importants  et  depuis  longtemps  connus,  mais  dont 
nous  nous  étions  passés  Jusqu'au  5?  appendice,  sur  la  distribution 
des  pressions  et  sur  celle  des  dilatations  en  divers  sens  autour  d'un 
même  point,  ainsi  que  sur  leurs  trois  sens  dits  pnnctpat^  Nous 
nous  livrerons  ensuite  (SS  ^3,  84,  85),  à  une  considération,  plus 
particulière  qu'au  6*  appendice,  de  ce  potentiel  des  actions  molécu- 
laires, mis  en  usage  par  Navier  dès  1821,  dont  les  dilTérences  don- 
nent leur  travail  intérieur,  et  des  moyens  qu'offre  son  expression 
d'établir  d'un  seul  coup  les  diverses  équations  d'équilibre  etc.,  en 
se  servant  des  méthodes  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange, 
qui,  comme  l'ont  remarqué  Green  et  M.  Kirchhoff,  conduisent 
comme  par  la  main  &  poser  les  conditions  Justement  nécessaires 
et  suffisantes  dans  chaque  question.  Nous  y  démontrerons  ($86)  une 


( 
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fdmittle  symbolique,  Invoquée  au  S  72  ci-dessos,  qui  foamit  les 
▼aleure  des  divers  coeflkients  des  fonnoles  de  l'élasticité  poar  des 
axes  coordonnés  nouveaux  en  fonction  de  ces  mêmes  coeffideots 
pour  des  axes  pris  précédemment. 

Nous  y  examinerons  (S$  87  à  93)  la  distribution  des  élasticités 
autonr  de  chaque  point  en  divers  sens,  et  nous  condnrons  de  cet 
examen,  ainsi  que  du  calcul  des  eiTets  des  compressions  permanentes 
et  inégales  opérées  dans  un  corps  primitivement  isotrope,  qnel  est 
(comme  nous  avons  déjà  dit  au  $  76)  le  genre  de  distribution  le 
plus  probable  dans  les  corps  solides  amorphes  ou  à  cristallisation 
confuse  comme  ceux  qu^on  emploie  dans  les  constructions. 

Enfin,  après  une  courte  mention  (S  9&)  des  beaux  travaux  de 
M.  debsch,  qui  présente  et  démontre  d^une  manière  très-analy- 
tique et  très-^nérale,  en  y  lijoutant  de  précieuses  observations»  . 
nos  formules  sur  la  torsion,  la  flexion  en  daux  sens,  etc. ,  de  prismes 
de  dimensions  finies,  sollicités  d*une  manière  particulière  sur  leurs 
bases»  nous  reproduirons  succinctement  ($$  95,96)  une  analyse  bien 
remarquable  de  M.  KirchhoflT,  basée  sur  de  tout  autres  considé- 
rations, aussi  délicates  que  fécondes,  confirmant  pleinement,  en 
les  généralisant^  nos  mêmes  formules  des  notes  des  n**  15â  et  156,  ( 

ainsi  que  du  2*  appendice,  et  qui,  en  supposant  infiniment  petites 
les  dimensions  transversales  des  solides  considérés,  Justifie  remploi 
approximatif  (S  6  de  la  note  du  n*  83)  de  ces  formules  pour  des  pièces 
prismatiques  ou  non  prismatiques,  et  même  courbes,  tordues  non 
uniformément  et  sollicitées  d*une  autre  manière,  c'est-à-dire  par 
desforcesautremenkdistribuéesetappliquées,  vers  leurs  extrémités, 
que  ne  Texige  (SS  6  des  notes  des  n**2i  et  80,  et  9  de  celle  du  n**  156} 
Texactitude  rigoureuse  des  formules  quand  ces  dimensions  transver- 
sales sont  finies  et  dans  un  rapport  quelconque  avec  la  longueur. 

S  78.  Expériences  récentes  confirmant  la  loi  de  proportionna" 
lité  des  petites  extensions  aux  efforts  qui  les  produisent^  etdere^ 
tour  complet  à  Vétat  primitif  après  que  les  efforts  ont  cessé  de 
s'^exercer  etc.  *—  Nous  avons  dit,  au  $  10  de  la  note  du  n*  21,  p.  23^ 
que  cette  loi  fondamentale  de  la  théorie  de  Télasticité  et  de  la  ré- 
sistance des  solides  avait  été  contestée,  et  que  plusieurs  expérimen- 
tateurs d'unhaut  mérite,  entre  autres  M.  HodgkinsonetM.  Wertiieim, 
avaient  pensé  que  toute  extension  ou  contraction  d*un  fil  ou  d'une 
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barre  métallique  ou  même  d^an  prisme  de  verre»  avait  ane  partie 
persistante. 

A  cette  assertion  nous  avons  répondu  (S  10  de  la  note  n*  21)  par 
une  observation  bien  simple  de  M.  le  général  Poncelet,  relative  à 
la  stabilité  et  à  la  permanence  de  la  forme  d'une  foule  d'œuvres  de 
l'art  ou  de  la  nature  qui  s'affaisseraient  sur  elles-mêmes  comme  du 
bitume  ou  de  la  poix,  indépendamment  de  toute  décomposition 
chimique  de  leur  superficie,  si  les  charges  considérables  qu^elles 
supportent  depuis  des  siècles  ne  cessaient  jamais  d'y  produire  des 
compressions  ou  des  extensions  ;  d'où  il  suit»  qu'en  supposant 
même  (ce  qui  est  improbable  d'après  le  jeu  des  actions  molécu* 
laires)  que  tout  corps  solide  éprouve  une  petite  déformation  per- 
manente lorsqu'il  est  sollicité  pour  la  première  fois  dans  un  certain 
sens»  il  cesse  nécessairement  de  se  déformer  dès  que  les  efforts 
l'ont  écroui  dans  ce  sens. 

M.  le  général  d'artillerie  Morin»  de  l'Institut»  dans  la  3*  édition 
(1862)  de  ses  utiles  Leçons  sur  la  résistance  des  matériauXy  rap- 
porte, ainsi  qu'aux  Comptes  rendus  de  V Académie  (*)  des  expé* 
riences  très-précises»  faites  sous  sa  direction»  en  1861,  au  Conser- 
vatoire des  arts  et  métiers,  et  qui  ont  confirmé  pleinement  le 
principe  énoncé.  Les  unes  ontécé  exécutées  sur  deux  fils  de  cuivre 
de  deux  millimètres  et  demi  de  diamètre,  et  sur  un  fil  de  fer  fin» 
ayant  jusqu'à  21  mètres  de  longueur  (<).  Les  allongements  élas-- 
tiques  ou  non  persistants  ont  été  proportionnels  aux  charges,  et 
les  allongements  persistants  observés  ont  été  extrêmement  mi- 
nimes» et  comparables  aux  dilatations  que  produit  une  augmenta- 
tion de  température  d'un  ou  deux  degrés,  et»  d'ailleurs»  rapide- 
ment décroissants  à  mesure  que  les  fils,  primitivement  roulés  en 
paquets»  étaient  mieux  redressés  par  les  expériences  successives. 
D'où  l'on  peut  déduire  que  les  petits  allongements  permanents  que 
les  expériences  de  1861  semblent  donner,  ne  sont  que  l'effet  de  ce 
redressement»  et  que  ceux  qui  ont  été  observés  en  1848,  par 
M.  Hodgkinson,  sur  des  barres  de  fer  assemblées  bout  à  bout  au 
moyen  de  parties  filetées,  étaient  attribuables  (")  à  des  tassements 


(<)  40  firricr  486S,  t.  64,  p.  S3d. 

(*)  RéiisUDce  det  malérUuz,  n«*  37  et  43,  t.  4,  p.  46  el  52. 

(S)  litm         n«*49,  p.  Il»el7i,  p.SS. 
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de  points  d*appui  ou  d^assemblages,  comme  M.  Moria  FaTaît  d^ 
présumé,  et  peut-être  aussi  à  un  écrouissage  qui  n'était  pas  encore 
complet.  De  cette  même  série  d'expériences  il  résulte  bien,  txmi  au 
moins  pour  les  solides  d^  écrouis  dans  le  sens  des  efforts  aux- 
quels on  les  soumet  ultérieurement,  que  la  loi  de  proportioiinallté 
de  Uooke  doit  être  considérée  comme  s^obserrant  exactement  pour 
tous  les  allongements  et  accourcissements  très-petits,  conformé- 
ment aux  déductions  théoriques  de  la  loi  des  actions  moléculaires. 

Les  autres  expériences  ont  été  faites. sur  des  poutres  en  fonte,  à 
double  T  (')  ;  elles  n*ont  pas  moins  confirmé  cette  loi  de  proportion- 
nalité, ainsi  que  celle  de  Tégalitédes  contractions  et  des  extcn- 
sions  pour  même  effort,  dans  des  limites  étendues,  dépassant  c^Ies 
des  charges  permanentes  qu'on  peut  faire  supporter  aux  pièces 
avec  sécurité. 

Elle  a  été  également  confirmée  par  les  expériences  (*}  survie  fer 
forgé. 

Et  d'autres  expériences  (s)  ont  confirmé  l'avantage  des  semelles 
égales  quant  &  la  petitesse  des  flexions  des  poutres  à  double  T. 

D'autres  expériences  ou  observations  de  M.  Morin  ont  eu  pour 
objet  la  qualité  des  fers  et  ses  modifications.  Il  a  remarqué  (^)  de 
grandes  différences  soit  dans  les  élasticités  soit  dans  les  cohésions 
de  fontes  de  fer  de  hi  même  provenance  et  de  la  môme  coulée  ; 
même  parmi  celles  de  deuxième  fusion,  différences  que  n'offre  pas 
le  fer  forgé  et  qui  prouveraient,  ainsi  que  nous  Tavons  dit  plu- 
sieurs fois,  que  les  circonstances  de  la  solidification  n'ont  pas 
moins  d'influence  que  le  forgeage  pour  rendre  inégale  la  con- 
texture  mécanique.  Il  rapporte  un  fait  prouvant  qu'un  recuit  nio~ 
déré,  mais  prolongé,  suffît  pour  détruire  l'état  fibreux  ou  nerveux 
produit  parle  forgeage,  et  finit  par  redonner  au  fer  l'état  cristallin 
à  larges  facettes,  ce  qui  lui  fait  perdre  de  sa  force,  comme  nous 
avons  dit  de  Teffetdes  actions  intermittentes  répétées  [S  12  de  la  note 
ci-dessus  du  n?  21)«  Mais,  d'un  autre  côté,  les  fers  bien  travaillés 


(<)  RôsisUnce  des  matériaux,  d<^  346  i  851,  t.  4,  p.  398-408. 

(>)         Idem       n»  3564361  ,i.  \  p.  4S2  à  433,  et  a***  4S2i434  t.  S  p.  SS  à  75. 

(S)  Idem       n"  4)5,  435,  t.  S  p»  62  à  75. 

(*)  Idem        n"  72  à  7T,  l.  I  p.  81  i  87. 
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peuvent  supporter  sans  altération  de  leur  contexture  des  charges 
bien  plus  considérables  qu'on  ne  pensait.     , 

Enfin,  diverses  expériences  sur  des  essieux  (*)  ont  prouvé,  ainsi 
que  nous  avons  dit  (S  8  de  la  note  du  n*21)  que  des  déformations 
permanentes,  même- considérables,  non  seulement  ne  font  pas 
perdre  Télasticité,  mais  n'altèrent  son  coefficient  que  dans  une 
proportion  peu  considérable,  malgré  une  énervation  non  douteuse  (*)• 

S  79.  Obsert(Uio7is  diverses  sur  ce  qui  précède,  —  !•  Inclinaison 
des  diverses  fibres  sur  la  fibre  centrale  dans  la  flexion  inégale  ou 
non  circulaire.  Nous  disions,  $  5  de  la  note  du  n*  80,  p.  87,  que  les 
différences  qui  existent  dans  les  contractions  latérales  succès- 

sives  7}  -  d'une  même  fibre  quelconque  en  raison  de  la  variabilité 

du  rayon  de  courbure  p  d'un  bout  à  l'autre  de  la  pièce,  n'exercent 
sur  les  inclinaisons  dont  nous  parlons  qu'une  influence  négligeable. 
Des  considérations  plus  exactes,  présentées  au  2*  appendice,  théo- 


0)  aéfiftUnce  des  oMiériaux,  ii«*  465-467,  t.  9  p.  430-433. 
(')  On  Toit  dtns  le  oiémo  oarrage  (lu  n°  341,  t.  4,  p.  389)  nppori6e  une  for- 
mule pratique 

tùh 

mise  en  usage  par  les  ingénieurs  anglais  pour  déterminer  les  relations  entra  la 
looguenr  oa  portée  l  d'une  plèee  posée  sur  deux  appuis ,  sa  sectioo  m  et  sa  hau- 
teur h  au  milieu,  et  le  poids  Q  qu'on  peut  lui  faite  porter  aussi  au  milieu*  Elle 

I 
n'est  qu'une  forme  de  l'oxpreMloa  générale  M=:R0  -7  de  la  noie  du  n*  443,  car 

(n«4M  d-deH«s)ona  M  =  Pa  a  -  Q .  - 1,  oi -;  = -r  qwnd  la  section  est 

a        a  tr         o 

tùli 
on  rectangle»  et  gënéralemenl  sr  —  n  èunt  un  diviteurTariable  atac  sa  forme, 

II 

et  dont  les  B**  443  à  4i6,  et  surtout  leurs  notes,  apprennent  i  calculer  les  di- 

Terses  dateurs.  Voà 

Qrrm—      si     m  =  — î  =  *R.— 7-7. 

Cette  formule  suppose  que  le  point  dangereux  est  au  milieu,  qu'on  peut  négliger 
les  effets  du  gUësement,  que  la  matière  est  homogène,  et  que  la  section  co  a  un  dé 
ées  deux  axes  principaux  d'inertie  dirigé  verticalement.         * 


0 
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rème  IV,  p.  537,  prouvent  que  cette  influence,  bien  que  petite, 
produit  des  quantités  de  l*ordrede  celles  dont  on  tient  compte  dans 
le  reste  du  raisonnement  Mats  cette  légère  rectification  ne  duuiige 
rien  à  la  conclusion. 

2*  Jpproximaiion  un  peu  plus  grande  de  la  flècJie  de  oawr^ 
hvare^  eic.^  d'une* pièce  quand  il  y  a  un  poids  2pa  réparât  sur  sa 
longueur^  outre  le  poids  2P  suspendu  au  milieu,  —  An  $  3  de  la 
note  du  n*  90,  p.  82,  pour  obtenir  une  formule  qui  di^^eose  de 
longs  tâtonnements  numériques,  tout  en  tenant  compte  des  quanti- 
tés du  second  ordre ,  nous  avons  admis  qu'on  pouvait  combiner 
par  voie  de  simple  addition  ou  soustraction  deux  formules  précé- 
demment obtenues  pour  des  cas  où  les  eflTorts  supposés  simultaoés 
se  trouvaient  isolés.  —  Nous  ne  prétendons  pas  pour  celji  que  cette 
sorte  de  combinaison  soit  toujours  légitime  :  car  ce  n*est  que  lors- 
qu'on 8*en  tiept  aux  quantités  très-petites  du  premier  ardre  que 
l'analyse  la  Justifie. 

S'  Un  glissement  éqjdoaut  à  une  dilatation  et  à  une  contraction 
simultanées  moitié  moindres,  etc.  — ^  La  démonstration  que  noos 
en  avons  donnée,  p.  19A,  au  S  6  de  la  note  du  n**  152,  et  qui  est  déjà 
plus  simple  que  celle  que  qous  avions  communiquée  en  1857  à 
M.  Morin  [ResisL  des  mat.  2*  édlt,  p.  lilil^  et  3%  t.  2,  p.  305]  peut 
être  rendue  plus  simple  encore,  en  la  rapprochant  de  celle  que 
M.  Poncelet  a  trouvée  pour  un  cas  plus  composé  (p.  375  ci-dessue, 

sous-note  du  $  /i3  de  la  note  du  n*  156).  En 
eiïet^n^qi  étant  tom'ours  la  situation  que  le 
glisâement 

pq 

a  donnée  à  ng,  et  ml  =  mq^  étant  encore  la 
nouvelle  grandeur  prise  en  conséquence  par  la 
diagonale  mq  du  petit  rectangle  mnqp,  si,  de 
Tangle  droit  /  du  petit  triangle  sensiblement 
rectangle  qlq^  on  abaisse  une  perpendiculaire  Is  sur  son  hypoté- 
nuse 9^1  Ton  a  pour  la  dilatation  i  de  cette  diagonale  mg,  en  vertu 
de  la  similitude  des  triangles  mpg,  qsl  : 

♦         ^ '^  mq" pq'^  ^ qq^* 
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Is 
Or  le  maximum  du  rapport  —  a  lieu  quand Tangle  Iqq^^qmp  est 

demi^droit,  et  sa  valeur  est  i/2*  Donc  la  plus  grande  dilatation  de 
mq^  et,  par  suite,  la  plus  grande  contraction  depn,  a  lieu  lorsque 

les  diagonales  sont  à  A5  degrés,  et  la  proportion  en  est  |. 

h*  Les  arêtes  rentrantes  des  prismes  sont^  tout  comme  les  arêtes 
saillantes,  coupées  normalemerU  parles  surfaces  courbes  dans  les^ 
quelles  se  changent  leurs  sections  transversales.  En  effet  (S  i  de  la 
note  du  n*  153, 3*,  p.  207)  ces  surfaces  sont  toujours  normales  aux 
deux  faces  latérales  contigues  se  coupant  suiyant  les  arêtes. 

6*  Généralisation  et  dévnonstration  plus  simple  du  théorème  de 
réciprocité  des  composantes  de  pression  sur  deux  Jaces.  ^  Nous  . 
avons  démontré  p.  3à6  (S  39,  note  n*  156}  et  p.  5A6  (S  16  du  3* appen- 
dice) que  si  deux  petites  faces  d^égale  superficie  se  croisent  rectan- 
gulairement  en  un  point  d*un  corps  solide  ou  fluide  en  repos  ou 
en  mouvement,  «  la  pression  sur  la  première  estimée  dans  un  sens 
«  perpendiculaire  à  la  seconde  est  égale  à  la  pression  sur  la  seconde 
«  estimée  dans  un  sens  perpendiculaire  à  la  première.  »  M.  Cau- 
cby  à  qui  Ton  doit  ce  théorème,  en  a  déduit  analytiquement  un 
théorème  idenliquement  semblable  pour  le  cas  oii  les  deux  faces  ne 
sont  pas  rectangulaires  Vune  à  Vautre*  On  peut  démontrer  géo- 
métriquement et  directement  ce  théorème  général,  sous  une  forme 
plus  simple  même  que  nous  n'avons  fait  pour  le  cas  particulier  des 
paragraphes  cités«Gonsidérons  un  élément  prismatique  dont  la  base 
soit  un  lozangCf  ayant  ses  faces  latérales  A,  A',  B,  B'  et  Taxe  O  per- 
pendiculairesauplande  la  figure.  On  peut  regarder  comme  appliquées 

aux  centres  de  ses  six  faces  les  pressions  qui  s'y 

exercent,  et  qui  sont  supposées  d'abord  les 

seules  forces  en  jeu.  L'équilibre  de  translation 

exige  que  les  pressions  sur  les  faces  opposées 

deux  à  deux  soient  égales  et  parallèles.  Quant. 

à  l'équilibre  de  rotation,  exprimons-le  autour  de 

Taxe  O,  et,  pour  cela,  décomposons  les  pres« 

sions  qui  s'exercent  sur  les  faces  latérales  :  1*  Suivant  des  parallèles 

à  cet  axe;  2*  suivant  les  médianes  ou  lignes  de  Jonction  A  A',  BB' 

des  centres  A  et  A',  B  et  B'  de  ces  faces  ;  3*  suivant  les  perpendi- 

I.  Û9 


< 
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culaires  Aa,  A' a',  fi6,  B'b*  menées  à  ces  mêmes  médianes  parallèle- 
ment aux  plans  des  bases.  Les  premières  composantes  ne  donoeot 
aucun  moment  puisqu'elles  sont  parallèles  à  Taxe  ;  les  seconds 
n'en  donnent  pas  non  plus  puisqu'elles  le  coupent;  et  il  en  est  et 
même  des  pressions  sur  les  deux  bases  0^  Resteatles  quatre  com- 
posantes Aa,  A'a\  B6,  B'b'  dont  chacune  est  perpendiculaire  à  la 
face  adjacente  k,  oelje  où  e)!^  s'exerce.  Celles  Af»,  AV  §oQt  égaies 
et  tepd^t  4  fair^  tpurper  dsos  le  môme  mnh  ^^  QPrte  qm  laqr 
iqomept  tQlA)  est  dqi^ble  de  pelui  de  Aa;  le  moment  total  des  deai 
autres  est  çiQuble  cje  ce|^|  çie  96|  leurs  br^  de  levier  OA,  OB  sont 
égaux.  Dopp,  pour  Téquilibre,  il  faut  que  I4  composante  447,  p^- 
pendiculaire  à  la  face  B,  de  la  pression  sur  la  face  A,  soit  égale  à 
la  composante  B6,  perpendiculaire  à  A,  de  la  pression  sur  B,  ce 
qu'il  fallait  démontrer.  —  Et  ce  théorèn)^  est  encore  vrai  lorsque 
la  matière  de  Télément  est  soumise  ^  des  forces  affectant  toutes  ses 
molécules,  comme  la  pesanteur,  ou  comme  Vinertie^  ce  qui  com- 
prend le  cas  du  mouvement  varié  ;  car  ces  diverses  forces,  dont  la 
somme  totale  est  très-petite  du  troisième  ordre  comme  le  volume 
de  réléinent,  et  dont  deux  parties  sensiblement  égales  tendent  à  faire 
tourner  l'élément  autour  de  O  dans  deux  sens  opposés,  ne  donnent, 
multipliées  par  des  bras  de  levier  sensiblement  égaux.et  du  premier 
ordre,  qu*un  moment  total  du  cinquième  ordre,  négligeable  devant 
celui  des  pressions,  qui  est  du  troisième.  Il  se  trouve  ainsi  démon- 
tré, comme  nous  avons  fait  p,  5/i5  à  une  note  du  $  16  du  S*  ap- 
pendice pour  le  théorème  do  projection  de  plans  de  pression^ 
jusqu'à  des  quantités  d*uo  ordre  ^q  petitesse  supérieur  de  deux 
unités  à  celui  des  quantités  dont  il  établit  r^galité. 

0«  Ce  p'est  pas  seulement  quand  |e  çQntiour  des  sections  d'un 
prisme  tordu  çst  i^lUptique,  qu'il  est  utile  de  faire  le  changement 
de  coordonnées  tr^qaversales  indiqué  au  ^35  (p.  611);  c'est  au^i  pour 
des  con  tours  dé  toutes  autres  formes,  si  seuleipent  la  contexture  de  la 
matière  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  des  sections.  Gomme 
i|  y  ft  égalité,  ainsi  que  Green  Ta  mis  hors  de  doute  ($  70)  entre 
les  coelïicients  h'^  et  h'"  (ou  aj««y  et  a^y»)*  on  pourra  réduire  ton- 
jours  les  formules  citées  de  composantes  t^ngentielles  qui  peuvent 
ôtrp  écrites  (comme  les  deux  dernières  (174)) 

p.'v  =  fgry  +  h'g^„     p„  =  eg«  -f  h'g.,, 
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à  la  forma  monôme 

en  faisant  faire  aux  nonyelles  coordonnées  f/\  z\  sur  les  anciennes 
y,  Zy  un  angle  6  =  {y,  y')  =  [z,  zf)  déterminé  par 

tang26  =  >^^, 

et  prenant  |  ^^  ^1 1  =  ^^  ±  1=3  o0836  sfc  h'  sin 26; 

comme  on  voit  fadilement  si  Ton  exprime  p«y(  eip„,ùn  p^n  6t  Pm* 
au  moyen  dea  foripulea  {k)^  puis  g«y  et  g^  en  g.,,  et  g»,  au  moyen 
des  formules  (li)  \  ou  bien  epcore  si  Ton  se  sert  de  1»  formole  gé^ 
nérale  symbolique  ci-après  (V26),  pour  avoir  a«yiMf  à  égaler  à  léro» 
puis  a^nfy;  et  aM^m  à  égaler  ^  G'  et  à  G", 

Le  calcul  de  la  torsion,  ramené  ainsi  à  la  solution  d'équation^ 
différentielles  indéfinie  et  définie  de  même  forme  en  u  que  quand  il 
y  a  irw  plana  de  aymétriet  sera  ordinairement  plus  simple  qu'en 
se  servant  des  expressions  binômes  de  p«y  et  px,  et  des  équations 
non  transformées  (73)  et  (7A)  des  p.  607,  608;  et  il  se  prêtera,  aur^ 
tout,  bien  mieux  à  rétablissement  des  conditions  de  résùiance^  on 
de  Véquatûyii  de  cohésion^  comme  on  a  vu  $  85  (p.  611). 

Le  résultat  sera  le  même,  car  en  mettant  ^  la  plaoe  de  y',  z\  G',G\ 
dans  les  équations  suivantes  relatives  aux  nouveaux  axes 

G'  ^*4  +  G"  ^  =  0  p.ru)ui.  et  G'  {^,  «Oz')  dz'-G"  (jp  +  Oy')  dy'=0  au  eonto«r, 

• 

leurs  valeurs  en  y,  z^  f,  e,  on  retrouvé  les  équations,  aussi  réso* 
lubies,  mais  plus  composées,  (73)  et  (7Zi)  avec  h'  pour  h''  =  h*". 

S  80.  Sur  rétai  dit  naturel  ou  primitif  et  wr  sa  condition,  — 
Quelques  auteurs  Pont  défini  Té^at  où  se  trouve  un  corps  avant 
tout  déplacement  relatif  de  ses  parties  ;  mais  c'est  pqpposer  oofiou 
rétat  à  partir  duquel  les  déplacements  se  comptent,  c'est-^-dire 
précisément  celui  qu'on  veut  définir.  Aussi  nou^  avops  préféré 
dire,  au  commencement  du  $  20,  p.  65A,  que  c'est  «  Tétat  où  w^ 
«  cune  pression  ne  s'exerce  encore  sur  les  faces  extérieures  ni 
M  intérieures  d*un  corps*  »  c'est-à-dire  où«  à  travers  chacune  (d'a- 
près la  définition  des  pressions,  S  46),  les  attractions  et  les  répul- 
sions moléculaires  agissant  d'un  côté  à  l'autre  se  détruisent  ou  se 


c 
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font  équilibre  comme  fouraissant  deux  résultantes  égales  et  o|ipo- 
sées  quand  on  compose  ces  actioas  après  les  aroir  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  sur  un  point. 

Il  reste  à  prouver  que  cet  étaient  toinjoun  posâible  qortles  que 
soient  les  intensités  des  actions  exercées  k  des  distances  innii* 
sibles,  et  que,  lorsqu'on  abstrait  la  pesanteur  comme  toute  astre 
force  émanant  de  points  à  des  distances  sensibles,  il  a  lieu»  comme 
nous  Tavons  avancé  au  %  22,  p.  561,  lorsque  seulement  les  pres- 
sions extérieures  ou  sur  la  surface^enoeloppe  sont  toutes  nuUes; 
an  moins  pour  les  corps  homogènes^  car  les  exemples  des  Testes 
gonflées  où  la  pression  peut  être  considérable  à  rintérienr  quoique 
nulle  à  la  surface,  et  des  larmes  bataviques  où  il  peut  y  avvirà 
l'intérieur  une  tension  qui  à  la  surface  n'existe  pas,  nous  ont  mon- 
tré qu'il  n*en  était  pas  toujours  de  môme  dans  les  corps  hélé* 
rogènes. 

Il  sagit,  disons-nous,  de  justifier  ici  cette  assertion  de  possibilité 
de  rétat  naturel^  qui  a  servi  de  base  à  rétablissement  élémentaire 
des  formules  générales  (12)  j)««  =  aoBMD«  +  etc.,  et,  par  suite,  des 
formules  particulières  (29)  à  (35),  car  elles  supposent  nulles  les  pres- 
sions antérieures  aux  déplacements  u,  v,  u^  ou  aux  déformations 
<)„«..  gys...  affectant  leurs  termes. 

On  ne  peut  pas  le  faire  au  moyen  de  Fanalyse  du  S  33»  p.  MO»  &l 
disant  que  si  la  pression  —  q  qu'on  y  supposait  agir  uniformément 
sur  la  surface-enveloppe,  est  nulle,  les  résultats  p^=ppy^=pu^-^t 
pys  =  Pj«  =  Pxy  =  0  satisfaisant  aux  équations  difiérentielles  ainsi 
qu'aux  conditions  de  compatibilité,  prouvent  que  les  pressions  in- 
térieures sont  nulles  aussi;  car  cette  analyse  repose  sur  les  for* 
mules  (12)  des  pressions  en  fonction  des'  dilatations  et  des  glisse- 
ments comptés  à  partir  de  cet  état  dit  naturel  dont  il  faut  d*abord 
établir  la  possibilité  dans  les  corps  homogènes. 

Mais  nous  pouvons  prouver  commeii  soit  cette  possibilité,  en  nous 
bornant  au  genre  d'homogénéité  que  nous  avons  appelé  parallèle 
(même  $22),  où  chaque  élément  de  matière,  d'élasticités  générale- 
ment inégales  en  divers  sens,  est  identique  à  tout  élément  de  même 
volume  et  de  même  forme  pris  dans  une  autre  partie  quelconque  do 
même  corps  s'il  est  orienté  de  la  même  manière«ou  si  l'un  des  deux 
peut  être  amené  k  remplacer  exactement  l'autre  en  le  transportant 
parallèlement  k  lui-même. 
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Soient,  dans  rintèrieur  d*an  corps  sans  pesanteur.  Jouissant  de 
cette  iKunogénéité,  des  jn-essions  quelconques  ayant»  parallèlement 
aux  X,  y,  z^  et  sur  des  faces  perpendiculaires  à  ces  coordonnées, 
les  six  composantes  ]9««,  py,,  p»,  p^»,  p,«,  p^y,  supposées  les  mêmes 
en  tous  les  points. 

Que  Ton  &ase  éprouver  partout,  à  ce  corps,  trois  dilatations 
d«*dy,  d«  et  trois  glissements  gy„  g^*  g»y  il  est  évident,  avant  Téta* 
bliesemeot  de  toute  formule,  que  les  six  composantes  p  changeront, 
et  que  leurs  grandeurs  nouvelles  seront  fonctions  de  leurs  gran- 
deurs primitives  et  de  ces  six  déformations,  puisque  celies-^i  pro- 
duisent dans  les  divers  sens  des  changements  (%  19,  form.  (9))  dans 
les  distances  moléculaires  dont  Taugmentation  ou  la  diminution 
fait  varier  Tintenslté  des  actions  entre  molécules  ;  et  ces  grandeurs 
pourront  devenir  de  positives  négatives  ou  de  négatives  positiiies, 
puisque  les  changements  de  distance  peuvent  convertir  les  répul- 
sions en  attractions,  ou  les  attractions  en  répulsionr.  Vu  donc  que 
Ton  dispose  d*autant  de  déformations  élémentairesd^,,..  g«y  qu'il  y  a 
decomposautespcxf  •  M  P«y«  ^^  P^^^  toqjours  rendre  celles-là  telles 
que  cellesHîi  soient  toutes  nulles.  Il  en  résultera,  en  vertu  des 
formules  de  transformation  (A)  p«V=PmC*xx'  +  *.*»  etc..  p^V  ==" 
PMCx«'Ccy'  +  •••  que,  sur  tous  les  autres  plans  y'z\  7!x\  afy'  suscep- 
tibles d*étre  imaginés  dans  Tintérieur,  les  pressions  p  seront  nulles 
aussi. 

Mais  il  faut  pour  cela  qu*aucuue  force  à  c^entre  d'action  éloigné, 
telle  que  la  pesanteur,  n'agisse  sur  les  molécules,  ou  que  les  effets 
de  pareilles  forces  puissent  être  négligés  ;  car  on  peut  voir  que  les 
termes  des  premiers  membres  des  trois  équations  d'équilibre  (88) 

^  4-  ^  +  ^  =  X, ...  =  Y, ...  =  Z  ne  peuvent  pas  être  tous 

nuls  si  les  seconds  membres  ne  le  sont  point  Cette  remarque  s'ap- 
plique même  à  la  gravitation  mutuelle  des  parties  d'un  même  corps 
de  grandes  dimensions  tel  qu'une  planète;  l'état  que  nous  appelons 
naturel  ou  primitif  suppose  abstraite  cette  gravitation,  et  conser^ 
vées  seulement  les  actions  mutuelles  qui  s'exercent  &  des  distances 
insensibles. 

Sous  cette  condition  on  peut  donc,  pour  tout  corps  parallèlement 
Junnogèney  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  variabilité  de  sa  contexture 
dans  les  diverses  directions,  et  en  conservant  Thomogénéité,  rendre 
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loi  éoartttnenti  iilolécalalres  tels»  en  divers  tBenB^que  iêtprenùmi 
intérieureê  êoiefd  ttmiM  nulles  ;  œ  qui  exige  éTideminen  t^  pour  mb- 
slster,  que  iea  presiions  extérteares  soient  ùulies  àosëi,  car,  autre- 
menti  les  éléments  auprès  de  la  surAu^e-enveloppe  ne  pourraient 
se  tenir  en  équilibre. 

Oti  rétat  d*équiUbre  d'un  oorpi  élastique  est  parfkltémeiit  déte-- 
miné  quand  on  donne  les  foroes  à  centre  d'action  éloi^é,  stl  7  ea 
a^  qui  sollicitent  ses  divers  points,  et  les  pressions  qui  peuvent  agir 
sur  sa  BurfkLCè  ;  et  cela  S*ét6iid  an  cas  où  ces  Ibrees  eitérietures  sont 
tontes  nulles* 

Donc,  réeiproqtiémenti  lorsqu'un  corps  homogène  n'éproate  sar 
sa  surfaoe^nveloppe  aucune  pression,  et  que  sa  pesanteur  est  ab- 
straite, il  n'y  a  aucune  pression  à  son  intérieur,  et  il  se  troure  dans 
l'état  appelé  nùiutêlf  dont  la  pdssIbUité  et  la  condition  se  tronvent 
ainsi  établies. 

D'où  résulte  aussi  la  ooncordAnoe  entre  notre  définition  oinles- 
•os  et  ce  qa*ont  dit  Ganohy  (*)  et  Poisson  (*)»  qui  appâtent  état 
naturel*  l'état  d'un  corps  qui  est  placé  dans  le  vide  etqoi  n'est 
soumis  à  aucune  force  extérieure* 

En  restituant  la  pesanteur»  les  formules  donnent  une  preSuèrs 
série  ou  un  premier  système  de  déplacements  ou  de  déformations 
à  partir  de  l'état  naturel,  provenant  de  cette  foroct  ainsi  que  les 
pressions  intérieures  qui  en  résultent;  puis,  les  pressions  exté* 
rieures  appliquées  en  produisent  d'autres,  qu'on  peut  le  plus  sou- 
vent calculer  directementi  si  Ton  ne  part  que  de  l'état  où  la  pesan- 
teur agissant  seule  avait  mis  préalablement  le  corps  élàstiqUe« 

$  81.  Pressions  principales,  et  Ellipsoïdes  des  pressicms»  —  Nous 
aVôns  parlé  des  tfûii  pressions  principales,  dans  la  discussion  du 
5*  appendioCf  aux  gS  51  p.  651  et  73  p.  7dili«  à  propos  de  certaines 
manières  d'établir  les  formules  de  rélastioité4  Bien  que  nous  ayons 
pu  préoédemmenti  dans  rétablissement  de  toutes  les  formules  de 
résistance,  nous  passer  de  leur  oonsidération^  il  est  bon  d*en  dé- 
montrer ici  l'existence  et  les  propriétés,  découvertes  en  1832  par 
Gauchy,  et  ensuite  en  1828  sous  une  autre  forme  par  MM«  liamé  et 
Glapeyron« 


(i)  KHrtt.  4«  BaUi,«  3"  âOBéo^  1898.  p.  41^7. 
^t)  Mém.  de  l'IopMiat,  t.  VUl,  p.  366, 
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Elles  résultent  presque  imàiédjatemeht  dû  théarëmd  (S  iû)  de 
projection  de  plans  de  pression  et  de  Ift  formule  (3)  du  §  17,  p^g  = 
pi-x  cos  (n,x)  cos(jr,  x)  4-  <:»•  qu'on  en  déduit  jpour  une  composante 
Ue  pressioui  dans  une  direction  quelconque  ê^  sii^  une  face  plane 
dont  la  normale  à  une  direction  n*  Eu  eff^t,  en  prenant  pour  s  là 
direction  n  elle-même  on  a^  (Jour  la  ttympo^anfis  nùrmate  de  pres- 
sion sur  ce  plan^  en  désignant  pour  abréger  comttie  nous  avons 
déjà  fait,  par  Cn«i  Cn^,  Ou  les  eosinns  des  ahglès  de  n  avea  les  èoor- 
données 

(177)  pnu  =PxxC*nx  +PyyG\y  +l?MC*n,  +  '2py;iQnyCax  +  2p„Cn,Cnaj  +  ^P^yCn^iCn^. 

Si,  sur  la  normale  Mn,  de  dlrecUon  n»  élevée  au  centre  M  de  la 
petite  face,  on  porte  à  partir  de  ce  centre  une  longueur 

(178)        Mm  =  r  =  V  dz  —  selon  que  pna  est  (  ^'"^'^ 


'aa 


j  négatif, 


et  si  Ton  transporte  rorigîne  en  M,  on  aura^  x^  y^  x  étant  les  coor 
données  nouvelles  de  in^ 

Chi,  C,Jy,  Ces  =     *^''"  =  (Ji  y,  2)  y  ±  J^flù. 

Substituant  dans  (177)  et  divisant  par  db  pob  il  vient 

(179)      p,xx*  +  py^y  *  +  p«s*  +  2p„.2/2  +  Ip^ax  +  "Ip^iJ^y  =  ±  1. 

Donc  :  Ort  a  uh  ellipsoïde  pour  là  surface  formée  par  les  extré- 
mités des  normales  à  toutes  les  petites  faces  â^ égale  sûperfitie  se 
croisant  en  un  mê?ne  point  d*un  corps  quelconque^  en  leur  donnant* 
à  partir  de  ce  point  des  longueurs  égales  ou  proportionnelles  aux 
racines  carrées  des  valeurs  numériques  des  composantes  pi, h,  sui-  ' 
tant  ces  noinnales  îi,  des  pressions  s' exerçant  sur  les  faces,  lorsque 
les  Pan  sont  ou  toutes  positives  ou  toutes  négatives  {*).  El  Vellip- 


(1)  L*équatioQ  (479)  ne  reprétenie  eo  effet  qu'une  seule  lurfaco  du  second  degré 
»i,  pour  (ous  les  sistëmes  de  Yaleurs  des  coordounée^a;,  y,  zdu  point  r/t,  le  premier 
membre  resie  ou  confiamment  posiUf  ou  cooslamment  négalir,  et  c'est  alors  né- 
cessairement un  ellipsoïde,  parce  que  le  double  signe  sous  le  radical  de  (478) 


V 


4 

:i:  — '  =  r  assure  la  réalité  do  tous  les  rayons  vecteurs  r« 
Pua 
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scïde  se  change  en  deux  hyperbolcSdee  conjuguée  lortque  ia  pre^ 
sion  normale  pu  est  positive  pour  certaines  Jàoee  ei  mégaiàx 
pour  d^ autres  (*).  Elle  est  nulle  peur  les  faces  qui  sont  perpendi- 
culafres  aux  génératrices  du  cône  asymptotique  commun*  que 
M.  Lamé  appelle  cône  de  glissement  (5*  leçon,  S  ^)f  ^^  l*on  D*a  sur 
ces  faces  que  des  pressions  taogentielles. 

Or,  si  Ton  prend  de  nouveaux  axes  coordonnés,  des  af^  y',  2*,  se 
confondant  avec  les  trois  axes  orthogonaux  de  figure  de  cette  sur- 
face du  second  d^ré  simple  ou  double,  Téquation  (179)  nuuHiaera, 
comme  on  sait,  des  termes  en  y'/,  z'x\  x'y'y  en  sorte  qu^oa  derra 
avoir 

et  les  pressions  sur  trois  petites  faces  perpendiculaires  à  x*,  y\  z* 
se  réduiront  &  leurs  composantes  normales^ 

Pxae  y     Fnif  »     F*  »  • 

Donc  :  En  tout  pohtt  d^un  corps  quelconque  il  y  a  trois/aces  per- 
pendiculaires Pune  à  Vautre  y  sur  lesquelles  les  pressions  n^ agissent 
que  normalement.  Deux  d*entre  celles-ci  sont  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  des  pressions  qui  s'exercent  aatour  de  ce  point  donné, 
et  la  troisième  offre  (comme  Taxe  moyen  d'un  ellipsoïde)  un  maxi- 
mum parmi  celles  dont  les  directions  sont  dans  le  plan  qu'elle 
forme  avec  Tune  des  deux  autres  et  un  minimum  parmi  celles  qui 
sont  dans  le  plan  qu'elle  fait  avec  la  troisième.  Toutes  les  autres 
pressions  ou  tensions  sont  distribuées  symétriquement  autour  de 
ces  trois  pressions  ou  tensions,  appelées  principales  (*)• 


{*)  On  a  en  effet  deux  surfices  si,  pour  cerUini  sytlèmes  de  rileim  d«  x,  y,  r, 
le  premier  membre  a- la  râleur  -{-i,  et,  pour  d'autres,  li  valeur —  4  ;  ce  ne  peut 
6tre  deux  ellipsoïdes,  ou  un  ellipsoïde  et  un  hyperboloïde,  pulsqWj^  dtos  ebâqne 
direction,  le  rayon  vecteur  r  a  une  valeur  unique;  ce  sont  donc  deux  lijperbolofdes. 
Et  ils  sont  conjugués,  car,  en  faisant  z=0  par  exemple,  on  obtient 

/y\«  y  ±4 

équation  de  deux  hyperboles  suivant  lesquelles  ces  deux  surfaoei  sont  coupées  par 

le  planxy;  or,  en  Taisant  x  infini,  ce  qui  annule  le  second  membre,  on  a  ponr  ces 

y 
deux  courbes  les  mêmes  valeurs  de  -ou  les  mêmes  asymptotes. 

X 

(*)  Si  l'on  demande  quelles  sont,  de  même,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
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On  obtient  leurs  directions  et  leurs  grandeurs  en  égalant  à  zéro 
la  différentielle  complète  de  (177)  pm  par  rapport  aux  trois  cosinus 
et  en  éliminant  un  des  trois  au  moyen  de 

Cnj^dCns  -f  CpydCn»  +  Cn,<:?Cn,  =  0  déduft  dO  C'n,  +  C*b^  +  c'n*  =  1  ; 

ce  qui  donne,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  deux  autres, 
réquatlon  multiple  suivante,  dont  le  à*  membre  pm  s'obtient  si  Ton 
compose  une  quatrième  fraction  égale  à  celles  des  trois  premiers  en 
prenant  pour  numérateur  la  somme  des  numérateurs  et  pour  déno- 
minateur la  somme  des  dénominateurs  après  avoir  multiplié  haut  et 
bas  la  première  par  Cbc>  la  deuxième  par  Coy,  la  troisième  par  Cq.  : 

/4AA\       PxxCniB  "T~  PxyCny  H"  P«gCn-  PgyCo^  +  PyyCny  -r  Py»Cni  

C]ic  Coy 

__  PssCox  +  PysCny  +  PssCbi 

— ' ;; —  Pb«» 

En  multipliant  entre  elles  ces  équations,  écrites 

(Pon  —  P«b)  Cn£=PsyCny  +  PscCm, 
(Pbd  Pyy;  Coy  =  PysCox  "r  Pxy^nxy 
(Pnn  —  P%z)  Cm  =  PmCb^  +  PyiCny, 

et  remplaçant  ensuite,  dans  les  termes  du  second  membre  tels  que 
p'yiCoyCns  (pcyCny+p^sCiu)  OÙ  uno  composantc  tangentielle  entre  au 
carré,  la  parentbè^,  qui  n'est  autre  chose  qu'un  des  trois  seconds 
membres  facteurs,  par  le  premier  membre  correspondant,  les  co- 
sinus s'éliminent,  et  on  a  pour  déterminer  les  grandeurs  des  trois 
pressions  principales  Téquation  du  troisième  degré  enpna: 

(181)      (Pnn—Pzz)  (Pd«  --  Pyy)  (poii  —  P«)  —  C) 

— P V  {P«in  ~  P«*)  —  P**«  (Pnn — P»»)  — P%(Pnn — p«)—  2py.p,xPxy  =  0. 


4 

composantes  tangentieUes  dépression,  TeiprMsioo  telle  que pyrw/f=:-  {p*rsr-pytyt) 

IroQTée  au  $  25  moolre  qu'elles  ont  lieu  pour  des  directions  ±:y",  dti  z"  bissec- 
Irices  des  deui  angles  droiis  formés  par  la  pression  principale  maximum  et  It 
pression  principale  minimum.  La  plus  grande  de  ces  composantes  langenUeUes 
esicelle  qui  est  positive  :  la  plus  petite  lui  est  opposée  et  égale  au  signe  prés. 

(I)  M.  Clebseh,  daas  un  livre  que  nous  citerons  au  $  94,  a  déduit  aussi  de  (180} 
qu*en  faisant 

(I8Ï)  (Pyy— rna)  (/'s*— p«n)+(p«— Pon)  (p*«— Pnii) +(/>««— 'iHia)  (Pyy— /'na'— 

— P*yx  -  P*»^— P«*ï  =  W, 


778  SEOT.  L   lltSlSTAMQE  DES  MLlt>ES. 

La  même  oonclusion  peut  se  tirer  de  la  considération,  aussi  pré- 
sentée par  M.  Gauchy,d*une  deuxième  surface  qui  est  tot^ours  un 
ellipsoïde  et  qui  se  construit  en  portant»  sur  les  normales  n  au 
petites  faces,  des  longueurs 

Mm  =  7*  =  -, 
P 

égales  (ou  p^oportionoelles]  aux  inverses  des  intensités  des  pres- 
sions effectives  ou  non  décomposées 


car  en  composant  Pnct  j>a«»  pat  d*après  ia  formule  générale  (3t 
Pb.  =  ....,  ajoutant  les  carrés  et  appelant  encore  x,  ^,  z  les  coor- 
données des  extrémités  m  des  rayons  r,  d'où  Cn«  =  p.x*  Cn^  =  P^y* 
Cns  =  p  •  3;,  on  a 

(185)        (p^yr^  +  p^y  +  p,^)*  -f  (pxvX  +  py„y  -h  p,.^)'  + 

+  (p»*a:  +p,»y  -^-paz)^  =  1. 

Les  axes  de  la  surface  que  cette  équation  représente  ont  néces- 
sairement les  mêmes  directions  que  ceux  de  la  surface  (179),  car  le 
plus  grand  et  le  plus  petit  répondent  comme  ceux-ci  à  la  pression 
maximum  et  à  la  pression  minimum  (^). 


cV8t-à^i^À  efi  appelaht  m  U  dèrWèe,  pa^  rapikn't  i  pnut  du  premier  niMabre  de 
(181),  on  a  pour  obtenir  les  grandeura  des  trois  cosinus  «  après  ar^ir  dèier> 
miné  chacune  de  celles  de  pan  « 

i  iMc'nj?  =^  (pnn  —  Pf/y)  (pon  —  P»»)  —  p'ys» 
(4  83)  I  mc'nj/  =  (Pnn  —  p*»)  (pnn  —  Pxx)  —  p*sx, 

(  mchx  =  (pon  —  Px.-J  (pnn  —  Pyy)  —  P*x»  ; 

et,  pour  déterminer  sans  équivoque  leurs  signes, 

imCnyCnr  =  Pxxpzy  +  Pysfpnn  —  pxxh 
mCuxCnx  =  PjryPyx  4*  Ps-  (Pnn  —  Pyy), 
WCnxCoy  =  Py:pj;t;  +  Piy(PiiH  —  Pss). 

|i)  M.  Lamé  obtient  (Leçoiis  de  4-857,  §  91)  Un  tfoliième  élltpsoTde  ayant  pour  ses 
rayons  vecteurs  Mm  les  pressions  p  eUes-mémes,  portées  h  partir  du  point  centrai 
H  sur  leun  propres  directions^  Comme  la  race=1  sur  laquelle  p  agit  a  pour  proirc- 
tions  ortliogonales  cnjTi  CQy,Caz  sur  les  trois  plans  perpendiculaires  aux  x^  y,  z,  si 

pn  py,  px 

lont  les  pressions  sur  i*unitè  de  ces  trois  derniers  plans,  p  est  rèsuitaoie,  d'après 
le  théorème  des  projections  de  plan  de  pression  (-I*'  du  §  16).  des  trois  forccspxCax) 
PyCoy-,  PsCbx  qui  sont*  généralement  obliques  l'une  à  l'autre.  D'od  11  soft  que  si 
Ton  appelle  a^i  •  Vi  ^  ^i  le*  trois  coordonnées  obliques  de  m  par  rapport  à  des  axei 
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S  82«  Dilatations  principales,  et  Ellipstndes  des  dilatatioîu.  — 
Reprenons  la  fèfmtilë  (9)  du  $  19,  p,  553,  ddhnaiit  les  âllAtattoUë 
dans  une  direction  r  quelconque  en  fonction  des  dilatations  et  glis-' 
sements  dans  les  directions  des  coordonnées  rectangles  x^y^zi 

(187)     î)r=2).C%,+î),C»rf+2),CV,-hgy.Cr,Cr,+g«C„Crx  +  g^CrxCry    (*). 


liréft  de  II  parallèlemeDl  aux  directions  des  trois  forces  Pxy  Pytpxt  on  t  a;|  = 
Donc  comme  c*n«  +  e'oy  +  c*b»  ==  4  >  l'équition  de  la  surface  est 


'""  .     ©■HS)"Hï:)'='- 


C'est  UD  ellipsoïde  ayant  pour  demi-diamètres  conjugués  ces  pressions  px,  Py, 
*       Pu  dont  les  grandeurs   et  les  directions  sontrCadles  i  obtenir,  car  elles  sont 
résultantes,  la  première  de  pxry  Pxyi  Pkji  la  seconde  de  py^,  pyy,  pyx,  la  troi- 
sième deps«,  pxy,  ps%^  dirigées  suivant  les  a:,  y  y  z, 

(*)  Cette  expression  (9)  de  la  dllalatlon  en  up  sens  quelconque ,  et  l'expression 

(^0)  gr«  =  Sd^rxCfs  + de  la  p.  653,  qui  donne  les  glissements,  peuvent 

être  dénlootrées  plus  simplement  qu'on  n'a  fait  au  {{  46,  en  se  lervant  de  ce 
ihèorème,  dont  on  fait  souvent  usage  en  mécanique  ( travail  d'une  résultante  pour 
un  espace  résiITtant)  :  Que*  si  Von  a  deux  ligne»  dont  chacune  est  réeultanie  ou 
somme  géométrique  de  plusieurs  autres  [ou  deux  chemins  directs  dont  cTiacun 
Joint  ensemble  deux  points  unis  auM  par  un  éhemin  polygonal),  le  produit  d^une 
de  ces  deux  résultantes  par  la  pro§ection  de  Pauire  sur  sa  direction  est  égale  à  la 
somme  algébrique  de  tous  les  produite  des  composantes  de  Vune  par  Us  projectionst 
sur  leurs  directions,  des  composantes  de  Vautre ,  ou  que  si  R  est  résultante  de  Xt 
Y,  Z,  ete....i  et  R'  de  V,Y^  Z',  ctG«,  on  a 

(idS)  RR'cO8(R,R')  =  XX'00s(X,X')+iT'C08(X,Y')+....+X'te08(X',Y)+X'Y'cos(X',Y')-f.... 

Ce  théorème  connu  se  prouve  géométriquement  en  remarquant  que  puisque  R'  osi 
un  chemin  direct  unissant  les'deux  mêmes  points  que  le  chemin  polygonal  X'-}-Y'+ 
Z'-l- ...,  la  projection  de  R'  sur  R  est  égale  à  la  somme  de  celles  de  X',  Y',  Z'  sur  R, 
d'od  R'cos(R,  rO  =  X'co»(r,  X')  4-  Y'cos[R,Y')  4- ...  ;  mais,  de  même,  la  projec- 
tion de  R  sur  X'  est  égale  à  la  somme  de  celles  de  X,  Y,  2,  ...  ausM  sur  X',  d'où 
Rcos(R,  X')  =  Xeos(X ,  X')  +  Yco8(Y,  X')  +  ...  ;  ce  qui  donne  hien  (488),  en  i^ub- 
siiiuant  dans  Fèqualion  R'cos(R,  R')  =....  multipliée  par  R,et  faisant  des  substi- 
tutions semblables  pourRcos(R,  Y'),  Rcos(R,  Z'), 

Or  deux  lignes  r,  s,  diagonales,  avant  le«  déformations,  de  deux  parallélipipédes 
rectangles  ayant  pour  côtés  adjacents  parallèles  aux  x,  y,  z 

tcrx,  TCry,  rcrx      et      sc$x,  *Cty,  «Cfjf, 

le  sont,  après,  de  deux  parallélipipédes  obliquangles  ayant  pour  côtés  adja- 
cents 

rcrj,(4-f4),),rcr»(4+i)y),rcr»(<-f<^»),  et  JCMr(1-fD,),  ac,y(4+i)y),  «c«{i-|-D,). 
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Si  1*00  porte  sur  toutes  les  droites  dont  nous  appelons  r  les  di- 
rectiODs,  tirées  eu  tous  seos  autour  d*uii  même  point  M  d*Bn  corps, 
des  longueurs 

(191)         Mm  =  r  =  y/^  selon  queD.  \^^^ 

••1.1  (  dUititioa 

ou  qu'jl  y  a  dans  le  sens  r  |  ^^^^ 

et  si  l*on  place  en  M  Torigine  des  coordonnées  z,  y,  z  des  extré- 
mités m,  on  a 


(192)      Crx  =  -  =  a:v^=tOr»     Cr,  =  yv±^\,     Cr,  =  «V^^»". 


ou,  en  déTeloppaot  et  négligeanl  les  carrés  et  les  produits  de  quaaUtés  irèf-pe- 
lites, 

(«90)  0+^r  +  î^f)oos{ri,«j)  — eos(r,»)  =  i?^r«CM?+î^ifCfyC*y  -l-S^rfrxCM-*- 
+  {CrfCêx  +  CrzC«y)gyx  +  (^rxC*»  +  CrxC«s)gxx  -f  (cr«Cty  +  CrfeM)Scv  ; 

ce  qui  donne  successif ement  (9)  dr  =s  ...  cl  (10)  gra  =  ...  en  falsanl  :  I*  r  et  •  de 
nème  direction  et  diTîsani  par  t;  S*  r  et  ^  pertKndiculaires  l'un  à  Tautre,  d'on 
Co%{r,  ê)  =  0,  coi(r, ,  i,)  =  gri. 


] 


i 


d^où,  substituant  dans  (187), 

(193)     ^^  +  d»y*  +  ^a*  +  Ey,yz  +  g„rx  +  g^^xy  =  i  !• 

Les  extrémités  m  des  longueurs  ainsi  portées  forment  donc 
(comme  au  $  81)  1"  Un  ellipsoïde  s^il  y  a  en  tous  sens  ou  dilatation 
ou  contraction  autour  du  poijit  M,  2*  Deux  hyperboloides  conjugués 
/i7  y  a  dilatation  dans  certaines  directions  et  condensation  dans 
é^autres.  Alors  il  n'y  a  ni  condensation  ni  dilatation  dans  les 
directions  des  droites  formant  par  leur  ensemble  le  cône  asympto-  J 
tique. 

Les  diverses  dilatations  se  distribuent  symétriquement  autoar 
des  axes  de  figure  de  cette  surface  du  second  degré  simple  ou 

Comme  une  diagonale  eat  résultante  des  trois  e^tès  on  pent,  en  appelaiit 

ce  que  sont  derenues  r,  s,  tes  substituer  dans  (48S)  à  R,  K',  et  les  eôlès 
rrrx(4+i)s)«  etc.,  à  X,  etcj  d'où,  en  difisaot  tout  par  ra,  et  en  remarquant  que 
les  cosinus  des  trois  angles  formés  par  les  côtés  deui  à  deux  sont  pour  l'un  conme 
pour  l'autre  paraUétipipéde  ce  que  nous  aTOos  appelé  gys,  gxzt  gxyf 

(<S9)(4+dr)(<+<>«)COS(ri.H,)=:(l  +  d^)«Cr»C.x+ 

4-(cryCg,+CrxC*,)(4+<),)(4+^,)g^4- 
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double.  Et  comme,  en  les  prenant  pour  axes  coordonnés,  Téquation 
manquera  des  termes  en  yz,  zx^  xy  de  sorte  que  les  glissements 
g  parallèles  à  ces  axes  nouveaux  seront  nuls,  on  voit  que  : 

£n  tout  point  d'un  corps  qui  a  subi  de  petites  déformations  à 
partir  dun  état  antérieur  quelconque^  on  peut  toujours  tirer  trois 
droites  rectangulaires  dans  les  directions  desquelles  il  n'y  a  pas  eu 
de  glissements  lorsqu^on  les  considère  deux  à  deuXj  ou  dont  les 
trois  angles  étaient  droits  et  sont  restés  droits. 

On  appelle  dilatations  (ou  condensations)  principales  celles  qui 
ont  lieu  suivant  leurs  directions.  Deux  d'entre  elles  sont  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  toutes  les  dilatations  autour  du  point 
considéré  M. 

Elles  se  déterminent  en  grandeur  et  en  direction  comme  on  a 
fait  pour  les  pressions  principales  au  $  précédent,  en  égalant  & 

zéro  la  différentielle  complète  de  (187)  ^r« par  rapport  aux 

cosinus,  çn  sorte  qu'elles  satisfont  à 

(19Û)     __ = __ = 

d*où,  en  Dr  seul 

(195)  4  Qr-à^)  (Dr-;)^)  (D,-D.)  - 

et  d*où  on  déduirait,  mais  pour  le  seul  cas  particulier  dune  con- 
texture  égala  en  tous  sens^  les  conditions  de*  limitation  des  dilata- 
tions ou  de  résistance  permanente,  établies  aux  %%  i  de  la  note  du 
n-  ibii  p.  219^  et  /|3  de  celle  du  n»  156  p.  d7A  à  383  (^. 


(^)  Au  Mémoire  mut  la  tor$ioH  (4854),  arl.  i4 ,  nous  lYoni  démonlri,  pour  te 
cai  d'une  conlexlure  à  trois  pUni  de  » yméirie ,  cette  équation  plui  générale ,  od 
àx,  8y,  dy,  et  8r=  8xc'r«  +  ^yc'ry  +  dacVx  représentent  les  limites  i  imposer 
aux  dilatations  poiUiveê  dans  les  sens  x,  y,  z  e%r  : 

"«-'•  (r;4-){^4:)é-^)- 

"4a,ô,V3r        àj       4M^VÔr        «»;       4«^A«r       «J         4My8^    ""      * 

dont  la  plus  grande  racine  donne  le  rapport  le|  plus  grand  f  et  par  conséquent  le 
plus  dangereux  de  ^^  A  ^r* 
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Une  autre  surfooe  da  seooad  ctogré  iotéressaote  à  ooosàéhw 
aacai  ei  qui  sera  iaujoi^rê  un  ellipsQï<ie  est  celle  dans  laquelle  les 
déformations  du  corps  changent  un  élément  «pbériqne  ayant  aon 
centre  en  M. 

Soit  1  la  loqgueur  primitive  des  rayons  de  cet  élément  Si.  Ton- 
gine  étant  placée  en  M,  a;,  y,  z  sont  les  coordonnées  de  Textréaiité 
de  celui'de  ces  rayons  dont  la  direction  est  r  et  dont  1+dr  désigne 
ainsi  la  longueur  actuelle,  le  rayon  primitif  =  i  était  la  diagonale 
du  paralléliplpède  obliquangle  dont  les  côtés,  devenus  reotangn- 
luires  et  égaux  à  x,  y,  z,  avaient,  auparavant,  des  longueurs 


x  y  ^ 

i  +  ^x'  rn7'  îTT/ 


et  dont  les  trois  angles  adjacents  qui  sont  deveuus  droits  en  ne  ré- 
trécissant de  gy,,  gs/r,  g«v  avalent  pour  coaiuus 


g|f»i      "~~  giar»      "~  gi 


xy< 


On  a  donc,  d'après  Texpression  connue  du  carré  de  la  diagonale 
d'un  parallélipipède,  qui  a  été  prouvée  p.  /i50  et  qui  est  d^ailleurs 
un  cas  particulier  de  la  formule  générale  (188)  de  projection  de 
deux  résultantes  Tune  sur  Tautre, 

X*  y*  z* 

(^^^>         (i  +  D,)«  "^  W-fW  "^  (1 + ^,y  ~ 

2g»,yg 2g,x2£ '2g^ay 

La  sphère  se  change  ainsi  en  un  ellipsoïde,  dont  les  axes  de  fi- 
gure ont  nécessairement  les  mêmes  directions  que  ceux  de  la  sur- 
face du  second  degré  (193),  car  ces  trois  directions  doivent  être 
toiyours  celles  des  maxima  et  minima  absolus  et  relatifs  des  dilata- 
tions, pour  lesquelles  les  trois  glissements  g,,,  g„,  g^  sont  nuls 
quand  on  les  prend  pour  axes  des  x,  y^  z. 

Au  reste  Téquation  (196),  qui  peut  s'écrire  ainsi  en  négligeant  les 

r 

produits  de  quantités  très-petites 

(197)  (1  —  2^«)  !»  +  (!-  2\)  y»  +  (1  -  iè,)z*  — 

—  2g,.ya5  —  2g,a:2x  —  2ga^ay  =  1, 

aurait  pu  être  déduite,  comme  (193),  de  Texpreasioa  (187)  ir  = 
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^ifi\9  +  f . .  • .  écrite  c«r,  +  c'r»  -f  cV,  —  (dem  fola  le  3*  membre) 
=r  i  —  2i),.,  en  y  faisant  Cr,,  (Vy,  Cr»  =  7^-f^  et  chassant  les  déno- 
minateurs,  cçir  (1  —  2Dr)  (1  +  <Jr)'  =  i. 

S  83.  Potentiel  des  forces  moléculaires  ou  intérieures ^  et  son 
usage,  —  Dès  1821,  Navier,  en  fondant  la  branche  importante  de 
la  mécanique  dont  nous  nous  occupons  ('},  y  avait  appliqué  la  mé- 
thode de  Lagrange  consistant  à  poser  une  seule  équation  d*équi- 
libre  pour  tous  les  points  d'un  système,  par  le  principe  des  tra- 
vaux virtuels,  en  représentant  les  petits  espaces  hypothétlquement 
ou  virtuellement  parcourus,  par  des  variations  ou  différentielles  par 
B  de,s  coordonnées  actuelles  (ce  +  w,  y  -}-  r,  2:  +  ir)  de  ces  points,  et 
à  en  déduire*  au  moyen  des  plus  simples  règles  du  calcul  des  va- 
riatiops,  les  équations  ipdéfinies  qui  conviennent  à  tout  l'intérieur 
du  corps  ou  du  système,  et  du  môme  coup  les  équations  définies  qui 
spnt  relatives  seulement  à  ses  limites  ou  à  sa  surface-enveloppe. 

A  cet  effet  Navier  composait  tout  d'abord,  pour  les  actions  inté- 
rieures ou  moléculaires  d'un  corp«  élastique,  une  expression  de 
cette  quantité  ou  de  ççtte  fonction  de  toutes  )es  forces  en  Jeu  et  des 
situations  relatives  de  leurs  points  d'application,  désignée  dans  la 
Mécanique  analytique  par  H  =  /  (Pdp  +  Qdq  +....)  (')»  qui  doit  être 
un  minimum  dans  l'état  d'équilibre  stable,  et  dont  la  différentielle 
par  ^  donne  le  travail  virtuel  total  de  ces  forces  diverses. 

Pendant  que  la  méthode  de  Lagrange  devenait,  chez  nous,  l'objet 
d'un  abandon  à  peu  près  général  (')  et  d'objections  non  suffisamment 
réfléchies  (^},  provoquées  en  partie  sans  doute  par  Tabus  qui  avait 


{})  LoU  de  Véquilibre  et  du  momtemeai  des  êolides  éla*iiqu«s,  lu  le  44  mti  1894 . 
Tome  VII  de  riosiltul. 

(*)  \^  partie,  teclioa  III,  de  «4  à  S7. 

(S)  Pointol  (Théorie  nouveUe  de  Ut  rotation  des  corps,  4834,  p.  83,  ou  SIct- 
tique,  8*  édition,  p.  509)  semble  n'apprécier,  dans  l'œuf re  de  Lagrange,  que  les 
courts  passages  où  il  rapproche  les  méthodes,  et  «  les  admirables  préfaces  histori- 
ques placées  à  la  léte  des  différents  livres.  » 

(*)  Hoi|son  STançait,  en  48i7-l838,  dans  uoeiVoteftir  leg  vibnUtone,  Insérée  au 
t.XXXVI  des  Jnn.dech.  et  deph,^  p.  86,  linsi  qu'au  Mémoire  du  tome  VIII  de  l'Io- 
stitui,  art.  44,  p.  400,  que  le  calcul  des  yariaiioas  n'était  pas  propre  aui  re- 
cherches sur  les  corps  tels  qu'ils  sont  dans  la  nature,  e'est-à-dire  formel  de 
molécules  disjointes.  C'était  une  conséquence  Q:|#|érée  de  sa  Juste  remarque  qpe 
les  résultantes  ou  les  sommes  de  composantes  d'acUont  de  cei  molécules  ne  eont 
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pu  ôtre  fait  des  sappositions  de  liaisons  abstraite?  ou  purement 
mathématiques,  qui  ne  sont  nullement  esseatidles  à  son  em- 
ploi (*),  Green  et  Gauss  rappliquaient  avec  un  grand  succès,  Tnn  en 
1828  aux  lois  de  rélectricité  statique  (*),  Taucre  en  1829  à  celles 
des  phénomènes  capillaires  (')  en  posant  dès  Tabord,  comme  Navier, 
Texpression  de  cette  même  quantité  n  que  Green  appelait  fonction 
potentielle  (^},  et  que  Gauss  a  simplement,  plus  tard,  nommée  le 
Poieniiel  (*);  méthode  que  Green,  en  remployant  ensuite  pour  la 
détermination  des  lois  de  Télasticité  de  Téther  lumineux  et  de.ses 
vibrations,. regarde  comme  spécialement  applicable  à  ce  qui  re- 
garde les  systèmes  d'un  nombre  immense  de  particules  agissant 
les  unes  sur  les  autres  (sans  autres  liaisons  que  ces  actions  mu- 


poê  det  iniégralet;  car,  ouire  que  leur  convenioD  en  intègralet  déflaiet  D'à  pu 
lei  ioGonfèDleots  qu'il  signale  quand  on  ne  prend  pai  séro  pour  limite  inféiieiire 
d'iniëgration  comme  Ta  obserTé  M.  Clauaiui  (noie  du  $  74  ci-dettui,  p.  743),  on 
va  voir  que  ce  calcul  peut  lrè*-bien  être  appliqué  en  oonaerraDt  les  aornBies  8  ou  £ 
d'un  nombre  irès-grand,  mais  Qoi  de  termes,  sans  avoir  besoin  de  les  convcrlir  en 
intégrales  triples  JJJ,  ou  sans  opérer  pour  tout  le  corps  des  intégrations  teiUi- 
ples  ;  en  sorte  que  les  intégrations  triples  conservées  pour  embrasser  tout  son 
volume  ne  sont  nullement  celles  qui  portent  sur  les  actions,  et  que  Poisson  signale 
comme  prêtant  à  de  fausses  conséquences  ;  aussi  II  est  permis  de  croire  que  son 
opinion  s'était  modifiée  lorsqu'il  lisait,  en  novembre  4831,  un  beau  Mémoire  dans 
lequel  II  perfectionne  le  calcul  des  variations  (Institut ,  t.  XII)  en  disant  que  ee 
calcul  comprend  dans  ses  applications  la  mécanique  entière,  et  où  il  s'en  sert  pour 
la  plaque  éiasiique. 

Quelques  lucertiludes  peuvent  cependant  rester  encore  an  sujet  des  conditions 
aux  limites  des  corps,  dans  certains  problèmes  où  la  rapide  variation  de  leur  eoa- 
texture  à  ces  limitet  peut  exercer  une  influence  capitale.  Cet  Ineertitudet,  qui  se 
présentent  également  quand  on  ne  Esit  pas  usage  de  la  métbode  des  varlationt,  ne 
cesseront  que  quand  on  aura  complètement  résolu  les  questions  délicates  soule- 
vées à  cet  égard  par  Poisson  pour  la  théorie  de  la  capillarité,  et  par  Caucby  pour  la 
théorie  de  la  réfraction  et  do  la  réOexion  de  la  lumière.  (C*^  rendus,  t.  XV,  p.  650,  etc.) 

(i)  Poisson  (il/ém.  «»^  leg  corpi  éUuUquet,  4818,  au  t.  VUI  de  l'institut,  p.  364) 
opposait  en  quelque  sorte  la  Mécamque  phy tique  à  la  Mécamiqm  cna/yfititf,  qu'il 
regardait  apparemment  alors  comme  liée  i  la  substitution  d'équations  de  condition 
aux  forces  réciproques  unissant  entre  eux  les  poinls  d'un  même  sjsièmn. 

(*)  G.  Green.  An  E$my  of  ihe  ApplitMUon  af  mtOhmaudleal  jinalytis  io  the 
Theorieê  of  EleclricUy  and  SfagnetUm»  Nottlngham ,  48S8.  .RélmpriBé  aux 
tomesXXXlX(4850),  XLIV  (485S),XLVII  (4854)  du  JourNat  de  Crel/e. 

C)  Gauss.  PrtHcipia  generalia  theoria  figune  fiuiâwum  in  Mtatn  aquHibfn; 
iradUtt  98  septembre  48S9,  Gottingue,  4830,  in-4*.  —  Ou  Mémoire  mria  théone 
de»  phinomènti  capillairt»,  par  M.  Bertrand,  t.  XIII  (4848)  du  Jimmal  lÂotmlUe. 

if)  Green.  Préface  et  Observations  introductrices. 

(*)  Gauss  et  Weber.  ReeuWte  au»  den J{é»HUat»  de»  expériences  de  r Union 

mapUiique  pour  Vannée  4839,  p.  4. 
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tueUes)  p&rce  que,  dit-il,  un  de  ses  avantages,  d'une  grande 
importance,  est  de  conduire  nécessairement  et  presque  sans  soin 
(witli  little  care  on  our  part)  à  toutes  les  équations  de  condition 
justement  nécessaires  et  suffisantes  pour  la  complète  solution 
des  problèmes  (*)  ;  ce  qui  se  trouve  remarquablement  Justifié  par 
les  recherches  de  M.  KirchholT  sur  les  plaques  élastiques  (*). 

La  considération  du  potentiel  (>)  des  forces  moléculaires  a  été 
employée,  depuis  Green,  par  la  plupart  des  Savants  de  TAngleterre 
et  de  l'Âllemagae  qui  ont  écrit  comme  lui  sur  la  théorie  de  Télas*- 
ticité  (%  Si  elle  semble  compliquer  quelques  solutions  ou  démons- 
trations particulières,  elle  simplifie  1  ensemble  de  celles  qui  se 
rapportent  à  un  même  sujet  On  a  vu  d^ailleurs  avec  quelle  facilité 
Ton  tire,  de  cette  seule  considération,  15  égalités  entre  les  36 
coeflScients  des  formules  des  corps  élastiques,  car  O  était,  au  $  70, 
précisément  la  quantité  ou  fonction  dont  il  s*agit 

On  peut,  en  efl'et,  regarder  le  Potentiel  d'une  ou  plusieurs  forces, 
comme  leur  pouvoir  moteur  totale  ou  le  travail  qu^elles  sont  ca- 


(1)  On  the  LawM  of  ReflecUon  and  RefracHon^  4837.  Traos.  Cambridge,  vol.  VII, 
(4839) ,  p.  2. 

(t)  Vther  das  GleichgewichL»,  «tnet  Sckeihe.  S^r  Véquilibre  et  le  mouvement 
d*im  disque  ou  d'une  plaque  {Journal  de  Crelle,  40'  volume»  4^*  IWr.,  4850,  |>.  d9). 
Et  CompUê  rendus,  46  oclobre  4848,  l.  37,  p.  396  (où  il  faut  lire  G  +  (G)  =  0 ,  • 

F  -f-  -i-  -{-  ?F)  +  -^  rr  0  pour  les  deux  dernières  équations).  M.  Kircbboff 
d»  di 

arrlTe,  par  celle  mélhode ,  à  d'aulrei  équationê  au  contour  que  M.  PolsaoD,  qui 
en  avaii  dooné  iroia,  landli  que  deux  lufllseot. 

(S)  On  sait,  au  reste,  que  eetie  dénomination  est  de  Daniel  BernoolH,  qui, 
eo  4738,  dans  son  immoTitWt  hydrodynamique^  où  le  principe  d'Huygeos,  appelé 
depuis  deê  force»  viveg  par  son  frère  Jean  Bernoulli,  se  trouve  pour  la  première 
(ois  largement  app|lqué,  revient,  dit-il,  à  renoncé  de  son  premier  auteur  (art.  48), 
et  appelle  constamment  DeteenU  actuelle  et  Jscenêion  poteniieUe  ce  qu'on 
nomme  aujourd'hui  travail  et  acquisition  de  demi^force  vive;  et  qui,  peu  de 
temps  après.  Indiqua  à  Enler  que  la  courbe  élastique  devait,  comme  toutes  les 
autres  courbes  qui  résolvent  des  problèmes  de  physique,  rendre  un  minimum  une 
certaine  Fobci  fotvrtibllb.  (Euler,  Methodus  inveniendi,  etc.,  Additamentum 
de  curviê  eiaêticiM,  n**  4  et  9.) 

{^)  M.  Rirchhoff,  même  Mémoire  sur  la  plaque;  et,  aussi, GMcA^etPJcAl...  eines 
Stàb€$;  ÉquiUbre  et  mouvement  d'une  tige  élastique  infiniment  mince  {Journal  de 
CrelUf  56*  volume).  —  MM.  Haugbien  et  Neuraann,  Mémoires  cités  ci-dessus.  — 
M.  Gehriog ,  IHssertatio  inauffuralis  de  aquiUbrio  et  molû  lamina  cristallinœ.  Ce 
jeune  savant  a  même  soutenu,  dans  son  argumentation,  que  la  théorie  des  corps 
élastiques  ne  pouvait  être  convenablement  présentée  que  par  le  calcul  des  variations. 

I.  ;>o 
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pMe»  de  fourair  depuis  la  situation  actuelle  des  mobiles  sur  les- 
quels elles  agîf«eot  jusqu*à  la  situatioo  pour  laquelle  elles  s^- 
aulent  ou  se  coutre^balancenti  travail  qui  dépend  nen^enlement 
de  leurs  intensités  moyennes  respectives»  mais  encore  de  retendue 
plus  ou  moins  limitée  de  leurs  cAamp^d'aolton  ou  des  espaces  que 
leurs  points  d*application  peuvent  parcourir  Jusqu*à  ce  que  ces 
forces  variables  avec  les  distances  cessent  de  s^exercer  sensible- 
ment. 

C'est  la  mémo  quantité  que  Jean  Bernoulli  appelait  Iêl  faculté 
d'agir  (*),  Ampère  la  force  vwe  implicite  (*),  et  M.  William  Thom- 
son rénergie  potentielle  qui,  ajoutée  à  Vénergie  OôtuêlU  ou  puis- 
sance vive  (demi-force  vive)  forme  ce  quML  nomme  Ténergle  mé- 
caolque  totale  d'un  système  dto  corps  (')  ;  énei^e  dont  les  réser- 
voirs sont,  d'une  part,  un  poids  élevé,  un  ressort  tendu  (Bernoulli), 
une  quantité  de  combustible  (Lagrange)  (%  de  fourrage,  etc.,  et, 
de  Tautre,  une  masse  eo  mouvement  (le  même  Bernoulli),  animée 
d'une  vitesse  plus  ou  moins  grande  (*)• 

.  Cette  signification  philosophique  du  potentiel  explique  son  rôle 
important,  et  Ton  conçoit  que  sa  considération  puisse  avoir,  dans 
des  questions  compliquées,  le  même  avantage  qu'offre  celle  du 
simple  travail  dans  les  questions  élémentaires.  Et  comme  les  résul* 
tats  obtenus  sont  généralement  les  mêmes  quand  on  l'augmente  ou 
diminue  d'une  constantCi  on  peut  le  mesurer  par  le  travail  entre  la 
situation  actuelle  et  une  situation  fixe  arbitraire,  antérieure  ou 
postérieure,  des  points  exerçant  des  actions  les  uns  sur  les  autres* 
On  rappelle  aussi,  dans  beaucoup  de  mémoires  réoents  de  œéoa^ 
nique  rationnelle,  fonction  de  forces,  parce  que  les  dérivées,  par 
rapport  k  «,  y,  z,  de  sa  Valeur  /  (Xdx  -f  Hdy  -|-Z(fe)  relative  à  une 


i'*»» 


(^)  AeU  «rodlloràm  Liptisi  mai  4735,  oa  CËuvrti^  t,  III,  d°  CXLV,  p.  239,  lèO. 

(*)  AnnaU»  de  chimie  et  de  phygique,  tvrll  4  835, 

(>)  Sur  les  iDlécèdeDtS  mécaniques  du  iQOnysmeplj  fts  1«  fhilmr  si  é0  la 
lumière.  Comptes  rendus,  S8  mai  4S55,  t.  XL,  p.  1497, 

(^}  Dernier  artidQ  du  TraUé  de$  foncfitmt  emalyiigu^» 

(f)  Nous  l*aTiopi  aonm^,  dioi  us  Mémoire  préaentd  !•  44  avr4l  4SS4,  êapUtl 
dynamique  laktUf  eu  «ppeUot  capital  paient  la  demi-force  tife,  ei  en  remirquaai 
que  c'est  de  U  somme  tolnl»  4^  cei  deiu  quanlilés,  i^tefaaogea«i  «a^UoneHemMi 
Tune  dans  l'autre,  qu'on  peut  dire  avec  Descutss  que  la  quaoUté  4u  OMNifemeiii 
reste  consumment  la  m^me  dsas  Vuniferi. 
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seale  force,  sont  les  composantes  respeetives  X,  T,  Z  de  oette  força 
suivant  ces  coordonnées  ;  et  si,  comina  M.  Hamllton,  S  désignant 
une  somme  relative  à  un  nombre  indéfini  de  points  matériels,  ou 
prend  la  dérivée  de  sa  valeur  S  /  [Xdx  +  Ydy  -j-  Zdz)  pour  tout^ 
les  forces  qui  les  sollicitent,  par  rapport  à  une  des  coordonnées 
éPun  seul  de  ces  points,  Qn  regardant  toutes  les  autres  coordonnées 
comme  constantes,  on  a  la  composante  de  la  force  sollicitant  ce 
point  particulier  suivant  la  coordonnée  choisie.  Il  est  môme  facile 
de  voir  (^)'que  la  dérivée  par  rapport  à  la  ligne  de  jonction  d'un 
'  des  points  mobiles  avec  un  point  fixe  est  la  composante*  suivant 
cette  ligne,  de  la  force  particulière  k  ce  point  (*)« 

On  conçoit  aussi  que  Tusage  du  pot^tlel  n'exige  paa  toujours  et 
inévitablement  remploi  du  calcul  des  variations,  car,  quand  oneit 
parvenu  à  en  construire  l'expression,  son  if)lnimum  peut  quelque- 
fois être  déterminé  sans  recourir  à  cette  sorte  de  calcul  ("). 

Pour  les  forces  intérieures  ou  moléculaires  d*un  corps  élastique, 
le  potentiel  sera  ainsi,  par  unité  de  volume,  en  un  point  (x,  y^  z\ 

si,  ^ur  l'élément  parallélipipède  dont  il  occupe  Iç  ceptre  et  dont 
X,  y^  z  sont  les  dimensions  parallèles  ^nx  coordonnées,  le  produit 

4>«xjrs 

■ 

est  1$  travail  que  ces  forcer  ou  actions  mutuelles  produiraient  jus- 
qu^an  retour  à  Vétat  naturel  ok  il  n'y  avait  encore  {%%  20,  22,  80) 
aucune  pression  à  Tintérieur  ni  sur  les  faces  de  Télément. 

Gomme  le  travail  *total  des  forces  intérieures  est  égal  à  la  somme 
468  travaux  des  pressions  p^m  •«••  Pcy  qui  leur  font  équilibre  sur  les 


(1)  JHe  PôtêtOial/iiHciioH  und  ioê  Potenzial,  Uipiig,  4859,  Id-S*,  $  t,  p.  4, 
pir  M.  CUusius,  qui  coQierve  te  iM>in  de  fonction  potênUêUe  lu  -potentiel  par  tfm'tf 
de  quantiU  ou  de  mtMe  [Id.^  <^  44 ,  p.  4  03). 

(*)  Aufit  M  6>urood-i),  lorsque  le»  foreei  sont  en  raison  fnterfc  des  carrés  des 

disUDces  r  des  points,  aTec  ce  poienliel  analytique  V  ««•  ffif  mtiWàr»  4«t»  lli 

théorie  des  attractions  soit  planétaires  soit  électriques,  et  qui,  se  composant  d'une 

somflae  de  niasses  dititée»  p«r  les  prayniéiM  puisMunes  dâa  dlsUnces  r,  satisfaii 

.  <f«V       d*v       rf>V  , 

à  une  équation  dilKrèniielle  -—^  +  t-t  4-  -rr  =  0.  (  Laplace,  liée,  céleste,  1, 

oaf*       dy*       dz*  m 

Ut.  n,  n»  44,  et  UI^  n»  8;  et  Uvé,  6'  leçon,  p,  70.) 

(>)  C'est  ce  qu'a  fait  N.  Bertrand  dans  le  Mémoire  cité,  relatif  aux  phciiomôncf 

tapillalffet. 
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six  faces  de  Télément  xyz,  on  aura,  comme  an  $  70,  pour  raocroiase- 
ment  du  potentiel  dû  aux  accroissements  d^«»  «...  dg«y  des  six  dé- 
formations D,  g  : 

Si  nous  le  distinguons  par  l'indice  i  quand  les  six  déformations 
ge  comptent  à  partir  de  tétat  naturel  (codame  nous  avons  fait  pour 
les  composantes  de  pression),  ou  si  nous  rappelons  alors 

**  devra  être  nul  pour  D,.  =  o,  î),  =  0 g^^^  =  0  et  donner  pour 

dérivées  partielles,  par  rapport  à  ces  six  déformations,  chacune  des 
six  expressions  (12)  des  composantes  p*Mi  •—  p'ity.  On  aura  donc  la 
formule 

(199)  ^•=Ja««J)V+ia,,,V^\+}a.„;)«,+ 

+  îS»I»«g%.+  ïa«fxg*«c+  îa4:y;fyg%+ay»,,D^,+a„«^.5,+a«^^y+ 

"{■  SffcysVjBgyi  +  ajfy»4fC ygxj;  '\'^MiX}fi t&XJI  +  ascxygsjcgjsy  +  Sxy ysg«ygy(  4~ayaugyxgM+ 
+ayyys<)ygyS  +  a«ssydsgys  +  at»s«d«gM  +  a4wadflgM+a«rry()^Cy+ayyy«dygsy; 

expression  homogène  du  second  degré,  et  par  conséquent  à 
21  termes,  que  Green  s'est  cru  autorisé,  comme  dous  avons  dit  au 
S  69,  à  poser  à  priarù  Elle  peut  aussi  être  écrite,  d'après  les  mêmes 
formules  (12)  p»«,  =  a««^.  +  etc. 

(200)  a>«  =  y^^,  +  |p'y;)y  +  |p»J).  +  \p*^^  +  |p*s*.+  |p»*,fo. 

Sous  cette  forme  elle  donne  toujours  p*«»,  p^y^^  ••••  p'cy  quaod  on 
la  dilTérentie  par  rapport  à  d^,  dy  ...  g«y,  car  on  trouve,  par  exem- 
ple, comme  pour  Texpression  (iàB)  de  la  note  du  S  70  (p.  716), 


Si  les  déformations  d,  g  se  comptent  k  partir  d'un  état  où  il  y 
avait  déjà  des  pressions 

P*««     P  W»     P  Uf     P  wtt     P*««7     P*jpy» 

et  si, 

0 

désigne,  par  unité  de  volume,  le  potentiel,  quel  qu'il  fût,  dans  cet 
état  initial  qui  n'est  pas  l'état  naturel^  celui  qu'on  aura  après  les 
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déformations  i"^,  g  sera  exprimé,   4>^   étant  (199)  ou  (200),  par 

La  partie  en  p*r«,.. .  •  p*«v  de  cette  expression  est  double  de  ce 
que  celle  (200)  de  4»'  est  en  p^M,  ....  p^«y  ;  cela  vient  de  ce  que  les 
pressions  p*  antérieures  aux  D,  g  avaient  déjà  acquis  toute  leur  va- 
leur au  commencement  de  ces  déformations,  et  restent  constantes 
pendant  qu*elles  s*opèrent,  au  lieu  de  commencer  par  zéro  comme 
les  p^  (note  du  $  70,  p.  716).    i 

$  8A.  L^expression  du  potentiel  des  forces  intérieures  conduit 
aux  équations  d'équilibre  indéfinies  et  définies^  et  aux  expressions 
complètes  des  composantes  de  pression.  —  fin  effet  nommons, 
comme  aux  $$  27  et  28  : 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  x,  y,  z  des  forces  exté- 
rieures telles  que  la  pesanteur»  qui  agissent  sur  Tunlté  de  volume 
du  corps  au  point  dont  les  coordonnées x,  y,  z  sont  devenues 

X,  =  X  4-  w,    yi  =  y  +  »•    «1  =  X  +  «>  ; 

rsf'  les  pressions  extérieures  agissant  sur  Tunité  superficielle  de 

rélément 

dQ 

de  la  surface-enveloppe  que  nous  appelons  Û  ; 
n  la  direction  de  la  normale  k  cet  élément,  tirée  extérieurement 
Comme  les  projections 

^i.    ^1.    ^^1» 

• 

sur  les  axes,  de  Tespace  infiniment  petit  quelconque  que  Ton  fait 
parcourir  virtuellement  au  point  ayant  les  coordonnées  actuelles 
^1»  ^i*  ^1  ^  réduisent,  vu  que  les  coordonnées  primitives  x,  y,  z 
n*ont  pas  de  variations,  k 

$u,    ^,    Up, 

Ton  a,  pour  Téquation  d*équilibre,  ou  de  nullité  de  la  somme  totale 
des  travaux  virtuels  pour  tout  le  corps 

(203)    ${J  (2xdydr  (X$ti  +  T^  +  2^) + 

+  JdÛ['®'COs(/®»,  x)5u  H- '2D'C0s(<©',  y)îi?  +  ^C08('t8',  a?)8M>]  = 

^^^dxdydz^. 
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En  pranaDft  pour  4»  sa  valeur  (Mtaiplète  (201)  ^  +  p*m^*  +  «  «  •  + 
p**»g«y  +  **f  le  terme  *•  différentié  par  S  donnera  Eéro.  Le  dé- 
nier terme  *»  donnera  l'expression  (198)  pxm^g  + ...  de  d^  avec 
des  S  pour  1m  d  et  les  p^gjtf  •«.  pottf  Itt  p**,  «••  •  en  aorte  qnViit  aora 

(204)  ? 

(      +p*-5D,+p«„»,4-p*-».+?*f.?g».+p'«^.-+p'.,8g,r 

Mettons  y  à  lÉK  plaee  dM  (!»,  g  leurs  valeurs  en  u,  t,  u?  en  «opposant 
ces  déplacements  très-petits;  cas  atquel  o'n  ramène^  eomme  nous 
avons  dit/celui  de  déplacements  quelconques  ne  produisant  toute- 
fois que  de  très-petites  déformations.  Il  suffira  pour  les  six  der- 
niers iertiies,  affectés  des  p^  de  prendre  les  expressions  (42) 

'^  dbc^^^ •  ^*'  ""  dâ       5y  ' 

Mftis  eomttie  céar  termes  seroht  du  second  degré  eti  u,  t,  tr,  puis- 
que les  )»'  eôQtiéâttetit  Aussi  les  dérivées  de  ces  déplacements,  il 
conviendra,  pour  que  ceux  de  la  première  ligne  de  (204),  affectés 
des  constantes  p*",  offrent  la  même  approximation,  d'y  mettre  pour 
léS  S,  gf,  (5oiiii!bè  t^à  remarqué  Green  pour  un  cas  particulier,  leurs 
valeurs  plus  exactes  (60),  (41),  savoir 

do   ,    dw       du  du       dv  dv  ,  dw  dto   _ 

«»•=  55  +  7^  +  dy  di  +  dy  ifa  "^  *^  ^'  **''" 

Substituant,  différentiant  par  B  et  changeant  les  M  en  dS  suivant 
le  i^rittcipd  dd  cAlôUl  ded  Variations,  les  termes  en  u,  qu'il  suffit 
d'éerirè  seuls  parce  qu'il  sera  facile  d*en  déduire  par  analogie  les 
termes  en  t?,  t^,  !burki)h)iit  dans  lô  second  membre  ///  dxdydx^* 
de  (203), 


Avant  d'intégrer  par  partie^  de  manière  à  détachée  Mis  inté- 


!• 
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graies  doubles  et  4  ne  cooflerrer  ions  leeiignes  /  que  9u  wm  diffé- 
rentiô,  U  fjuit  remarquer  aveo  IL  Gh«  Meumaiia  (qui  a  donné  une 
analyse  de  oe  genre  pour  le  oaa  particulier  de  risotropie  où  on  a' 
P*Mi =Pn^  P"»  ot  les  autres  p*  nuls)  0)  quMl  convient  de  changef , 
hors  des  accolades,  les  variables  indépendantes  x,  'y ,  z  en  Xi^  y^^  z^, 
coordonnées  actuelles  des  points.  Gela  exige  qu^on  remplace 

^par^^-L^  î^j_^^     ^( AA^^a^^^iUju^^- 
Demème^par^5îî^^  +  ^^('l  +  ^)+^^,    • 
dy  *'*'^  d*,  dy  T  dy,  V  ^  dyj^W^dy' 

doc  dfX  djc 

U*  Dans  dxdydz^  dx  par  ^  da:^  +  ^—  dy^  +  57  ^^Jj  en  tirant  dy, 

et  dz^  de  la  supposition  de  y  et  s  constants  ou  de  dy  s:  O9  ds  =  0, 

c'est-à-dire  en  les  tirant  de 

(puisque,  dàfiB  toute  intégrale  triple,  IMntégration  par  rapport  à 
une  première  variable  se  fait  en  supposant  constantes  les  délit 

autres)  ;  et,  ensuite,  dy  par  -^  dx^  +  -^  dy^  +  ^^  ^t  ^^  ^*^" 

sant  dxj  =  0,  et  dt  =  6,  c^est-à-dlre  par  ^ dy^  -{"^dz^^tïViTzxït^ 

ay^  az^ 

dZiûe  0  =  ^  dy  1  + 2^  da:,;  enfin, dif par ^da;,+  ^  ^y«  "*" 

dz  d"* 

-y  dzi  en  faisant  di,  =  0,  dy,  =  0,  c'est-à-dire  par  -7^  dr,  (•)  ;  ce 

quirevientàremplacer  d:cdydzpar  dx^  dy^dz^  multipliée  par  le  déter- 
minant sextinôme  -r—  -^  j etc.,  composé  rtVec  les  neuf  dérivées 

dx,  dy^  dz^  .  '^ 

'  -^i  -r^,  -r-9  s^,  etc.,  ou  par  le  dénominateur  commun  dès  valeurs 
dx,  dyi  dZi  dx, 


.«aifcfci^*!    Il»    I     ÉO— -J*»*AM<*y^**. 


(M  Zor  théorie  der  Elasiicllfl,  §  2,  p.  386-287,  du  S'?*  volume  de Crelle. 
(*)  LMTOtt.  Cat«r  diir.  et  inl.,  I.  9,  p.  907,  n*  534, 
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de  trois  inconnues  tirées  de  trois  éqaatioos  du  premier  degré  dont 
les  coefficients  sont  ces  neuf  dérivées;  déterminant  ou  dénomina- 
teur qui  n*est  autre  chose  que  le  rapport  du  volume  ancien  au  vo- 
lume nouveau  d'un  même  élément,  et  qu^on  peut  réduire  k  son 

premier  terme  -3—  ^  ,— ,  en  sorte  qu'il  faut  remplacer 

aX^  ay^  cLt^ 

dxdydx      par     dx,dy,dz,  (l- Q  (i- ^^  (l-.^^ 

qui  revient,  en  négligeant  les  produits  de  du^  efo,  dw^  à 

dx,dy,dz,  [i  ~  ^  -  ^  -  ^y 

En  faisant  ces  quatre  substitutions,  eiTectuant  les  multiplications 
des  polynômes  entre  accolades  par  les  dix  facteurs 

/        du      dv       dw\       1   1   ^^       ^^ 

et  négligeant  encore  les  produits  de  du^  dv^  dw  entre  eux,  la  partie 
(205)  du  second  membre  \\\  dxdydzW  de  (203)  devient 

en  ftisant 

-    f  m  .  du      do      dw\  .  ^  .    du  ,  ^  ^    du  ,    , 

«      .    /-     dw\  .        dv  ^    ^    du  ,    ^   du  ,    ^    dv  ,    . 

•    /^     ^^\  .    a   du  ,    ^    dw  ,    ^    dw  ,    ^    du  ^    , 

c=p-„  {i-  5^  j  +r-  ^  +p-„^  +p-^  ^  +pv^  +p'„ 

* 

Intégrant  par  parties  de  manière  k  ne  conserver  les  $u  que  non 
différentiés,  et  désignant  par  les  accents  '  et  ''  les  valeors  de  $u  et 
de  A,  ou  B,  ou  G  relatives  aux  points  où  TenvQloppe  du  corps  est 
traversée  par  des  droites  respectivement  parallèles  aux  x,  aux  y, 
aux  z,  cette  partie  en  u  du  tranfail  virtuel  intérieur  se  change  en 
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(207)  \\dy^dz^{^'^u"-  X'hi') + {\dz^dx^{B'^u^^B^u')  +  ÇÇdX|dy  j(C"8w"— C'^uO— 

Gomme  réquatioD  d^équilibre  (203)  doit  être  vérifiée  pour  tous 
les  mouvements  virtuels  possibles*  ou  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  ^,  Bv,  St/7,  on  peut  déjà  égaler,  dans  les  deux  membres,  ce  qui 

sous  les  signes  \  ^  \  d'intégration  triple  est  affecté  de  Bu.  Il  en 

résulte,  en  remplaçant  les  dérivées  par  rapport  à  x^,  y,,  Zp  par  les 
dérivées  par  rapport  &  x,  y,  z  (ce  qui  peut  se  faire  vu  qu*on  ne 
néglige  ainsi  que  des  produits  d'ordre  supérieur),  la  première  des 
trois  équations  suivantes  dont  les  deux  antres  s'obtiennent  de 
même  par  les  Bo  et  par  les  Bit  : 

« 

'^    "^   dy         dz    * 

(208)  (  w*  wy  t** 

y-DO    — +«•    — +       +2î)*    -^  +  ^lf»4.^îtt4.^V5 
^-^"dx«+^»*dy«+ ^^^'^dxdy^    dx    ^   dy    ^^T* 

c'est-à-dire,  si  les  p*  sont  nuls,  les  trois  équations  (38)  indéfinies 
d'équilibre,  et,  si  les  p*  ne  sont  pas  nuls,  les  trois  équations  plus 
complètes  (iô4)  de  la  note  du  $  72,  p.  723  avec  X,  Y,  Z  au  lieu  des 
inerties. 

Quant  aux  trois  intégrales  doubles  de  (207),  si  pour  la  première, 
par  exemple,  n'  et  n'^  sont  les  directions  de  la  normale  extérieure 
n  à  Tenveloppe  Û  en  deux  des  points  correspondants  dont  on  a 
parlé,  situés  sur  une  même  parallèle  aux  x,  et  dû',  dOf'  les  élé- 
ments correspondants  de  Û,  ayant  pour  projections  dy^dz^  sur  un 
plan  perpendiculaire  aux  x,  on  aura 

dy,d2r,  =  dU"  cos  (n",  x)  =  —  dû'  cos  (n',  z). 
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D*où  il  résulte  que  Udy,c{2|(A''^''— A'Bu'}  eut  la  môme  ohOM  que 

Çdû"cos(ii",a;)A"ôtt^+fdÛ'oos(il',ï)AW,  ou  que 

•        «% 

rintégrale  C  sétendftnt  maiotenaDt  à  toute  retiTélOppe  Q  0). 

La  première  ligue  de  (207)  est  ainsi  la  même  chose  que 

(1109)  utÛ|;A  C08  (0,  x)+fi  66â  (n,  y) +CCOS  (n,  z)]Ziu 

Comparant  à  la  partie  du  1*'  membre  de  Téquation  d'équilibre  (203) 
qui  est  affecté  de  dûdt^  Ton  obtient 

(210)    ^ ces (^, x)  =  A cos(n, x)  +  Bcos(n,y)  -\- Gcos(n» z). 

Or,  en  faisant  coïncider  iueoessilremeilfe  Taxe  des  0,  Taxe  des  y» 
Taxe  des  $  avec  la  normale  Di  le  second  membre  se  réduit 

à  A,     à  B,     à  â  ; 
et  le  premier  membre  est 

ptutt        Pyx*        P«*« 

On  a  donc  la  première  des  trois  éqttaitôns  suivantes,  dont  les 
deux  autres  se  démontrent  de  même  par  les  termes  affectés  de 
dt;  et  de  S2i>  : 

1^  00s  (Br,a;) =p««  dos  (n,x)  +  p,y  cos  (tt^y)  +p,*  oos  (n,z) 
'Wcos  (a,y)  =  pi^  cas  {n,x)  +  p^  cos  (û  ,y)  +  py»  cos  (n^), 
^  cos  («r,a;)  =  p^g  cos  (n,«;)  -fp^  cos  (n,y)  -h  p,*  oos  (n,«), 

o'est^àHlIra  les  équations  définies  (89)  du  S  27;  et  par  cela  seul  se 
trûuYo  démontré  le  théorème  de  prqJeeUdas  de  plans  de  pfessions 
du  S 16. 

fit  00  a  aussl^  vu  les  Slgoifiôations  (206)  dé  A,  B,  G,  la  pretnière, 
la  sixième  et  la  oinquièihe  des  fbnhules  suivantes;  doût  les  autres 
se  prouvent  de  même  : 


(1)  Cette  iransformalioD  connue ,  à  liqueUe  nous  »TOBt  d^i  Stt  rseours  à  li 
noie  da  $  70^  est  employée  A  U  Méi^nique  analytique^  ],  VII,  39  et  30^  et  à  li 
depiièmo  Leçon  de  M,  Umé»  S  40,  p»  %%, 
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«/■» 


w» 


u« 


(212) 


f»» 


*'f 


^    A      dit     di?  ,  dw\  ,  n  .    dw',  ft^*    dir  ,    , 

p^=pv.  (i— ^j  +p  «ai  +p  »»dy +P^»' di  +P  "di  +P  «»• 

Ce  sont  les  expressions  complètes  des  six  composantes  de  pression, 
daes  à  M.  Gaucby  {%  que  nous  avons  Indiquées  comme  aéduttos 
(note  du  %  23,  p.  572)  du  calcul  des  actions  moléculaires  fonctions 
des  distances.  On  volt  qu*elles  peuvent  être  déduites  aussi,  et  iden« 
tiquement,  de  Texpression  du  potentiel,  au  moyen  du  calcul  des 
variations,  sans  poser  la  valeur  de  ces  actions  ni  invoquer  explici^ 
temmU  leur  loi.  Ctla  n*empéche  paa  qtt«  la  forme  liniaifo  (iS)  des 
parties  f^êti  p*t«t  ••***  P^«v  ds  ces  composantes  p,  admise  o  priort 
par  un  si  grand  nombre  d'suteurs,  ne  nous  paraisse  dépendre  ton» 
Jours  de  cette  loi  invoquée  au  moins  implicitesMOlel  taeilemsati 
comme  onii  vu  au  $  20  et  dans  tout  TAppendice  V. 

Il  est  remarquable,  aussi,  que  les  trois  quadrinômes  entre  acco- 
lades de  Texpression  non  encore  transformée  (205)  donnent  les 
composantes,  suivant  leâ  t^  des  pressions  sui"  les  trots  fliceâ  lé^- 
rement  obliquàngles  et  de  superficies 

dans  lesquelles  les  déplacements  ont  changé  trois  petites  faces  pri- 
mitivement rectangulaires  et  =1,  et  qui  ont  été  données  par  Poisson 
à  la  page  A7  (n*  92)  du  20*  eahler  du  Journal  de  PÉoolê  poli/ieûh-' 
nique^  pour  le  cas  particulier  de  Tisotropie.  On  peut  en  déduire, 
comme  il  a  fait,  au  moyen  du  théorème  de  projections  de  plans  de 

—  —      —    ■■  ^       ■ .  - 

(1)  Page  43S  de  la  4'  âDoéê  (ht%V)  des  Exercices. 


796  SBCT.  I.    RÊSISTAMGB  DES  S0UDB8. 

pression  ou  des  fonniiles  de  changement  de  plan  (4)»  et  des  expres- 
sions (27),  p.  571,  de  six  des  neuf  cosinos  des  angles  des  intersec- 
tions mutuelles  de  ces  trois  faces  avec  les  x,  y,  z  (les  trois  antres 
cosinus  étant  =  i  sensiblement),  les  expressions  (212)  que  nous 
venons  d'écrire,  donnant  les  pressions  sur  les  trois  faces  qui  sont 
rectangulaires  et  =  1  après  les  déplacements,  il  est  encore  re- 
marquable que  les  neuf  expressions  des  composantes  obliques,  sub- 
stituées dans  les  équations  indéfinies  générales  (38),  donneraient, 
tout  comme  les  expressions  (212|,  les  équations  indéfinies  dévelop- 

pées*(207)  X  =p*xj;  "^H-  ^^  '  ^^  qu'on  aurait  aussi  ces  équations 

(207)  en  intégrant  par  parties  (205)  sans  le  transformer  en  (206)  par 
un  changement  des  variables  indépendantes  x,  y,  z  en  ^i,  y^,  z,. 

Cela  vient  de  ce  que  les  équations- (38)  ^  +  ^  +  ^= ^»  ®^-' 

expriment  aussi  bien  Téquilibre  d'un  élément  parallélipipède  obli- 
quangle  que  de  l'élément  parallélipipède  rectangle  considéré  %  27. 

S  85.  Expression  du  'potentiel  des  actions  intérieures^  composé 
en  les  regardant  comme  fonctions  des  distances  moléculaires.  <— 
Navier,  qui  prenait  pour  Taction  de  deux  molécules  m  et  m,  à  une 
distance  r  devenue  r^,  le  produit 

(213)  mm(rj— r)/'r 

« 

de  leurs  masses  par  une  fonction  f  de  leur  distance  et  par  la  pe- 
tite augmentation  rj — r  de  celle-ci,  posait  pour  le  travail  du  mo- 
ment virtuel  de  cette  action  • 

mm(r, — r)fr.^^  =  mm(r, — r)  frMXx — »•)  —  v^n^r.l  ^^^7*^^*; 

en  sorte  que  le  potentiel  de  celles  qui  sont  exercées  sur  m  par 
toutes  les  molécules  m  environnantes  était  mS^m/r.^-^^^,  d*où 
poiir  celui  de  toute  la  masse,  p  désignant  la  densité 


(214)  gJpd«lyd^Smr«Ç(îî^)'; 
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expression  où  il  remplaçait  -î —  par  sa  valeur  (9)  ^  cosVi^:)  + 
■^Vd""'"  s)  ^5^  (^»^)  cos  (r,y),  et  quMl  développait  en  faisant 

passer  les  carrés  et  produits  des  dérivées  ^ ,  etc. ,  hors  des  signes  |§ 

des  sommes  qu'il  convertissait  ensuite  en  intégrales  autour  d^un 
point  par  coordonnées  sphériques. 

Puis,  en  différentiant  par  S  et  faisant  varier  u,  o«  w  (sans  x,  y  y  z), 
intégrant  par  parties  etc.  il  obtenait,  de  Téquation  générale  d'équi- 
libre posée  par  le  principe  des  travaux  virtuels,  les  trois  équations 
indéfinies,  et  aussi  les  trois  équations  définies  donnant  implicite- 
ment les  formules  des  pressions  pour  les  corps  d*égale  élasticité  en 
tous  sens. 

On  arrive  à  des  formules  s'étendant  aux  contextures  non-isotropes 
en  conservant,  sans  les  convertir  en  intégrales  (ce  qui  n'est  néces- 
saire dans  aucun  cas),  les  coefficients  §  qui  afl*ectent,  au  nombre 

du 
de  quinze  distincts,  les  carrés  et  les  produits  des  dérivées  y-  etc.  ; 

et  Ton  tient  compte  de  Tétat  qui  précède  les  déformations  ^,  g  ou 
les  déplacements  u,  r,  w  en  prenant,  avec  Gaucfay  et  Poisson,  au 
lieu  de  (213),  et  comme  nous  avons  fait  à  la  note  du  $  23  (sauf  R 
que  noua  écrivions  au  lieu  de/r)  : 

(216)  mm/[ri) 

pour  Taction  des  molécules  m  et  m  quand  leur  distance  est  r^ ,  et 
en  opérant  ainsi  qu'il  suit,  comme  ont  fait  à  peu  près  MM.  Haugh- 
ton  (*)  et  Neumann  (*)  d'une  manière  moins  générale. 
Si  nous  faisons  pour  un  instant 

(216)  jj]*.^,dr,=9(r,), 

nous  avons,   ft  désignant  une  sonune  relative  à  toutes  les  molé- 


{})  On  Um  Eqoillbrium  and  MoUon^  etc.  Jrish  Acadeny^  fol.  XXI»  p.  465-468. 
(*)  Zor  ThroHe  der  KlaftMilt,  $  4*',  p.  9S8-M6  du  57*  rolnme  de  Crelle. 
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cules  m  dani  la  sphère  d'activité  «ensIMe  de  m  et  à  leurs  distances 
r  ou  r, 


m 


^m<f{r,)  =  m  S  m  |o(r)  +  (r,-ry(r)+  ^-^^  9'^(r)+ j 


ou,  ce  qui  est  la  môme  chose  vu  que  f{r)  =  0,  ^'(r)  =/(r),  etc» 
(»17)  mSmÇVridr,==inS«* j{r,--rl/'r+  ^^xZJl*  ^  + ..,., 

Appelons  comme  au  $  66  (p.  695)  et  déjà  en  partie  à  la  nota  da 
$  93  (p.  669),  avant  et  i^irès  les  déplacements 

j,  y,  2,  et  x  +  w,  y  +  c,  r  +  ir  les  coordonnées  de  m» 

a;+rcr*,   y+rcr^f    a;+^r»    et    x+rc^^+w+lM,  y+rcr^+tJ+^r, 
z  +  rCr.  +  «7  +  Ait    les  coordonnées  de  m, 

nous  ayons,  en  nous  tenant  aux  deux  premiers  ordres, 

ri—r^Z'-r-h  [(rCr,  +  Au)*  +  (rCr,  +  Ac)»  +  (rc,  +  Au?)*]  •  = 

_1    arOrjStf  4-  2rCnAo  H>  arCwAtg  +  (Atf)«  +  (Ae)«  -t-  (A»)* 


+  KI-)1- 


.    ..  1^       -'•""  r* 


Substituons  cette  valeur  de  r^  —  r  dans  (217)  en  ayant  é^ard  ù 
ce  que 

dû 

/r  .  id/r      r      r 

et  remarquons  que  Ton  déduit  de  eette  expression  (217)  le  peton- 
tiel  (|>  —  <!»«  (S.  83)  des  actions  moléculaires  mutuelles  de  Tunité  de 
volume  2|u  point  (x,  y,  z)  entre  Tétat  primitif  où  les  distances  sont  r 
et  Tétai  ultérieur  où  elles  sont  r^  en  la  multipliant  par  la  densité  p 
après  avoir  divisé  par  demfoU  la  masse  de  la  molécule  m,  parce 
que  la  même  force  fr  çst  relative  à  deu^  molécules  qui  Texercent 
l'une  sur  Tautre;  ik>us  evone  ainsi 
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(213)   ^=^^'  +  l^rn^yr,dr,^ 
Mettant  maintenant  pour 

Au,   ÀV,  AIT 

leurs  valeurs  (138)  p.  69&,  bornte»  au  premier  et  au  aeoond  ordre, 
savoir  ' 

,«-«x  du  du  du        .    r«  /d*tt  ,     ,        ,  „  <^m  \ 

effectuant  les  multjpljcationa  et  faisant  paaaer  lioni  dea  stgoea  § 

lès  dérivées  de  t/,  tf,  tr  et  leurs  produits  du  second  degré  seulement, 
les  termes  affectés  des  dérivées  du  second  ordre  doivent  être  effacés 

comme  affectés  de  ces  coefficients!  de  la  forma  iç|§mr/^r«, 

5  §mr/rc'r.  Cr»,  etc.  qui  offrent  une  réunion  de  termes  é^ux  deux 

à  deux  et  de  signe  contraire  comme  nous  avons  dit  au  g  65  p.  69kf 
et  roQ  a«  avec  les  notations  (iO)  et  (10)  de  la  note  du  S  23,  p.  568 
et  670i  c'est-à-dire  arec 


fi 


gwr^cV,=:pV,  ••••♦  ISwt/rCrfCriSipVi 

é^  àt 


et  2S»nr»-^cV,  =  a^« *  IS"*^'^*^*'^''* **•»»»•♦  ^^ 

00  a»  dlH®*  précuément  V^xpTÉê^on  génératè  (201)  du  potentiel  <I>, 
i 

avec  (199)  2  a«*«î>V+etCi  au  lieu  de  *S  et  substitution,  d  la  place 
ae  vxy  •••••  gys  ) î 

i*  de  gj, ^  +  SZ^ ^^^^  l®*  termeô  de  ♦>  affaotés  des 

coefficients  at^ara^t  •••*  ^vy«  S 
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c..  ^    au  ,  i/duY  ,  i/dv\*  ,  ifdwY         do  ,  dw  .  dada  ,    , 
'   ^^S  +  ïUj+âUj+âU). di+-d^+d^é^+'''' 

dans  les  termes  affectés  des  p*". 

Il  est  remarquable  qu'on  arrive  ainsi,  par  des  considérations  si 
différentes,  précisément  aux  mêmes  expressions  (&0),  (41),  des  di- 
latations et  glissements  poussés  jusqu'aux  quantités  du  second 
ordre,  qu'au  $  29  du  3*  app**  (p.  589),  expressions  dont  nous  avons 
reconnu  que  remploi  était  nécessaire  ($  précédent)  pour  obtenir, 
en  appliquant  celle  du  potentiel,  les  termes  en  p"  complets  dans  les 
équations  définies  (207)  ou  dans  les  formules  (212)  des  composantes 
de  pression  pour  le  cas  général  où  il  y  a  des  pressions  pV,  etc.  an- 
térieurement aux  déplacements  u,  v,  w  des  points. 

Ainsi,  en  laissant  de  côté  la  question  du  choix  du  moyen  le  plus 
prompt  et  le  plus  direct  à  mettre  en  œuvre  pour  établir  facUement 
les  équations  et  formules  de  l'élasticité,  et  celle  de  savoir  si  rem- 
ploi du  potentiel  ne  pourrait  pas  être  dégagé  un  Jour  de  ce  qu'il  a 
Jusqu'ici  de  trop  analytique  et  être  amené,  dans  ces  sortes  de  ques- 
tion, à  une  forme  à  peu  près  aussi  élémentaire  que  celle  à  laquelle 
on  a  amené  de  notre  temps  remploi  des  puissances  vives  et  du  tra- 
vail dans  d'autres  parties  de  la  mécanique,  nous  voyons  que  ces  con- 
sidérations donnent  d*une  manière  large^  comme  corollaires  d'un 
même  principe  et  sans  ambiguïté,  tout  ce  dont  on  à  besoin,  en 
sorte  qu'elles  doivent  être  tout  à  fait  dans  la  nature  de  la  question. 

%  86*  Formule  générale  symbolique  donnant  les  coefflcients  des 
équations  de  V élasticité  pour  un  système  quelconque  (Taxes  coor- 
donnés xff  y',  z',  oonnaissant  ces  coefficients  pour  un  premier 
système  x,  y,  2.  —  Les  six  constantes  pV*/*  P%fv'»  ••••t  qui  af- 
fectent comme  coefficients  un  certain  nombre  de  termes  de  ces 
équations  quand  il  y  a  des  pressions  antérieurement  aux  déforma- 
tions considérées,  s'obtiennent  pour  les  nouveaux  axesx',  y\  z\  en 
fonction  des  six  constantes  analogues  p"*»»,  p*yy  •  • .  •  pour  les  axes 
anciens  x,  y^  z,  par  les  formules  déjà  trouvées  (t\)  du  S 17,  p.  5&8. 

Pour  obtenir  aussi  les  21  coefficients  nouveaux 

en  fonction  des  21  anciens a^cxc*  a^^yy  ....  et  des  9 cosinus 

C^-/:f  j         CyjT/ j  (^Sd-fJ         C«;jf  »      .«•«•      Cssr) 
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et  même,  plus  généralement,  ceux  qui  doivent  affecter  les  dilata- 
tions et  glissements  D,,,  D^,, ...  g,,^,  parallèles  aux  nouveaux  axes, 
dans  l'expression  d'une  composante  * 

parallèlement  à  une  ligne  quelconque  s^  de  la  pression  sur  une  face 
oblique  à  s^  dont  la  normale  n  a  aussi  une  direction  quelconque, 
généralement  oblique  elle-même  à  x',  y\  z\  convenons  que 

&SX9  Ayv*  ••••  ^y9  et  ^%  dy,  Bs,  a^/, an,  a« 

sont  de  purs  symboles  qui  ne  représentent  aucune  quantité,  mais 
dont  les  produits,  algébriquement  foAnés  avec  des  symboles  de 
même  espèce  lorsqu'on  développe  les  produits  de  polynômes  où 
ils  entrent,  représentent  les  coefficients  a«cx«»  axaw v—  a,«,,,„„  etc., 
en  mettant  à  la  suite  les  quatre  soqs-letlres  des  facteurs,  dans 
Tordre  où  les  produits  sont  indiqués,  en  sorte  que 

Il  en  résulte  que  les  formules  (12)  des  composantes  de  pression 
quand  il  n'y  en  avait  pas  d'antérieures  aux  déformations  d,  g, 
peuvent  être  écrites 


(221) 


Pyyf  P*3in  PyMt  P»x%  Pmy  =  Ayy^   ^xs»    Stys»    &sj;*   a^y  multipliés  par  le 
même  sextinôme  symbolique  eutre  parenthèse^ 


Substituant  dans  la  formule  de  changement  de  plan  de  pres- 
sion (3)  p.  M8  qui  est 

(222)     Pu  =  Px«Cn«Ci« +PyfCB»Cfy +P«CMCs,+Py»(Cn»C„+Cn,Cty)+ 

+Pj«  (CiwCte  +  CiixCtt)  +P<c»  (CûT^Cgy  -f-  CnyCgJ, 

{*)  Lci  symboles  i  deux  aous^letirea  sont  analogues  i  ceux  que  H.  Rankine 
(On  Aies  of  Elasticlty  aod  crysUlUoe  Forms,  read  S4  Juno4866,  to  ttie  Royal  Society 
of  London)  nomme  ombres  sylvestrienne»,  ou  quantités  ambraUtf  parce  que  M.  Syl- 
Tester,  qai  les  a  employés  avec  soccés,  dit  que  ce  sont  des  ombres  (shadows]'  de 
quantités  (On  ihe  Principles  of  Calcnlus  of  Forma  in  Cambridge  and  Dublin  mathe- 
tbematieal  Journal.,  foU  VII;  on  XI  of  Cambridge  Journal,  4858,  p.  76). 

M.  Caocby  et  d'autres  analystes  s*étaient  déjà  servis  de  symboles  de  ce  genre , 
auxquels  on  pourrait  rattacher  même  les  imaginaires. 

I.  51 
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on  a  le  même  settinôme  oontenn  entre  parenthèses  dans  (221),  moi- 
tipljé  par  celui  dans  lequel  se  change  (233)  quand  on  met  des  a  pour 
des  p;  c'est-à-dire  qu'on  a  Texpression  suivante  parce  que  celuiMïi 
est  décomposable  en  deux  trinômes: 

(223)    pnM  =  (a,Cn«  +  a^c«y  +  a^Cn.)  (ajcC.»  +  a^c,  +  a,c„)  x 
X  (a,«D*  +  a^,^,  +  a.,^,  +  ayjgy,  4-  a^xg»*  +  a^»g»f). 

Remplaçons,  dans  le  dernier  facteur,  d«,  dy,  ....  gxy  par  leurs  ex- 
pressions en  De;,  dy,,  ...,  gM,y,,  qu'on  obtient  des  formules  de 
transformation  (14),  p.  55â,  en  mettant  x,  y,  z  pour  x',  f/\  z*  et  réci- 
proquement ;  il  est  facile  de^voir,  en  réunissant  les  terines  en  3«^, 
que  cette  dilatation  sera  affectée  d*un  sextfnôme  revenant  à 

{BigCjerx  "f"  ayCx/y  t"  ^tOxis)   5 

et,  en  réunissant  les  termes  en  gy^ji^,  que  ce  glissement  sera  allbcté 
d'un  polynôme  revenant  à 

(axCyfX  +    ayCy/y    "f*   a^Cy/x)  (axCj/jf    "+•  ayC|,y   +   ^xCx/s)  i 

en  sorte  que  si  Vdti  pose,  par  analogie  avec  les  formules  (12) 
pmx  =  BLxmxJ^m  +  ctc.  dé  la  p.  556, 

OU  si  Ton  appelle  aos,,«, .  : . . .  an«x/y/  les  coefficients  de  d^,,  ....  g.^, 
dans  Texpression  de  pw  en  fonction  de  ces  six  dilatations  et  glisse- 
ments, et  si  Ton  désigne  par 

ani    as,    hiBn    ^/>    ft«'f 

lies  cinq  trinômes  contenus  respectivement  dans  (223|^  dans  les 
deux  expressions  qui  suivent,  on  a 

^liêztxt  ^^  ^B^tfi'xi^xt  i      aii«y'«/  ^^  ana»ayfa»/» 

D'où  cette  formule  générale  ,  * 

aosM  =  a»a,apaq  si  a,  =  a:rCOs(i,x)4-ayCos(t,y)-|-a,cos(l,z); 

Pf  q  éURl  dea  directions  priset  parmi  ceUes  de  coordonsées  recUnglci 

(226)    /  »»witolles  ttf,  y',  i*, 

n  et  »  éuât,  00  del  directioUk  pHwft  ptriDi  eMIei  de  sr'i  p'^xf^9têtâî 

autres  directioDS  abtolumeDt  quelconques, 
t  étant  Tune  quelconque  de  ces  quatre  direclioos. 
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Le  produit  ft^Mpd^  des  quatre  tPJnMnes  symboUquei  doit  être 
effectué  dans  Tordre  indiqué,  0&d8  poutoir  ftdre  d*«utre  Intenrer»- 
sdon  que  celle  des  deux  premierft  facteurs  totre  eoi  et  celle  des 
deux  deroiers  facteurs  entre  eux«  si  les  directioDs  d,  ^  ne  sont  pas 
prises  comme  p,  q  parmi  celles  de  trois  ates  rectangulaires. 

Mais  Tinterversion  des  deux  premiers  à  la  fois  avec  les  deux  der^ 
niers  à  la  fois  est  possible  si  n  et  j  sont  prises  parmi  celles-ci. 

Et  alors  riiiterversiou  d'uu  des  (premiers  facteurs  avec  un  ûÊi 
derniers,  et  par  conséquent  de  tous  entre,  eux,  sera  permise  si 
Ton  admet  le  principe  des  actions  moléculaires  conduisant  aux  six 
égalités  complémentaires  (150)  a^y»  =  ay«yg,  etc. 

On  peut  aussi  démontrer  la  formule  de  transformation  (225)  (au 
moins  quand  n,  s  sont  pris  comme  p,  q  parmi  les  nouveaux  axes 
^t  y\  ^  P&ir  la  considératioti  du  potentiel  4»^  exprimable  toi^ours 
par  la  formule  (199)  quand  on  change  d'axes,  en  mettant  o^,  y\  2f  à 
la  place  des  sous-lettres  x,  y^  z. 

S  87.  Surface  qui  donne  la  distribution  des  élasticités  directes  au- 
tour  d'un  même  point.  Cas  de  trois  plans  de  symétrie.  Condition 
pour  que  ces  élasticités  niaient  que  trois  maxima  ou  minima, — On 
'    a,  comme  application  de  (225),  en  y  remplaçant  n,  s^  p,  q  par  x' 

(226)  a,«««,  =  [(a,c«rf  4-  a^c,.,  +  a,Cs„)*]\ 

ou,  en  développant,  et  mettant  pour  simplifier 

Ov,  Cy,  C^  ta  Itott  dt  0(fcr,t   <V"»  ^««'1 

« 

227)    2^,Mt»m,  =^  aMMiO^+a9yy»c\+a«i.sO\+ 

+2(2a^y,+a,,^,)c%c«,+2(2a,«,+a,«B)c^c«,+2(2aaT,„,+a,xw)c«:^%+ 
+û(a,,f.+2a,^a!»)c'»CyCji-f4(a^,r+2axvyi)c%c,Caj+4(aM«»+2ay„,)c',cCy+ 

Tdie  ëât  rëxpfôsslon,  pour  diie  direetien  x'  queloouqoe,  de  Vélas^ 
ticité  directe  ou  longitudinale,  car  les  coefficients  tels  que  a«»Bxi 
ayyyy,  otc,  sout  aîusî  appelés  par.  M.  Rankine  et  d'autres  auteurs, 
qui  nomment  a^yi»,  aM,«,  a^yy  les  élasticités  latérales ,  et  a^iys,  a»s«, 
a«yjry  les  élosticttés  langcntielles^  qu'ils  appellent  aussi  de  rûfiditéi 
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en  les  regardant  comme  distinctlves  des  corps  solides.  Les  doue 
autares  coefficients  sont  appelés  élasticités  asymétriques. 
Si,  dans  Téquation  (227),  on  fait 


Cap  —  X  \^txtxtxt  9      Cy  -—  yy^jT'jfrfxt  y      ^s  —  S\  ^txmrxi  f 

on  a  Péquation  suivante,  appelée  tasinomique  par  M.  Rankine 
(228)     1  =  le  second  nombre  de  (227)  arec  x^y^  z  an  lien  de  C»,  Cy,  C.. 

Elle  représente  une  surface  da  quatrième  degré  ayant  son  centre 
à  Toriglne,  et  qui  fournit  la  loi  de  distribution  Ù6»élcLsticU.és  di- 
rectes t^nmmf  autour  d'un  point  quelconque,  car  ses  rayons  vec- 
teurs dans  les  diverses  directions  z'  mesurent  les  inverses 


\/a. 


mmtxf 


des  racines  quatrièmes  de  ces  élasticités. 

MM.  Haughton,  Rankine,  etc.,  ont  remarqué  depuis  longtemps 
l'analogie  de  Texpression  (227)  de  s^^mmixi  avec  celle  (199)  du  po- 
tentiel 4»\  et  la  propriété  que  possède  la  surface  (228)  de  donner, 
par  sa  forme,  toutes  les  circonstances  de  Télasticité,  car  ses  quinze 
coefficients,  les  uns  tels  qu'ils  y  entrent,  les  autres  divisés  par  6, 
par  12,  par  ft,  sont  ceux  ;ixxxxf  ayyyy,  etc.«  des  diverses  élasticités, 
ffiais  pourvu  qu^on  admette  les  six  égalités  complémentaires 

(150)  aysys  =  ^ynt        ajeaty»  ^  as^xy*  ©tC.. 

Quand  les  yz,  zx,  xy  sont  trois  plans  de  symétrie  de  contexture, 
tous  les  coefficients  des  deux  dernières  lignes  de  Texpression  (227) 
disparaissent,  comme  on  a  vu  au  $  2û  ('),  et  elle  se  réduit,  en  fai- 


(>)  La  formate  générale  de  transformation  (SS5)  ou  respresafon  symbolique 
a<  =  a«c^x  +  *«c<y+asCti  le  montre  d'nne  manière  fort  aimple,  car  li  Ton  prend 
x'  directement  opposé  à  ar,  en  laissant  y',  z*  dans  les  directions  de  y  et  de  2, 
comme  on  a  alors  Cm/=— 4,  Cyyix=4,  Cssf=4  et  les  six  antres  eosânns  nuls,  cette 
eipression  donne 

•  Sx/  =r  —  a* ,    ay/  =  ay ,    asi  =r  a^  ; 

donc,  d'après  Bnwpq  =  ana«a^4  ,  tous  les  a  qui  ont  x  comme  soui-leltre  onc  ou 
trois  fois  doivent  s^annulor,  ce  qui  donne  les  formules (S9)pM= a) x + ^^y+ etc. 
et  par  suite  celles  (30),  dé  la  page  677. 
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sàùt  comme  à  ce  S 

(  ftf «fj^^Uf  ftjjEur^e»  ftjpy*v^^M  ^Jf3*^û  I   ftxsfx=^6  9  ft^xyy^r, 


à    (230)     . 

ax,,«,«=ac*.+bc*»+cc*,+2(2d+d')c%c«.+2(2e+e')c«,c^+2(2f4-r)c«,c«„(«) 

en  sorte  que  réquation  de  la  surface  (228)  se  réduit  à 

(231)  i=ïix*+by*+C2*+2(2d+d')yV+2(2e+e')«V+2(2f+f)a^». 

Les  maxima  et  mlnima  du  rayon  vecteur  s'obtiennent  en  égalant 
à  zéro  la  différentielle  de  (230)  par' rapport  aux  trois  cosinus  et  éli- 
minant Tun  d^entre  eux  au  moyen  de  Ca4c«+CydCy+Csdc«=0  (tiré 
dec*«+c\+c*,=l),  d*où,  en  égalant  séparément  à  zéro  ce  qui  affecte 
les  différentielles  des  deux  autres,  deux  équations  contenues  dans 
les  trois  premiers  membres  de  l'égalité  multiple  suivante,  dont  le 
dernier  membre  s^obtient  en  composant  une  quatrième  fraction  avec 
un  numérateur  égal  à  la  somme  des  numérateurs  et  un  dénomina- 


(^)  Si  X  est  UD  axe  de  symétrie,  on  a  d'abord  b=c,  Se+e'  =  Sf  +  l'^  ee  qui, 
va  4^y+<^«=4^<^<  ^'^^  e*y+<^«=(4  — e^)'^ScyMs,  réduit  cette  eipression  A 

a,,.r/*,r /  =  ac*,  +  b{4  —  d«,)«  4  «(M  +  d'  -  b)c»,^,  +  «(«e + e'jc»^!  -  è«,) . 

Conmie  eUe  doit  être  indépendante  de  ey,  on  doit  avoir 

b=stld+d', 

relation  que  nous  afons  démontrée  au  $  S5,  p.  680,  d'une  manière  moins  simple. 
Green  (Refleetion  and  ReflraeUon^  p.  7)  la  démontre  aussi  en  remplaçant  dans 
l'expression  (499)  du  potentiel  ^,  réduite  i  ses  deux  premières  lignes,  d»,  dy  et 
gxy  pn  les  valeurs  qu'ils  prennent  lorsqu'on  fait  tourner  d'un  angle  infiniment 
petit  a  les  axes  y,  z  autour  de  l'axe  x  resté  immobile ,  c'est-à-dire  par  (expres- 
sion 4  4  particularisée  pour  Csy;  =  —  tysi = e ,  éc.) 

Dy,  =  Dy4-egy«,S«^<^«— egy,,    gy«»=gy«  +  e(î),— i)y), 

g»/*=g»«— «gïW»     «*»»=Saîy4-«S»»; 

car  pour  que  cette  expression  reste  la  même,  il  faut 

e=f,    0*  =  ^    b  =  c  =  M  +  d', 

ce  qui  donne  d'un  seul  coup  toutes  les  conditions  nécessaires  et  suttaanles  de  la 
symétrie  de  eontexture  autour  de  x.  Cette  rotation  infiniment  petite  est  préférable 
à  la  rotation  d'un  demi-angle  droit,  opérée  au  $  S5,  p.  580. 
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teur  égal  à  la  somme  des  dénominateurs  après  a^nrtr  multiplié  haut 

et  bas  par  les  dénominateurs  Cr»  Cy,  c,  respectivement 

[ac^+  (2f +f ')c«v + (2e+e')c«,lc,  ^  [(2f+f)c^+bc%+(2d-|-d^)c«,]c,_ 

e«  Cy. 

(232)  {      I(a»-|.e')c»,-f-(ad4-d')o«,+coMo.  _ . 

C, 

V      à  cofliblMT  avM  c'«H-0\+0'«^  i- 

Les  fMteurs  communs  aux  numérateurs  et  aux  dénominateurs, 
qu'à  dessein  nous  n*avons  pas  supprimés,  montrent  qu*on  a  déjà 
trois  maxima  et  mlnima 

IPOUr  Oy  =  0,     Cs  =  0,     C*«  =  1,      d'où     9kxmrstmt  =  a, 
e,  =  0,  c,  =  0,   6",==1,  =b, 

Ca,  =  0,     Cy  =  0,     C",  =  4,  =C, 

c^esUàHliM  dans  les  dlreotlons  des  trois  axes  esordonnét. 

On  en  obtient  deux  autres  en  combinant  c«  =  0  avec  ce  qui  ré- 
sulte du  second  et  du  troisième  membre  égalés  après  avoir  été 

débarra^^  de9  faateurs  ^,  r  i  ^^  ^'^i  *>»ne  bc%  +  (2d + d')c*,  = 

Cy    c, 

=  (2d+d')c%+cc*s,  d*oû  les  deux  premiers  des  six  maxima  ou 
minima  suivants,  dont  les  quatre  autres  s^obtiennent  de  même,  et 
qui  ont  lieu  suivant  les  direotlpna  eompriaes  dans  les  angles  plans 
yz^  2x,  xy  et  leurs  opposés  : 

c 

(234)  (C|  =  0    »TW  4of  ¥«leuri  •n^logu^»  <iQ  r^  «l   ^mi^i\ 

•  c, 

C,  =  0  id.  id.  -^      ^id. 

Enfin,  il  peut  y  avoir  quatre  autres  solutions  ou  diroctiona  de 
maximum  ou  de  ipinimum,  compri^es  4ans  Tintérieur  des  huit  an- 
gles trièdres  des  axes  principaux  x,  y^z,  et  qu^on  obtient  en  com- 
binant c'a.+c'y+c*,=l  avec  ce  qui  résulte  des  trois  trinômes  entre 
crochets  de  (232)  égalés  eotre  eux,  ce  qui  donne 
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(235)  { SI  N,= (b-2f-^r)  (0— 2ô— e')  ^  (2f+f '— Sd-'-d')  (2e+e'— 2d-cl'). 

Ny =(c-.2d-d')  (a— 2f— f)  —  (2d+d'— 2e-.e')  (2f-f  r-2e-~e')* 
N,  =  (a— 2e-e')  (b— 2d— d')  —  (2e4-e'— 2f-~f')  (2d-*-d'— 2f--f'). 

he  six  maxima  et  minima  (286),  corpprje  dans  lee  vigies  plans 
yzt  zx^  xy,  maoqqçnt,  vu  IMmaginavité  de«  rapporta  entre  las  cosi- 
nus, lorsque 

I'  2d  +  d'    est  compris  entre     b  cl  C, 
2e  +  e'  enlre     C  et  a,  .       * 

2f  +  f '  entre     a  et  b.  • 

Ce  sont  les  conditions^  probablement  toujours  remplies  dans  la 
nature^  pour  que  les  élasticités  directes  varient  graduellement 
dans  les  trois  plans  principaux  ou  de  symétrie,  ou  ne  croissent  pas 
d'abord  pour  décroître  ensuite  en  allant  de  Time  4  Tautre  de  leurs 
valeurs  principales  b  et  c,  c  et  a,  a  et  b. 

Alors,  pour  que  les  maxima  et  minima  (235),  de  Tintérieur  des 
angles  trièdres,  manquent  aussi,  ou  bien  se  confondent  avec  ceux 
a,  b,  c  dirigés  suivant  les  arêtes  de  ces  angles,  il  faut,  ou  qu'une 
OU  plusieurs  des  quantités  N»,  Ny,  N,  s'annulent,  ou,querùnedes 
trois  ait  un  ^g^e  différent  des  d^nx  autres,  afin  qu'un  ou  deux  des 

Ct*    c 

rapports  -^,  -^  soient  imaginaires.  C'est  bien  oe  qui  a  lieu,  par 

Ci      c»  I 

exemple,  si,  les  oonditions  (286)  étant  remplies,  et  a,  b,  c  étant 
rangés  par  ordre  de  grandeur  en  sorte  que  a>b>c,  2e +e'  est  ou 
plus  petit  que  2d+d'  ou  plus  grand  que  2f+r,  c'est-à-dire  tombe 
hors  de  rintervalle  de  2d+d'  à  2f+f'.  Mais  une  pareille  relation 
entre  les  grandeurs  serait  bizarre  et  ne  saurait  guère  dtre  non 
plQ0  dans  la  nature,  car,  très-^robablement  : 

(     Ouaiid  les  conditions  (236)  sont  rempliet, 
^^^^^     (     ii  a>b>c,  on  a  2d  +  d'<2e+e'<2f+f'. 

Or  on  peut  encore,  avec  cette  dernière  relation  ou  condition 
(237),  remplir  la  suivante,  que  : 

(238)  N7,  Ny,  N,  ne  soient  pas  tous  trois  de  même  signe. 
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Il  faudra,  dans  chaque  cas,  s*eD  assurer  nvmèriquement  si  Ton 
veut  être  certain  que  les  nombres  adoptés  pour  les  six  coefficients 
a,  b,  c,  d  =  d\  e  =  e\  f  =  f\  que  l'expérience  ne  pourra  jamais 
fournir  tous,  donnent  aux  élasticités  une  loi  de  variation  simple  et 
naturelle  en  divers  sens. 

S  88.  Surface  donnant  la,distribuiiony  autour  d'un  même  points 
des  coejîcienis  ou  modules  d^élasiicité  B  de  Young  et  de  Navier, 
—  Si,  dans  un  corps  élastique,  on  prend  une  petite  portion  ayant 
son  milieu  au  point  (x,  y,  z]  et  si  Ton  en  extrait  un  prisme  très- 
mince  dont  les  arêtes  aient  la  direction  arbitraire  2',  on  aura 
(n<^  2i«  77)  pour  le  module  d^élastlcité  en  ce  point  et  dans  cette 
direction . 

(239)   £  =  ^  1  p  étani  U  iraetioii  qui  exercée  lar  raolté  de  ses  bases 
'   «?» 

dilate  le  prisme  dans  la  proportion  dcr. 

Gomme  les  faces  latérales  de  ce  prisme,  qu'on  peut  supposer  rec- 
tangle, n'éprouvent  aucune  action  extérieure,  si  y"  et  z'  désignent 
les  directions  de  leurs  normales,  on  a 

pxtxt  =  P^  pyryi  =  0,  p»nt  =  0,   p,,»/  =  0,  p„xi  =  0,  pxt^  =  0  ; 

d'où,  d'après  les  formules  (U)  de  changements  de  plans  de  pression 
avec  ac',  y',  z''pour  x,  y,  z  et  réciproquement,  et,  ensuite,  pour 
simplifier,  c«,  Cy,  c,  au  lieu  de  c«c/i  Cy^,,  Cmm,  : 

(2&0)   jr«=pc*a„  Pn=po\,  p«=pc«„  py,=pcyc„  p,,=pc,c„  psry=pc^,. 

Égalant  les  seconds  membres  aux  expressions  générales  (12)  des 
mêmes  composantes  p^,  etc.,  nous  aurons  les  six  équations 


<»)  1  %^ 


pC  m — aarTgc^'ag~raaMgyy<)yT"«>«««"ragggygey 

ayy«a<)»-n s   etc.,   pC9Cy=ajcyc«()sii'i'«*>**'f*a«yxyga|f, 


dont  on  pourra,  en  les  résolvant,  tirer  les  valeurs  des  six  incon- 
nues 

Ùg^         Uy,  O,,  gys,  g««,  gsy. 

Substituant  celles-ci  dans  la  première  (il) 

(242)      ^»fOVL  f  =  î>,C»,+DyC*y+D,CS  +  g,sCyC,  +  g«rC,C,+  g;ryC^, 
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on  obtiendra,  en  divisant  parp 

»^. ».  i I  Une  expmiloD  à  45  termes  eo  C^«,  c\,  c\,  c'yC'j .....  c'yC« 

S      (     aUbeléé  de  foneiloDS  dei  S4  eoeffleienU  a«M«9 .....  a.yxy. 

C'est  la  formule  donnant  la  distribution  des  modules  E  en  tous 
sens  autour  d*un  point.  • 
Si  à  partir  de  ce  point  on.porte  sur  chaque  droite  de  direction  x' 

une  longueur 

♦,- 

VE, 

Tensemble  formera  une  surface  du  quatrième  degré  considérée  par 
Cauchy  (*),  et  dont  il  obtient  l'équation  en  faisant,  dans  (243)  mul- 
tipliée par  E 

VE  VE  yE 

Considérons  seulement  le  cas  de  trois  plans  de  symétrie,  où  Ton 
a  (30)  ou  plutôt  (176) 

l  Vm»  =  aD,  +  f '3»  +  eO,  py,  =  dgy„ 

(2AÛ)  I  pyy=fO,+  bDy  ^d'D,      Cl      p«,  =  eg«^ 

Remplaçant  les  premiers  membres  par  (240)  jpc'«,  pc'y, ....  pCcC^ 
tirant  les  valeurs  de  d»,  Dy,  ^t,  gy„  g^iar,  g«y  pour  substituer  dans(2A2) 

^  =d«c'0+«-«*,  si  nous  faisons 

(2/^5)  abc  — ad'*  — be'*— cr*.+  2d'eT  =  D  (dénomiottear  oommao), 

bc-d'«       1      ca-e'«       1     ab-f»       1 


1                 D           E,'        D 
^^^^^  J  1      ad'    eï'      1     i      be'    fd 
(2d          D          ty  2e          D 

Ey'               D             ~ 

il' 

i'     i   i    cr 

F,'  2f 

• 

-d'e'      1 

nous  obtenons 

£i             Eijp              Eiy              Gif                       r| 

+  22^+2 

(1)  Eiercieea  de  maUi.,  4*  année  (48Î9),  p.  30  à  kl. 
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et*  pour  réquation  de  la  surface  dont  les  rayons  sont  les  ^£ 
(248)      l=|^+^  +  |^  +  8Î^+2Î^+2a^. 

E«f  Ey«  Pf  sont  les  modules  d'élasticité  dans  les  directions  x,y,z; 
F{,  F„  F3  peuvent,  comme  Tobserve  Gaupby,  s'obtenir  aussi  expé* 
rimentalement  en  taillant  de  petits  prismes  dans  les  directions 
bissectrices  des  angles  (y,  z),  (z,  x),  (x,  y),  et  mesurant  leurs  mo- 
dules d*élasticité  ;  car  si  Ton  appelle  ceux-ci 

El,      Ej,      Ej, 

i 
on  a  en  fiiisant  BasEj  aveo  Os=:0y  c*y=:c^=  ^,  puis  de  même 

pour  E,,  E,, 

^^*>F,~E,      2VE,'*"eJ'  F,-E,      2VE,"^eJ'  F,-E,      2VC"*"V- 

On  trouverait,  en  raisonnant  comme  au  $  précédent»  qus  les 
conditions  pour  que  le  module  E  varie  graduellement,  ou  ne  fasse 
que  croître  et  décroître  entre  ses  valeurs  principales  E^,  £y,  £: 
sans  autre  maximum  ou  minimum  dans  les  plans  yz,  zx  ^xy  ni  dans 
leurs  angles  tdèdres,  sont 

i*  [  Que  F|  ne  lorlo  V9t  do  riniemlie  do  Ef  é  Ki» 

(?dO)  I        F, d«  E.  é  E., 

(         h\        de  Ex  à  Ey, 

conditions  probablement  toij^ours  remplies  dans  la  nature,  tout  an 
moins  pour  les  corps  non  cristallisés; 

(251)     2*  Que  8i  E,  >  E,  >  E.  00  ait  en  même  tempi  F,  <  F,  <  ¥^; 
3"    I  Que,  poDobiUnt,  le«  ir<)is  qaantil^ 

n'aient  pas  toutes  trois  des  valeurs  de  mdnie  signe. 

On  voit,  au  reste,  par  la  valeur  qn*on  tire  de  (2â6)  pour  E«  quand 
on  suppose  une  contexture  égale  dans  les  trois  sens  r,  y,  r,  mais 
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non  dans  les  autres,  savoir 

_       D      _(a--dO(a+2dO 
' ""  bc -d«  ■"■  â+dP         * 

que  d=a««yy  ou  Télaçtigité  Ic^térak  ne  saurait  surpasser  a  =  a«9M 
ou  l'élasticité  directe^  ce  qui  se  voit  d'ailleurs  facilement  pour  peu 
qu'on  les  attribue  au  jeu  des  actions  entre  molécules  ($  3  de  la  note 
dun''2i,p.  16). 

S  89.  Distribution  ellipsoïdale  des  élasticités  directes  a«,xixf«/i 
etj  aussi,  des  modules  ^élasticité  E.  Les  conditions  (236),  (237), 
(238),  (250),  (251),  (252)  de  variation  gradueUe  et  simple  soit  des 
élasticités  directes  soit  des  modules  sont  toutes  remplies  si  Ton  a 

(253)        2d+d'=v^,  2e  +  e'=s/ca,  2f+f=v/ab, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r95A^         a  -  (^e  +  eO(2f+n      ,  _  (2f+n  (^d  +  dQ 
^^^^^        *-        2d  +  d'        •     ^^         2e +  e'        • 

qui  entraînent,  comme  il  est  facile  de  voir 

(255)  Fj  =  v/EyE„  F,  =  \/E.E«,  Fj  =x  ^E^  Ëy , 

Don-seulemept  si  d  =  d',  e  ^  e',  f  :=  f  '  conformément  aux  ré- 
sultats de  la  théorie  moléculaire,  ou  au  5*  appendice,  mais  même 
si  Vo^  suppose  entre  d  et  d',  e  et  e',  f  et  f  tel  rapport  de  gran- 
deur qu'on  veut,  le  même  toutefois  pgur  cep  trois  groupes  de  coef- 
ficients dans  un  môme  corps  (*). 


^^    ■         ^»T<  ■  ■     ■  »■■'  ■    ■■    «        I      Wl  »■  ■»»  !,■<  ■   ««^l^^^p— ^»^^ 


(1)  Ed  eHét ,  (955)  f«]  s  ByB,  Mvteol,  d*aprèi  (IM),  (94S),  4 

D«— 4Dd(ad'— e'fO=3  4d*[(oa--^)(ib— r«)—  (a4'— t'r)*}  3=:4ad«D. 

On  peut  diviser  par  D;  et  l'on  obtient,. en  ralianl  de  même  pour  lei  denx  antres 
oondlUona  (155)  en  romt tuni  pour  D  ta^ralear  (145) , 

abe  —  ad'»—  be*»  — el«+  IdVf  =: 

«  44  W4  +  d')  ^  oT]  «:?;4elb(«>  .*.  e')-  rd1=  *f  W+O  ^  <>'•'], 

d'      e'      r 
équations  qui  sont  satisfaites  par  (S53)  en  y  Joignant  -=:—=-.  âne  contianM  i. 

d       e       1 
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Alors  les  expressions  (230)  de  a«^,««c,  et  (2^7)  de  ^  sont  des 

la 

carrés  parfaits,  d*où 

(266)  )/9Lgm,»w  =  t^M)/i  +  c%  v'b  +c*,  V^, 

(257J  4,  =  ^  +  ^+^. 

v/E       v/E«       VEy        VE. 

Les  surfaces  du  quatrième  degré  (231)  et  (2^8)  dont  les  rayons  vec- 
teurs sont  les  Inverses  des  racines  quatrièmes  des  élasticités  di- 
rectes aje/xrx/£'>  et  les  racines  quatrièmes  des  modules  E,  se  réduisent 
à  des  ellipsoïdes,  car  leurs  équations  deviennent 

(258)  1  =x»  V*  +  y»  \/B  +  ^'  v/c» 

(269)  i=^L  +  ^+^. 

Cette  distribution  ellipsoïdale  des  élasticités  inégales  en  divers 
sens  a  des  propriétés  analytiques  particulières,  car  elle  rend  inté- 
grables  les  équations  dilTérentielles  aussi  facilement  que  lorsqu'il  y 
a  isotropie. 

Mais  elle  doit  à  un  autre  titre,  comme  nous  allons  voir,  attirer 
plus  particulièrement  notre  attention. 

S  90.  Ce  mode  de  distribution  doit  camr  lieu  généralement^  au 
moins  à  peu  près,  pour  les  solides  amorphes  ou  à  cristallisation 
confuse  dans  lesquels  les  molécules  ou  groupes  d^atomfis  affecieid 
indistinctement  toutes  sortes  (T orientations  sans  distinction  de 
sens.  —  En  effet,  dans  ces  corps,  Tinégale  élasticité  dans  les  di- 
vers sens  ne  peut  tenir  qu'à  ce  que  les  rapprochements  molécu- 
laires sont  plus  grands  dans  certains  sens  que  dans  d^autres,  par 
suite  des  forgeages,  étirages,  eU^»  ou  des  circonstances  de  la  soli- 
dification. Calculons  ce  qui  en  doit  résulter,  ou  quelles  sont  les 
,  grandeurs  des  coefficients  d^élasticité  dans  un  corps  primitivement 
isotrope,  modifié  d*une  manière  permanente  par  de  petites  dilata- 
tions, compressions  ou  autres  déformations  absolument  quel- 
conques. 

Ce  calcul  ne  peut  se  faire  saus  assigner  une  loi  aux  actions  entre 
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leurs  points  matériels;  faisons-les,  comme  au  S  21,  à  la  note  du  $  23 

a 

et  à  l^appendice  V,  sensibles  seulement  à  des  distances  insensibles, 
dirigées  suivant  les  lignes  de  jonction  r  des  points,  et  fonctions /r 
des  grandeurs  de  ces  lignes;  nous  aurons  comme  à  cette  même 
note,  p.  570,  expression  (26),  en  faisant 

(260)  rCr,  =  x,    rCrs  =  y,    rc„  =  £, 

c'est-à-dire  en  appelant  x ,  y ,  z,  les  projections  de  r  sur  les  2,  y,  z^ 

■ 

*at**  OU  aj„,v  ou  a,,»,  =  I  §»iFr.(x*  on  y*  ou  x*y')    . 

(261)  (  ■  ^^ 

1        T 

OÙ  Fr  remplace j— . 

T    (ir 

Si  nous  dirigeons  les  axes  coordonnés  ar,  y,  t  paraUëlement  aux   * 
trois  dilatations  principales  (  S  82  )  positives  ou  négatives,  que  nous 
appellerons 

toutes  les  modifications  à  faire  entrer  dans  le  calcul  se  réduiront  à 
ces  trois  dilatations  sans  glissements.  Appelant  p,,  r«,  x,,  y„  z.  les 
grandeurs.de  la  densité  p,  des  distances  r  et  de  leurs  trois  projec- 
tions avant  que  Tisotropie  ait  été  altérée,  nous  aurons  : 

x=:x.(l-h2)),    y  =  y.(l+ô'),    z  =  z,(l  +  D'0, 
p  =  p.:(l+D)(l+y)(l+n 


(262)  {  Fr=Fro+(r--r,)F'ro,  r=  Vx«.(H-i))HyVl-l-^?+z».(l+;)'T  = 

.  x«;)+y';)^  +  zv^^ 

^r^-i . 


Substituons  dans  (261),  en  négligeant  les  carrés  et  produits  dos  ^, 
d',  y  et  faisant  passer  les  premières  puissances  hors  des  signes 

C ,  et  posons  pour  abréger,  en  remarquant  que  vu  Tisotrople  pri- 
mitive les  sommes  |§  sont  les  mêmes  quand  on  y  échange  enti*e 
elles  les  lettres  Xo,  yo,  Zo  : 
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* 

(263J I  f  S»»  ^  (ï*.  ou  A) = «t.  ï  S»»  ^  x'.y*.  **. = *.--; 
è  S*»  ~  (^*«  y*«  0"  **•  '*♦  »"  y*«  **•  »«  y**'*-) = 2»».i. 

nous  obtenons  les  trois  expressions  suivantes  : 

(26Û)  J  a,,,,  =  (i+D)(i+D7^^"^^*>«^"^^'"^^*'«^'^* 

Mus»  toujours  en  vertu  de  Pisotropie  primitive,  on  a  les  relations 

[USi  -^.^de^ii    ««»i5a,^,    **,*=3a„„t  («) 

■■■  ».■■■.      .     ..  ■  ■ 1^ 

(1)  La  premiëra  do  ces  trois  relations  (265)  a  été  «téBSOBlréft  ci-dessus  plusieurs 
fois,  et  dès  la  noie  du  n"*  453  (voy.  aussi  §  S5,  $$  48  ci  97  ea  noie),  car  elle  n'est 
autre  que  9ixzxx=  Sa^y^y  qu'on  a  pour  la  conlexture  isotrope.  Les  d«as  «aires  se 
prouYènt  facilement  en  remarquant  qu'il  résulte  de  l'isolropie  primitive  qu'on  aura 
9MFroJ[*«  â=  SiUFret'^*,  s'ë  étant  li  proJeetHift  d«  t**  sur  une  Autre  «lireettM  ^atà^ 
conque)  0U|  oe  qui  est  la  mânie  cboseï  Cei  Oy^  Cg  étant  les  cosinus  4en  mginn  ie 
cette  direction  avec  x,,  yo,  z^  : 

^  SmFro(î«c«-fy.C|f+ïoC,)«=  ^  SmFroXa«(c»;5+c,t+c«.)». 

développant  et  Taisant  passer  Cx*  Cy,  gs  hors  des  signes  S ,  on  pourra  égaler  les 
termes  aOectés  des  mêmes  produits  de  puissabces  de  ces  trois  cosinus  dans  les 
deux  membres;  car  «n  peut  elTaoer  «Tàtiôrd  de  part  et  fl'antre,  eomiie  fdentiqaeei 
tous  ceux  où  il  n'y  en  a  qu'un  élevé  A  la  puissance  6,  puis  faire  l'un  des  trois  nnl 
dans  l'équation  restante  qui  pourra  être  divisée  par  le  proddit  des  deux  autres,  es 
quij  en  annulant  l'un  de  ceux-ci  et  faisant  l'autre  =  4,  donnera  de  nouveaux 
termes  à  égaler  et  par  suite  à  effacer,  etc. 

Or^  en  égalant  les  termes  en  G*sG^y(^s,  on  a  90a|,j|,|  ss  6ag. 

Et  en  égalant  ceux  qui  sont  affectés  de  c^^c*,^,  on  a  fSa^,*  =  3ag. 

Par  oonséqaent,  on  a  les  deux  dernlérei  rehtions  (966). 

Toutes  celles  de  ce  genre  sont  au  reste  comprises  dans  la  formule  générale  sui- 
vante due  A  M.  c^uclii  (Dlspersfon  de  It  lumière  aux  iVMvMiM:  Sxtreiemi 
Prague,  4S35,  p.  35)  qui  s'obtient  par  le  même  procédé  : 

Îo    «    X  u  V       4.3.,.Xf— 4.*.8...u-^4.1.3...v.i— 4  „  \-Uii4-v 

SmFrx'^y V  = ,  ,,     ^    /    . 1 SfnFr.x'^+^+' 
4.3.5...X+ ji-f  V— 4 
,  si  \  (i,  V  sont  pairs,  et  =  0  ai  l'un  d'eux  est  Impair  ; 


^ 
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Substituant,  et  multipliant  entrô  elles  les  deux  premières  expiées- 
sions  (26li)  en  négligeant  toujours  les  carrés  et  produits  des  5,  bn 
troQte 

(268)  ^„,,>^ti,,,,=9^±ï^^^  à%„+a„A,..,(6a+fô'+5Ô'0]. 

c'est-à-dire  précisément  neuf  fols  ce  qii'on  obtlëUt  etl  éléTfeint  &ti 
carré  la  troisième  expression  (36^),  ou  Fôlasticité  tangentielld 


^xy  xy  i 


qui,  lorsqu'on  admet  les  conséquences  de  la  loi  des  actions  molécu- 
laires, a  la  même  valeur  que  Télasticité  latérale  a^yy  On  a  donc» 
dans  un  corps  ou  un  milieu  primitivement  isotrope,  dont  régale 
contexture  a  été  altérée  d'une  manière  permanente  par  des  dilata- 
tations  ou  compressions  dans  les  trois  sens  x»,  ^^  z,  ou  x^  y,  z: 

et  des  égalités  semblables  en  y  et  z^  z  et  x,  c'éSt-à-dire  précisé- 
ment les  relations  (25d)  2d  -f  d'  z=  \/bc,  etc.,  de  distribution  ellip- 
soïdale  des  racines  quatrièmes  des  modules  d'élasticité  ou  des 
inverses  des  racines  quatrièmes  des  élasticités  directes  autour  de 
chaque  point. 

Ouelque  sceptique  qu'on  veuille  se  montrer  à  l^égard  des  résul- 
tats de  l'emploi  explicite  et  avoué  de  la  loi  dés  actions  moléculaires, 
dont  l^admission  au  moins  tacite  est  pourtant  inévitable  et  sert  de 
fondement  à  tout  dans  la  mécanique  des  corps  iinis  ou  des  sys- 
tèmes (Appendice  V,  $$  65,  56,  75  surtout),  il  est  impossible  de  ne 
pas  être  frappé  d'une  pareille  concordance. 

Nous  avons,  il  est  vrai,  négligé  les  termes  affectés  des  carrés  et 
des  produits  de  <),  y,  y\  On  ne  pourrait  apprécier  Tinfluencede 
ces  termes  que  si  Voû  connaissait  la  forme  de  la  fonction  fr  des 
distances  r  représentant  les  actions  moléculaires,  car  leurs  coef- 
"ficients  seraient  des  sommes  comme  (266)  contenant,  dans  Fr,  les  dé- 
rivées successives  de  cette  fonction  inconnue.  Mais  cette  influencev 


et  à  laquelle  H  est  souvent  ollle  de  Joinlns  cctl«  aiittv  fori&Hlto  (ft«il^  I  |>raufer 
en  monirant  que  si  elle  a  lieu  pour  une  valeur  de  n  elle  a  lieu  par  Mla  leul  pouf 
une  valeur  plus  grande  d'une  unité). 


{t67)  SmVr .  t^  =  (in  +  4  )  8f>IFr .  i««. 
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qa*on  &  négh'gée  jusqu'ici  dans  tous  les  calculs  analogues,  ne  peut 
produire,  du  moÎDS  pour  les  métaux,  le  verre,  etc.,  que  de  très- 
faibles  erreurs  si  Ton  considère  que  les  écroulssages  et  la  trempe, 
qui  changent  très-sensiblement  la  ténacité  et  les  modules  d^élasU- 
cité,  altèrent  à  peine  la  densiié  des  corps.  On  peut  d'ailleurs  s^as- 
surer,  par  un  calcul  {%  que  les  portions  ainsi  négligées  de  Tes- 
pression  de  3acy»y  sont  constamment  comprises  entre  les  portions 
correspondantes  de  celles  de  a««xs  et  ayyyy,  en  sorte  qu'en  suppo- 
sant même  qu'elles  altèrent  légèrement  les  valeurs  absolues  de  ces 
trois  coefficients,  elles  n'altéreront  pas  sensiblement  pour  cela  la 
relation  de  moyenne  proportionnalité  de  3a«yxy  entre  a^cce  et 
ayyyy ,  dounéo  par  les  termes  du  premier  ordre. 

Ainsi  donc  que  nous  l'avons  dit  par  anticipation  au  S  76  ou  à  la 
fin  du  5*  Appendice,  la  contexture  de  distribution  ellipsoïdale, 

définie  par  les  relations  (253)  Sd+d'^v^,  etc.,  ou  plutôt, 
vu  d'  =  d,  etc.,  par 

(269)  3d=v'bc,  3e=  v/câ,  3f=v/ab,  d'où  a=35|?,  b=3~,  c=3^, 

u  e  I 

est  celle  quMl  convient  le  mieux,  dans  la  pratique,  d'attribuer  aux 
corps  amorphes  ou  dans  lesquels  les  molécules  ou  groupes  atomi- 
ques affectent  indistinctement  toutes  sortes  d'orientations,  et  où 
quelques  indices  font  juger  que  la  contexture  est  hétérotrope  ou 
offre  en  divers  sens  des  élasticités  difl*érentes,  mais  ne  variant  pro- 
bablement pas  dans  un  rapport  de  plus  de  3  à  2  ou  de  2  à  1  d'une 
direction  à  l'autre. 

S  91.  Corps  pour  lesquels  on  peut  supposer  un  mode  de  dir* 
tribution  des  élasticités  un  peu  'différent.  —  Ce  sont  (sans  parler 
des  cristaux),  ceux  dans  lesquels  les  élasticités  diffèrent  considéra- 
blement les  unes  des  autres  dans  les  diverses  directions,  et  où  l'on 
peut  penser  que  tout  ou  partie  des  molécules,  soit  en  se  déposant , 
successivement,  soit  en  se  rangeant  à  nouveau  par  suite  de  modi- 
fications mécaniquement  opérées,  ont  pu  affiBcter  de  préférence 
certaines  orientations. 

Tels  sont  les  bols.  Tels  sont  peut-être  certains  (ears  étirés. 

(i)  Journal  Liouvilie,  4S63,  DUtriàution  des  ÉlasticUés,  elc,  art.  46. 
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Mais»  même  pour  ces  corps»  il  conviendra  d^essayer  toujours  de 
satisfaire  aux  expériences  an  moyen  de  coefficients  conformes  à  la 
distribution  ellipsoïdale,  on  dont  les  valeurs  numériques  aient  entre 
elles  les  relations  (269).  Ce  ne  sera  que  dans  Pimpossibilité  de  le 
faire  qu'on  recourra  à  d*autres  nombres,  mais  qui  satisfassent  tou- 
jours aux  conditions  (236),  (237),  (238),  (250),  (251),  (252)  de  varia- 
tion graduelle  et  simple  des  élasticités  dans  les  divers  sens. 

11  sera  même  bon ,  pour  s'assurer  de  la  loi  de  cette  varia- 
tion, de  construire  diverses  coupes,  tant  par  les  plans  yz^  zx,xy 
que  par  des  plans  intermédiaires  et  obliques,  des  surfaces  (231) 

i  =  a«»«rar*  +  etc. ,  et  (2^8)  1  =: .,  -  +  etc.,  donnant  en  divers  sens, 

par  leurs  rayons  vecteurs,  les  inverses  des  V^^iw^et  les  V^. 

Il  sera  tout  aussi  simple,  et  un  peu  plus  propre  au  but  proposé, 
de  construire  les  surfaces  d'un  degré  plus  élevé,  ayant  pour  rayons 
vecteurs  les  ^mmmt  et  les  E  eux-mêmes,  en  les  calculant  au  moyen 
de  leurs  expressions  (230)  et  (2/i7)  en  fonction  des  trois  cosinus  des 
angles  de  leurs  directions,  pour  diverses  valeurs  attribuées  à  ces 
angles  O. 

S  92.  Compcaraisùn  à  quelques  expériences. — M.  Hagen  ('),  après 
avoir  mesuré  les  modules  d'élasticité 

£•  diDs  la  MU  loogitadinal 
£y  dans  le  leni  uaniTenal 

de  cinq  espèces  de  bois,  et  avoir  trouvé  les  rapports 

E,:Ey=     A8,     83,       15,  22,  23, 

pour  etnx  de    pio,    upio,    chêne,    bètre  rouge,    bêlre  blaoe, 

a  fait  aussi,  à  ce  qu'il  paraîtrait  d'après  son  mémoire,  pour  les 


(*)  Les  équations  en  jb,  y,  x,  inulllet  A  poser,  de  ces  deux  sorfaoes ,  s'obtien- 
draient en  faisant,  dans  (S30)   et  {WT),    ^mmmtmf  ou  E  =  ^«"  +  jf»  +  «■» 

et  exiyis  = — ,  en  sorte  que  la  première  serait  du  40*  degré,  la 

seconde  du  8*.  , 

(*)  Aun.  de  Poggeoderf,  t.  58^  p.  495;  ou;  Ano.  des  ponts  et  chaussées,  4845, 
3*  semestre,  p.  256. 

I.  5t 
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modaleB  B  dans  dis  sens  oMiqiMs  s^,  qoelqmi  expèitaioeBdOBt  U 
06  donne  pas  le  détell,  mais  qnMl  rspréseo;fee  empliiqiraiiient  par 

1  _  cos'(g',  g)      C08*(i/,y) 

Gomme  il  est  à  présumer  que  ces  expériences  ont  été  opérées 
principalement  sur  le  chêne  et  snr  le  hètre«  nous  avons,  en  adop- 

tant  mojennement  rr  =  SO,  construit  le  quart  AHB  de  la  courbe 

dont  les  rayons  vec- 
teurs E  dans  les  diver- 
ses directions  oc'  sont 
donnés  par  cette  for- 
mule de  M.  Hagen,  et, 
comparativement,  le 
quart  AEB  de  la  courbe 
dont  les  rajons  £  sont 
donnés  par  notre  fbr- 
mule  (257) 


(270) 


Ji cos*(y\a:)       cos'(j',y) 


de  distribution  ellipsoïdale,  ou  elliptique  dans  chaque  coupe,  des 

VE.  Les  rayons  de  ces  deux  coorbes  AHB,  AEB  ne  diffèrent  point 
les  uns  des  autres  dans  les  limites  d'exactitude  des  expériences,  et 
on  peut  les  prendre  Tune  à  la  place  de  Tautro.  Or  la  formule  empi- 

rique  de  M.  Hagen  ne  saurait  être  adoptée  pour  des  valeurs  de  ^ 

sensiblement  moins  considérables,  car  la  courbe  qu^elle  donne  est 
circonscrite  à  un  rectangle  dont  les  côtés  sont  2E«,  2Ey,  d*où  résul- 
terait, pour  E,  un  maasimum  qui  serait  en  grandeur  et  en  dlrecti(m 
la  demi -diagonale  y^E**  -f-  E\,  ce  qui  fait  E^v'2  quand  E«  =  E,i 
tandis  que,  pour  ce  cas  Ecr=£y,  £  devrait  être  =  E»  ou  le  même  en 
toussons. 

Les  expériences  de  M.  Hagen  confirment  donc  autant  qu^il  leur 
est  possible  notre  loi  de  distribution  ellipsoïdale,  et  prouveraient 
que  malgré  le  doute  que  nous  avon^  dû  exprimer  au  $  précédent, 
on  peut  rappliquer  même  pour  les  bois  et  pour  des  différences 
d'élasticité  considérables  en  divers  sens. 
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Au  reste»  mir  la  mtaie  figore,  nous  »vod9  tr»cé  iexxx  autres 
courbes  ne  répondant  pas  à  la  distribution  ellipsoïdale»  et  qui 
sont  des  coupes  par  le  plan  z  =  0  ou  Cs«,  =  0,  de  la  surface  du 
A*  degré  (W)  ou  (268)  de  distribution  obligée  des  élasticités»  en 
sorte  que  leurs  équations  sont 

(271)    l=-.+  8--2-+t.,  oa,  poUIrement,   -  =  —-+2 — --1=4.^ 

m 

mais  pour  les  deux  limites  des  valeurs  qu*on  peut  donner  à  F,  sans 
qu'A  cesse  de  satisfaire  k  la  condition  (260)  à  remplir  pour  que  E  • 
ne  fasse  que  croître  on  décroftre  constamment  et  continûment 
quand  on  passe  de  la  direction  de  E»  à  celle  de  E,  dans  leur  plan» 
condition  qui  est  que  ce  dénominateur  ne  sorte  pas  de  l^intervatle 
de  E»  à  Ey,  car 

Pottr  la  courbe  ASB  on  a  F|  =  E«'. 

Pottr  11  courbe  ÂIB  on  a  Fs^Ey. 

On  TOit  que  la  deuxième  courbe  s*éloigne  beaucoup  trop  de  celle 
de  M.  Hagen  et  que  la  première  offVe  une  loi  peu  probable»  en 
sorte  qu'il  y  a  lieu  de  s'en  tenir  à  la  courbe  pleine  intermédiaire 
AEB»  de  distribution  ellipsoïdale. 

Sur  la  môme  figure  on  a  tracé  les  mômes  quatre  quarts  de  courbe 

E« 

Aeb,  Ahb,  Asb»  Aib  dans  la  supposition  ^  =  2  seulement,  qui  est 

hors  des  limites  des  expériences  de  M.  Hagen  relatives  aux  bois 
mais  qui  peut  convenir  aux  fers  étirés,  etc.  La  courbe  Ahb  repré- 
sentée par  son  équation  empirique  est  tout  à  fait  inacceptable* 
La  courbe  Aib  que  représente  Téquation  du  k*  degré  (27i)  avec 
F,  =  sa  limite  inférieore  E,  ne  saurait  guère  convenir  non  plus» 
car,  bien  qu'elle  donne  une  croissance  continue  de  E  entre  Ob=Ey 
et  OA=^E»,  IMnlIexion  qu'elle  oïïfe  est  peu  naturelle.  La  courbe 
Asb  représentée  aussi  par  (27t),  avec  F,  =s  sa  limite  supérieure  £• 
est  moins  irrégulière  ;  mais  la  courbe  Aeb  ayant  pour  équation  (270) 

ou  répondant  à  la  distribution  elliptique  des  \E  parait  toujours 
bien  plus  propre  à  représenter  la  loi  probable  des  modules  d'élas- 
ticité en  divers  sens. 

Nous  pouvons  conclure  de  cet  examen»  d'après  le  peu  de  don- 
nées expérimentales  que  l'on  possède»  que  quelles  que  soient  les 
différences  de  grandeur  des  élasticités  dans  les  trois  sens  princi- 


820  SECT.  L   BÊSISTAMCë  DëS  SOUDES. 

paux,  lorsqu'on  ne  pourra  pas  adopter  les  relations  (SNI9)  3d==^Sc^ 

3e  =  v^  3f  =  v^  donnant  aussi  (255)  F|  =  V^ÊT  F,  =  \/ËC^ 

F,  =  v^EJSy,  de  distribution  ellipsoïdale»  11  ne  faudra  toujours  pas 
beaucoup  8*en  écarter. 

S  93.  Conséquences  diverses  de  la  distribtUion  ellipscïdale^  et 
des  modifications  qu*on  petit  y  admettre.  Remarques  sur  les  rap- 
ports Y),  V  entre  les  contractions  transversales  et  les  dilatations 
longitudinales  correspondantes  des  prismes  élastiques.  —  Si ,  dans 
les  expressions  données  p.  681»  682,  sous  les  numéros  (131)  et 
(132)  (mais  sans  les  accents]  pour  les  modules  d'élasticité  E  dans 
les  directfbns  a;,  y,  z  des  intersections  des  trois  plans  de  symétrie 
supposés  exister,  et  pour  les  rapports  f),  >)'  des  contractions  dans  les 
sens  y,  2,  aux  dilatations,  dans  lé  sens  x,  d^in  prisme  taillé  parallè- 
lement à  Taxe  des  x  de  plus  grande  élasticité: 

/«•»o\      __cf— de       ,     be— fd         _  abc~ad*— be»— cP4-2def 

_      bc-d«     p  _-.  bc-d« 

Ton  fait  (269)  d  =s  ?  Vbc",  e  =  ^  v^  ^  ==  «  V^^b  exprimant  la  di»- 

000 

trlbution  elllpsoidale,  on  obtient 

e  c  c 

JS.=  ga,    E^  =  ^b,    E.  =  gC, 

On  peut  voir  déjà  par  ces  expressions  que  la  supposition  de  dis- 
tribution ellipsoïdale  est  compatible  avec  les  explications  variées 
que  nous  avons  données  (%  61,  p.  683)  de  divers  résultats  de 
M.  Wertheim,  par  un  certain  degré  d*hétérotrople  attribué  aux 
matières  de  ses  tubes  de  verre  et  de  laiton,  même  en  y  admettant 
l'égalité  de  contexture  dans  les  deux  sens  transversaux,  et  l'homo- 
généité parallèle  (S  22,  p.  560),  c'est-à-dire  en  admettant 


APPENDICE  COMPlllIBNTAIBE.  821 

Car  l**  de  3  =  ^  (expliquant  v-  =  «  •'ï  ^^^  ^^  ô  ^^*^°  aurait  pour 

risotropie,  S  ^^)»  combiné  avec  3e  =  v/âb  =  v^a.Sd  ou  3e'  =  ad, 

a  E        10 

que  donne  ce  mode  de  distribution,  résultent  -  =  A,  -~  =  7» 

6  Ou 

p  MA  M 

^  =  ~,  et  1)  =  ^,  qui  n'ont  rien  d'improbable. 

2*  De  g  =  T  (expliquant  -r  =  0,375)  combiné  de  même,  rèsul- 

.     .  a       15   E,       25    Ea.       25  5      '        ,    .    ., ,         _ 

*^°*  i  =  T*  T  =  T' g;  =  16' ^  =  Ï6' *'^'"*^*^''^^ *'*"*• 

E  8 

Et  de  -^  supposé  trouvé  =  ^,  et  combiné  encore  avec  36*= ad. 
e  •      o 

.    ,^    ^  a     16     e     16    E,     256  à  1      ^    ,. 

résultent -=-g-,  g=jg,  g-=^,  ^  =  jg,  encore  plus  facile. 

ment  admissibles. 

Mais  examinons  les  conséquences  relatives  aux  corps  tels  que  les 
boiSy  où  les  élasticités  sont  très-dilTérentes  dans  les  divers  sens. 
Mlf.  Chevandier  et  Wertheim  ont  trouvé  (S  13  de  la  note  du 

E, 
n*  113,  p.  110)  (^),  pour  le  bois  de  cbéne,  les  rapports  ^  =  5  et 

^  =r  7,3  entre  les  modules  d'élasticité  dans  le  sens  des  fibres  et 

dans  deux  sens  perpendiculaires.  M.  Hagen  a  trouvé  „    \  =1A,6 

uy  ou  JVt 

aussi  pour  le  chêne  ;  et  le  sapin  a  donné  des  rapports  bien  plus 
grands. 

Or,  si  ^=  5,    ona    '^  =  5^/^  =  0.56 

=   7     =0,66 

i 

Ces  nombres  excèdent  ^ ,  que  nous  avions  cru  pouvoir  avancer 
(au  S  5  de  la  note  du  n*  21,  p.  18)  être  présumablement  la  limite 


(<)  Mémoire  sur  les  propriétés  mécaniques  des  bois,  préseolé  le  5  octobre  4846, 
et  inséré  aux  jénn.  de  ch.  ei  de  ph,  en  Ï848;  4*  partie,  p.  63-64  des  tirdgcs  a 
part. 
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supérleare  des  rapports  i]»  n'  ^tre  lès  dilatations  loogitndlnalsB  et 

les  contractions  transversales  correspondantes  des  prismes,  dans  la 

vue  d'empêcher  le  rapport  ^  \.*     *  =  1  —  ïi  —  V <ie  la  dilatation 

cubique  à  la  dilatation  longitudinale  d*avoir  jamais  le  signe—,  on 
un  allongement  de  produire  une  diminution  de  volume.  Mais  rieo 
ne  prouve  que  cette  diminution  ne  puisse  pas  avoir  lieu  pour  les 
siil>stances  qui,  comme  les  bois,  olTrent  une  résistance  relative 
très-faible  à  la  compression  dans  le  sens  transversal.  Quoi  quMl  en 
iQit»  admettons,  pour  pouvoir  donner  ^  t)  et  &  i]'des  valeurs  de  moins 
de  1/2,  que  dans  les  bois  la  distribution  ellipsoïdale  s'observe  pour 
la  sens  transversal  seulement»  oo  qu*on  ait 

nous  trouverons  en  substituant  dans  (272) 


6  -^^S7r5;?'*'^-57=5;?^'i;=T"b*tr'="T"i' 

276)  {  _^  ^_ 

On  doit  avoir  (comme  a  est  supposé  plus  grand  que  b  et  c)  pour 
que  (236)  Se  reste  compris  entre  a  et  c,  et  Sf  entre  a  et  b 


(276) 


■■<v^  •■Vî' »  >\/i  -  v1- 


Et  même,  n  ne  devra  pas  excéder  1  afin  de  ne  pas  rendre  i]  et  V 
trop  grands;  et  on  ne  devra  pas  le  faire  descendre  au-dessous 
de  0,7  pour  ne  pas  trop  s'écarter  de  la  distribution  ellipsoïdale  qui 
a  en  sa  faveur  de  si  fortes  probabilités  {$  90)  et  quelques  &its 

(S  92). 

Du  reste,  même  pour  les  métaux»  nous  reconnaissons  aujour- 
d'hui qu'il  n'est  nullement  impossible  que  i]  et  V  excèdent  quelque- 
fois 1/2,  ou  que  de  petits  allongements  de  prismes,  dans  les  Haltes 

de  l'élasticité,  augmentent  la  densité  de  leur  matière;  car  c*est  ce 
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qui  a  eu  lieu  pour  des  allongemeots  plus  forts,  opérés  par  M.  Wer« 
theim  au  delà  de  ces  limites  et  Jusqu'à  rupture  (^). 

Appliquons  ceci  à  ce  qui  a  dit  au  S  13  de  la  oote  du  rt  113» 
p.  108  (rupture  par  flexion},  c'est-à-dire  aux  conddératlons  pro-* 
près  à  déterminer  ou  à  comparer  ensemble  les  grandeurs  R'«,  R. 
des  limiies  supérieures  des  pressions  et  des  tensions  ou  tractions 
longitudinales  non  dangereuses.  Nous  avons  (p.  109)  en  expliquant 
avec  M.  Poncelet  (comme  à  la  note  du  n"  3,  écrasement^  p.  10} 
la  rupture  oa  Téoervation  due  ji  une  oontraotion>  eseroée  longiti»* 
dioalement  6ur  on  prisme,  par  l'effet  des  dilatations  transversales 

yj  qui  raccompagnent,  posé  la  formule  suivante,  où  •—  est  la 

R      R' 

limite  des  dilatations  transversales,  coinme  ~,  -:=^  sont  les limi- 
tes  des  dilatations  et  des  contractions  longitudinales. 

Comme  les  formules  précédentes  résultant  de  la  distribution  ellip- 
soïdale observée  ou  exactement  ou  à  peu  près  établissent  une  liai- 
son entre  la  fhtction  ?)  et  le  rapport  des  coefficients  E,  E|  (ce  que 
nous  n'apercevions  pas  encore  en  écrivant  la  note  du  n*"  113,  voyes 

p.  111),  faisons  (form.  275)  ^î  =  j  K/^-z:;^  V I"'  ^*  ®°  résulte 


(278) 

MM.  Ghevandier  et  Wertheim  ont  trouvé  moyennemeiit  pour  le 
chêne,  comme  on  vient  de  dirci  =^^  6;  et  aussi 

Ri  _  ^  (0,582  +  0>/l06)  _  ^ 
a  ""    i  (6,49 +  6,66)    "W 

pour  le  rapport  des  cohésions  instantanées  dans  le  sens  transversal 


(1)  Mimoiro  du  48  juillet  4843  sur  l'ÊlaMicitâ  el  U  cohérwiee  dos  néUux.  dmH. 
de  ch,  et  de  ph,,  3*  série,  t.  xn,  art.  ix. 
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et  dans  le  seos  longitodinal.  Si  nous  prions  aussi  j-r  povr  le  rap- 

port  -^  des  cohésions  permanentes  ($$  11,  12  de  la  mèime  note, 
p.  106)  dans  les  mêmes  sens,  la  formule  (278)  nous  donne 

S^=  0,816    fl    n  =  l 

Ko 

=  1,267    ti  on  preod    n  =  2/3, 

pour  le  rapport  entre  les  charges  R'«,  R,  qu'on  peut  faire  supporter 
longitudlnalement  à  une  pièce  de  chêne  par  pression  (sans  flexion) 
et  par  traction* 
Quant  aux  expériences  de  M.  Hagen,  elles  ont  doifiié 

El  ~  71,8  ■"  ^'  •    R  ""  0,0139 .1061  ~  il*' 

car  1051  et  71,8  ont  été  (en  kilogrammes  par  millimètre  carré)  les 
modules  trouvés  pour  les  élasticités  longitudinale  et  transversale 
du  chêne,  et  0,0139,  0,0190  les  limites  trouvées  pour  rallongement 
avant  rupture  par  traction.  Il  en  résulte,  en  substituant  dans  (278), 

^'-=1,890    si    n  =  !, 
=  2,165    ti    n  =  2/3. 

Pour  le  sapin  on  a  (Ghevandier  et  Wertheim)  =*  =  22  (moven- 

^,     ^R,       10,220  +  0,297        1      „  . 
nement),  et  -  =  ^ j^ =  ^:  tfoù 

^  =  1,173  tin  =>  1;    ei    1,819  si  n  =  |; 
* /«  ^  .  B       .--    R«       0,0116.25,3  i      j,  ^ 

et  (Bagen)  ^  =  47.0,  ^  =  ôjôjijoik  =  ÏM'  '**'^ 
^  s  3,488  li  n  =  l,    et    3,867  si  n=  L 

K*  3 

Bien  que  leurs  bases  soient  affectées  de  bien  des  causes  dMncer- 
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titade*  ces  résultats  n'ont  rien  d'improbable  ni  de  contraire  aux 
faits  connus. 
LMnverse  de  ce  rapport^  ou  rrf  est  ce  que  nous  ayons  désigné  par 

11 

à  la  note  du  n"  120  (S  17,  p.  Iâ6-1A9),  et  aussi  à  la  note  du  n*  166 
(torsion  avec  flexion,  S  A3,  p.  378-382,  S  48,  p.  416,  et  à  la  JBéca- 
piiulaiion  des  formules,  S  68,  p.  A5d-Aô9).  Sa  valeur  d'après  (278), 
qu'on  peut  réduire  à 

û  V  E  B., 
vu  que  le  radical  W   _^  ,  diffère  peu  de  1,  étant  substituée  dans 

réquation  générale  de  cohésion  permanente  du  bas  de  la  p.  379, 
S  A3  de  la  note  du  n*  156,  la  change  en 

$  9A.  Travaux  de  M.  Clebsck—A.  défaut  d'un  moyen,  qu'on  ne 
possédera  peut-être  Jamais,  de  tirer  directement,  des  équations  de 
l'élasticité,  les  grandeurs  des  déplacements  dus  à  des  forces  données 
agissant  sur  un  solide  élastique  de  dimensions  finies,  nous  avons,  en 
18A7-55,  pour  résoudre  les  problèmes  de  la  torsion  et  de  la  flexion 
des  prismes,  fait  usage  d'une  méthode  inverse  ou  plutôt  mixte,  qui 
consiste  à  se  donner  à  la  fois  une  partie  des  forces  et  une  partie  des 
déplacements,  et  à  déterminer  par  l'analyse  rendue  abordable  au 
moyen  de  cet  artifice,  quels  doivent  ôtre  et  les  autres  déplace- 
ments et  les  autres  forces,  après  s'être  assuré,  bien  entendu,  que 
les  données  choisies  sont  compatibles  entre  elles  ainsi  qu'avec  les 
lois  de  l'élasticité  exprimées  par  les  équations  générales  de  l'équi- 
libre intérieur.  Notre  donnée  sur  les  déplacements  était  successive- 
ment une  petite  torsion  uniforme  et  une  petite  flexion  tantôt  uni- 
forme tantôt  uniformément  croissante  d'un  bout  à  l'autre  du  prisme; 
notre  donnée  sur  les  forces  était  la  nullité  de  toute  action  ou  pres- 
sion sur  ses  faces  latérales.  Et  nous  étions  constamment  obligés, 
pour  poursuivre  le  calcul,  de  Joindre  à  ces  données,  par  manière 
d'essai,  la  supposition  très-naturelle  que  sur  les  fibres  ou  éléments 
longitudinaux  intérieurs  les  actions  étalent  nulles  aussi  dafis  le 
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sem  irantffersal{^),  ea  sorte  que  les  fibres»  si  elleiagtaeat  les  umb 
sur  les  autres*  ne  le  fassent  que  suivant  leur  longueur.  La  suite  da 
calcul  juilifiait  oomplétemeia  cette  supposition,  dont  nous  sTpns 
ci-dessus  démontré  synthétiquement  la  possibilité  (aux  $$  3  des  notes 
du  a^  21  et  du  n'-SO),  et  qui  s'exprime  analytiquement.  si  y  et  r 
sont  les  coordonnées  transversales,  et  x  la  coordonnée  dans  le  sens 
longitudinal,  par 

Pvy  =  ^»  P«>  =  ^9  pyi  =  0  partout  à  l'inlèrioiur  4a  pritm* 

Le  calcul  montre  en  effet  que  toute  torsion  ou  flexion  prise  ainsi 
pour  donnée,  accompagnée  ou  non  d*extensîODS  et  de  glissements, 
peut  avoir  Ueu  en  même  t^mps  que  cette  nullité  supposée  des  trois 
composantes  transversales  d'actions  pyy,  ps„  py^  à  Tintérieur,  et 
que  celle  des  actions  longitudinales  sur  les  faces  latérales  exté- 
rieures; pourvu  que  sur  les  deux  bases  extrêmes  on  répartisse 
d'une  certaine  manière  les  forces  tant  normales  que  tangentidles 
ayant  des  résultantes  et  des  moments  résultants  d'une  grandeur 
en  rapport  avec  celles  des  extensions,  glissements,  flexions  et  tor- 
sions h  produire  dans  les  limites  de  stabilité  de  la  contexture. 

M.  Clebscb,  dans  un  beau  livre  intitulé  Théorie  der  EktsiicUdt 
/ester  KSirper^  publié  en  iS62,  a  eu  l'idée  d'embrasser  ces  divers 
cas  de  déformation  dans  une  même  analyse,  sans  poser  de  prime- 
abord  de  donnée  sur  le  mode  des  déplacements,  et  en  prenant  pour 
seule  donnée  sur  les  forces  notre  double  supposition  première  et 
auxiliaire,  de  nullité  i*  de  toutes  les  pressions  extérieures  sur  les 
faces  latérales  libres,  2*  des  composantes  de  toutes  les  pressions 
Intérieures  dans  un  sens  perpendiculaires  aux  fibres;  c^est-à-dîre 
en  partant  uniquement  de 

(280)  |>fv^O,  p»;=?0,  |Vs:i>ptrlo■^ 

(281)  p«y COS(n,  y)  +|)MCOS(n,  z)  =  0  sur  U  tiuftoe  latente da  priuBe; 

car  e'est  à  cette  dernière  équation  qm  se  rédsiaeiii  les  trois  oon* 
dlttons  dé/SMsr  (81^)  dn  S  28  quand  on  y  iUt  ia  preirion  49^  r=  s,  et 


(i)  n*»bonl,  fMMr  U  Soxioii,  aq  <b.  IV  i«  BOira  Mteoira  wr  U  ImiImi,  an.  38 
surtout,  et  arL  40 ;  et  cbauiId au  MéiDOirs  sur  U  Seikm  (4S54  el  4S55),  arU  U} 
et,  pour  la  lorstiou,  au  premier  Uc  ces  deux  Mémoires,  an.  50»  54 .  ' 
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en  même  ienps  O08(ii, x)s=0,  qui  oandMas  bien  It  sorfaoe  bil6- 
raie.  Et  il  a  bien  ?oala  donner  notre  nom  au  problàme  anlvant  : 

«  Reoiiereher  quels  sont  les  systèmes  de  forces  devant  agir  sor 
les  points  des  bases  extrêmes  du  prisme  ou  cylindre  pour  que  les 
choses  se  passent  ainsi  tant  à  l'intérieur  que  sur  les  faces  latérales, 
et  quels  sont  les  divers  déplacements  qui  en  résultent  pour  ses 
.points.  » 

Bien  entendu  que  pour  faire  cesser  IMndétermInation  &  regard 
de  ces  déplacements,  ou  pour  abstraire  les  translations  et  rotations 
générales»  on  suppose  remplies,  en  un  endroit»  par  exemple  au 
centre  de  gravité  de  Tune  des  deux  bases,  pris  ordinairement  pour 
origine  des  coordonnées,  les  conditions  qui  rendraient  le  corps 
immobile  6*il  était  parfaitement  rigide,  c*est-Mire  qu'on  suppose 
que  ce  point  reste  fixe,  ainsi  qu'un  élément  matériel  linéaire  pas- 
sant par  ce  point  et  un  élément  plan  passant  par  cet. élément 
llnéairp  (<),  ce  qui  s'exprime  de  la  manière  suivante  ; 

Que  pour  ^=0,  y=0,  z^Q  on  ait 

du  dw  du 

^^j    u=0,  v=0,  «»=0,  «wc  ^  =  0,  ^=0,  ^-  =  0  aViUa^i 


linéaire  flxe«tl  toiTiiil  Paie  dM  y  «l  PélteMl  pUa  daif  ]ê  plaa  yy. 


dv  dw  dw 

(283)  { "="'  "="'  "*=••  •'*  S  =  "•  SF  =  "'  ^  =  "  "  ''*'*^' 
linéaire  fixe  eit  suivant  Taxe  des  x  et  l'élément  plan  dans  le  plan  xy  (*]. 


p)  Oomae  i  Mire  MéMlra  MT  la  Toniovy  art.  30,  p.  eO|et4S,p.  97  (mus 
cJMiiiMloiis,  ponr  Jet  fixer  aliiii,  im  élément  de  l'aie  x  du  prisme  et  nn  élément 
do  plan  xy);  et  sur  la  Flexion,  art.  44,  p.  40. 

(^  En  tflbl ,  lei  eoordonnéei  de  inrfs  poinu  ritnèa  «nr  lei  axea  Ùei  x,  y,x  à 
dea-dlsiaMei  teSaiami  petHee  x,  v,  i  de  ForigiM,  eoai,  avMt  lei  ééplaeeeMnU 

»,  0,  0;    0,  y,  0;    0,  0,  x; 
et,  après  lea  déplacements,  si  Ton  au=0,  vrr:0,to  =  Oi  Forlglne  : 

,  du       dv       dto        du  dv      dw        du       dv  ,  dw 

'+s*'S*'5ï*'  ;^'''+5i;''i^''  5*'5'''+s'- 

PMf  qne  l'éléoMnt  linéaire  suivant  Faxe  des  y  eonserre  sa  direction ,  Il  faut 

du 
qM  le  deuxième  point  ne  puisse  se  mouvoir  que  suivant  cet  axe,  d'od  «^ssO, 

dy 

^  =  0.*  Pour  qne  félément  du  plan  yx  conserva  ta  dlf«cUon  on  ne  pidsK 
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Les  condltiODs  (380)  fournissent  immédiatement,  d*aprèB  les  va- 
leurs (30)  ou  (175)  des  composantes  de  pressions  relatives  à  trob 
plans  de  symétrie  de  contexture,  et  diaprés  la  signification  (form. 
59,  p.  803)  de  n^  n't  £  • 

dt?  __         du    dw  _^       ,du    dv      dto  ^  —  i?  ^^ 

fl^-"'*S*  dJ-""''  dx'  S"*"35r~   '  ^~*dx* 

et  réduisent  les  équations  d'équilibre  indéfinieB  (88)  à 

dx         dy  dz  '      dx  *      dx 

Leur  combinaison  entre  elles  montre  fiicilement  que  les  qoatre 

du 
dérivées  secondes  sur  dx\  dy^^  dz\  dydzy  de  ^  et  par  suite  de 

j-^-^t  doivent  ôtre  nulles.  D'où  l'on  déduit  (^)  qae  les  déplace- 
ments o,  to,  ne  peuvent  être  que  des  fonctions  entières  du  troi- 
sième degré  au  plus  en  x,  y,  z»  contenant  seulement  six  constantes, 
et  que  le  déplacement  longitudinal  u  se  compose  d'une  pareille 
fonction  entière  dépendant  des  mêmes  constantes,  plus  une  autre 
fonction  u\  de  y,  z  seuls,  astreinte  à  satisfaire  à 

àhL'  ,  dV      ^ 

et  à  une  condition  déduite  de  (281)  pour  le  contour  des  sections^ 
Et  cette  dernière  fonction  u'  peut  ôtre  décomposée  en  quatre 
autres,  multipliées  par  les  mêmes  constantes,  et  qui  séparément 
sont  relatives  aux  cas  d'extension  simple  due  à  une  force  longitu- 
dinale, de  flexions  autour  des  deux  axes  principaux  dMnertîr^  des 
sections,  dues  aux  moments  autour  de  ces  axes,  et  de  tmsîor.  sim- 
ple due  au  moment  autour  de  celui  du  prisme.  M.  Glebscii  arrive 


loarner  lulour  de  réiéneoi  Unéaire  y^  U  ftat  que  le  Iroitième  poiai  ne  puine 

se  mottYOir  paraUèleineDt  aui  x^  ou  que  --  =:  0* 

qz 

Le  même  raisonnement  donne  let  conditions  (983). 

(1)  Théorie  der  EUuticim  fesUr  KOrper^  §  23.  Jku  de  Satmt-rtnanixhi 
Probkm» 

l\  ftttt  obtenrer  que  c^esl  seulement  pour  le  cas  de  oonteilure  ègile  dins  les 
sens  tranirenaux  que  les  équilions  (S80)  ont  pour  conséquence  U  eonKnration 
des  grandeurs  des  angles  que  Tont  en  Ire  eui  les  côtés  des  petites  bases  dos  fibres. 


APPENDICE  GOMPLÉMËNTAIBE.  829 

ainsi,  par  une  même  analyse,  aux  diverses  équations  particulières 
que  nous  avons  posées  par  des  considérations  spéciales  pour  cha- 
cun de  ces  genres  de  déformation  d  un  solide  prismatique. 

La  possibilité,  ainsi  établie  pour  tons  les  cas,  de  la  solution  du 
problème  général  posé  tout  Theure,  peut  ôtre  énoncée  par  ce 
théorème  : 

«  On  peut  toujours  appliquer  et  distribuer;  aux  divers  points  des 
«  bases  de  tout  prisme  ou  cylindre  élastique,  des  forces  ayon^un^ 
«  résultante  et  unmoment  résultant  donnés  quelcmiques  (dans  des 
«  limites  de  grandeur  dépendant  de  la  matière) ,  de  telle  sorte  que  si 
«  aucune  pression  ne  s'exercesur  les  faces  latérales  du  même  prisme, 
a  il  ne  s'en  exerce  aucune  non  plus  à  Tintérieur  dans  un  sens  trans- 
«  versai  sur  des  faces  parallèles  aux  arêtes  [c^est-à-dlre  qu'on  ait 
a  (280)  si  on  a  (281)].— Et,  alors,  la  détermination  des  déplacements 
«  dus  à  ces  forces  dépend  simplement  de  Tintégration  d'une  équa- 
«  tion  linéaire  du  second  ordre  à  une  inconnue  et  deux  variables 
«  indépendantes ,  avec  condition  définie  aussi  linéaire .  et  du  pre- 
«  mier  ordre,  à  remplir  au  contour  des  sections  du  prisme.  » 

Dans  un  paragraphe  (^)  intitulé  Application  approximative  à  des 
problèmes  réels ^  M.  Glebsch  observe  qu'en  remplaçant  les  forces  par 
d'autres,  distribuées  difléremment,  mais  ayant  même  résultante  et 
même  moment  résultent,  et  agissant  comme  elles  aux  extrémités  du 
prisme  d'une  longueur  supposée  beaucoup  plus  grande  que  ses  di- 
mensions transversales,  les  déformations  ou  déplacements  éprouvés 
devront  être  à  peu  près  les  mêmes.  Les  formules  d'extension,  tor- 
sion et  flexion  autour  des  deux  axes  principaux  des  sections,  qu'une 
analyse  exacte  a  fait  trouver  pour  certaines  forces,  conviennent 
donc  approximativement  pour  d'autres  forces  quelconques  qui  agi- 
raient de  la  même  manière  sur  un  corps  rigide. 

Prenant  ensuite  pour  exemple  un  cylindre  à  base  elliptique, 
M.  Glebsch  trouve  des  expressions  identiques  avec  les  nôtres  pour 
sa  torsion  et  pour  sa  flexion,  ainsi  que  pour  les  plus  grandes  ten- 
sions ou  pressions  qui  en  résultent  ('). 


(^)  Même  oarrage ,  $  28. 

(*)  Nous  deroos  obsenrer,  sur  le  §  37  du  livro  de  M,  Glebsch ,  où  il  traite  de 
ce  dernier  fujei ,  que  limiter  les  lensioni  ou  preitions  ne  donne  pas  les  mêmes 
eonditioDS  de  eobésion  permanente  que  limiter  let  dliautlons,   même  quand 
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Puis,  par  une  tmkywà  Ingkiknm  et  HtYaaie»  fondée  aer  Tonploi 
d'ara  d'elUpaea  el  dliyperbolea  homofocalea  pour  coordoMéea, 
M.  CAebsch  détanDine  la  toraioii  d'on  eftindre  oresi  élliptiqoe  dmt 
les  basée  coeceQtriqiiea  extérieure  et  Intérieure»  an  Uea  d*ètre  «em- 
blablêi  cenaie  noue  wùo»  ai^poaé  an  S  Ai  de  la  note  de  n*  iM» 
ont  les  deux  mêmes  foyers^  ce  qui  offre  un  bel  exercice  anatytiqiie 
de  louage  des  coordonnées  curfiUgnes  et  ortbasooaleB. 

S  95.  Travaux  de  M.  Kirchhoff.  V  Ejrpreêsùms  dei  dérioèeM  des 
déplacements  par  rapport  à  la  coordonnée  longUuimaU  da»ê  les 
tiges  infinimeni  minces.  —  Maie  e^eet  surtout  des  reobeiobeB  origi- 
nalee  et  délicates  de  Tillostre  professeur  de  runi?^rsité  de  HeMel- 
berg  qu'on  peut  tirer  la  justification  mathématique  de  remploi, 
par  approximation»  pour  des  forces  distribuées  d^nne  manière  quel- 
conque aux  extrémités  des  pièces  solides,  des  formules  de  torsioa 
et  de  flexion  que  noua  avone  trouvéee  pour  des  forcée  distribuées 
d'une  manière  parUottlière  et  Januda  réaUsée,  et  de  rapplioation 
de  ces  formules  à  des  pièces  à  section  graduellement  variable 
d'une  extrémité  à  Fautre,  même  à  des  pièces  légteemeat  oourbes  ; 
enfin»  même  à  des  pièœa  cbaigéee  ou  sc^Uoltées  dans  toutes  leun 
parties  et  non  pas  seulement  aux  extrémités;  ce  qui  étend  Mgtth 
moment  leur  emploi  aux  cas  de  pièc»  animées  de  ?ibntfions  trans- 
versales ou  de  vibrations  tournantes,  puisque  les  inerties  des  par- 
ties en  mouvement  se  ramènent  toujours  à  des  forces. 

M.  Kirchhoff,  dans  son  beau  mémoire  Sur  VéquiUbre  et  le  mo»* 
t^sm^R^  d'une  tige  élastique  infinimetU  mince  {%  où  il  veut  bien 


la  conlexiure  csl  isoiropç.  Ainsi ,  en  repré;eDiiDi  par  5  la  plus  graii4e  dilata^ 
lion  non  dangereuse,  si  un  corps  fsolrope  est  également  dilatA  en  tou^  sens,  la 
plat  grande  pression  <mi  tension  j  sera  (fbrniul*  S6)  f  ^:i  G(3d  -f  S  4-  8)  =s  BG8  ; 
malt  s'il  tst  tiré  ptr  tes  basM  et  dilat*  do  (  d«ni  le  sent  de  la  loagutur  pondant 
que  ses  faces  latérales  sont  libres  et  que  les  dimensioDS  transfersales  éproaTOot 

4  S 

des  contractions  Y 8,  la  plus  grande  tension  j  sera  |)=Ed=:-  Gd,   c'est-à-dire 

moitié  moindre  qne  dans  le  premier  cas,  où  cependant  lo  corps  courait  le  même 
danger  de  rompre,  mesuré  par  la  pins  grande  dilitatioB  épromée.  Si  donc  on 
▼eut,  â  la  manière  de  M.  Clebscb,  poser  let  éqnllou  de  oehétiM  peruMUMsUo  au 
mojen  des  théorèmes  des  $$  84  et  81,  c'est  de  l'ellipsofde  des  diîatalkMM  ($  SI) 
et  non  de  l'ellipsoïde  des  pressions  (§  81)  qu'il  faut  se  serrir. 

(*}  Ueber  dat  Gleicbgewielit  ond  Hewegung  einet*  aneadlldi  domea  eltailtAel 
Stabei.  (loornal  de  Crelle,  t.  56,  p.  MS») 
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nous  citer  comme  nyant  ie  premier  résola  avec  rigueur  le  problème 
de  la  torsion  et  de  la  flexion  d'un  corps  de  ce  g^ire  lorsque  sa 
forme  primitive  est  prismatique  ou  son  axe  rectiligne  {%  suppose 
de  prime  abord  que  les  dimensions  transversales  de  sa  tige  sont 
infiniment  petitOii,  ce  qui  lui  permet  d'arriver  aux  équations  de  la 
flexion  et  de  la  torsion  sans  aucune  restriction  sur  le  mode  de 
distribution  et  d'application^  aux  extrémités,  des  forces  qui  font 
tordre  et  fléchir  (  mais  en  négligeant  nécessairement,  alors,  les 
effets  des  glissements  tranversaux  et  longitudinaux  dont  la  flexion 
est  accompagnée  et  qui  sont  inflniment  petits  du  second  ordre  dans 
cette  supposition).  Et  il  étend  son  analyse,  au  moyen  d'une  ingé- 
nieuse substitution  de  dilTérences  de  déplacements  possibles  aux 
déplacements  réels,  à  des  tiges  naturellement  U7i  peu  courbes;  ce 
qui  peut  dtre  appliqué  aussi,  comme  nous  verrons,  à  celles  qui 
sont  naturellement  tordues  ou  torses^  c'est-à-dire  dont  les  sections 
successives  ont  des  points  homologues  rangés  en  espèces  d'hélices 
au  lieu  de  se  correspondre  sur  des  lignes  toutes  parallèles  &  la 
fibre  moyenne. 

Il  partage  cette  tige  ^B  ayant  une  section  ou  constante  ou  gra« 
duellement  et  léig^vment  variable,  mais  dont  Taxe  primitif  de 

figure  est  d'abord  sup- 
posé rectiligne,  en  tron- 
çons infiniment  courts 
MM'  ayant  leurs  trois  ÛU 
mensions  du  môme  ordre 
de  grandeur  IHine  que 
l'autre  ;  ce  qui  permettra 
tout  à  l'heure  d'assimiler 
chacun  de  ces  tronçons 
à  un  corps  fini  en  tous 
sens.  Et  il  rapporte  les 
déplacements  de  leurs 
points  m  h  trois  axes 
coordonnés  rectangulaires  Mx,  Mj^,  M;^  variables  d'un  tronçon  à 


t 


ç 


.  {*)  W  ajoute  <r  et  lornioe  les  cbaogcmeDls  dé  forme  sont  inflaliiient  peUu  et 
qoe  l'ne  et  la  tige  eal  im  axe  d'élaaiiellé.  a  On  peal  obaerrer  cependant  que  soa 
lolations  de  4^3*1^55  roardiiaeat  des  dépIacettSBta  relallh  touut  anral  gtaadf 
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l'autre  et  tracés  dans  chacun  par  le  centre  de  gravité  M  d^one  de 
ses  bases,  Taie  coordonné  Ux  étant  dirigé  suivant  Taxe  de  figure  «i 
la  fibre  moyenne  de  la  tige,  *et  My,  Mz  étant  pris,  pour  les  sec- 
tions snccessiyes,  dans  des  directions  homologues.  Il  prend  même, 
un  peu  plus  loin,  ces  deux  derniers  axes  suivant  les  directions 
principale9  autour  desquelles  on  a  le  plus  petit  et  le  plus  grand 
moment  dMnertie  de  la  section,  comme  nous  avons  fkit  constam- 
ment depuis  1843. 

Il  suppose,  d*abord,  qu*avant  les  déplacements,  Taxe  de  figuro 
AHH'fi  est  rectiligne  et  que  les  axes  principaux  My,  Uz  des  sec- 
tions voisines  se  corres- 
pondent ou  sont  dans  uu 
même  plan  avec  Taxe  de 
la  tige  quit  ainsi,  n*est 
ni  courbe  ni  tordue  on 
torse  dans  son  étmt  pri- 
mitif. 

Après  lesdéplaeements, 
il  rapporte  les  mêmes 
points  matériels  mue  cha- 
que tronçon  à  des  axes 
coordonnés  encore  rec- 
tangulaires Mz,  My,  Mr 
tirés  du  même  point  central  M  de  la  base,  sav(^  Mx  tangentieHe» 
ment  à  Taxe  fléchi  de  la  tige,  My  dans  le  plan  passant  par  Télé- 
ment  superficiel  a?y,  c^est-à-dire  dans  le  plan  tangent  à  la  f<^  à 
l'axe  de  la  tige  et  à  ce  que  devient  Taxe  de  plus  petit  OKMaent 
d'inertie  de  la  section  ;  enfin  Mz  perpendiculairement  à  Mz  et  à 

My.  U  appelle  alors 

aî  +  ttf    y  +  t?,    z  +  w 


qu*OD  Tout  d'un  bout  i  Tanu^^  et  qu'diei^t'appliqiieiit  noo-ieulenent  au  eu 
(euTisafé  au  $  39  de  U  note  du  n*  466  ci-detsua,  p.  846-S56)  de  Iraia  ptans  dt 
ajmétrie  de  conleiture,  mata  encore  (chap.  U,  arl.  16  de  notre  Mémoire  aor  la 
torilon  de  4853),  au  moyen  du  cbangeinent  dea  ooordonnéea lalAralea  y,  zen 
d*autrea  y',  z',  et  de  l'égalité  h"=  h"'  que  H.  Kirehboff  admet  comme  nous  atee 
Green,  au  caa  pins  général  où  11  n'y  a  de  plana  de  ajmétrie  qœ  lea  aeclioM  traaa- 
vcrtaiea,  cbangemenl  ou  linpIiOcation  qui  conduit  au  méom  résultat  eomma 
nous  l'avona  observé  plus  haut  ($  79,  6%  p.  774)  que  Tuaage  direct  dea  équa- 
tions non  réduites  iadéflnie  (73)  et  déOnie  (74)  du  $  35  de  l'app.  m,  p»  607, 
poaéea  par  lui  en  4859  et  par  noua  en  4869  (Société  philomatbiquo,  SSjuiUet). 
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les  coordonnées  infiniment  petites  du  point  du  tronçon  qui  avait 
primitivement  les  coordonnées  x^y^z;  en  sorte  que 

U^    Vf    to 

donnent,  pour  chaque  tronçon,  les  déplacements  des  points  non 
pas  dans  l'espace  mais  dans  son  intérieur;  déplacements  nuls  en 
M,  et  tels  que,  conformément  aux  équations  de  détermination  (283) 
du  S  précédent, 

(288  bis)  pour  «=0,  y=0,  «=0  oo  lU  «=0,  t=0,  tt?=0,  ^  ==  ®»  "^ = ®>  jT = ^« 

Et,  pour  établir  la  continuité,  ou  pour  lier  entre  eux  les  dépla- 
cements relatifs  des  points  de  ces  divers  tronçons,  et  pouvoir  les 
cumuler  de  manière  à  obtenir  les  déplacements  absolus,  M.  KirciihofT 
se  sert  de  cette  remarque  aussi  simple  qu'ingénieuse  (')  :  que  si, 
après  que  les  déplacements  ont  eu  lieu.  Ton  considère  les  coordon- 
nées absolues,  dans  l'espace*  d^un  point  quelconque  m  d'un  tronçon 
MM'  par  rapport  à  des  axes  fixes  extérieurs  rectangulaires  OS,  Pn, 
OC,  et  si  Ton  en  compose  les  expressions  en  fonction  de 

représentant  celles  de  Torigine  M  des  petites  coordonnées  particu- 
lières an  tronçon,  après  les  déplacements,  et  de  celles-ci,  qui  sont 
x+u,  y +t7,  Z'\'W  pour  m,  les  dénotée  de  ces  expressions  des  coor- 
données finies  ou  absolues  de  m,  prises  par  rapport  à  la  petite 
coordonnée  particulière  2,  sont  égales  à  leurs  dérivées  prises  par 
rapport  à  la  distance  finie 

AM'  =  s 


(1)  Elite  a  été  appliquée  depuis  tux  èlémeDtii  des  plaques  iofinimenl  minces,  ce 
qnl  aopdréconme  une  réToluitoo  dans  la  Ûiéorie  de  leurs  changements  déforme, 
•n  permetuui  de  la  traller  exactement  et  de  se  passer  tout  â  TaU  de  ces  conside- 
raiious  peu  rigoureuses  de  développement  en  série  convergente  suivant  les  puis< 
sanees  euUéres  de  la  coordonnée  normale,  etc.,  auxquelles  Poisson  avait  eu  re- 
cours. Voyez  la  note  du  %  4,  p.  308,  du  llémoire  de  M.  KlrchbofT.  Ce  qu'il  y  an- 
nonce a  été  exécuté  par  un  de  ses  élévef ,  M.  Gebring,  dans  une  thèse  de  doctorat 
{De  ySqHatiombMg  quUnu  aquiUbrium  et  moins  laminm  crUiuUinm  diefinimUnr 
DiêsêriaiêQ  inaugwlii.  Beroiinl,  MDCCCLX). 

I.  Ii3 


834  SECT.   I.    RÉSISTANCE  DES  SOLIDES. 

Cùfnptée  sur  Vctxe  de  figvre  de  la  tige  entre  son  extrémité  K  et 
le  tronçon. 

Et,  en  eifet,  d'après  la  forme  primitive  supposée  &  la  tige,  les 
coordonnées  finies  de  m  par  rapport  à  des  axes  fixes  qaelconqaes 
croissent  bien  évidemment  d^une  manière  égale,  soit  qu*oo  paasc 
du  point  m  à  un  point  voisin  m^  du  môme  tronçon»  situé  sur  une 
même  parallèle  aux  a;,  la  base  M  restant  fixe,  soit  qu'on  avance 
tout  le  tronçon  d'une  quantité  MM|  =  mm^  »  c'est-À-dire  qu^on 
déplace  sa  base  M  d'une  distance  MM|  =  ds^  égale  à  mm^  =  dr  le 
long  de  Taxe  de  figure  d'abord  rectillgue  AMM'B»  sans  que  le  point 
m  qui  fait  partie  du  tronçon  change  de  distance  x  à  cette  base. 

Cette  égalité  ou  relation  est  facile  à  exprimer.  Ajov^os  chaque 
coordonné  S,  i)»  X,  du  centre  M  avec  la  prcgectioO}  sur  sa  direclîon, 
de  la  ligne  brisée  (x+u)+(y +t?)+(2+«9)  des  petites  coordonnée  de 
m  mises  bout  à  bout/.et  représentons,  comme  aux  SS  ci^dessus»  par 

®a:Ç»      ®»T1'       '       ^*; 

les  cosinuB  des  «Bgta  foroiés  avec  les  axes  (»  «),  ^  des  coordonnées 
fixes,  par  ceux  des  petites  coordonnées  mobiles  c,  y^  %\  nens 
aurons 

!Ç+(a;+M)c^4-(y+t7)  c  c-f-(2J+tr)cc, 
ïl+(«+w)c^^+(y+t;j  c^,+(2+ti?)c^^, 
Ç+(x+u)c^+(y+r)  c^-H5+«?)c^ 

Leurs  dérivées  par  rapport  à  x  doivent,  disons-nous,  être  égales 
à  leurs  dérivées  par  rapport  à  s.  Or  les  neuf  cosinus,  et  S,  r^,  C, 
coordonnées  de  M,  ne  varient  qu'avec  s.  On  a  donc  ces  équations, 
base  de  toute  l'analyse  ci-après 

/^  ,  du\  dv        ,  dw  ^        dÇ  ,  âAi^      .  dv  dw.     , 

éCt  <te  t  de  c 

(285)  (  ^ 

'  /,      du\  dv  dw  dn     du  .        ^     *t 

(<îu\  do  dw  dC     du  ,  .    i     *^ 


«Ti 


286) 
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Ajootoiw-Jes,  multipliéei9r08p0ctir6iiieii(parc  e  c^  Oe;fljou- 
toBs-les,  en  second  Heu,  multipliées  par  c  ç  c  ^  c  r;  en  troi- 
sième lieu,  multipliées  par  c  e   c      c  k  ;  il  ne  restera  dans  les 

premiers  membres  de  ces  équatioofHSOmmes,  que  ^  +  ^*  ^~>  7* 

respectivement,  en  vertu  des  six  relations  connues  entre  les  neuf 
connus.  Or  faisons,  en  nous  appuyant  sur  les  différentielles  des 
trois  relations  telles  que  CcCcH-c^c,  +  CrCr  =  0, 

de  p  dQ  ^         de  y  dOt  de  ^  dCf 

^4  ds  ^^in  d9  +^^ds  "^^i^lT     ^^  ds      ^^fCdT-^P' 

dOt  do  ^  dCr  de  c  de  ^  dOr 

de  5  ^        de  dc^r  de  c  de  de  r 

y^  ds         »^  ds         yÇ  dj  «p^  d*         '^  d^         A  ds 

qu;stQtîté9  d^nt  nou^  verrons  tout  à  Theure  U  «j^oifi^tton.  Et,  ^n 
reœarqvaut  que  Im  différentielles  ^,  dn*  dCàeft  i$oof doontes  de 
M  p9r  rapport  à  iV^?  ',  om  ea  dopt  ^iles  Augmeotept  quwidM  pMs«e 
de  M  i^  «»0  ppint  yol^ia  Mit  %iim  Mtué  mr  Ta^  coiurbâ  de  to  t%e, 
spot  pit990riioim0U<9P  mix  cosîquh  q^^  o^^^  c^  àsfi  MglM  de  mfi 
avec  OS»  07)9  Ot:,  faisons 

<'.«'*'    "rt***    "j:'^ 

Les  éqaatlons-sommes  sont  donc 

,        ,  dr       dv    .     ,    ,    ,         /    .     V 
du?      dw    ,      /    .    V         /    .    N 
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Mais  OD  n*a  pas  encore  eu  égard,  JusquMcl,  à  ce  que  les  diotea- 
sioDs  transversales  de  la  tige  sont  infiniment  petites.  Cette  circon- 
stance introduite  permet  à  M.  Kirchhoff  de  simplifier  encore  ces 
trois  équations  (288)  par  la  suppression  de  tous  les  termes  en 
Uy  r,  U7  de  leurs  seconds  membres. 

Pour  cela,  il  appuie  de  divers  raisonnements  et  calculs  les  prin- 
cipes suivants  de  mécanique  infinitésimale,  que  tout  le  monde, 
nous  le  pensons,  lui  accordera  comme  évidents  : 

i*  Si  Ton  assujettit  quelque  part  un  corps  élastique  de  dimen- 
sions finies  de  la  même  manière  qu'on  fait  pour  rendre  immobile 
un  corps  rigide,  c^est-à-dire  si  Ton  rend  fixes,  outre  Tun  de  ses 
points  matériels  (S  précédent,  p.  827),  une  droite  matérielle  infini- 
ment petite  qui  y  passe,  et  une  face  matérielle  infiniment  petite 
passant  par  cette  droite,  les  autres  points  du  corps  ainsi  empêché 
de  glisser  et  de  tourner  rC éprouveront  ensuite  de  déplacement  que 
si  des  forces  extérieures  y  agissent* 

2*  Si,  sur  le  corps  ainsi  assujetti,  Ton  fait  successivement  agir, 
aux  mêmes  points  de  Tintérieur  ou  de  la  surface*  deux  systèmes 
de  forces,  tels  que  celles  du  premier  soient  infidiment  plus  petites 
que  celles  du  second,  les  déplacements  produits  par  les  premières 
seront  infiniment  plus  petits  que  les  déplacements  produits  par 
les  secondes. 

3*  Si  le  corps,  supposé  encore  assujetti  quelque  part  de  cette  ma- 
nière en  une  de  ses  parties,  a  des  dimensions  infiniment  petites  en 
tous  sens  (il  est  entendu  qu'alors  les  éléments  linéaire  et  plan 
rendus  fixes  sont  înfiniments  petits  d'ordre  supérieur),  les  dépla- 
cements de  ses  points  seront  infinirnerds  plus  petits  que  ceux  des 
points  homologues  d*un  corps  semblable  de  même  matière  et  de 
dimensions  finies,  ces  points  homologues  étant  supposés  sollicités 
dans  les  deux  corps  par  des  forces  de  même  intensité  pour  Tunîté 
de  volume  des  éléments  solides  ainsi  que  pour  Funité  de  superficie 
des  éléments  de  la  surface  enveloppe. 

A*  Mais  les  dérivées  de  ces  déplacements  par  rapport  aux  coor- 
données des  points  seront  aussi  grandes  dans  le  corps  infintmeni 
petit  que  dans  le  corps  fini  et  semblable,  en  sorte  que  les  déplace- 
-ments  dans  celui-là  sont  infiniment  petits  vis  à  vis  de  leurs  déri- 
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vées,  si  les  déplacements  et  leurs  dérivées  soot,  dans  oelui-cl,  du 
même  ordre  de  grandeur  (^). 

De  \h  II  résuite  qu*on  peut^  avec  ce  Savant,  eflTacer  comme  né- 
gligeables u»  V»  w  dans  les  seconds  membres  des  trois  équations 
(288)  dont  les  premiers  membres  sont  occupés  par  les  dérivées 

•j^y  ^,  -^  de  ces  déplacements  du  point  quelconque  m  du  tron- 


(1)  Ce  quatrième  principe,  irés-dssenliel  i  employer,  ne  paraîtra  pai  moiDS  évident 

que  les  trois  autres,  si  l'on  considère  que  le  corps  infiniment  petit  se  trouve  dans 

le  même  cas,  quant  â  l'ordre  de  grandeur  des  déplacements  et  de  leurs  dérivées, 

que  l'élément  du  corps  fini  qui  comprend  l'endroit  assujetti.  Les  dérivées  des  dé- 

•  du 

placements,  par  exemple  les  dilataUons  --^,  y  sont  du  même  ordre  de  grandeur 

ax 

que  dans  le  reste  du  corps  fini,  bien  que  les  déplacements  eux-mêmes  v, , 

y  soient  infiniment  plus  petits  qu*à  des  distances  finies  du  point  immobile  ;  et  si  les 

du  y  sont  pris  plus  petils,  les  dx  le  sont  dans  la  même  proportion,  de  9orle  que 

du 
les  rapports  —  sont  les  mêmes  aux  points  semblablement  placés  dans  les  deux 
do 

corps. 

Voici,  au  reste,  à  peu  près  comment  l'émincnt  proresaeur  tire  ce  principe  des 
trots  équations  indéfinies  (38)  écrites,  eu  égard  i  (1S),  sous  la  forme  suivante^  qui 
sont  à  satisfaire  partout  (on  n'écrit  que  la  première  des  trois) 


+ 


d  r         du  (du      dvV]       dV  rf»   .      1 

S  L*'"'  S + - + ''^  U + £  JJ + dy  L"''"^'  S  -^  -J 

d  r         du  \ 

rfz  L       '  dx  J 

et  des  trois  définies  (39),  de  la  forme  suivante,  à  satisfaire  à  la  surface  seu- 
iement  (on  n'écrit  que  la  première) 

*****  ^  +  ••  •    «»(n,  a?)  +  [■«»«•  S  +  '•  •  I  ^••^"'  ^J  "*■ 

•,«xas~-|-...    cos(n,«)  =  «rcos(n,o), 

ainsi  que  des  six  équations  particulières  ou  d'assujettissement  (283  dû)  à  salis* 
faire  pour  rr=0,  v  =  0,  z  =  0  : 

.  =  0,  »  =  0,  ,,  =  0. -=0.  _  =  0,  -  =0. 

Il  fait  dans  ces  douie  équations,  posées  pour  le  corps  infloinent  petit, 

>f  =  ix,  y  =  iy,  2r=ii, 
i  étant  la  fraetioo  iaflnimeni  poUte  qui  exprime  la  proportion  dans  laqMlleil  faut 
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çoD  MM'  pàf  rapport  aux  àxes  tn(ybfle9  ou  variable  fax,  My,  M2.  Ce 
corps  MM'  est,  en  effet,  InfiDimeDt  petit  êti  tous  sens,  et  il  satfsfnit 
aux  conditions  d^aésujettùsement,  car  Porf^ine  des  ôôerdonnées 
primitlvea  x^  y^tûem  comme  de  aes  coofdonnées  nonvelles  x+u, 
y+r,  z-^w  est  un  de  ses  points  matériels.  M;  Taxe  des  x  ou  t-^u^ 
supposé  tangent  à  Taxe  de  figure  MM',  se  trouve  pris  ainsi  d&ns  la 
direction  d'un  des  éléments  linéaires  matériels,  et  I*on  suppose  aussi 
qu^on  prend  pour  le  plan  des  xy  le  prolongement  d*nn  des  élé- 
ments plans  matériels  passant  par  le  même  élément  linéaire,  par 
exemple  Télément  plan  passant  par  Tun  des  deux  axes  pHneipaux 
de  la  soction,  en  sorte  qu*on  a  bien  les  six  équations  partietilières 
(283  bis)  de  non  déplacement  d'un  point  et  de  deux  éléments,  expri- 


rMuire  1m  dimensions  Hnéairei  da  eorps  fini  pour  avoir  ceiles  eu  eorpi  setnblable 
inflnimeDt  petit,  et  il  itouUiplie  tous  les  termes  par  i*«t  I  pour  ne  les  aroir  plus 
aux  dénoroioatcurs.  Il  en  résulte  douze  équaiious  toutes  semblables^  exoept6qa'anx 
coordonnées  infiniment  petites  z,  y,  z  des  points  de  celui-ci  se  troarent  substi- 
tuées les  coordonnées  finies  x,  y,  z  des  points  homologues  de  eelui-là,  et  que, 
dans  lea  seeondl  membres  des  six  premières  équations,  les  foroei  X,  Y,  Z  agissant 
sur  rmUé  de  TOlumc,  et  la  forÊe  fz  agfslant  sut*  Tanité  dé  surfaeé,  se  trouvent 
remplacées  par 

i>X,  i%   1*S  «I  io. 

Or,  ainsi  transformées,  ces  douze  équations  montrent  bien  que  les  déplacements 
u,  t*,  w  qui  sont  toujours  ceux  des  points  dii  corps  infiniment  petit,  dus  aux  forces 
X,  Y,  Z  et  tar,  sont  ce  que  seraient  les  déplleementa  homologues  dans  le  corps  fini 
s'ils  étaient  déterminés  par  des  forces  infiniment  plus  petites  iv  que  celles-d  à  la 
surface,  et,  i  Tintérieur,  par  des  forces  i*X ,  i%  1*Z  négligeables  comme  encort 
plus  petites  dans  une  proportion  infinie. 

Mais,  pour  le  corps  infiniment  petit,  sollicité  par  les  forces  c,  etc.,  les  oeur 
dérivées 

du i  du    du 4  cftt  dw A  dw 

5i'"TS'  di'^ldi'  ST""!  diT' 

4  du  dw 

--  fois  ou  ioflaiment  i^ut  grandM  que  1m  ilérivéea  anatogiiefl  -;•  »  *....  —  nia- 
i  ax  dt 

tives  au  corps  fini  sollicité  par  les  forces  ici,  etc.,  sont,  comme  on  voit,  du 
même  ordre  de  grandeur  que  aéraient  ces  dernières  dérivées  si  la  surface  da  corps 
fini  était  souniaR,  par  uMllA-,  aui  mêmes  toroea  car  qui  agiaaent  anf  le  cbrps  infini- 
ment petit  ;  en  sorte  que,  comme  l'exprime  M.  Kirchhofl'^  les  déplacements  u,  v,  v 

dans  le  pHU  corps  feont  Wfen  infiniment  petiU  vis-à^vts  de  leurs  dérivées  — , 

«fa* 
du  dw 

5y'  rfi' 
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maut  la  canditioa  80U9  laquelle  se  trouvent  étaMIs  les  quatre  priu- 
cipes  énoncés. 
Or  on  peut  aussi,  dans  les  seconds  membres  de  (288),  effacer 

du      dv     dw 
di'     ds^    1s 

si  Ton  suppose,  comme  dit  M.  KIrohhoff,  que  ces  coefflcieiUs  diffé-^ 
reniiels  ne  sont  'pas  infiniment  grands  vis^^vis  de  u,  t?,  w;  car 
alorsi  d*aprôs  oe  qu'on  vient  de  voir»  ils  sont  négligeables  comme 

«  .  •  .  •  .  ,        du    dv   dw 

infiniment  plus  petits  que  les  premiers  membres  j-,  g-,  •^. 

Et  ceci  n*a  rien  de  contraire  à  ce  qui  a  été  montré  tout  à  Theure 
do  rindifférence  des  diiférentiations  opérées  par  rapport  à  x  ou 
par  rapport  &  ^,  car  il  s'agissait  des  déplacements  aàsolus  des 
points  de  la  tige  dAis  Tespace,  tandis  qu'il  s'agit  maintenant  de 
u^  V,  t^t  déplacements  relatifs  dans  Tintérieur  de  chaque  tronçon. 
On  conçoit  très^bien  que  les  déplacements  absolus  augmratent  de 
mémos  quantités  soit  qu'on  aille  d'un  point  pris  sur  la  première 
base  M  au  point  correspondant  de  la  deuxième  base  M' d'un  même 
tronçon  MM',  soit  qu'on  aille  du  point  m  de  oe  tronçon  au  point 
homologue  m' du  tronçon  suivant*  M'M'^  i  mais  qu'il  n'en  soit  nulle- 
ment de  même  pour  les  déplacements  relatifs  u,  v,  w  pris  par  rap- 
port aux  axes  se  croisant  iiu  centre  de  la  base  fle  chaque  tronçon. 
Il  est  clair  que  ces  derniers  déplacements  doivent  varier  incompa- 
rablement plus  d'un  bout  jt  l'autre  du  môme  tronçon  MM'  où  ils 
sont  rapportés  aux  mêmes  axes  Mx,  My,  Uz^  que  d'un  point  d'un 
tronçon  au  point  homologue  d'un  autre,  où  ils  sont  rapportés  à  de 
nouveaux  axes  M'a;',  lA'y\  M'z',  qui  ont  d*autres  directions  en  raison 
précisément  des  différences  des  déplacements  qui  ont  eu  lieu  d'un 
bout  ft  Pautre  de  MM'. 

Si,  d'un  tronçon  à  l'autre,  les  déplacements  homologues,  relatifs 
&  ces  axes  différents,  variaient  d'une  quantité  de  Tordre  de  la  dis- 

tance  ds  des  bases  de  ces  tronçons,  en  sorte  que  ^  fût  du  même 

du 
ordre  de  grandeur  que  -^,  c*est  que  la  tige  aurait  éprouvé  de 

brusques  variations  de  forme,  telles  que  des  fl^iioBB  angulemes  on 
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des  tondons  non  gradoelles.  Or  c^mi  eé  qfn\m  ne  BQ^peie  jewds 

dans  les  questions  comme  celles  qui  nous  occupent;  ^«  ^»  -^ 

du    étv    dw 
doivent  donc  être  négligées  derant  j-,  j-,  -t-. 

(tx    az    ax  - 

Les  équations  (288)  se  réduisent  en  conséquence  à  - 

/««Av    du        .  dv  dw 

(289)    ^^t  +  qz^ry,     ^-=rx^pz,    ^  =  Mf-««- 

S  96.  2*  IrUerprétation  et  conséquences  de  ces  équations  (989). 
—  Dans  ces  équations,  x,  y,  z  sont,  pour  un  tronçon  quelconque, 
les  coordonnées  infiniment  petites  primitives  d*un  quelconque  de 
ses  points,  rapportés  à  des  axes  coordonnés  pris  dans  ee  tronçon 
même,  et  v,  r,  w  sont  ce  dont  il  faut  les  augmenter  pour  aroir  les 
coordonnées  ultérieures  du  même  point  par  rapport  à  des  axes 
nouveaux  Mx,  My,  Mz  aussi  rectangulaires,  ayant  même  origine  M 
au  centre  de  gravité  de  la  base,  Mx  étant  tangent  à  Taxe  fléchi  de 
la  tige,  et  le  plan  xViy  passant  par  Blx  et  par  la  tangente  à  Taxe 
principal  de  plus  petit  moment  d'inertie  de  la  section. 

e  représente,  diaprés  (287),  la  dilatation  langitudintile  de  Vase 
de  la  tige  en  M  ;  car,  comme  les  coordonnées,  avant  et  après  les 
déplacements,  des  deux  points  M,  M' de  cet  axe,  sont  respectivement 

ï»  1»  î:»  et  ï  +  gjd*,   'n-\--^ds,   i:  +  --d*, 
rallongement  subi  par  la  portion  MM'  de  la  tige  est  : 

Quant  aux  quantités  p,  g,  r,  les  formes  (286)  de  leurs  expressions 

de  e  de  de  » 

telles  que  c e  -7^  +  c «  -7^  +  Cr-^i^  sont  connues  dans  me 
^       A  ds        •''{  ds         f^  ds 

théorie  dynamique,  celle  de  la  rotation  d*un  corps  solide  autour 

d*un  point  fixe.  Si  en  elfet  Ton  y  met  en  dénominateurs  Télément 

dt  du  temps  t  au  lieu  de  Téiément  ds  de  Tare  AMB,  I,  n,  IT  étant 

tom'ours  les  directions  d*axes  coordonnés  fixes  dans  Te^pace,  elles 

représentent  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  Instantanée 
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d>]n  pareil  corps  autoor  d^axes  rectangulaires  mobiles  x,  y,  z  liés 
arec  lui  et  se  croisant  au  centre  fixe  de  rotation.  Elles  représentent 
aussi,  comme  Ta  remarqué  M.  Duhamel  (')«  les  cosinus  Infiniment 
petits,  divisés  par  d/,  des  angles  presque  droits  faits  par  chacun  des 
trois  axes  rectangulaires  mobiles,  avec  les  directions  qu'auront  les 
deux  autres  après  cet  instant  dt. 

Analogiquement,  pour  en  revenir  à  notre  problème  statique,  si 
nous  appelons 

les  directions  des  axes  rectangulaires  Waf,  M'y\  MV  tracés  dans  le 
tronçon  suivant,  M'M",  après  les  déplacements,  de  la  môme  ma- 
nière que  Tont  été  Mx,  Mi/,  Mz  dans  le  tronçon  MM',  remarquons 
qu'on  a,  d*après  (286), 

/     do  t  de  ^  de  »\ 

et  ainsi  de  même  des  cinq  autres  cosinus  analogues  ;  en  sorte  que 
t9iM\  «1  —  ?îîL — Zl5»»'     /»— ?fL— ZZ-îf!     •• 5»fL— ZZ5sL- 


c'est-à-dire  que  pds^  qds^  rds  sont  les  projections,  sur  M2,  Mx,  My, 
de  Tunité  de  longueur  portée  sur  les  lignes  aussi  rectangulaires 
My,  MV,  MV,  ou,  au  signe  près,  les  projections  sur  My,  Mx,  Ma: 
de  la  même  unité  portée  sur  M'2',  MV,  uy  respectivement.  Autre- 
ment, 

P.     g.     r 

sont  les  rotations,  rapportées  à  l'unité  de  la  distance  ds  des  deux 
sections  M,  M'»  qu'il  ftuit  faire  subir  à  la  première  en  même  temps 
qu*on  amène  par  une  translation  son  point  central  M  en  M',  pour 
que  l'élément  matériel  de  l'axe  de  la  tige,  qui  lui  est  lié,  vienne 
coïncider  avte  l'élément  correspondant  partant  de  M',  et  pour 

(>)  Cottn'd«  MéeaaiqM,  V  édiiioa  (IS53),  t.  S,  i*  409  (doU). 
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qa*il  7  ait  aussi  coïncidence  entre  les  éléments  plans  passant  en  M 
et  en  M',  par  ces  éléments  linéaires  et  par  ceux  qui  appartiennent 
aux  axes  principaux  de  moindre  moment  d'inertie  des  deux  aee- 
tiens. 

D*oû  Ton  peut  voir  que  : 

p  est  ce  que  nous  avons  appelé  la  ^ornonjusqu'ioi,  autour  de  Mx; 

q,  r  sont  les  ^exion^  que  la  tige  a  prise  simultanément  antoar 
des  axes  principaux  Mr,  My. 

Nommons  donc  pour  le  point  M,  comme  aux  notes  du  n«  83 
(p.  59)  et  du  n*  156  (p.  2^6),  et  au  3*  appendice  : 

D  la  dilatation  longitudinale; 

d  la  torsion,  ou  Tare  d*ttn  rayon  =  1  mesurant  la  rotation  rela- 
tive, autour  de  l*axe  MM\  dedeax  sections  infiniment  voisines, 
divisée  par  leur  distance; 

p'i  f  les  rayons  de  courbure  des  projectiona  de  la  courbe  d*axe 
sur  les  plans  zxQïyx\ 
nous  pourrons,  dans  les  formules  (289),  écrire 

(  a      fi     1      1 

(290  W*)    l  "^^       •     ?'•     f 

\    i  la  place  de    e,     p,     ç,    — r; 

ce  qui  donne 

■ 

/««i^     du      ^   ,   z    ,    y       dv  X       ^       dw      ^         x 

Or,  lntégi*Oiis  d*àbord  ces  équations,  cé  qui  donné,  en  repi^ésen- 
tant  par 

u»    v,    w 

• 

des  grandeurs  indépendantes  de  <1P,  ou  des  fonctions  de  y,  z  seuls 
pour  chaque  tronçon , 

\  tt=u+(;)  +  l  + J)«, 

(392)         )  \        P        P  /  ^ 

puis,  diflTéreotions  non-seulement  par  rapport  à  s  ce  qui  r»* 
produit  (291),  mais  aussi  par  rapport  à  y  et  à  2,  afin  décomposer 
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les  trois  dilatations  (û2)  ^«  =  ^f  etc.  et  les  trois  glissements 
gy,  =  J?  4.  Jf ,  etc.  Il  eu  réaalte  les  formules 

^-=^  +  ^  +  7'»  ^  =  ^'  ^--d? 

(293)  <  f        r  y 

Les  grandeurs  u,  y,  w  entrant  dans  (293)  ne  sont  autre  chose  que 
les  petits  déplacements  u,  v,  w  pour  x  -=  0,  c'est-à-dire  aux  divers 
points  de  toute  section  de  la  tige,  car  chacune  de  ces  sections  peut 
être  prise  pour  base  d^un  des  tronçons  Infiniment  petits  considérés. 
Ces  déplacements  sont  nuls  au  centre  de  gravité  M  «  origine  des 
coordonnées  particulières  dont  u,  t%  lo  étaient  les  augmentations. 

Ainsi 

* 

u 

est,  pour  chaque  point  de  chaque  section,  ce  dont  le  gauchisse^ 
ment  qu'elle  éprouve  écarte  ce  point  du  plan  mené  par  le  centre  M 
normalement  à  Taxe  de  la  tige  i  et 

V,     w 

sont  les  écarts  transvenaux  provenant  des  dilfttatlottâ  latérales  iy, 
ds  et  du  gli9$emmU  âe  déformation  transversale  gy^,  quand  ces 
dilatations  et  ce  glissement  particnller  ne  sont  pas  nulà  comme  cela 
a  lieu  dans  la  torsion  pure  oontidérée  à  la  note  du  n*  156. 

Les  équations  qui  précèdent  sonti  on  peut  le  dire,  de  pure  ciné- 
matiquoi  ou  tout  à  fait  indépendantes  desl  Intensités  et  du  mode 
d'application  et  de  distribution  des  forces  mlliéltAnt  la  tige  (sous 

la  seule  restriction  énoncée  que  "jz*  ^f'jr^^  soient  pas  infini- 
ment grands  vis  à  vis  de  zi|  v,  w  ou  quMl  n*j  ait  rien  de  brusque 
dans  la  marche  des  effets  de  ces  forces  d'un  bout  à  l'autre  de  la 
tige}.  Elles  sont  le  résultat  de  la  seule  supposition  de  dimensions 
transversales  infiniment  petites. 

Or  les  deux  dernières  de  ces  expressions  (293),  savoir  celles  des 
glissements  g^^  g,«,  ne  sont  autre  chose  que  celles  [$$  8, 9  de  la  note 
dit  r\^  156,  ou  S  35  du  3*  appendice,  formules  (72)]  que  nous  avons 
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données  en  1847  et  en  1853  (*)  pour  les  glissements  produits  par  k 
torsion  d^un  prisme  quelconque  dont  les  fibres  droites  se  changent 
en  hélices  toutes  de  même  pas  ;  ce  qui  n*a  lieu  rigoureusement, 
quand  les  dimensions  transversales  sont  finies,  qu*autant  que  ce 
prisme  est  sollieitéd*une  certaine  manière  sur  ses  bases  extrêmes, 
comme  nous  l'avons  prouvé^  et  M.  Clebsch  après  nous  (S  94}.  La 
première»  celle  de  d*,  se  compose  de  la  dilatation  de  Paxe  plus  deux 
termes  semblables  au  terme  unique  qu^on  tire,  dans  la  théorie 
ordinaire  de  la  flexion,  de  Thypothèse  que  les  sections  restent 
planÏBS  et  normales  aux  fibres,  mais  que  nous  avons  démontré  sub- 
sister lorsque,  conformément  à  la  réalité,  ces  sections  sont  suppo- 
sées en  outre  s'incliner  et  se  courber  d'une  manière  qui  pour  s'ac- 
complir exactement  exige  encore  un  mode  particulier  de  sollicitation 
et  do  distribution  des  forces  sur  les  bases  extrêmes  des  prismes 
quand  ces  bases  ont  des  dimensions  finies.  On  voit  maintenant  qoe 
ces  trois  expressions  de  la  dilatation  longitudinale  et  de  deux  glis- 
sements sont  vraies  (même  lorsqu'il  y  a  simultanément  de  petites 
dilatations  et  déformations  transversales  Dy,  d„  gy,  que  nous  avions 
abstraites)  pour  tout  mode  d'application  et  da  distribution  des 
forces  sollicitantes  H  la  section  transversale  a  des  dimensions  inji' 
nimefU  petites^  et  qu'alors  les  parties  des  glissements  g^,  g»  ou  de 
l'incurvation  des  sections  qui  accompagnent  Itijlexion  inégaie  m 
qui  ne  viennent  pas  de  la  torsion  (*),  sont  négligeables;  toutes 
choses  que  nous  avons  dites  avoir  lieu  à  peu  près  et  avec  l'approxi- 
mation désirable  lorsque  les  dimensions  transversales  sont  seule- 
ment petites  par  rapport  aux  dimensions  longitudinales. 

Toute  notre  théorie  de  la  torsion,  et  ce  que  nous  avons  dit  de  la 
possibilité  de  l'application  trèsmpprochée  de  ses  formules  à  la  pra* 
tique,  se  trouvent  ainsi  confirmés  par  l'analyse  et  les  considérations 
délicates  de  M.  Kirchhoff, 

On  le  vérifie  en  substituant  les  expressions  précédentes  (293) 
dans  les  formules  de  composantes  de  pression  (29),  p.  577,  ou 


(>)  Conptes  reûduf ,  29  mars,  t.  XXIV,  p.  4S7;  et  Savints  étransen,  t.  XVI, 
art.  50,  fora.  (403). 

(•)  G'eit^-dire  les  partiet  d«  g««,  gsy  qu«  nout  appeUont  g'| ,  f"|  au  $$44  à 
46  (46  lurtOttt,  p.  403406),  ou  g',  g"  au  Tbéorèiii«IV,  $  48  dudeuzièBC  àppm- 
dicf,  p.  537. 
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plutôt  (174),  p.  759,  relatives  aa  cas  d'un  seul  plan  de  symétrie  de 
contextare,  perpendiculaire  à. la  coordonnée  longitudinale  x,  que 
Ton  ne  prend  toujours  que  pour  une  portion  de  tige  de  longueur  in- 
finiment petite,  et  ces  formules  dans  la  première  équation  d'équi- 
libre indéfinie  (3b)  1^  4-  ^  +  %  =  0,  dont  on  peut  ainsi 

effacer  le  premier  terme  vu  que  D,  0,  p',  p''  sont  constants  dans  cette 
étendue  infiniment  petite  MM',  et  substituant  aussi  dans  la  première 
équation  définie  (39)  qui  se  réduit,  sur  la  surface  latérale  supposée 
non  pressée,  à|7«yC0s(n«  y)  +PMCos(n,  z)  =  0. 
Ces  substitutions  donnent  en  effet 

et,  au  coolour  des  sections 


(29A) 


[.(i+%)+b'(|-fe)]».(.,.)+ 

+K§+'»)+'®--)].«-<».»'='. 


équations  semblables  à  (73)  et  (74),  p*  607-608  [en  faisant 
h''=h"'=h'  suivant  les  égalités  (149)  du  $  70,  p.  710];  et  se  rédui- 
sant, quand  on  se  trouve  dans  le  cas  particulier  de  trois  plans  de 
symétrie  yz^  zx,  xy^  ou  bien  quand  on  change  les  coordonnées 
transversales  comme  aux  p.  6ii,  771,  à 

«■$*«'g=«.»'(S+«»)*-<''(^-''h=» 

de  notre  mémoire  de  1853  et  du  S  39  de  la  note  du  n*  156,  p.  348  ; 
et  qui  servent  à  déterminer  la  variable  u. 

Et»  pour  déterminer  les  deux  autres  inconnues  v  et  w»  M.  Kirchboff 
montre  autrement  que  nous  que  l'on  satisDait  aux  autres  conditions, 
comme  nous  l'avons,  dit-il,  remarqué  le  premier,  en  posant  pour 
tout  le  solide  : 

(296)  P»y  =  0,    p«  =  0,    p„,  =  0 

(ou  les  équations  (280)  prises  pour  point  de  départ  par  M.  Clebsch)  ; 
car  M.  Kirchhoff  observe  qu*en  mettant  dans  (296)  pour  p^^  p.., 

p,,  leurs  expressions  (29)  ou  (174),  et  (293)  «^  +  ^  +  ^  pour  iJir»  on 

p       p 
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ta*a  ppur  Dy^  dj,  gg,  dos  expresâona  en  y»  2  de  forme  liaéaira,  sa- 

tisfoisant  piur  conséQuent  à 

« 

condition  de  compatibilité  (50),  p.  596,  sous  laquelle  ^y,  d^,  g^^s  peu- 
vent avoir  les  formes  (293)  ;  etc. 

On  peut  observer  que  les  équations  différentielles  obtenues  sont 
encore  applicables  quand  la  torsion  6  varie  légèrement  avec  j,  00 
change  graduellement  d'uo  bout  à  l'autre  de  la  tige,  comme  quand 
elle  est  constante.  Gela  permet  de  passel*,  san^  Tespèce  de  postula- 
tum  invoqué  $  /i2  (p.  633)»  du  c^  de  TéquIUbre  de  torsion  au  cas 
de  vibrations  tournantes,  dont  M.  KIrchfaoff  démontre,  du  reste, 
aussi  l'équation  un  peu  plus  loin. 

On  peut  voir  aussi,  conformément  i  ce  qui  a  été  dit  au  commen- 
cement du  S  précédent,  que  les  expreavons  (293),  conséqneiices  de 
la  petitesse  des  dimensions  transversales,  s'appliquent  aussi  bien  à 
une  tige  dont  la  section  varie  graduellement  et  légèrement  qu'à 
une  tige  de  section  constante,  pourvu  que  son  axe  soit  primitive* 
ment  rectiligne,  et  que  les  points  homologues  des  sections  voisines 
se  correspondent,  condition  qui  est  remplie  si  les  axes  principaux 
de  plus  petit  moment  d'inertie  sont  dans  un  même  plan.  En  eiï^t, 
malgré  le  petit  défaut  de  parallélisme,  à  Taxe  MM'  (figure  p«  833)* 
des  fibres  joignant  ces  points  homologues,  si  Ton  prend  sur  Tune 
quelconque  d'entre  elles,  comme  au  $  précédent,  mm^  égal  ^  MM] 
ou  ds,  on  aura  toujours,  à  cela  près  d'infiniment  petits  d^ordre 
négligeable»  les  mêmes  accroissements  des  coordonnées  Sni^  1$ 
7),  X,  du  point  m  dans  Tespace,  soit  qu'on  passe  da  m  en  m|  sur  cette 
fibre  dans  un  même  tronçon  MM',  soit  qu*on  avance  tout  le  trpnçon 
de  la  quantité  MM^  en  conservant  la  distance  xdQm  ^  \a  hw  ^  * 
en  sorte  qu*on  peut  toujours  regarder  ces  coordomié^  JOuiie?  ^  n« 
l  comme  ayant  les  mêmes  dérivées  par  rapport  à  x  qqç  par  rap- 
port à  s  ;  d'où  les  équations  (235)  et  les  formules  qui  suivent 

Enfin,  toutes  ces  formules,  en  les  employant  doublement,  peu- 
vent fournir  ee  qui  <99(  relatif  à  um  tige  n«t«reltonent  courbe, 
comm^  le  remarque  très-biefli  M.  mrcbhoff  ;  ot,  aiwi»  k  ime  ti^e 
naturellenie/U  tordue^  c'est-à-dire  analogue  à  une  colonne  torse,  ou 
dont  les  sections  transversales  successives  n'ont  pas  leurs  axes  de 
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moindre  OU  de  plus  grand  moment  dlnertie  dans  un  même  plan.  Il 
mifllt,  pour  cela,  de  supposer  Imprimée  à  la  tige  une  première  d6- 
formation  qui  la  rectifie  et  la  détorde,  et  de  prendre  pour  cet  état 
les  petites  coordonnées  x,  y^x,  qui  seront  alors  parallèles  à  son  axe 
de  figure  et  aux  axes  principaux  d^inertie  de  ses  sections;  puis  à 
Imprimer  à  la  tige  une  deuxième  déforraalâon  qui  ramène  à  son 
état  définitif,  en  la  faisant  repasser  par  son  état  donné.  On  a  alors 
deux  systèmes  de  trois  équations  comme  (993).  En  retrancbant 
celles  du  premier  système  de  celles  du  second  qni  y  correspondent, 
et  représentent  par  Hudice  o  les  quantités  relatives  à  celni-4à,  les 
équations  ^29S)  donnent 

w  — t?o  =  etc.,    w  — ir,  =  etc. 
Et  les  (299)  donnent 

Nous  comptons  y  revenir  quand  nous  traiterpns  (les  pièces  cour* 


(^)  On  Toit  que  les  fUxion$  autour  des  axes  transversaux  principaux  y,  2  ont 
pour  grandeuks,  quand  la  lifeéuU  pri^Uf ciagai  cow\f9, 

4  4  4  4 

P  Pop  P   o 

o«,  «n  appâtant  t,  •  ^  c  les  «iigles  q«t  fora*,  cnmC  •&  «prêt  ««  flasieM,  i'asc 
principal  y  avee  It  «ermAo  ««  ptan  oioilalMir  4e  4a  éUbre  MOffiiM  ùe  la  Uf/f,  ou 
Taxe  principal  a  avee  les  rayons  de  courbure  primitif  et  ultérieur  p»  €t  p  : 

toi  (•  -f* )    -     €«•*        «—  SÎn  {ê  -f  t)         SJBtf 

P  p.  '  P  T"' 


Btt  inlésrtBl  iKHir  Mate  feieadae  «'««e  section  «s  les  dewc  menëres  4e  le  frs- 
mière  équation  (296)  multipliés  d'abord  par  Ezdta,  puis  par  Uydtù,  on  trouve^ 
comme  au  $  3  de  la  note  du  a*  83,  p.  54,  que  ces  deux  flexions  doivent  éire  éga* 
lèesà 

El"      El"' 
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bes  à  simple  et  à  double  coarbure.  Mentioonons  toi^ours  Ici  que 
M.  Kircbboff,  en  déyeloppant  le  calcul  pour  le  cas  où  les  forces  ex- 
térieures n'agissent  qu'aux  extrémités  de  la  Uge  primitivemeot 
droite  et  prismatique,  trouve  que  les  équations  sont  les  mêmes  que 
celles  dont  dépend  la  détermination  du  roouyement  de  rotation  d^in 
corps  pesant  autour  d'un  point,  en  y  remplaçant  le  temps  /  par 
l'arc  «9  et  les  trois  moments  d'inertie  principaux  du  corps  tour- 
nantt  par  les  coefficients  appelés  ci-dessus  GJ\  £1',  sr  qui  multî- 
plies  par  la  torsion  et  les  flexions  donnent  les  moments  des  forces 
capables  de  les  produire;  ce  qui  découle  de  l'assimilation  d^ 
signalée  ci-dessus  entre  ces  deux  genres  de  problèmes.   . 

M.  Kirchhoflr,  comme  l'on  voit,  en  1859^9,  se  plaçant  résolo- 
ment  dans  l'hypothèse  de  dimensions  infiniment  petites  suivant  le 
sens  transversal,  et  partageant  les  tiges  dans  le  sens  de  leur  lon- 
gueur en  tronçons  aussi  infiniment  courts  dont  il  lie  entre  eux  les 
déplacements  par  des  espèces  d*équations  de  continuité,  arrive, 
au  moyen  de  considérations  de  pure  géométrie  ou  de  cinématique, 
quand  ces  tiges  sont  sollicitées  d*une  manière  quelconque,  à 
des  résultats  qpi  avaient  échappé  à  l'analyse  de  Caachy  (note  du 


tfy,  Um  èual  lei  BomeBU  ëei  fbreet,  et  1',  I"  les  noBMU  d'ioorlle  de  U  teelioa 
autour  de  tes  «lef  principeux  y  et  z. 
Il  est  radie  ds  voir  aviti  qu'on  a  It  toriiou 

a*       t       u 

de      di 

--  et  -'.  étant,  ayant  et  aprèi  les  déformitioBt,  lea  anglei  que  font  ensenble  let 

plans  oscmlateors  menés  en  deui  points  de  Taxe  i  la  distanee  tfa.  On  a,  ainsi,  les 
èquaUons  qoe  nous  avons  données  en  4843  et  4 844 (Copies  rvMbia,  t.  XVH. 
p.  95a,  et  t.  XU,  p.  44),  dont  on  dédnit  que  U  flexion  rénOUmie  est 

et  non  pas  -  —  ^  oomme  l'ont  pensé  quetoues  autears  qni  oubUalenl  4e  leair 

P       h 
compte  de  l'angle  c  dont  le  rayon  d^  courbure,  ou  la  trace  du  plan  oscolaieur  sur 

une  section,  tourne  généralement  sur  le  plan  de  celle-ci  par  l'effet  des  déplacements 

quand  la  courbe  d'axe  est  â  double  courbure  (  On  peut  voir  aussi  Comples  rsM- 

diM,  n  Juin  4863,  t.  LVI,  p.  4450,  et  Société  philomathique  8  aoAi  1863,  ou 

17iu<itNf,n«4554). 


APPENDICE  COMVlêHENTAIRE..  8!i9 

S  39,  4*  appendice,  p.  621)  fondée  sur  la  sapposition  de  dimen- 
sions très-petites  et  de  déTeloppablllté  des  diverses  grandeurs  en 
série  convergente  suivant  les  piilsaanoes  entières  de  ces  dimen- 
sions. 

Nous  avons  dû,  dans  lintérôt  de  l'avancement  de  la  science  théo- 
rique et  pratique,  tenir  à  Justifier  par  la  citation  de  travaux  de 
deux  émfnents  professeurs  des  Universités  de  TAllemagne,  des  for- 
mules nouvelles  peu  connues  jusquMci  en  France  quoique  approu- 
vées par  PAcadtoie,  et  dont  nous  nous  sommes  elToreé  de  rendre 
(à  la  note  du  n*  i$6  et  au  2*  appendice)  l'établissement  simple  et 
élémentaire  autant  que  possible. 
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CHANGEMENTS. 


Pag«  eciij,  ligne  4  de  U  DOte,  qjouiez  :  Le  résulUt  etl  le  oiéae. 

au  Ims  de  la  page  ccixir  et  au  haut  de  la  page  ccur,  remplacer  raUaèa  par  : 

âauTeur,  élu  en  4696  membre  de  l'Académie  des  Scienoes,  arait  détersioé 
analytiquemeot,  çn  le  foodant  tur  la  théorie  du  pendule,  les  rapports  mutuels 
des  nombres  des  Tibrations  fournies  par  des  cordes  tendues  de  différentes  Iod- 
gneurs  et  de  diflérenls  pofds,  soit  qu'elles  ne  Tibrenl  qv'entiéres,  soit  qu'on  les 
fuse  Tibrer  simultanément  en  plusieurs  parties,  en  approchant  un  cheralot  d'un 
de  leurs  points  de  division  aliquote,  sans  les  toucher  ('). 


Et  p.  ccixT,  remplacer  la  note  par  : 

(1)  Mémoires  dtfAcMdémie^  4704,  p.  434 ,  299  et  surtout  354  ;  et  4743^  p.  3S4. 

A  la  p.  4S6  :  la  diagonale  de  la  figure  devrait  être  horizontale. 

A  la  p.  444 ,  ligne  6,  en  remontant  : 

remplacer;  :  l'école  de  Metz,  M.  MicboUi 
par  :  la  Sorbonne,  M.  Poncelet. 

Page  4  84 ,  ligne  8,  en  remontant,  i^outez  :  4 ,6 

Id,  9,  en  remontant,  ajoutez  :  «> 

Bas  de  la  page  647,  au  tableau  qui  porte  le  nom  de  Poisson,  mottes  des  accents 
à  toutes  les  lettres,  qui  seront  ainsi  :  P'g^  Q'3,  etc. 

Idem,  ajoutez  ce  Ubirau  : 

M.  Rirchboff. 
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